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Tamé kaksiosainen "algebraa" sisaltava moniste, jonka | osasiiak
on tarkoitettu kaytettavaksi ensisijaisesti ammattikorkahkssa
insinddriopintojen ensimmaisend lukuvuonna rinnakkain ngenan
monisteen kanssa.

Aikaisempaan versioon verrattuna olen vaihtanut asioiderntéd§si
jarjestysta mm. seuraavasti:

Ensimmaisen osan alussa on nyt "koko juuri- ja potepgsioLoga-
ritmien kasittely on logaritmista asteikkoa ja logaritmiybi@ lukuun
ottamatta kokonaan 1. osassa. Samoin matriisien ja determinanttien
kasittely on siirretty (Iahinn& tietotekniikkaosastoa ajatgll tahan
osaan. Virheiden arviointiin liittyvat "virhekaavat" sekd "Boolen
algebran" (joukkojen ja logiikan symbolien algebran) taas sietényt
jalkimmaiseen osaan.

Kolme viimeista lukua ovat aikaisemmista lahes riippumatiomdiiden
kasittely voidaan haluttaessa siirtdd aikaisemmaksi.

Mm. paasykokeet ovat osoittaneet, etta myos ylioppilaidenygté s
kadyda huolellisesti lapi ja harjoitella kunnolla ainakin lgul, 2 ja 9
asiat (jotka heille ovat periaatteessa tuttuja, mutta suurimroadée

kaytannossa eivat) seka tietenkin lisaksi viimeisten lukujeletuasiat.

Monisteen tdhan painokseen olen tehnyt muutamia pienehkdja
muutoksia ja lisannyt "tahtia" * sellaisiin kohtiin, joidemukaan
ottamista opintojaksoon voidaan harkita opintosuuntaksdga.
Nykyiset oppituntiméarat ja opiskelijoiden pohjatietojen véyys
pakottavat vakisinkin karsimaan opetettavaa aineistoa.

Turussa 29. 4. B®

Antti Majaniemi

Kolmas, paivitetty painos. Olen padivittanyt Antti Majaniemen
alkuperaiseen monisteeseen esimerkkeja ja harjoitustehtavia taman
paivan tilanteeseen paremmin sopiviksi.

Turussa 23. 2. 2007 Jari Majaniemi



1 Potenssi ja juuri

1.1 Kokonaispotenssi

Esimerkiksi luvun 7 neljas potenssi on 7%=7.7.7-7=2401. Tassi luku
7 on kantaluku ja 4 on eksponentti. Potenssi luetaan "7 potenssiin 4" tai
my0s "7 neljdnteen”.

Jatkossa yleensa "luku" tarkoittaa reaalilukua ellei erikseen toisin
mainita. Reaalilukuja ovat kokonaisluvut, esim. 3 ja -2, murtoluvut,

esim. 2/7 ja 31 22 seka ns. irrationaaliluvut kuten 2 ~ 1414 ja 7~

3,14159. Kokonals- ja murtolukujen yhteisnimitys on rationaaliluvut.

Miiiritelmd: Jos n on positiivinen kokonaisluku, niin

a"=a-a--a (n kpl)

a® =1 (a#0)

a_"=i (a#0)
an

.0 . .
Potenssia 0 ei maaritella.

Esim. 1 273 = L = l Luvun 2 kddnteisluku on 271 = l
3 8 2
2.1 5 2.3 125 5 23 8
(5) 5 (5) 2 2’
2x2 +3x1 —4x0 +5x_1 :2x2 +3x—4+§.
X
1072 =0.001 0,0023m=23-10"m.

Seuraavat tulokset pitdvét paikkansa niillda eksponentin ja kantaluvun
arvoilla, joilla potenssit ovat maaritellyt.

Lause 1 W non a
(ab)" =a”b (—)
b
m
aman=am+n n=a -
a
(a ) _am n




Lauseen 1 vasemmanpuoleiset lait ovat sanallisesti esitettyind seuraavat:

Tulo korotetaan potenssiin siten, ettd jokainen tekijd
korotetaan tdhdn potenssiin. Tekijoitd voi olla enemmankin
kuin kaksi.

Samankantaiset potenssit kerrotaan siten, ettd eksponentit
lasketaan yhteen.

Potenssi korotetaan potenssiin niin, ettd eksponentit kerrotaan
keskendicin.

Miten esitdt vastaavasti oikeanpuoliset lait sanallisessa muodossa?
Perustellaan naita tuloksia muutamalla esimerkilla:

(arbc)3 =abc-abc-abc = aaa - bbb - ccc = a’b>c>,

a’a’a® = aaa-aa-aaaa = > = a°, (ar3)2 =a’-a’ =a*?=d°?

3+2+4\i<pl a:ta

Lauseessa 1 eksponentit voivat olla negatiivisiakin. Esimerkiksi tulos

3
4 da 1 . _ _ _ 1
a’a™ == =— saadaan myos Lauseella 1: dat=a P =g1=

a4 a a

Esim. 2 Kaytetdan Lausetta 1 ja supistamista:

3 _ -2)3 3 6 .3_38 >
D @y =22 )y =8 (DT g0y =2
X
2, ~1\3 6,33 4
2) (CZ [;;2)2) =4 bzbc4 = a3 (supistettiin a*:1la ja b>:1la).
a a ¢
y  @7PEE a e a1

(arbc_l)_2 a7 At
- 3
4)  (-aY =(-1Ya’=-1-a’ =-a’, (-a)° =a®, (57)’ =5°,5% =5
" 2 22 2 . _ 2,2
Huomaa, ettd tulo (ab)” =a”b”, mutta summa (a+b)” eiole =a” +b",
vaan summaa koskeva laskulaki on mutkikkaampi:

(1) (a+b)? =a® +2ab+ b*

silla

(a+b)? =(a+b)a+b)=aa+ab+ba+bb=a®+ab+ab+b*=a*+2ab+b*.



Luvun a toista potenssia a® sanotaan myo6s a:n nelioksi ja kolmatta
potenssia a:n kuutioksi. Siten laki (1) voidaan esittdd muodossa
"summan a + b nelio = yhteenlaskettavien lukujen a ja b nelividen
summa plus niiden kaksinkertainen tulo".

Laskulaissa (1) a:n ja b:n paikalla voi olla mitd lausekkeita tahansa,
esim.

Q2x+5y)Y =(2x)* +2-2x-5y+(5y)* =4x* +20xy + 257,
(a—b) =(a+(=b)) =a*+2a(-b)+(=b)* =a* —2ab + b*.

Siis

(2) (a—b)* =a® - 2ab+ b*

Tulokset (1) ja (2) sekd my0s seuraava tulos on syyté opetella hyvin:

(3) (a+b)a-b)=a*-b?|

Naita tuloksia kaytetaan usein lausekkeen jakamiseen tekijoihin, esim.

x*—4=(x+2)(x-2), a*—6a+9=(a-3).

1.2 Nelidjuuri

Kun etsitddn luvun 81 neli6juurta, haetaan lukua, jonka toinen potenssi
olisi 81. Tallaisia lukuja on kaksi: 9 ja -9. Jotta péaastiisiin
yksikasitteiseen tulokseen, on tehty yleinen sopimus, ettd nelidjuuren
arvoksi otetaan niisté luvuista positiivinen, siis ~/81 =9 (lue: "nelidjuuri
81 on 9"). Luvun 0 kohdalla on vain yksi valintamahdollisuus: /0 =0

Negatiivisesta luvusta e1 voida ottaa neli6juurta, sillai minkddn
reaaliluvun toinen potenssi ei ole negatiivinen, esim. +/—16 on

mahdoton. Voidaan my0s sanoa, ettd luvussa ~a juurrettava a ei saa
olla negatiivinen.

Jatkossa merkki > on "suurempi tai yhtd suurt kuin" -merkki ja £ on
"plus tai miinus" -merkki.

Mddritelmda: Jos a=>0, niin Ja on sellainen luku b > 0, ettd b =a.

Juuren méaaritelman mukaan (\/; )2 =a,jos a>0.



Esim. 3 Na'b® =a’b?, silla a’h > 0ja (a®b?)’ = a'b®.
V-4 eiole madaritelty (reaalilukualueella), koska ei ole
reaalilukua, jonka toinen potenssi olisi negatiivinen.
Yhtdlslla x* =3 on kaksi reaalijuurta x = £+/3 ~ +1,73.
Seuraavat sddnnot pitdvéat paikkansa niilld a:n ja bh:n arvoilla, joilla

yhtaloiden kummatkin puolet ovat méaritellyt (esim. toisessa sdannossa
taytyy olla a>0jab>0):

Lause 2 \/E=\/;-\/E, \/%=%.

Nama tulokset seuraavat juuren méairitelméistd ja  potenssin
laskusdannoista (Lause 1). Todistetaan naytteena 1. sdanto:

Jab =~a b, silla Va-\b>0 ja (Va b)Y =(a)(b) = ab.

Ensimmdisessd sddnnossd juuren alla voi olla useampikin kuin kaksi
tekijdici. Ensimmaista sdantoa kaytetaan usein "tekijoiden ottamiseen ulos

Juuren alta”, jolloin eksponentti pienenee puoleen, esim. 5a% =a*A5.

Esim. 4 50 =252 =252 =52.
Ja® —ava.

494*p8¢3 = 7a2b4c\/2.

\/1,2 1107 m? = L1 1073 m, missa m tarkoittaa metreja.

3 3
— - = a\/53:10 a*/5=500a\/5.
4.10°%  2.10° 2

*Sieventamistehtiva \/49a*b’c’ sisilsi implisiittisesti (epasuorasti, vilillisesti,
erityisesti sitd mainitsematta) tiedon, ettd c¢>0, silli muuten tastd
nelidjuuresta ei voida puhua (koska juurrettava olisi negatiivinen). Luvut a ja
b sen sijaan voivat tissd olla negatiivisiakin, koska ne esiintyvét parillisissa

potensseissa. Juuren arvossa 7a’b'cNe an ja b:n eksponentit ovat parillisia,
ja koska ¢ >0, niin juuren arvo on ei-negatiivinen eli > 0 niin kuin pitéékin.

*Vaatimus, ettd juuren arvon tdytyy olla ei-negatiivinen eli >0, aiheuttaa

joskus lisimutkia: Esimerkiksi juuresta va® voidaan puhua myos kun a <0,
mutta koska juuren arvon tdytyy olla >0, tulos on esitettdvd esim.



seuraavasti:

\/_2 {a,jos az0
a =

—a, josa<0
Itseisarvojen avulla tima tulos voidaan esittda lyhyesti: va”™ = |a| :

*Esim. 5 Va* =|a|, mutta (x/g)2 = a, silla tissd a:n taytyy olla >0,

jotta Ja:sta voitaisiin puhua.
\/? =|x|/5
Ja?b* =|a|b?
V&b = a|bf Ja

Esim. 6  Nelidojuuren poistaminen nimittdjdsti:

1 13 43 N
— = =22 (tulos saatiin siis laventamalla ~/3:1la).
GG )
a ab )
— = lavennettiin /b :114).
N ( )
2 2
a _d4 Ja —ava (ensin lavennettiin Ja :1la, sitten supist. a:lla).
Ja  a
2 2(2-+/3) lavennettiin nimittdjan ns. liittoluvulla, jonka

213 (2+3)2-+3) | jilkeen nimittji on muotoa (a -+ b)(a — b)

22-4/3)  2(2-4/3)
o =2(2-+3)=4-243.

1.3 Kuutiojuuri

Kun etsitdan luvun 64 kuutiojuurta, haetaan lukua, jonka kolmas potenssi

olisi 64. Tallaisia lukuja on vain yksi, nimittdin luku 4. Siis /64 =4.
Tassa 3 on nimeltddn juuren indeksi. Luvun —4 kolmas potenssi on —64,

joten 3/—64 =—4. Kuutiojuuri voidaan siis ottaa myds negatiivisesta
luvusta, jolloin sen arvokin on negatiivinen.

Miiiivitelmé: 3/a on sellainen luku b, ettd b =a.

Lausetta 2 vastaavat tulokset kayvat kuutiojuurellekin:



Esim. 7

3
Yab = Ya -V, s%%

Ja*b =Y b =a ¥,
38000 m® =3/8-103m =2.10m = 20m.
1 Y4 s s
R
V8t =838 =8-2=16.

1.4 Yleinen juuri

Edelliset nelio- ja kuutiojuuren maéaritelmiat ja perusominaisuudet
yleistyvat koskemaan yleista eli n:tta juurta a:sta. Tassa n on positiivinen
kokonaisluku. Siten

%a on sellainen luku b, ettd »” =a. Jos n on parillinen luku (2, 4, 6
Jne.), juuren arvon b taytyy olla ei-negatiivinen ja juuri voidaan ottaa
vain ei-negatiivisesta luvusta a. Edelleen

Esim. 8

1.61023m* =816-10* m=2.10""m=02m (metriz).
4/-16 on mahdoton, 3/-32 =-2, J-7 =37 ~-1,476.
32¢°  2d3la

b b

Na™ =%a-a--a="a-%a-%a="a)"

1 Y4 4 s
2 3234 Yg 2

5

(kuutiojuuri pois nimittéjasta).

Huomaa, etti juuren ja potenssin laskusdiiiinnét koskevat tulo- ja
osamdidrdlausekkeita, eivitkd summia ja erotuksia. Niinpa esim.

a’b?> =a-b (jos a,b>0), kun taas Va® —b> eiole=a b, silla
(ar—b)2 ei ole = a® —b? vaan = a®> —2ab+b*.

*Mainitaan vield kaksi laskusaantod, jotka ovat edellisid harvinaisempia:



k'nak-m=l\1/am mna=m'i\1/;
(Juuren supistaminen tai laventaminen)(perdkkéinen juurtaminen)
Esim.9  Sa* =V, a =¥a,
$a? =3l

1.5 Murtopotenssi ja irrationaalipotenssi

Kun maaritelldan

1

1 1 m
\/_=a2, %=a3, cecey "a=a" ]8Y1€1$€Stl vam =aqan"

niin juurilla laskemista voidaan suorittaa potenssiopin mukaisesti, silla
1 1 1
esim. saantd Yab =%a -%b muuttuu muotoon (ab)” =a» -b7 . Huomaa,
3
ettd esim. murtopotenssissa a* kyseessd on 3. potenssi ja 4. juuri.

Esim. 10 3a*> Na=a

>

\/x2 T4 (P-4

1 1.1 1
(x2+x 2) =(x2)? +2-x2-x 24(x 2)°

-1 :x+2+l,

X

:x+2x0+x

/ 1 1
T=2rx |—=2x-12-
g

Potenssin madrittely voidaan laajentaa koskemaan tapausta, jossa ekspo-
nentti on irrationaaliluku ja kantaluku > 0. Laskinten potenssindppaimen

y* avulla tillaisille irrationaalipotensseille saadaan likiarvoja.

Esim. 11~ 2¥> (=211 5214142 ) ) 665,

a- (a ) —a- a a1+27r:a27r+1.



1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

Harjoituksia
A

(A-harjoitusten avulla voit itse testata, oletko ymmcdirtinyt
tassd luvussa esitettyjen laskumenetelmien perusasiat.)

Laske (tarkat arvot; tulokset voit tarkistaa laskimella):
3 2\
a) 272,271 20 21 22 010, b) 5 ¢) (2*), d) (gj :
_|_

53 3 3
2 2° 6
e) 6, f) 16, g 5iC

R
325)

L Ta .
+1, 1) <. 1) 55 -
3 3

5‘w|uﬁoo

4 3 5
Sievenna: a) P, b) (u4)5, c) (S? , d) (—2ﬁj , ©) T
s

Laske: a) (=5)2+(=5)>, b) £~ p o) (5mP —m(1-22m)+m.
P

Hajota polynomiksi a) (m—r)>, b) (x+2)%, ¢) (x=2y)%,

d) 2x-1)2x+1), e)(x—-1)(2x+1), ) (a+2)3.

Jaa tekijoihin: a) m?> —n?, b) P — 45, c) x> +4x+4.

Laske (ja tarkista laskimella): a) V27, b) /1000,
c) \0,49:1072 d) % (kayta Lausetta 2 "takaperin"),

(17
e) 3242 1) i— g) % (poista juuri nimittajista Esim.

6 tapaan).

a) /0,6das’, (s = sekunti), b) 16, ¢) 3/0,000001m°> ,
56 o) st . p i, o Y. h)i/ﬁ ) 3L 37
D273 423 A7 1) Y-16a* .



1.8 Pallon tilavuus V—%m” Laske sade r, kun V' = 3,50- 1074w’

1.9 Esita murtopotensseina a) %/573 b) K12 ,C) 32 A
1.10 Laske a) 2112 53/4 _2—2/3) b) (p2/3p_1/2):(p1/4p_5/6).

[ 4
1.11  Laske laskimella 2,31+3,56

400-33212

B
(Keskivaikeita tehtdvidi)

1.12  Sievenna:

. 9x2

a) 2 (azb3) b) ﬁ 3-% ) i d) 9x” e) i

(abz)m ’ y 'y3 - © 3x y '’ 3x

4y 3x

VT @ (a-b7

1.13 Sievenni: a) {(——) } , b) a- C) 3

2a (b—a)’ (b—a)
d) (a—b)*
(b—ay

1.14  Laske ilman laskinta ja tarkista tulokset laskimella:

-1
-1
2) {@ ‘ﬂ . B 127(12)7%, ¢) 08-027-125-57.

1.15 Laske ilman laskinta:
2
A (D%, b) (D7, o (1), )12 o) 44T

@2y h2c?
(abc*)™?

1.16  Sievenni: a) . b) 2a+b)> —(a-2b).




1.17

1.18

1.19

1.20

1.21

1.22

1.23

1.24

1.25

10

Sievenna: a) (\/%+«/ZJ\/% b) \/%(\/;_\/%J

1 1
a—— b——
Muokkaa lauseketta (+/x) ?-(+/x) ¢ jalaske sitten sen tarkka

arvo, kun x:%, a+b:% ja ab=6.

Sievenni: a) abNa? —b* (a>0,h>0), b) V36a2b7ct
C) (\/S3—S2u +\/su2 —u3):«/s—u (s,u>0).

Poista nelidjuuri nimittdjéasta:
) i b) ¥ c) )w/
BT 15243 3\/_ 2f
3/ 31445, 4
2) %) b) 31x2y,31xy2’ ¢) ab-3 %b) d) i6l‘ u ’
\ a

2tu
e) Q/a2}’lbn+l :Q/bZn '

Laske a) murtopotensseilla, *b) laventamalla juuret
samaindeksisiksi:

Va2 -i/ari2 ja \6/02\/514\/613-%/672.

oda ) g
T b)\/u7.3;.

a) 4b.3b_2+__3‘la5b_3a_i/:) b) (_3) _(t2)—3/4 '
a a t

a+b

b /a.
3 — 43—
a? b?




2 Lauseke, yhtalo ja epayhtalo

2.1 Lausekkeen sieventaminen

Lauseke muodostuu jatkossa luvuista ja lukuja esittivistd kirjaimista
sekéa niiden vialisista laskutoimituksista (laskuoperaatioista), esim.

2a+b )
—d
3a

+1.

Myohemmin lasketaan mm. vektori- ja matriisilausekkeilla. Lauseke,
jossa viimeksi suoritettava laskutoimitus on yhteen- tai vahennyslasku,
on summamuotoinen, esim.

4a+3b, (a+b)* —(ab)?, P+t
X

Jos taas viimeinen laskutoimitus on kertolasku, lauseke on
tulomuotoinen eli tekijimuotoinen (kokonaispotenssikin on tulo), esim.

2
(a—b)2a+b), 42a-b), M[ 1
X

——.5(b+c?)=x"" -5(b+c2)j.
X

Kun lauseketta yksinkertaistetaan eli pelkistetciiin eli sievennetdidin,
(engl. simplify), niin lausekkeen uusien muotojen taytyy olla yhtdi suuria
keskenddn. Lausekkeen eri muotojen vélilla ei siis saa kayttdd esim.
nuolia = tai <. Luvussa 1 sievennettiin potenssi- ja juurilausekkeita.

Esim. 1 ab—a(a+b)+b2:ab—a2—ab+b2
=—a’+b?
_p2_ 2

Tata lauseketta sievennettiin siten, ettd sulkeet poistettiin, jolloin neljasta
termistd (jéisenestd) kaksi (ab ja —ab) kumoutui.

ab+b*  (a+bh 1

Esim. 2 = = .
abr+a*b® AP (a+b) a®b

Tassa lausekkeen osoittaja ja nimittdja muutettiin tekijcimuotoon, jonka
jalkeen tekijiit b ja a + b voitiin supistaa. Nain osoittajaan jai vain tekija
1. Vain tekijiiti saa supistaa, ei termeji tai termin osia! Esimerkiksi

11



edellisen murtolausekkeen nimittijissa b’ ei ole tekijd. vaan termin

a2b3@.
2 2 (x 2 2
Esim. 3 y2_x:y — __ 7 __ X
xy—x°- y—x x(y-x) y-x x(y—x) x(y—x)
2 .2
YT ext Ay x) ytx
x(y—x) x(y—x) X

Tassa ensimmadisen murtolausekkeen nimittdja jaettiin tekijoihin. Sitten
lausekkeen 2. termi lavennettiin x:114, jollon ndmé kaksi termia
muuttuivat samannimisiksi, ts. niille saatiin yhteinen nimittdja. Nain
termit voitiin yhdistdd. Kun sitten viela osoittaja jaettiin tekij6ithin
luvussa 1 mainitulla sddnnolla az—b2=(a+b)(a—b), tekya y—x
voitiin supistaa pois.

Muokkauksen vilivaiheet voidaan sijoittaa siten, ettd yhtilaisyysmerkit
ovat allekkain kuten esimerkissid 1. Lausekkeita voidaan sijoittaa myos
perdkkain kuten 2. esimerkissd. Huomaa myds 3. esimerkin muotoilu.

Summamuotoinen lauseke on nimeltddn polynomi. Esimerkiksi lauseke
a—-2b+4bc—a/b on polynomi, jossa on 4 termid. Erityisesti kaksi-
terminen polynomi on binomi ja kolmiterminen trinomi. Luvussa 1
mainittiin ja myos todistettiin binomin neliotd koskevat laskukaavat
(a+b)2 =a® +2ab + b* ja (a—b)2 =a* —2ab+ b*. Kun niitd kaavoja
kaytetdan, a:n ja b:n paikalla voivat olla millaiset lausekkeet tahansa,
esim.

(2m=3n)* =(2m)* =2-2m-3n+(3n)* = 4m* —=12mn +9n*.

Vaikeampaa on ndhda edellisen paattelyn kédnteinen kdyttd: Trinomissa

4m* —12mn+9n* on 2m:n nelio, 3n:n nelio ja niiden kaksinkertainen
tulo —2-2m-3n, joten trinomi voidaan Kkirjoittaa potenssimuotoon

(2m —371)2 :

4x +4x+1  (2x)° +2-2x 1+ (2x+1°  2x+1

Esim. 4 5 TR = = :
4x° -1 (2x) -1 x+D(2x-1) 2x-1

Binomin korkeampien potenssien kehitelmét ovat seuraavanlaisia:
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(a+b)’ =a®+3a*b+3ab* + b

(a+b)* =a* +4a°b + 64*b* + 4ab’ + b*

Naissa kehitelmissa esiintyvit kertoimet ovat ns. binomikertoimia ja ne
saadaan seuraavasta Pascal'in kolmiosta, jossa reunoilla ovat 1:t ja
muualla olevat luvut ovat aina kahden wiistosti yldpuolella olevien
lukujen summia (esim. 4 + 6 = 10):

1 3 3 1 & kolmannet binomikertoimet

2.2 Yhtalon ratkaiseminen

Kun kaksi lauseketta merkitaan yhta suuriksi, saadaan yhtdlo. Yhtalo voi
olla identtinen, ts. voimassa kaikilla siind esiintyvilla kirjainarvoilla,
esim. (ar—b)2 :(b—a)z. Useat matemaattiset laskulait (laskusaannot,
"kaavat") ovat muodoltaan identtisid yhtaloita, esim.

(a-bY =a> -3a*b+3ab® - b>.

Yhtalo voi olla myos ehdollinen, jolloin se toteutuu vain joillakin
tietyilla kirjainarvoilla. Esim. yhtdlo 4x =2 toteutuu vain, kun
x=2/4=1/2. Talloin sanotaan, etti x=1/2 on tdméan yhtilon
ratkaisu el juuri (vaikka tassa yhtilossa ei ole kysymys juuren otosta).
Seuraava esimerkki esittia tyypillisid yhtalon ratkaisemisvaiheita.

Esim. 5 3(6—x)=4-(2-5x) | sievenni kumpaakin puolta
18 —3x =2+ 5x | lisdad kummallekin puolelle 3x ja vihenni 2
vaihda puolet keskendin seki
16=8x | . ,
jaa kumpikin puoli 8:1la
x=2.

Kun yhtdlon 18 —3x =2+ 5x kummallekin puolelle liséttiin sama termi
3x, yhtalo pysyl samanarvoisena alkuperdisen yhtalon kanssa. Lisayk-

sessd termi —3x hévisi vasemmalta puolelta ja siirty1 oikealle puolelle
3x:n4, ts. vastakkaismerkkisend. Sama yleisesti:

13



Yhtdlossd voidaan siirtdd termejd puolelta toiselle, jos samalla
muutetaan niiden etumerkit.

Kun yhtidlon 8x =16 kumpikin puoli jaettiin 8:lla, niin tekija 8 siirtyi
oikean puolen nimittdjaan: x:%:l Esimerkiksi yhtalon §:16

kummankin puolen kertominen 5:114 taas siirtdisi tekijin 5 vasemman
puolen nimittijasta oikean puolen osoittajaan: x =5-16=80. Siis

Yhtdlossa voidaan siirtdd vakiotekijoitd nimittdjdstd toisen
puolen osoittajaan tai osoittajasta toisen puolen nimittdjddn.

Tata tapaa kaytetdaan tekniikassa usein, kun jostakin ns. tekijayhtilosti
(ts. tekijamuotoisesta laskukaavasta) ratkaistaan jokin suure.

. 1 .
Esim. 6  Ratkaistaan yhtalosta s = Ea ¢* kiihtyvyys a:

1
—a tz =g
2
at’> =2s
. 2s
Siis a= —
1

Tassa esimerkissa allekkain kirjoitetut kolme yhtidlod ovat keskendin
samanarvoisia ¢li ekvivalentteja. Jos niiden valilla kéaytetddn
ekvivalenssinuolia <, niin yhtélot voidaan kirjoittaa perdkkéainkin.
Seuraavassa on lisdksi kaytetty Siis-sanan tilalla johtopdditosmerkkid ..
(eli kolmoispistetti), jolloin ratkaiseminen nédyttda esim. seuraavalta:

] 1 2s
Esim. 7 S = Eatz S2s=at> <at*=2s a= —
5

Ekvivalenssinuolta ei saa kayttaa yhtalaisyysmerkin tilalla kun sievennét
lauseketta. Samoin yhtildisyysmerkin kayttiminen yhtdlén er1 muotojen
edessa ekvivalenssinuolen tilalla on virheellista.

Esim. 8  Seuraava yhtilo on ratkaistu x:n suhteen:

14



5x+3a_15—a
10 5

10-05-a) \ supist. op. 5:114 (op. = oikea puoli)

| -10

5x+3a =

5x+3a=2-(15-a)
5x =30-2a-3a
x:30—5a :5-(6—a):
5 5

6—a.

Ensimmaéisessd vaiheessa yhtidlon kumpikin puoli kerrottiin 10:114,
jolloin luku 10 siirtyr vasemman puolen nimittdjasta oikean puolen
osoittajaan. Kaikki yhtilon er1 muodot jarjestettiin allekkain niin, etta
yhtalaisyysmerkit olivat suoraan toistensa alla. Kokeile ratkaista sama
yhtilo a:n suhteen.

*Seuraavassa esimerkissa juuret on tarkistettava, koska yhtdlo kerrotaan
x:dd sisdltavdlld tekijdalld. Yhtalon ensimmaéinen ja toinen muoto eivit
nimittdin ole ilman muuta ekvivalentteja, silld ensimméiinen muoto
sisaltaa ehdon x +1# 0, mutta toinen muoto ei.

2
sEsim 9 X 0N et x4120
3(x+1)

Juuret tarkistettaval
3x* +8x+13=3x" -3
8x=-16
x =-2. Tdmd toteuttaa alkuperdisen yhtdlon.
*Ratkaise vastaava yhtdlo, kun siind 13:n tilalla on luku 5. Saat x:n

arvoksi x=-1. Se e1 kuitenkaan kéay ratkaisuksi, koska se tekee
nimittdjan 0:ksi ja 0:lla ei voi jakaa.

*Jos siis yhtdlod ratkaistessasi joudut kertomaan yhtdlon jollakin
sellaisella lausekkeella, jossa on mukana ratkaistava muuttuja x
(tai esim. a, jos ratkaiset yhtdilod a:n suhteen), niin lopuksi on
tarkistettava, ettei mikddn saaduista x:n arvoista tee tdtd lauseketta
0:ksi.

Seuraavien yhtdloiden ratkaisemisessa kaytetdaan ns. tulon nollasddintod:
tulo on = 0 vain, kun jokin sen tekijoistd on =(0. Ratkaisuissa esiintyy
myos tai-merkki v. Jilkimmaiisen yhtdlon ratkaisut on esitetty
alaindekseilla varustettuina ja pilkulla erotettuina. Pilkkua kéaytetdian
usein ja-merkin A sijasta.
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Esim. 10

a) x’=3x b) X(x+1)=3(x+1)

x*=3x=0 x(x+1)=3(x+1)=0

x(x=3)=0 |tulon 0 - siints (x=3)(x+1)=0 | tulon 0 - siiiinté
x=0v x-3=0 x-3=0v x+1=0
x=0v x=3. x, =3, x,=-1

Nama kaksi yhtiloa ovat sellaisia, ettd yhtdlon kummallakin puolella on
sama, x:dd sisdltdavda tekijd, edellisessa tekija x, jalkimmaisessa x +1. Jos
olisit jakanut yhtalon kummankin puolen talla tekijalla, olisit menettanyt
vastaavan juuren, edellisessd yhtialossa juuren x =0 ja jalkimmaisessa
x =—1. Jos jaat yhtilon kummankin puolen x:dd sisdltivilla tekijiilld,
timd tekija on erikseen merkittivd 0:ksi ja ratkaistava siitikin x.
Seuraava esimerkki niayttda menettelytavan.

Esim. 11 3x(x+1)=2(x+1)* |:(x+1) 1) x+1=0

2) 3x=2(x+1) xp=-1
3x=2x+2
X2 :2.

Tama yhtilo olisi ratkennut myos Esimerkin 10 tapaan, ottamalla x + 1
tekijdksi. Kolmas tapa olisi seuraava: Ensin "kerrot yhtdilon auki" eli
suoritat yhtdlossa olevat kertolaskut ja potenssiin korotukset ja sitten

jarjestat kaikki termit samalle puolelle. Nain saat seuraavan yhtilon:

x2—x-2=0 (suorita laskut). Taméan voit ratkaista 2. asteen yhtdlon

ratkaisukaavalla, joka johdetaan myohemmin ja on seuraava:

—b+b*—4dac

2a

ax? +bx+c=0 & x=

Kun tita kaavaa sovelletaan yhtaloon x> —x-2=0, saadaan

lei\/12—4-1-(—2) 1449 143
2-1 2 2
Huom. Kaksi perdkkdisti operaattorimerkkid on erotettava toisistaan
sulkeilla, esim. 2-(=3), 2+(-3) ja 2:(-3). Merkintitapaa 2- 3 ei
sovi endi tilla asteella kayttaa.

=2v-1
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Auki kertomista on yhtdlon ratkaisemisessa yleensa syyta valttaa, silla
esim. yhtalo xz(x +1) =4(x +1) muuttuisi muotoon

X +x?—4x-4=0.

Pid4d huoli siitd, ettd ymmaérrat seuraavan eron: Yhtdlon kummankin
puolen voit kertoa tai jakaa samalla luvulla. Jos sen sijaan kerrot
lausekkeen sievennetyn muodon esim. luvulla 3, lausekkeen arvo tulee
tietenkin 3-kertaiseksi.

4x -1

Esim. 13  Sievenni lauseketta . =x +2 —

C3(x+2)-(4x-1) 3x+6—-4x+1 T-x
3 3 3

L

Saatua tulosta ei saa mennd kertomaan 3:lla, silla tulos 7—x ei

ole enda lausekkeen L arvo, vaan 31.:n arvo. Tamén yhtdlon tulos on

X . : : :
ja 3:lla kertominen voidaan tehda, jos tdmén yhtdilon

nimittiin [ =

kumpikin puoli kerrotaan 3:lla. Silloin saadaankin 3/.:n arvo
3L=T-x.

2.3 Juuriyhtalo

Nelidjuuren mééritelmén mukaan /a = b, mikili seuraavat kolme ehtoa
ovat taytetyt:

1) a>0 (jotta a:sta voidaan ottaa nelidjuuri, ns. reaalisuusehto),

2) b >0 (ts. neliojuuren arvon taytyy olla ei-negatiivinen),

3) b? =a (Juuren arvon nelion taytyy olla = juurrettava).

Taman mukaan juuriyhtilon Vx? -8 =x+2 ratkaisun x taytyy olla

sellainen, ettd juuren arvon x+2 nelid ja juurrettava x> —8 ovat yhta
suuret ja lisdksi juuren arvon ja juurrettavan pitdd kummankin olla ei-
negatiivinen:

(x+2)>=x? -8, x+2>0, x> -8>0.

Kéaytannossd namé ehdot tulevat taytetyksi, jos juuriyhtidlon kumpikin
puoli korotetaan nelioon ja saadut ratkaisut tarkistetaan (yleensi
sijoittamalla ne alkuperdiseen yhtdloon). Talla tavoin tdman yhtialon
ratkaiseminen nayttaa seuraavalta:

17



Esim. 14 \x*>-8=x+2 ‘ ()2 , juuret tarkistettava

x2—8:(x+2)2
x> —8=x+4x+4
—8=4x+4
4x =-12

x=-3 Ehtox+22>0 e1toteudu .. E1 ratkaisua.

Jos yhtdlo olisi ollut muodossa Vx?-8—x=2, termi —x olisi pitanyt
stirtda  toiselle puolelle ennen nelioon korotusta, muuten neliGon
korottaminen ei havitd juurilauseketta, vaan se jaa jaljelle
kaksinkertaiseen tuloon.

Kuutiojuurella e1 ole ei-negatiivisuusehtoja, joten ratkaisuja e1 tarvitse
valttamatta tarkistaa:

Esim. 15 32x+5=3 ‘()3

2x+5=27
x=11L

*Jos neliojuuriyhtalossa juurilausekkeita on useampia kuin yksi,
tarvitaan enemman kuin yksi nelioon korotus:

Jdtd mutkikkain juurilauseke

*Esim. 16 x +Jx-5=5

yksin toiselle puolelle
Jx—5=5-x ‘ ()%, juuret tarkistettava
x=5=52-2.5/x +(x)’
X—5=25-10/x +x
10/x =30
Jr=3 (0

x =9. Toteuttaa alkuperiisen yhtalon.
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2.4 Epayhtalo

Epayhtdlon x<2 ("x pienempi kuin 2") 2
ratkaisuja  ovat kaikki 2:ta  pienemmat T
reaaliluvut. Ne voidaan esittda lukusuoralla (x-akselilla) viereisen kuvan
mukaisesti.

Epayhtilot x <2 ja 2> x ovat samanarvoisia eli ekvivalentteja, silla jos
X on 2:ta pienempi, niin 2 on x:44 suurempi.

Kaksoisepayhtdlon 1<x<2 ("l pienempi 1 o)

kuin x pienempi tai yhtd suuri kuin 2") —————Ce——————
ratkaisuja ovat kaikki 1:n ja 2:n valilla olevat reaaliluvut, luku 2 mukaan
luettuna.

Tutkitaan nyt, miten ratkaistaan epayhtilo 2x—1<3. Jos epayhtdlon
kumpaankin puoleen lisiatdan 1, puolien suuruusjarjestys sailyy:

2x—1<3 | +1
2x <4

Jos kumpikin puoli jaetaan pesitiiviluvulla 2, niin suuruusjarjestys
sailyy:

2x<4|:2>0

x <2

o Epdyhtdilon kumpaankin puoleen voit lisdtd tai niistd
vdhentdd saman luvun.

e Epdyhtdilon kummankin puolen voit kertoa tai jakaa
samalla positiiviluvulla.

o Jos kumpikin puoli kerrotaan tai jaetaan samalla
negatiiviluvulla, merkki < on vaihdettava merkiksi > tai
pdinvastoin.

Viimeisestd kohdasta voit vakuuttua esim. jakamalla epayhtilot 2 <4,
—4<2 ja —-4<-2 vakkapa luvulla -2. Jos samalla wvaihdat
epayhtalomerkin suunnan, uudet tulokset —1>-2, 2>—1, 2>1 pitavat

paikkansa.
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Esim. 17 Kaksi esimerkkia:

1) x-324x+9 | —4x, +3
xX—4x>9+3
—3x212 |:(-3)<0
x<—4.
*2) 1<3x-5<4 ‘+5 Kaksoisepdyhtdlo
6<3x<9 [:3>0

2<x<3.

Yleispatevampi tapa ratkaista kaksoisepayhtilo olisi se, ettd kumpikin
epayhtalo ratkaistaan erikseen ja saaduista ratkaisuista otetaan yhteiset.

2.5 lItseisarvoyhtélé ja -epdyhtélo

Reaaliluvun itseisarvo saadaan jattamalla luvusta etumerkki pois, esim.
12|=2, |-5|=5. Voidaan my®s sanoa, ettd ei-negatiivisen luvun itseisarvo

on luku itse, mutta negatiivisen luvun itseisarvo on luvun vastaluku, siis

X, josx=>0
| x| = .
-Xx, josx <0.

Jalkimmainen tapa on yleispatevampi. Esimerkkeja:

Esim. 17 |-3|=—(-3)=3.
3-~/2|=3-+/2, 2-+/5=-(2-+/5)=~/5-2
Hr_/ H/_/

>0 <0
N x—1,josx—-1>0elijosx>1
s —(x—D=—x+1, josx <1

Seuraavassa esimerkissd on ratkaistu muutama itseisarvoyhtiilo
seuraavalla periaatteella:

la|l=b<>a=bva=-b

(silla luvun a itseisarvo on b, jos luku a on b tai —b).

20



Esim. 18 |x|=2< x=2v -2 (luvun itseisarvo on 2, jos luku on 2 tai —2).
Ix-3=2 © x-3=2 v x-3=-2& x=5vx=1
*Ix+1l|=2x < x+1=2xvx+1=-2x jalisdksi x >0

< x =1vx=-1, jalkimméinen ei kdy.

*Tallaisia yksinkertaisia itseisarvoyhtdloitd voitaisiin ratkaista myos

siten, ettd yhtdlon kumpikin puoli korotetaan neli6on ja saadut ratkaisut

tarkistetaan. Menetelmdn huono puoli olisi, ettd se nostaa yhtdlon
astelukua.

Itseisarvoepiiyhtiléiti on periaatteessa kahta tyyppia:

1) lal<xb< —-b<a<b
(luvun a itseisarvo on < b, jos luku on —b:nja b: n vdlilld).
2) laj>b&sa>b v a<-b

(luvun a itseisarvo on > b, jos luku on b: i suurempi tai — b: tc pienempi).

Esim. 19 1) x|<5 ©-5<x<5
2) |x-1lk2e2<x-1<2 |41
< -l1<x <3
3) |x-322<x-322 tai x-3<-2

S x25 tai x <1

*Esim. 20 Piirra yhtalon y = x+|x —1| kuvaaja.

Yhtalo hajoaa kahdeksi yhtaloksi sen mukaan onko x—1>0 eli x>1
vai onko x <1:

_Jx+(x—-1D)=2x-1, kunx>1
|x—-(x-D=1 kuanx<l.

Edellisen osan "y =2x-1, kun x>1" B

kuvaaja on osa vinoa suoraa ja | i;?x -
jalkimmaéisen osan "y =1, kun x<1" y=1x<1
kuvaaja on osa vaakasuoraa suoraa.

Suorien yhtdloistd tarkemmin Luvussa —t—
5. 1
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2.1

2.2

2.3

2.4

22

Harjoituksia

A
Laske seuraavien lausekkeiden arvot
2.1

2) L+ll b) 1 __1 .o du g M)

2a 3 a x—3 x+3 3 2a +4ab
) r f) 2ab+3ac—4ca+6bc—8ab—6¢h
© 5_7”4‘3’ abc '

4 r+4

Jaa luku 85381 luvulla 42, jolloin saat (vajaaksi) osaméairiksi
2032 ja jakojaannoksekst 37. Talloin (tdydellinen) osamadra
voidaan esittdd muodossa

85381 :2032+3—7: 203237
42 42 32

Suorita  vastaavasti  polynomin 2x? —3x-5 jakaminen
polynomilla 2x+1. Minkd esityksen saat (taydelliselle)
osamaarapolynomille?

Lukujen kaksi peruslaskusaantoa ovat vaihdantalaki ab = ba ja
liitdntdlaki a(b+c)=ab+ac. Nama lait pitavat kaikille luvuille

paikkansa.  Jakolasku  voidaan  késittdd  kéanteisluvulla

kertomiseksi, esim. 2—35 :§-25 ja azb = l-(a —b). Taméin
c

ajatuksen ja liitdntalain nojalla

a+b

_Larpy=tiaslp=9.2
C C C C C C

Sus  summa voidaan jakaa luvulla niin, ettd jokainen
Vhteenlaskettava jaetaan tdlld [uvulla. Sen sijaan luvun
jakamiselle summalla e1 ole vastaavaa lakia, ts. s&anto
a

a a ., ... . . .
=—+— el pidd paikkaansa. Osoita timi antamalla a:lle,
b+c b c

b:lle ja c:lle jotkin positiiviarvot. Naet, ettd kumpikin op:n termi
on vp:ta suurempi.

Muuta seuraavien lausekkeiden osoittajat ja  nimittdjat
tekijdmuotoon, jotta voit sitten supistaa lausekkeita:



2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2 2 .
2) 2x 1 b r2 27”) 0 as 352'
x“+2x+1 re—4 9—-6a+a

6x-3

Ratkaise seuraavat yhtalot: a) 14-3x=x-36, b)

41-1 2t+1
c) =

24 36
ehké ensin laventaa vp 3:lla ja op 2:1la, jolloin yhteinen nimittija

on 2°-3*=8.9).

:x)

(ohje: 24 = 23.3,36=2%.32, joten kannattaa

Maarita  seuraavien  yhtdloiden ratkaisut  (kdytd  fulon
nollasddntdd, jos mahdollista):

a) 2x° —4x=0, b) (x+2)(x+3)=0, ¢) (x+2)(x+3)=6.

Ratkaise yhtialo a) v2-x=x+1 (poista nelidjuurt nimittajasta),
I 1 2 1 1

b) - =——-—, ¢ x2—4x=5, d) =—-1.
3 2x x xX+2 x

Ratkaise: a) Vx+4 =x+2, *b) Jx+9-+x =2, c) 3x+4>0,
d)3-2x<7, *e)l<§+2£3.

Sievenna (tarkka arvo):

a) 2—4/2/, b) 2v2-3|, *c) [1-2[-3-22].
Ratkaise: a) [x—3|=4, *b) 2x—-1=x+1, 'c) 2x+1=x—-1.
Piirréd funktion a) y =|x|, b) y =|x|+1 kuvaaja.

Ratkaise seuraavat itseisarvoepayhtalot ja esitd ratkaisut luku-
suoralla: a) 2x+1/<1, b)|x+1]>3.

B

b jz ~ b? —4ac} b) 8a%h> —120%a°

Sievenna: a) a| | x +—
) [( 2a 4a’ 4a*b?

Muuta seuraavien murtolausekkeiden osoittajat ja nimittdjat
tekijdmuotoon ja supista yhteiset tekijat pois:
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2.15

2.16

2.17

2.18

2.19

2.20

2.21

2.22

2.23

24

2) 3u® — 6um+3m? b) 16—8)/+y2 . 2a°b+2ab’
6u* —6m> xy—4x at-pt

Sievennd seuraava lauseke ja laske laskimella sen arvo
sieventamattomasta ja sievennetystd muodosta, kun x =2,763:

(2x +2)(3x —1)— 6x>

2+4x_1
4x -2
Ratkaise:  a) x—1:2x+5) b) L 2 = 4 ,
X 2x+1 x=2 x+42 x2_-4
2 Vs=2+2 2

]
- d ==
C)Ji—x 3x—~2" )2Js—2+8 7

Todista, ettd (a+ b+ c)2 =a? +b% +c* +2ab+2ac + 2bc ja laske

sovelluksena lausekkeen(x —2y + 32)2 arvo.

Ratkaise yhtalot a) (2x—7):2+x—-Bx+1):5=5-(x+6):2,
x—a x-pf

b) 6:(4—x)—-25:(1-3x)+16:(x—-4)=0,c¢)
a

Ratkaise: a) v2x+1=x—1, *b) Vx-2-+/x+1=3.

x—1

Ratkaise: *a) |x2—2|:2x—2, b) —=1.
X

*Piirrd funktion y =2|x —2|+x +4 kuvaaja.

*Ratkaise: a) 3x—2|>x, b) 2x—1I<x (Ohje: Kun poistat
itseisarvot, saat kaksoisepdyhtdlon. Ratkaisun muodostavat ne
x:n arvot, jotka toteuttavat kaksoisepayhtilon vasemman ja
oikean puolen muodostaman epayhtalon.)

Merkitaan 1-2-3....n=n! ("n-kertoma’) ja 0!=1 (seka 1!'=1).
n!
kM(n—k)!

o} GHEHEHGH)

n
Maaritellaan (k) ("n yli k:n'"). Laske luvut



3 Verrannollisuus

3.1 Suhde ja verranto

Kahden luvun ja varsinkin kahden suureen osaméiirin sijasta puhutaan
usein niiden suhteesta. Talloin % tal a:b luetaan "a:n suhde b:hen".

Esim. 1  Lukujen 2 ja 5 suhde on 2:5 =0.4.
500 cm

Ocm

Pituuksien 5,00 m ja 20,0 cm suhde on =25.0.

>

Nopeus on matkan suhde aikaan.

Kuvan mittakaava on kuvajanan
pituuden suhde janan todelliseen L
pituuteen. o

Kaltevuus = /:b (=tan ) (vier. kuva). b

Joskus suhteita "ketjutetaan":

Esim. 2 Jana, jonka pituus on 15, jaetaan kolmeen osaan suhteessa
2 : 3 : 5. Talloin jako-osia on 2 + 3 + 5 = 10 kpl ja esim.
keskimmaisen osan pituus on

N 15=45.
10
Kaksi yhta suurta suhdetta muodostavat verrannon:
a c
1 —=—
) b= d

Jos verrannon kaikki nelja jasentd a, b, ¢ ja d ovat # 0, niin tdma yhtilo
on yhtapitdva seuraavien yhtidloiden kanssa, ts. verranto (1) voidaan
muuntaa seuraavaan neljddn muotoon:

(2) ad = bc ("ristiin kertominen')
3) b_d ("kiidntiminen")
a c
“) a_b , 4_¢ ("vuorottaminen")
c d b a

Tod.. Yhtaloista (1), (3) ja (4) padstdan yhtaloon (2), kun ne kerrotaan
nimittdjien tulolla (# 0). Suis kaikki ndma kolme yhtiloa ovat
yhtapitavia (2):n kanssa ja siten keskendankin.
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Verranto (1) vuorotetaan siis siten, ettd joko darimmaiset jasenet a ja d
tai keskimmaiset jasenet b ja d vaihtavat paikkaa.

Verrantoja esiintyy mm. geometriassa yhdenmuotoisuuden ja sinilauseen
yhteydessa.

sina sinf .. .
= , niin myos 3
a b b
sina a . . b smp o B
——=— jamyds —=—.
sinff b a sina

Esim. 3 Jos

Viimeinen muoto on paras, jos Kysytdan b:n arvoa.

""Yhdistetty verranto" |a:b:c =d:e: f|kasittid kolme verrantoa
d a_d b_e
e’ c f c f

Kun ndmé vuorotetaan, saadaan kolme keskenain yhta suurta suhdetta:

a_
b

a_b_c
d e [’
3.2 Suoraan ja kdédntéaen verrannollisuus

Esim. yhtidlén y=0,65x kuvaaja on origon

kautta kulkeva suora. Kun x:lle annetaan
arvoja, sanotaan, ettd y:n arvot muuttuvat
verrannollisina nathin arvoihin: sitd mukaa
kuin x:n arvot kasvavat, kasvavat myos y:n a 2a
arvot. Jos x esim. kaksinkertaistetaan (arvosta
a arvoon 2a ), samoin kdy y:n. Kerroin 0,65 méaraa, kuinka nopeasti y:n
arvot kasvavat x:n kasvaessa.

Yleisesti, jos |y=kx| missi k on posi- y— kx

tiivinen tai negatiivinen vakio, sanotaan,
ettd y on (suoraan) verrannollinen x:aan.
Vakio £ on verrannollisuuskerroin.

Esim. 4 Tasaisessa liikkeessi  matka
kasvaa verrannollisena aikaan: s=vt, v =vakio.

Ohmin lamm U = RI mukaan jannite U on suoraan
verrannollinen virran voimakkuuteen (kun R = vakio).
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Jos esim. y= kx? tai y= k~/x , missd k on vakio, sanotaan, etti y on
(suoraan) verrannollinen x:n nelioon tai x:n neliojuureen.

k 4
Kddntien verrannollisuus: Jos |y=—
X
missd k on vakio, sanotaan, ettd ) on
kddntden verrannollinen x:aan. Tama ehto

merkitsee, ettd y pienenee sitd mukaa, kun x

>

. k .
kasvaa (jos £ > 0). Kdyran y =— kuvaaja
X

on hyperbeli (asymptootteina x- ja -

akselit). Viereiseen kuvaan on piirretty A:n A
arvoja 1 ja 2 vastaavat hyperbelit. (Piirra ne itsekin, antamalla x:lle esim.
arvot 1/4, 1/2, 1, 2, 4 ja vastaavat negatiiviset arvot.)

Vastaavasti, jos esim. y=—r
X
verrannollinen x:n neljdnteen potenssiin tai x:n nelidjuureen.

tai y=——, niin y on kdcntden
Jx

Esim. 5 Kahden massapisteenm, ja m, vélinen vetovoima F on

suoraan verrannollinen kummankin massaan ja kéadntden
verrannollinen pisteiden vélisen etdisyyden » nelioon:

m,n,

F=G (G = vakio).

7”2
Harjoituksia

A

. 3 x L
3.1 Minkd muodon verranto — = 5 saa, kun se a) kerrotaan ristiin,
y

b) kddnnetdan, c) vuorotetaan (kaksi mahdollisuutta)?

3.2 Kolmio, jonka sivut ovat 134 mm, 352 mm ja 327 mm piirretdan
mittakaavassa a) 1 : 3, b)4 : 1, ¢) 3 : 4. Kuinka pitkini sivut
nakyvat kuvassa ?

3.3  Jana, jonka pituus on 321 mm, jaetaan neljddn osaan suhteessa
1:3:2:5. Laske osien pituudet.

27



3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

3.10

28

Miten heilurin heilahdusaika T on verrannollinen heilurin

: [ .
pituuteen / kaavassa 7' =27 \/: ? Enta kithtyvyyteen g ?
g

Kolmiossa sivu a =8 (yksikkod) ja bh=5. Toisessa, edellisen
kanssa yhdenmuotoisessa kolmiossa a:ta vastaava sivu a'=12.
Laske b:ta vastaava sivu b' verrannosta, joka alkaa b':1la. (Miksi
verranto kannattaa alkaa tuntemattomalla luvulla? Parempia
verrantoesimerkkeja on geometrian kurssissa.)

B

a x . .
Muotoa —=— olevan verrannon ratkaisua x > 0 sanotaan a:n ja
X

. . a c : :
b:n keskiverroksi (ja verrannon 33 ratkaisua a:n, b:n ja c:n
X

neljcinneksi verroksi). ~ Mairitd lukujen 0,02 ja 20000 a)
keskiverto eli ns. geometrinen keskiarvo, b) "tavallinen" eli
aritmeettinen  keskiarvo. Huomaat, ettd aritmeettiseen
keskiarvoon pienempi luku ei vaikuta juurt mitdédn. Sen sijaan
tassi tapauksessa, jossa luvut ovat hyvin erikokoisia, keskiverto
kuvaa paremmin lukujen keskimiariistd suuruutta (esim. 10:n

potensseissa ajateltuna: mikd on lukujen 2-1072 ja 2-10*
keskiméaarainen arvo).

: . a_c T
Todista, ettd verranto Z:g on yhtépitavd verrannon

la+uc c¢ . e e
= — kanssa (jos ¢, u ja nimittajat ovat = 0).
th+ud d

Osoita, ettd verrannon kummankin puolen osoittajaan voidaan
lisata saman puolen nimittija samalla luvulla 7 # 0 kerrottuna.

Todista, ettd verrannon kummankin puolen nimittdjastda voidaan
vahentdd saman puolen osoittaja (olettaen, ettd nimittijat eivat
tule 0:kst).

Luvut g, b, ¢ ovat 1) suoraan, 2) kdantden verrannolliset lukuihin

doe f,jos 1)abc=def, 2) a:b:c:ézl:%. Maarita jotkin
e

kokonaisluvut, jotka ovat kdantden verrannolliset lukuihin 2, 4 ja
5.



4 Funktio

4.1 Koordinaatisto

1) Reaaliluvut voidaan esittéda lukusuoran avulla:

V2 n

/S A |

4 )

i ; x
L I I N N R
| | I | ! | -
2 -1 | 1 2 §3 4 ¥

I A P

Vil Vi 4

v

Luvut x ja y ovat pisteen (x, y) koordinaatit, tarkemmin sanottuna

x = abskissa,

y = ordinaatta.

Koordinaattiakselit jakavat xy-tason neljdén neljinnekseen I,

Koordinaatiston avulla geometriset viivat kuten suora
voidaan esittid yhtiléind. Esim. suoran yhtilo on muotoa

IL 111, 1V.

ja ympyri

y=kx+b|

Kéaantden tdméan yhtalon kuvaaja xy-koordinaatistossa on suora, jonka
kulmakerroin on £ ja joka leikkaa y-akselin kohdassa b. Ympyrin yhtilo

taas on muotoa |(x —ar)2 +( y—b)2 =72 , missa 7 on ympyrin side ja

(a, b) on ympyran keskipiste. Tarkemmin myéhemmin.

3) Avaruuspisteiden esittimiseen kéytetdan suorakulmaista xyz-koordi-
naatistoa. Koordinaatisto piirretdan tavallisesti seuraavan kuvan
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mukaiseen asentoon, missd y- ja z-

. D Z
akselien yksikkodjanat nakyvat yhta 1 T72,2,3)
pitkini ja x-akselin yksikk&jana puolta
lyhempéna. -
Kahden pisteen (ay,b) ja (a,by) / il y
vilinen etdisyys (distanssi) xy-tasossa I I /I
on /_ IR 4

2 2 2 X
d =y —ay)* + (b — by)

Tama seuraa Pythagoraan lauseesta, ' (ay, by)
vrt. viereinen kuva. |
i by - by
(ar, by) :

Avaruudessa tulee kolmas koordinaatti
lisdd (kuten geometrian monisteessa
perustellaan):

d = (@ — @) + (b — by)> +(c; —€3)? |

4.2 Funktio ja sen kuvaaja

Esim. 1 Ilmanvastus riippuu kappaleen nopeudesta eli ilmanvastus on
nopeuden funktio. Tama riippuvuus voidaan ehkd esittda
ilmanvastuksen /* ja nopeuden v vélisena yhtialona, esim.

F=0,7v? (missa [v] = m/s ja[F]=N).

(Mika tulee vakion 0,7 yksikoksi?) Kun v:lle annetaan jokin
lukuarvo (> 0), se maaraa yksikdisitteisesti F:n arvon, esim.
v=10 = F'=70 (ts. jos v=10, niin I' =70),
v=20 = F =280.
Nuolta = kaytetaan merkityksessa jos ... niin.

Esim. 2 Yhtalo y:x2 madrittelee erdan funktion,
silla kun x:lle annetaan jokin arvo, se

MAAarda  yksikdsitteisesti y:n  arvon. 2
Tallaisessa yhteydessa sanotaan, ettd x on 1
argumentti tai muuttuja ja y on x.n

funktio. Taméan funktion kuvaaja on ns. -z -1 1 2
perusparaabeli.
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Yleisesti sanotaan, ettd y on x:n funktio, jos jokaista kyseeseen tulevaa
X:n arvoa vastaa vain yksi y:n arvo (yksikdsitteisyysvaatimus).

Funktiota merkitian matematiikassa tavallisimmin kirjaimella f ja
muuttujan arvoa x vastaavaa funktion arvoa f(x):lla (lue: "f x:lld").

Siten esim. perusparaabelin yhtdl6 on muotoa

y=f(x), (lue: "y on f x")

missd f(x)= x?

arvoja. Esim. talla funktiolla f(5)=5> =25 (lue: "farvolla 5 on 5°").

. Kun x:lle annetaan eri arvoja, saadaan vastaavia y:n

Esim. 3 Jos f(x)= x2 +2x (lue: "f x on x2 +2x "), niin

£(3)=3>+2-3=15 (lue: "farvolla 3 on 15"),
fla)=a’+2a, ("f arvollaaon..."),

fQa)=(a) +2-2a=4a> +4a ("f arvolla2a on..."),
FU=D==1) " +2(t-D)=0> -2 +1+2t-2=1* 1.

Millainen on funktion y= f(x) kuvaaja, jos f(x)= x>+1 ? Enta
funktion y = g(x) kuvaaja, jos g(x)=2x+17?
4.3 Funktion esittdmistapoja
1) Ilmoitetaan funktiota esittivi yhtdilo, esim.
y=f(x) tat y=y(x) (ns.ratkaistu- el eksplisiittimuoto)
tai
F(x,y)=0 (ns. ratkaisematon- eli implisiittimuoto).

Tekniikassa lukujen x ja y tilalla on usein suureita, esim. nopeus v, aika ¢
jne. Esimerkiksi yhtdlo s = s(7) ilmoittaa, ettd matka on ajan funktio.

Esim. 4  a) Funktion y = x> kuvaaja on ns. kuutioparaabeli.

b) Yhtilo 2x—-y+1=0 esittdd erdsta  funktiota
implisiittimuodossa. Vastaava ratkaistu muoto on y=2x+1.

Taman funktion kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin on 2 ja
joka leikkaa y-akselin kohdassa 1 (ts. x=0= y=1).
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C) Yhtdlon x%+ y2 =1 kuvaaja on origokeskinen
yksikkoympyra. Tama yhtdlo méarittelee kaksi funktiota:

y=2V1l- x? (vksikkoympyran puolikkaat).

2) Ilmoitetaan x:n lauseke f(x), esim. puhutaan lyhyesti funktiosta
sin2x funktion y =sin2x sijaan.

Esim. 5

Funktion x2+1 (laajin ~ mahdollinen reaalinen)
mddrittelyjoukko  (Iyh. Mj ) muodostuu kaikista
reaaliluvuista, ts. x:lle voidaan antaa mikd reaalilukuarvo
tahansa. Vastaavan arvojoukon (Aj) muodostavat kaikki
luvut y >1. Funktion kuvaaja on viiva, joka saadaan, kun

perusparaabelia nostetaan yksi yksikko ylospéin.

3) Funktiota esittiva lauseke voi olla erilainen eri x:n arvoilla:

2 4
<
Esim.6 Funktion  f(x)={" > Kunx<l ;
x, kun x >1
. 2
kuvaaja muodostuu osasta
paraabelia y = x? ja osasta suoraa '
y=4x. -2 -1 1 2 3
4) Funktio taulukkomuodossa:
Esim. 7  Taulukko <
t |0 1,0 20 3,0 3,5 4,0 4

32

s ‘0 1,3 2,2 3,1 42 5,6

esittdd erdstd funktiota s=s(¢). Kuvaaja
muodostuu  kuudesta pisteestd, jotka
voidaan  yhdistda  toisiinsa esim. 1 2 35 4
murtoviivalla (joka muodostuu janoista) tai kayralla viivalla.
Jos pisteet ovat mittausarvoja, niissd voi olla jonkin verran
virhettd. Kuvassa on tdhdn dataan sovitettu (engl. fif)
kolmannen asteen polynomifunktio, jonka lausekkeeksi on
saatu matematitkkaohjelmien avulla

~—0,0145+2,017 — 0,804¢% +0,1631°.

[

Tallainen sovitefunktio liittyy mahdollisimman hyvin
kyseisiin pisteisiin, mutta ei yleensi kulje tarkasti pisteiden



kautta. Laske edellisesta sovitefunktiosta matka hetkelld 1.5.
Ensimmaéisen asteen sovitefunktiota y=ax+b sanotaan

regressiosuoraksi.
5) Parametriesitys:

x=1-2
Esim. 8  Yhtalot { 5 esittavat erasta funktiota
y=1"-4
parametrimuodossa. Parametri ( on tissd erdinlainen
apumuuttuja: kun sille annetaan arvoja, saadaan (x,y)-
pisteitd. Tassd  esimerkissd  parametri ¢  pystytddn
eliminoimaan  (poistamaan): Ratkaise  ensimmaisesta

yhtalosta 7, sijoita se toiseen ja sievenni. Tulos on y = x2-4

Kyseessa on sils erddn paraabelin  parametriesitys
(perusparaabeli pudotettuna 4 yksikkoa alaspéin).

6) Edella funktiot ovat olleet yhden muuttyjan funktioita.
Matematitkassa ja sen sovelluksissa esiintyy myo0s useamman
muuttujan funktioita.

Esim. 9 a) Yhtdlo z = X2+ y2 maarittelee erddan kahden muuttujan x ja
y funktion z= f(x,y). Sen kuvaaja on ns. perusparaboloidi.

Se on saman ndkoinen kuin se pinta, joka syntyy, kun
perusparaabeli pyorahtaa akselinsa ympari.

b) Kahden massapisteen vilinen vetovoima riippuu
kummankin massasta ja niiden valisesti etdisyydesta:

mn,

7”2

F=G

Téssa ' on kolmen muuttujan funktio: F' = F(my,m,,r).

7) Funktio kuvauksena:

Funktio voidaan esittdd myos kuvauksena, joka kuvaa x:n arvot arvoiksi
f(x). Merkintéatapa voi olla esim. seuraava:

Jixe f(x) x—=| f | — f®

(lue: "funktio f, joka kuvaa x:n f(x):ksi"). Téalloin x:44 sanotaan joskus
syotteeksi (Input) ja f(x):44 tulosteeksi (Output). Sahkotekniikassa x
taas voi olla nimeltaan signaali ja f(x) vaste.
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Esim. 10 Funktion f:x+>2x kuvaaja on suora y=2x ja funktion

gxH x? kuvaaja on perusparaabeli.

*Jos suoritetaan kumpikin perdkkiin, siis luku x kerrotaan
ensin 2:lla ja ndin saatu luku korotetaan nelioon, saadaan

funktio /:x — (2x)2 =4x?.

4.4 Kaanteisfunktio

Funktion f kddinteisfunktiota merkitaan yleisesti f 114, Jos f suorittaa

jotkin laskuoperaatiot tietyssa jarjestyksessd, niin  f 1 suorittaa

"kdicinteiset operaatiot kddnteisessd jdrjestyksessd"”. Téllaisia toisilleen
kaanteisia operaatioita ovat mm. seuraavat:

*Esim. 11

Esim. 12

34

operaatio kddinteisoperaatio
lisdédminen viahentdminen
kertominen jakaminen
Juurenotto potenssiin korotus
eksponenttiin korotus logaritmin otto
trigonometrinen operaatio |arkus-operaatio

Jos

f:x—>2x+3  (f kertoo luvun 2:1la ja lisaa sitten 3),

niin kdanteisfunktio on
f_lzx > xT_3 (f_l vahentaa 3 ja jakaa sitten 2:11a).
Jos sama funktio f esitetddn tavallisemmin muodossa
y=2x+3
ja tastd yhtdlosta ratkaistaan x, saadaan kéaanteisfunktiolle
esitys

x:—y_3,

2

missd nyt y on muuttujana ja x funktiona.

"Kéanteisoperaatioita":

a) Potenssiyhtéalon x> =2 ratkaisu on kuutiojuuri x =3/2 .



4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

b) Eksponenttiyhtilén 10* =2 ratkaisu on 10-kantainen eli
Briggsin logaritmi

x=1g2=0,30103.

¢) Trigonometrisen yhtdlon sinx =0,5 erds ratkaisu on
arkussini: x = arcsin 0,5 =30°.

Harjoituksia
A

Olkoon lukusuoran pisteen A x-koordinaatti a ja pisteen B x-
koordinaatti . Merkitdan C:114 janan AB keskipistettd. Miten saat
laskettua C:n x-koordinaatin siini tapauksessa, ettd a ja b ovat
a) positiivisia, b) negatiivisia, c) erimerkkisia?

a) Purrd xyz-koordinaatistoon pisteet 4(4,-3,5) ja B(-3,4,-3).
b) Konstruoi piirrokseen kohta C, jossa AB-suora leikkaa xy-
tason ja mittaa kuvasta C:n koordinaatit.

Piirrd seuraavien funktioiden kuvaajat (piirrd esim. a)-
kohdan kayrat samaan koordinaatistoon er1 vareilld tai
erilaisilla viivalajeilla): a)

y:x2—2, y:2x2, y:—x2+l,
b) y=x, y=x+3, y=-2x, y=-2x-3

1 2 4 3 1
) y=—, y=_, y=—, dy=x, y=—7.
X X X X

Piirra yhtalon (x —3)* +(y +2)* =16 kuvaaja.

Olkoon f(x)= % Laske a) f(5),b) f(3h),c) f(3).

Piirra seuraavien funktioiden kuvaajat a) antamalla #:lle arvoja,

o _ x=1+1 x=1+1
b) eliminoimalla ensin : 5 :
y=1+2 y=1"+21
. - -1 —1)?
Maiarita funktioiden a)y= x2 , b) y= %

kaanteisfunktiot.

35



4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

4.15

36

B

Laske a) f(2h)+ f(h—-3), kun f:xH)H_3 b) f(2)_3f(4),

x-2’ f(1)°
Vx+1,kun x <1

‘1—4x,kunx>l'

kun f(x) :{

Piirra seuraavien funktioiden kuvaajat (antamalla x:lle arvoja) ja
maaritd niiden funktioiden (laajin mahdollinen reaalinen) M ja

1
vastaava 4j: a) y=(x— 1)2 , b)) y= >
x —_

Maarita seuraavien funktioiden kuvaajat eliminoimalla

x=3sint x=2+3sint . .9 )
a (ohje: sin“a+cos“a=1).

y=3cost’ y=1+3cost

Maaritd funktion y=(x+ 3)2 —(2x+9) nollakohdat, ts. ne x:n

arvot, jotka tekevat funktion arvon y 0:ksi. Kyseessd on eras
ylospéin aukeava paraabeli. Méaériti nollakohtia hyviksi kayttaen
paraabelin huippu.

Mika on funktion y =+v9 - x? kuvaaja?
2
e 4 .
Pystysuoran heittolitkkeen yhtalé on /= hy + vyt _gT . Osoita,

ettd kappale on hetkelld ¢ :2& alkukorkeudella 5. Laske
g

lakikorkeus (jJoka saavutetaan hetkella ¢, /2).

Kaasun paineen p, tilavauden V" ja lampotilan 7" valilla on yhteys
pV =nRT, missa n = moolimiard ja R = kaasuvakio. Esitd
a) paine tilavuuden ja lampoétilan funktiona: p= p(V,T),
b) V=V(p,T), ¢) T=T(p,V).

Funktio f on parillinen funktio, jos f(—a)= f(a) Xkaikilla
(kyseeseen tulevilla) a:n arvoilla. Vastaavasti parittomuusehto
on f(—a)=—f(a). Mitké seuraavista funktioista ovat parillisia,

mitka parittomia ja mitka eivat kumpaakaan:

x%, X, x+1, 1/x, (x+1)2‘?



5 Suora

5.1 Kulmakerroin ja suuntakulma

Jos (x1,y1)1a(x,,y,) ovat suoran kaksi
pistettd, niin suoran kulmakerroin on

p=Y2"N (:J/1—J/2 ).
X2 — X1 X1~ X2

Kulmakerroin ilmaisee, kuinka jyrkasti
suora nousee (k> 0) tai laskee (k < 0).

Esim. 1  Suoran A(2,—1) B(—4,13) kulmakerroin on

_1B3-(-h_14_ 7

k .
4-2 -6 3

Suora on siis aika jyrkésti laskeva: jos suoran pisteen x-
koordinaatti kasvaa 3:lla, niin y pienenee 7:114. Piirra kuva!

Vaakasuoran suoran kulmakerroin on 0. Pystysuoran suoran
kulmakerrointa ei ole maaritelty (k:n lausekkeessa nimittdja on = 0).
Joskus sanotaan, ettd pystysuoran suoran kulmakerroin on "ddreton":
k=0,

Kulmaa a, joka tayttaa ehdot

tana =k, —90°<a <90° a>0

sanotaan suoran suuntakulmaksi. Esimerkin 1 mukaisella
suoralla a<0

tan o = —g Soa~—668°.

5.2 Suoran yhtilé

1) Pisteen (xy,y,) kautta kulkeva suora, jonka kulmakerroin k
(# o) tunnetaan.

Viiite: Tallaisen suoran yhtaloé on

(D Y=n=k(x-x)|
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Todistus: xy-tason yleinen piste (x, y) on tillaisella
suoralla, mikdli se antaa (x, y;)-pisteen (x,y)

kanssa kulmakertoimeksi k:n, ts. toteuttaa (x1, 1)
ehdon 1

Tama yhtilo on yhtapitava (1):n kanssa.

Esim. 2 Sellaisen suoran, jonka kulmakerroin on 'z ja joka kulkee
pisteen (—1, 2) kautta, yhtilo on

y=2=4(x=(-1) |2
2y—4=x+1
Sx=2y+5=0.

2) Kahden tunnetun pisteen kautta kulkeva suora. Jos suoralta

k:yZ_yl
Xy — X1

tunnetaan kaksi pistettd (xy,y;)ja (x,,),), nin ja yhtalo on

siten (1):n mukaan

y=n =27 N (x—x1).
X2 =X
Esim. 3  Maanta pisteiden (2,-3)ja(1,6) kautta kulkevan suoran
yhtalo.

Kulmakerroin £ = % = -9, joten yhtal6 on

y—(-3)=-9(x-2) taiyhtahyvin y-6=-9(x-1).

Kumpikin yhtél6 sievenee muotoon 9x+ y—15=0.

3) Suora, jonka kulmakerroin on k ja joka leikkaa y-akselin kohdassa
b. Viiite: Téllaisen suoran yhtilo on

2) y=kx+b (k)

b
Todistus: Koska suora kulkee pisteen (0, b) kautta, niin

yhtdlo on kohdan 1) mukaan y—-b=4k(x—-0). ™1
Tama sievenee muotoon (2).
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Esim. 4

Esim. 5

Yleisesti:

3)

5.3 Suorien vélinen kulma

Tarkastellaan kahta suoraa, joiden
kulmakertoimet ovat

ky=tanaq ja ky =tana,,

missd «; > a,. Télloin suorien vélinen

Kun yhtélosta 2x —3y + 6 = 0 ratkaistaan y, saadaan

2
=—x+2.
Y73

Kyseessd on siis suora, jolla
k=% ja joka leikkaa y-
akselin kohdassay =2.

Sama suora voidaan piirtda

myos valitsemalla suoralta
2x =3y +6 =0 kaksi pistetta:

x=0=>-3y+6=0=>y=2

y=0=2x+6=0=>x=-3 (tarkistus: x =3= y =4).

Yhtalo x =4 esittdd kaikkia niitd
pisteitd, joilla x-koordinaatti on 4
ja y-koordinaatti mikd tahansa.
Tallaiset  pisteet muodostavat
pystysuoran suoran. Vastaavasti
yhtilon  y=3  kuvaaja on
viereisen kuvan mukainen
vaakasuora suora.

Jokaisen suoran yhtdlo voidaan kirjoittaa muotoon

ax+by+c=0

|y

missd x:n ja y:n kertoimet a ja b eivdt molemmat ole = 0. Jos
a ja b ovat nollasta eridvid, yhtdlo (3) esittdd vinoa suoraa.
Jos a#0, mutta b = 0, kyseessd on pystysuora suora
x=-c/a.Jos taas a = 0 ja b#0, kyseessd on vaakasuora

suora y=—c/b.

(terava tai tylppd) kulmaon a=a; -, .
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Trigonometriassa perustellaan kaava

tana| —tana,

tan(o) —ay )= .
(1= a3) I+ tano; tan a,

Taten suorien vélinen (terava tai tylppa) kulma saadaan kaavasta

ki—k
4) tang =12,
1+ ki ky

Esim. 6  Laske suorien y =2x+1 ja y=x—2 vilinen kulma.

2—-1 1
tan o = =—
1+2-1 3

Sa=184°.

*Huom. Jos suorat (joiden vilinen kulma pitdisi laskea) eivit ole
kohtisuorassa toisiaan vastaan, niin niiden valisistd kulmista
kaksi ristikkaistda on teravia ja kaksi tylppia. (Purra kuval)
Suorien vilisen ferdvin kulman o saat kaavasta (4), jos lisdit
sen oikealle puolelle itseisarvot:

K~k
1+ klkZ

tan o =

Kohtisuoruusehto: Jos yhtdlossa (4) nimittdjd on 0, tana e1 ole
madaritelty. Nain kdy, jos a=90° eli jos suorat ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan eli toistensa normaaleja. Kun yhtilosta 1+ kk, =0

ratkaistaan k, , saadaan kohtisuoruusehdoksi

kz =—i
ky

Siis kaksi suoraa ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos niiden
kulmakertoimet ovat toistensa kiiiinteisluvun vastalukuja.

Esim. 7  Madéritd suora, joka on kohtisuorassa suoraa 2x+y—-1=0
vastaan ja kulkee pisteen (2,—1) kautta.

2x+y-1=0 y=-2x+1
Lk==-2"k = —% :% ( L on kohtisuoruusmerkki).

Kysytty suora on titen
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1
y=(-D=2(x-2) |2
2y+2=x-2
Sx=2y=4
5.4 Pisteen etaisyys suorasta

Pisteen (x;,y;) etédisyydelle d suorasta ax+by+c=0 voidaan johtaa
esim. vektorilaskennan avulla seuraava lauseke:

_|axy + by + |
\/az+b2

(Vastaava johtaminen suoritetaan myohemmin avaruudessa, pisteen
etaisyydelle tasosta.)

d

Esim. 8 Laske pisteen (-2, 3) etdisyys suorasta y =4x—2 (piirri itse
kuva).

Kaavan vaatima suoran yhtalé on nyt 4x — y—2=0. Taten

4 (=2)-3-2[ 13 13
e e

Harjoituksia
A

5.1 Maaritd suoran kulmakerroin, kun a) suora kulkee pisteiden
(LL-3) ja (2,-5)kautta, ¢) suuntakulma on 25,8°, ¢) suora leikkaa

x- ja y-akselin kohdissa -3 ja —2.

5.2 Maarita sen suoran yhtilo, joka
a) kulkee pisteen (2,-5) kautta ja jonka kulmakerroin on 2/5 ,
b) leikkaa y-akselin kohdassa —4 ja jonka kulmakerroin on 2/3,
c) leikkaa x-akselin kohdassa 2 ja kulkee pisteen (5,1) kautta.

5.3 Maaritd, missd kohdissa suora A(4,-1) B(1,3) leikkaa
koordinaattiakselit.

5.4  Maéritd suorien y =4x+1 ja y=5x+1 vilinen kulma.
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3.5

5.6

3.7

5.8

5.9

5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

5.15

5.16

5.17
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Maarita suora, joka on kohtisuorassa suoraa A(2,1) B(3,-2)
vastaan ja kulkee pisteen B kautta.

Laske pisteen (1,2) etdisyys pisteiden (2,-1) ja (-2, 1) kautta
kulkevasta suorasta.

Piirrd suorat 4x—-2y=3, 3x+4y+6=0 ja 2y—-3=0 seki
maarita (kuvaa apuna kayttden) niiden rajaaman kolmion ala.

B

Milla a:n arvolla pisteet (4, 0), (-2, 4) ja (a, 2a) ovat samalla
suoralla ?

Maaritd suorien a) y=x-1 ja 2x+y=1,b) 2x+y—-1=0 ja
x—2y—4=0 vilinen terdva kulma.

Millaisen suoraparven muodostavat a) suorat y=-2x+¢, b)
tx—y—4=0, kun #:ta vaihdellaan? Maarita kyseisesta parvesta
suora, joka kulkee pisteen (2,—3) kautta.

Mika on sen suoran yhtdlo, joka on suoran 2x+3y—-5=0
suuntainen ja kulkee pisteen (2,—1) kautta?

Milla a:n arvolla suorat 2x +3y—-4=0 ja ax+2(a—-1)y+3=0
ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan?

Maaritd seuraavan kahden yhdensuuntaisen suoran vilinen
etaisyys: 3x—4y+8=0ja3x—-4y+5=0.

Osoita, ettd suoran 3x+4y—12=0 erds normaalivektori on
vektori 7 =[3,4] (ohje: méarita ensin suoran jokin suuntavektori,
ts. vektori, joka kulkee suoran kahden pisteen kautta).

Mikd ehto yhtdloiden ax+by+c=0 ja ax+by+¢ =0 on
taytettava, jotta ne esittidisivat a) yhdensuuntaisia suoria, b)
samaa suoraa?

Mika niistd suorista, jotka leikkaavat y-akselin kohdassa 3, on
etaisyydella 2 pisteesti (4,3)?

Kolmion kaksi kérkea ovat A(2,0) ja B(6,2). Kolmas karki C on
suoralla x = -2 . Téassa kéarjessa yhtyvét sivut erottavat y-akselista
janan, jonka pituus on 1. Maiaritd C:n koordinaatit. (Ohje:
C=(-2,b). Laske suorien AC ja BC leikkauspisteet y-akselin

kanssa. Naiden pisteiden y-koordinaattien erotuksen y; —y, tai
V) —y; taytyyolla=1.)



6 Yhtaloryhma

x-3y=2
Esim. 1  Ratkaistaan yhtélopari { 4 usealla er1 tavalla.
2x+y=1
Kumpikin yhtdlé6 on tuntemattomiin x ja y ndhden 1. astetta eli
lineaarinen.
1. tapa Graafinen ratkaisu, joka yleensi 1

2. tapa

3. tapa

antaa vain likiarvon. Yhtéloiden
kuvaajat x)-tasossa ovat suoria.
Niiden leikkauspiste (ja vain se)

toteuttaa ~ kummankin  yhtalon. ] 5
Kuvan mukaan leikkauspiste on

x~0,7 | q

y~=-04.

Sijoituskeino. Ratkaistaan 1. yhtdlo x:n suhteen, jolloin
saadaan x =3y +2. Syjoitetaan tima x:n lauseke 2. yhtaloon.

Nain saadaan yhtalo, jossa on vain y:td. Téasta ratkaistaan y.
Vastaava x:n arvo saadaan sitten yhtalostd x =3y +2. Siis

{x—3y:2 .'.x:3y+2‘ si). 2. yhtaloon

2x+y=1 2By +2)+y=1
Ty=-3
3
=——~-0,43
4 7

¥ 231222 %071
7 7

Yhteenlaskukeino: Kerrotaan yhtalot sellaisilla vakioilla, etta
kun yhtilot sitten lasketaan yhteen, toinen tuntemattomista
haviaa (eliminoituu).

x=3y=2[1 |(-2)
Naxsy=1 3|1

7x =5 |x=5/7
Ty=-3 " |y=-3/7
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"Sekamenettely'. Yhteenlasku- ja sijoituskeinoa voidaan kdyttid myos
vhdessd: lasketaan toinen tuntemattomista yhteenlaskukeinolla ja
sijoitetaan saatu arvo jompaankumpaan alkuperaisista yhtaloista.

Esim. 3 Ratkaise 3 numeron tarkkuudella:

5,76s+3,561 =127 |-2,17
390s+2,17t =433 | -(-3,56)

~1384..s  =-12,65.. ~.s=9141.. sij. 1. yhtaloon
5,76-9,141.. 43,56t =127
(=-14,43..
[s=9,14
”{t:—1¢4

Tarkistus: Sijoita s:n ja t:n arvot 2. yhtdloon. Huomaa: valimuodot on
kirjoitettu nékyviin 4 numerolla ja sijoitettu laskimen muisteihin.
Viélimuotojen  pyoristiminen  3-numeroisiksi  voisi  aiheuttaa
lopputulosten 3. numeroon virhetta.

Esim. 4 Kaytetaan edellistd "sekamenettelyd" seuraavan kolmen
yhtilon yhtiloryhmdin ratkaisemiseen. Tuntemattomalla y on
sopivimmat kertoimet eliminointiin, joten eliminoidaan
aluksi y 1. ja 2. yhtdlon sekd 2. ja 3. yhtdlon avulla (myo6s 1.
ja 3. yhtalo kavisi). Ndin saadaan yhtdlopari x:lle ja z:lle.

dx+y-z=2 |1
+43x—y—-z=1 ‘ 1 ‘ -2 (eliminoidaan y)
2x+2y-2z=1 |1
Tx  —2z=3 |2
+
8x —4z=3 |(-1)

6x =3 X :% si). 4. yhtaloon
1 | 1
7-—=2z=3 :.z=— sl1j. 1. yhtdloon
2 4
1 1 1
b —+y——=2 . . y=—,
SRR Y=y

(Kokeile eliminoida ensin z eiké y.)
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Esim. 5  Seuraava yhtilopari e1 ole endi lineaarinen, vaan 1. yhtalossa

on kaksi 2. asteen termié:
x? +xy =1
X+y=2 . .y=2-x ‘ si). 1. yhtaloon

x? +x(2-x)=1
2x =1

X =

N | —
I | o

, y=2-

N | —

Monisteen lopussa lineaarisia yhtaloryhmia késitellaan determinanttien
ja matriisien avulla.

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

Harjoituksia
A

Ratkaise a) graafisesti, b) sijoituskeinolla, c¢) yhteenlaskukeinolla,
x+2y=2

. Mika on tdssi "paras" keino?
3x-2y=14

d) sekakeinolla {

Maarita laskemalla (ts. "algebrallisesti") suorien 3x—-2y+8=0
ja 2x =5y =2 leikkauspiste.

dx+2y—z=1 dx+y—-z=15
Ratkaise a) —x+y=2, b)< 3x—y+z=06 .
2x+3y+z=-2 x+2y-3z=10

B

Maarita (yhtaloparin avulla) sellaiset luvut a ja b, ettd suora
ax + by +2 =0 kulkee pisteiden (1,-3) ja (-3, 4) kautta.

*_Y_10 x+2y+z=35
Ratkaise yhtdloryhma a) 2 3 , by dx—-y+2z=-3.

X

Sy = 2x+3y+4z=3

Isén ja pojan yhteisikd on 62 vuotta. Nelja vuotta sitten 1si oli 8
kertaa niin vanha kuin poika. Minka ikéisia he ovat?
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6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

46

( 1
% + 3 =2 — =1
: il X oy Xy
Ratkaise yhtalopari a) 3 1 , b) I )
| — =7
(X (X v
(Ohje a)-kohtaan: yhteenlaskukeino tai merk. 1 =1u l =v).
X y

Lineaarisella yhtdlorvhmdlld voi olla yksi, ei yhtddn tai
ddrettomdn monta ratkaisua. Ratkaise (yhteenlaskukeinolla)

) 2x+3y =35 b 2x+6y =1 3x+y=1
a > , C :
x+2y=2 x+3y=2 6x+2y=2

Miten laskettaessa ilmenee se, etté ratkaisuja 1) ei ole yhtéén, 2)
on Airettobmin monta? Mitd a)-, b)- ja c)-kohdan tapaukset
merkitsevat geometrisesti? Millaisia c¢)-kohdan yhtalot ovat
toisiinsa nahden?

Ratkaise seuraava yhtaloryhma (joka on perdisin eréasta
sahkotekniikan tehtavasti):

0,40-(x+ y+2)=020-50
5.80-(x+1)=0,20-(50+2z)
29.80-x=0,20-(5,0+ y+72)

Jos lineaarisia yhtdloitd on vihemmdn kuin tuntemattomia (kuten
seuraavassa a)-kohdassa), voidaan "ylimddrdiset" tuntemattomat
valita vapaasti. Siten yhtdloryhmdlld on yleensd didrettomdn
monta ratkaisua. Jos taas yhtdloitd on "liikaa" (kuten b)- ja c)-
kohdissa), ratkaisuja ei yleensd ole yhtddn. (Jata aluksi liiat
yhtalot pois ja ratkaise ryhmia. Tutki sitten, sattuisiko saamasi
ratkaisu toteuttamaan "liiatkin" yhtalot.) Ratkaise

2x -3y =1 2x -3y =1
x+2y-2z=0
, b)i—x+2y=2, ¢)3—x+2y=2 .
x—4y+3z=0
Sx—-6y=7 5x-6y=10

Ratkaise yhtélopari x —y =3x+2y=x+2y-1.

Tasaisesti kithtyvéssa liikkkeessd v = v, +af . Méarita alkunopeus
vo Ja kithtyvyys a, kun tiedetdan, ettd hetkella /=2,0 s nopeus
on v=10,0 m/s jahetkella  =5,0 s nopeus on 24 m/s.



7 Toisen asteen yhtalo
7.1 Vajaa yhtalo

Jos 2. asteen yhtilossa ax? +bx+c=0 joko b tai ¢ on = 0,
ratkaiseminen kiy ilman ratkaisukaavaa seuraavan esimerkin kohtien 1)
- 3) mukaisesti. Jos taas yhtdlo on valmiikst "nelidity", ratkaiseminen
kay kohdan 4) tapaan.

Esim. I 1) 2x*+6x=0
2x(x+3)=0 ‘ tulon nollasddnto

x=0vx=-3

2) 2x2-6=0
x? =3
x=+3
3) 2x2+6=0
x?=-3 Mahdoton, silla minkédan reaaliluvun
nelio ei ole negatiivinen.
4) (x+2)* =3
x+2=%3

x=-2++/3

7.2 Neliointi

Nelivintid eli nelioksi tiydentimistd kaytetian ympyran, ellipsin tai
hyperbelin keskipisteen méaarittamisessa, integrointiteknitkassa, 2. asteen
yhtalon ratkaisukaavan johtamisessa jne. Menetelma perustuu sithen, etta

muotoa a” +2ab + b*oleva lauseke voidaan kirjoittaa nelioksi (a + b)2 :

Esim. 2 x2+6x+4=0 \ ratkaistaan tama nelioimdlla
Vasen puoli on muotoa x:»n nelio +

x> +6x=—4 L . ,
X:n ja jonkin luvun kaksinkertainen tulo

x> +2-x-3=—4 ‘ Lisaid kummallekin puolelle 3:n neli6

47



X*+2-x-3+3°=3"-4
(x+3)> =5 | Nyt yhtal6 on nelividyssd muodossa
x+3=%/5
x=-3%4/5.

Esim.3  Yhtilo (x —a)2 +(y— b)2 =% esittdd ympyrdd, jonka
keskipiste on (a,b) ja sdde on r. Méaaritd seuraavan ympyran
keskipiste ja side:

2, .2 _ o
X“+y -2x+4y=4 ‘ neliointi
22 x 141241242y 2422 =4+12 + 22

(x-12+(y+2)*=9 - kp=(1,-2),r=3

7.3 Ratkaisukaavat

Tehtdvd: Johda 2. asteen yhtilolle ax* + bx + ¢ = 0| ratkaisukaava.

ax’> +bx+c=0 ‘ 4a
4a*x?* + 4abx = —dac ‘ neliointi
(2arx)2 +2-2ax-b+b* = —4ac + b*

(2ax + b)2 =b? —4ac ‘ Oletetaan, ettd b —4ac >0

2ax+b= i\/bz —4ac
—b+\b*—4dac

(1) Solx= 5 (Opettele taméa hyvin.)
a

Esim. 4 x> —8x—-5=0
_—(-8)E (=8> ~4-1-(=5)

X

2.1
+ + +
:8_«/624+2O :8_;@:8_22\@:1&\/ﬁ

Samalla periaatteella  (nelioimélld) voidaan johtaa  toinenkin
ratkaisukaava:
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)

x2+px+q=0 = x=—§i1/(§)2—q

Tama on (1):t4 parempi silloin, kun x2:n kerroin on 1 Jja x:n kerroin on
Jjoko parillinen tai desimaaliluku. Opettele timéankin kaavan kaytto!

Esim. 5

1) x> —8x-5=0 (sama esimerkki kuin edelld)
x =—(—4)++/4% —(=5) =4 +£21.

2) * +425t+113=0

(= -2125+,21252 113
— 2125+1840...
— 0284, —3.965...
~—028v 397,

Ratkaisukaavassa (1) (ta1 kaavassa (2)) neli6juuren alla oleva lauseke

3)

D =b*—4ac

on kyseisen 2. asteen yhtilon diskriminantti. Sen mukaan, onko D >0,
D=0 vai D<0 yhtalolle saadaan kaksi erisuurta, yhtd suurta tai e1
yhtddn (reaalista) juurta. Keskimmaisessd tapauksessa kaytetdan myos
sanontaa, ettd yhtalolla on kaksoisjuuri (joka on x =-b/2a).

Esim. 6

Leikkaako paraabeli y = 2x% +3x—2 x-akselin ? (My6hem-
min todistetaan, ettd 2. asteen polynomifunktion kuvaaja on
aina paraabeli ja se on ylOs- tai alaspéin aukeava sen mukaan,

onko x2:n kerroin positiivinen vai negatiivinen).

Leikkauspisteet  x-akselin  kanssa
saadaan, kun y=0:

2x* +3x-2=0
D=3"-4.2.(-2)>0.
Taten edellisella 2. asteen yhtalolla

on kaksi reaalijuurta, joten paraabeli
leikkaa x-akselin kahdessa pisteessa.
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7.4 Toisen asteen polynomin jakaminen tekijoéihin

*Kun lasket toisen asteen yhtalon ax?+bx+c=0 Juurien

—bi\lbz —4ac

2a

X2 =
summan ja tulon, lopputulos on (suorita laskut)
4 x;+x,==bla, x;x,=cla.
Tata tulosta kdytetaan seuraavan lauseen todistamiseen.

Lause Jos xj ja x,ovat toisen asteen yhtdlon ax +bx+c=0 Juuret

eli polynomin ax? + bx + ¢ nollakohdat, niin tcimd polynomi
Jakautuu tekijoihin seuraavasti:

(5) ax2+bx+c=a(x—x1)(x—x2).

*Todistus: Naytetdan, ettd yhtdlon (5) oikeasta puolesta (lyh. op)
saadaan vasen puoli (lyh. vp), kun laskut suoritetaan:

op=a(x—=x1)(x—xy)= ax? - a(x) +x,)x +ax;x,

(4)
= ax2—a-(—é)x+a-£:ax2+bx+c:vp.
a a

Esim. 7  Jaetaan kolme polynomia tekijoihin:

1) 6x% +x—2 | Vastaavan yhtilon juuret: % ja —%

=6-(x—3)(x —(-32))
=23 (x=P(x+3)=(2x - )(3x +2).

2) 4x>-12x+9 | Vastaavan yhtalon juuret: x,, =3

=4(x - -3)=(2x-3)2x-3) = 2x -3

Vastaavan yhtdlon juuret:
x=-2++4-6 .. elreaalijjuuria

.. polynomi on jaoton.

3) x> +4x+6
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7.1

7.2

7.3

7.4

1.5

7.6

1.7

7.8

7.9

7.10

7.11

7.12

Harjoituksia
A

Ratkaise seuraavat 2. asteen yhtalot:

a) x2-125=0, b) 5x=2x2, C) (2x—1)2—a:0 (a>0),
d) 2s-3)(s—1)=0, e)(u—-1)(u+3)=1.

Ratkaise, suorittamalla nelidinti: x?—4x+3=0. Tarkista, etti
saamasi x:n arvot ovat oikeat, sijjoittamalla ne yhtaloon.

Maarita (nelioimélld) ympyrin X2+ y2 —6x+2y =0 keskipiste
ja sade.

Ratkaise a) kaavalla (1), b) kaavalla (2) yhtélo x2 —10x =73.

Maarita  paraabelin x2 - y=1 ja suworan x-—-y=-5
leikkauspisteet (ts. ratkaise tama yhtilopari). Piirrd kuva.

Jaa tekijoihin: a) x2=7x+10, b) 2x% +3x-2 (etsimilla ensin
vastaavan yhtalon juuret).

x2—5x+6

Supista
x2—7x+10

(Jaa ensin osoittaja ja nimittdja tekijoihin).
Tutki diskriminantin avulla, leikkaako seuraava ympyrad a) x-
akselin, b) y-akselin: X2+ y2 —5x+8y+7=0.

Suorakulmion ala on 12 (pinta-alayksikko4d) ja piiri 16. Muodosta
sivujen pituuksilla a ja b yhtdlopari ja ratkaise se.

B
Maéritad ympyréan X2+ y2 —8x +5y+7=0 keskipiste ja side.

Ratkaise yhtilosta a’ +18ab+49b% =0 a) a kaavalla (2),
b) b kaavalla (1).

Ratkaise yhtilo 2r +rs—6s> =0 rn suhteen ja kayta tulosta
vasemmalla puolella olevan polynomin jakamiseen tekijoihin.
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7.13

7.14

7.15

7.16

7.17

7.18

7.19

7.20

52

Maarita a) ympyrin X2+ y2 =25 ja suoran 3x — y =15 leikkaus-
pisteet, b) ympyrin X2+ y2 = 54> ja suoran x+ y =3a leikkaus-
pisteet (a = vakio).

6a’ — Tab+2b?

8a® —10ab + 3b*
tekijoihin).

Supista (Jaa ensin osoittaja ja nimittdja

Neliota, jonka sivu on 20, pienennetddn leikkaamalla kahdesta
vierekkaisestd reunasta pois liuskat, joiden yhteispinta-ala on 19
% alkuperiisen nelion alasta. Johda liuskan leveydelle x toisen
asteen yhtilo ja ratkaise se.

x2+ax+6

Milla a:n arvoilla lauseke - supistuu 1. asteen
x“=T7x+10

polynomien osamaariksi ? (Ohje: jotta supistuisi, niin nimittdjan
0-kohdan taytyy olla myos osoittajan nollakohta.)

Jaa polynomi 3x2 + Xy — 10y2 +9y—x—2 tekijoihin, vrt. tehtava
7.12.

Ratkaise epayhtilo x?—4x+5<0 siten, etta jaat vp. polynomin
tek1joihin, tutkit kummankin tekijan merkkii erikseen ja katsot,
milld x:n arvoilla nama tekijat ovat erimerkkisia. Kayta apuna
merkkitaulukkoa, jonka ajatus on seuraava. Jos tekijoihin jako
olist esim. (x +2)(2x —3), niin taulukko olisi

-2 3/2

x +2 -+ |+
2x -3 - | -

tulo + - |+

Ratkaise a) x*—14x?+45=0 (ohje: yhtdlo on x2:1le 2. asteen
yhtals), b) (x2 -1 +2(x>-1)=8, ¢) x*=9+8x>.

*Maarita ns. diskriminanttikeinolla sellaiset k:n arvot, etti suora

y=kx+1 sivuaa paraabelia y= 2x?—6x+3. Keino on

seuraava. Lahde laskemaan suoran ja paraabelin leikkauspisteita.
Elimino1 suoran ja paraabelin muodostamasta yhtéaloparista y.
Saat x:lle 2. asteen yhtdlon. Jos tidmédn diskr. on = 0, niin
leikkauspisteiden x-arvoja on vain yksi eli kyseessd on
sivuaminen.



8 Prosentti

8.1 Prosentti ja prosenttikerroin
Prosentti = sadasosa, promille = tuhannesosa.

Esim. 25%:2:0,25:1/4.
100

Perustehtavii:

1) p % a:sta = p sadasosaa a:sta = %-a.

Esim. 8 % 56:sta = 1(%)-56:0,08-56:4,48.

Tassd lukua 0,08 wvoitaisiin sanoa prosenttikertoimeksi. Opettele

kayttamaan tallaista kerrointa esim. seuraavissa yhteyksissa:

Esim. 1 1) 15 % alennus hinnasta 480 euroa on 0,15-480 € =72 € .
Alennettu hinta =0,85-480 € =408 €.

2) 2,0 kg 5-prosenttista ja 5,0 kg 3-prosenttista suolaliuosta

sekoitetaan. Mika on uuden liuoksen suolapitoisuus?

suolamaara = 0,05-2,0 kg +0,03-5,0 kg =025 kg
{liuosmaara =20kg+50kg=70kg

0,25 kg
7,0 kg

.. suolapitoisuus = ~ 0,036 = 3,6 %.

2) Kuinka monta % b on a:sta:

X a=b ("x % a:staon b") .'.x:é-IOO (%) .
100 a

Laske siis, kuinka suuri osa b on a:sta ja muuta se prosenteiksi

kertomalla 100:1la.

. 63
Esim. 2  Kuinka monta % 63 on 420:sta: 42—0 =0,15=15%|
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3) Mistii luvusta p % on = b:

L op ("p % x:staon b") .'.xzw.
100 p

Esim. 3  Mista luvusta 7 % on 21: 0,07x=21 ..x=21/0,07=300.

8.2 Prosentuaalinen muutos

Jos luku 420 kasvaa 15 %, saadaan luku
420+0,15-420=1,15-420=480.

15 % kasvu merkitsee siis, etti luku muuttuu 1,15-kertaiseksi. Tassa
lukua 1,15 voitaisiin sanoa kasvukertoimeksi tai muutoskertoimeksi.
Vastaavasti luvun 420 pieneneminen 15 %:lla merkitsee luvun
muuttumista 0,85-kertaiseksi: 420—-0,15-420=0,85-420=357.

Prosentuaaliseen muutokseen liittyy seuraavat kolme perustehtavaa:

1) Mikd luku on p % suurempi/pienempi kuin a:

at L .q= =(1+ —) a. Lukug=1% P on muutoskerroin.
100 100

2) Kuinka monta % A on suurempi kuin_b (eli kuinka monta %
b:hen pitaa lisata, jotta saadaan A4):

X A-b
—b= —-100 (%
b+100 b=4 *T b (%) suurempi kuin b.

3) Kuinka monta % b on pienempi kuin A (eli kuinka monta % A:sta
pitda poistaa, jotta saadaan b):

A-azp  lx=2ZP100(%) | o
100 A pienempi kuin A.

Esim. 4 1) Mika luku on 35 % suurempi kuin 320:  1,35-320=432.

2) Kuinka monta % luku 432 on suurempi kuin 320:

320 432-320=112
=2 =27.100 % =35 %. Sama toisin: |112
—— = =035=35%.
—=>1320
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3) Kuinka monta % luku 320 on pienempi kuin 432:

~ 112
3327320 16094 ~ 26 % . Toisin: [ = = 0,259...~26%.
—>(432

Esim. 5 Huomaa, etta

e hinnan muuttuminen 1,5-kertaiseksi merkitsee 50 % kasvua,
e hinnan muuttuminen 2-kertaiseksi merkitsee 100 % kasvua,
¢ hinnan putoaminen puoleen merkitsee 50 % alennusta,

e hinnan muuttuminen 4-kertaiseksi merkitsee 300 % kasvua,

e hinnan putoaminen 4:nteen osaan merkitsee 75 % alennusta.

Nykyadn ndkee kaytettdvan virheellisesti sanontaa "2-kertaa  suurempi”
merkityksessd "2-kertaa niin suuri" eli "kaksinkertainen". Qikein esitettynd ''2
kertaa suurempi" merkitsee kolminkertaista (a+2-a =3a). Jo "kerran suurempi"
on kaksinkertainen. Myos on oikein sanoa, ettd esim. "viisi kertaa suurempi" on =
500 % suurempi eli 6-kertainen. Erdstd tennismailaa mainostettiin, ettd uuden mallin
kdteen aiheuttama tdrdhtely on "8 kertaa pienempi" kuin vanhan. Jo "kerran
pienempi" veisi tardhtelyn nollaan ja "8 kertaa pienempi" 700 % miinuksen puolelle.

Tarkoitus oli ehké sanoa, etta tardhtely meni 8:nteen osaan tai ettd se pieneni 80% eli
meni 5:nteen osaan.

Esim. 6 Hinnat nousivat kahtena perakkaisena vuonna 5 % ja 9 %.

Laske a) yhteisnousu, b) keskimairdinen nousu niiden
kahden vuoden aikana.

a) Hinnasta a (euroa) tulee 1,09-(1,05a)=11445a.
Yhteisnousu on siis 14,45 % (eikd 5 + 9 = 14 prosenttia).

b) Merkitadn keskimaaraista kasvukerrointa g:lla. Silloin
q-(qa)=1,09-(1,05a)
g* =1,09-1,05 5.q=(3)4/1,09-1,05 = 1,0698.

Keskimaarainen nousu on siis 6,98 % (eikd 5:n ja 9:n
aritmeettinen keskiarvo 7 prosenttia).

8.3 Prosenttiyksikko

Esim. 7 a) Kunnallisveroprosentti nousi 18:sta 19,5:een. Télloin
sanotaan, ettd vero nousi 1,5 prosenttiyksikkod. Esimerkiksi
2400  euron palkasta joutuu maksamaan  veroa

11(’)—50-2400 € =36 € enemman. Jos palkkatulojen maarassa ei

tapahdu muutosta, niin tdmi 1,5 prosenttiyksikon lisdys
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merkitsee kunnalle prosenteissa noin 8,3 %:n suuruista
palkkatuloverojen kasvua, koska 19,5 on noin 83 %
suurempi kuin 18 (1,5/18 =0,0833... = 8,3 %).

b) Oletetaan, ettd veroprosentin nousun 18:sta 19,5:een lisdksi
palkkatulot (a euroa) kasvavat 5 %. Kuinka monta prosenttia
(palkoista saatavat) kunnan verotulot kasvavat?

Kunnan vanhat verotulot ovat 110—806120,1861 ja uudet
verotulot ovat 11%—’3-(1,0561):0,2047561. Naiden erotus on

0,02475a. Taten verotulojen kasvu on

0,02475a

=0,1375=13,75%.
0,18a

Esim. 8 Viaestomaarasti oli erddana vuonna elakelaisia 10 %.

8.1

8.2

56

Kymmenen vuotta myohemmin eldkeldisia oli 13 % ja
vaestomaari oli kasvanut 8 %. Paljonko maara oli kasvanut
a) prosenttiyksikoissi, b) prosenteissa ilmaistuna?

a) Kasvu oli 13—10 =3 prosenttiyksikkoa.

b) Merkitaan ensimmaistd viestomaaraa 100a:lla. Tasta oli
10 % eli maara 10a eliakelaisia. Uusi viaestomaara oli 108a ja
elakelaismaara tasta 13 %, sus 0,13:108a=14.04a.
Elakeldismaaran kasvu on siten

4,04a

10a

=0,404 =40,4% .

Huom. Prosenttilaskuissa kannattaa usein merkiti lahtdéarvoa
100a:1la a:n sijasta.

Harjoituksia
A

a) Esitd luvut 3/8 ja 0,2 prosentteina.
b) Esita luvut 456 % ja 3,5 % desimaalilukuina.
c) Paljonko on 2000 % 15:sta?

Vesimaaraan 0,57 kg liuotetaan 28 g suolaa. Madritd liuoksen
suolapitoisuus massaprosentteina.



8.3

8.4

8.5

8.6

8.7

8.8

8.9

8.10

8.11

Kaupoissa A ja B sama tuote maksaa 8.90 € ja 9.90 €.
a) Kuinka monta % kalliimpi tuote on B:ssé kuin A:ssa,

b) Kuinka monta % halvempi tuote on A:ssa kuin B:ssa.

Yrityksen liikevaihto laski 4,6 milj. eurosta 3,4 milj. euroon.
Mikéa on lasku prosenteissa? (Esitd kysymys muodossa "kuinka
monta % .... on pienempi kuin ...".)

Tammikuun tuloista 2460 euroa jai sdastoon 9 % ja helmikuun
tuloista 2250 euroa 6,5 %.

a) Kuinka monta prosenttiyksikkod tammikuun sdastot olivat
suuremmat kuin helmikuun?

b) Kuinka monta prosenttia tammikuun sdastot olivat suuremmat
kuin helmikuun?

B

Vilityssuhdetta (hintaa tms.) kasvatetaan ensin 20 % ja
pienennetidn sitten 20 %. Laske kokonaismuutos prosenteissa.

Hammastahnaputkilon koko kasvaa 25 % ja samalla hinta nousee
40 %. Kuinka monta % uusi hammastahna on kalliimpaa kuin
vanha?

Auton matkamittari nayttaa 4 % litkaa. Mika on mittarin lukemaa
780 km vastaava todellinen matka?

Kierroslukua kasvatetaan arvosta 2500 »/min viidessi vaiheessa,
aina 13 % kerrallaan. Laske nama kierrosluvut.

Aina kun huoneen lampoétilaa pystytdan laskemaan yhdella
asteella, lammityskustannukset alenevat 6 %. Kuinka paljon 4
asteen lasku pienentda naita kustannuksia?

Putkille, joiden sisdhalkaisijat ovat 50,0 mm ja 100,0 mm,
tehdaan kolme vdlikokoa siten, ettd prosentuaalinen kasvu on
aina sama, ts. 1. vilikoko on yhtd monta % peruskokoa 50,0 mm
suurempi kuin 2. vilikoko on ensimmaistd vélikokoa suurempi
jne. Laske nama vilikoot. (Ohje: kayta kasvukerrointa g.)
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8.12

8.13

8.14

8.15

8.16

8.17

8.18
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Asiakas sai tuotteen 15 % alennuksella. Hinta oli talloin
153,00 €. Laske alkuperéinen hinta.

Laitteen suunnittelukustannukset tulivat 10 % arvioitua
suuremmiksi ja muut kustannukset 20 % arvioitua suuremmiksi.
Kaikkiaan laite tuli 17 % alkuperéista arviota kalliimmaksi.

a) Kuinka monta % arvioidut suunnittelukustannukset (x) olivat
arvioiduista kokonaiskustannuksista (100a)?

b) Kuinka monta % lopulliset suunnittelukustannukset olivat
todellisista kokonaiskustannuksista?

Kitkapyora pyorittaa toista pyorad, jonka halkaisija on d, tietylla
kierrosnopeudella. Halkaisijaa d suurennetaan 23 %. Kuinka
monta % tdméan toisen kitkapyoran kierrosnopeus pienenee?

Yleinen arvonlisdaveroprosenttt on 22 % myyntihinnasta (ts.
kauppias joutuu "palauttamaan" valtiolle 22 % siitd hinnasta,
minkd hin saa myydessdidn tuotteen). Kuinka monta %
arvonlisivero nostaa tuotteiden hintaa (jos kauppias haluaa saada
saman voiton kuin ilman veroa)?

Myyjéan kiinted kuukausipalkka on 1 920 euroa. Liséksi hdn saa
2% suuruisen palkkion  kokonaismyynnistddan.  Erdana
kuukautena hénen ansionsa olivat 3 050 euroa. Mika oli hénen
kokonaismyyntinsa tdna kuukautena?

Yhtion tuoton kasvu oli kahtena perdkkaisen vuotena 6,4 % ja
7,6 %. Kuinka suuri kasvu tarvittaisiin kolmantena vuotena, jotta
keskimaarainen kasvu naiden kolmen vuoden aikana olis1 9.0 %?

Perheen nettotulot olivat erdani vuonna 24 000 euroa ja
seuraavana 35 000 euroa. Autokulut olivat vastaavasti 1 535 eur
ja 1760 euroa.

a) Kuinka monta % autokulut nousivat?

b) Kuinka monta prosenttiyksikkoa autokulujen osuus
nettokuluista muuttui ja mihin suuntaan (kasvoi vai viahent)?



9 Eksponenttifunktio ja logaritmi

9.1 Potenssifunktio ja eksponenttifunktio

Muotoa y=xk olevaa funktiota, missd kantaluku on muuttuja ja

eksponentti £ on vakio, sanotaan potenssifunktioksi. Tavallisimmat
potenssifunktiot ovat

1. ,

Naistda kahden ensimméiisen maéarittely- y:\/}
joukko muodostuu kaikista reaaliluvuista,
ts. x:lle voidaan antaa mitd reaaliarvoja
tahansa. Viimeisessia funktiossa taas x voi
saada vain ei-negatiivisia arvoja ja
funktiossa 1/x muut arvot paitsi e1 0:aa.

o =
L= M

Muotoa |y = k™ (k > 0)| olevaa funktiota, missi nyt kantaluku & on vakio

ja  eksponentti on  muuttuja, sanotaan eksponenttifunktioksi.
Tavallisimmat eksponenttifunktiot ovat

y=10%, y=2%jay=e",
y=2""y=e¢* y=10" y=¢* y=2"
missd e =~271828 on ns.
Neperin luku. Kaikkien néiden
kuvaajat leikkaavat y-akselin
kohdassa y =1. Kuvaaja nousee
sitd jyrkemmin, mitd suurempi
kantaluku on. Jos kantaluku on
1:t4 pienempi, esim. ', saadaan
eksponenttifunktio

jonka kuvaaja on laskeva kayra (vrt. kuva). Jos jokin suure noudattaa
jonkin kasvavan/viahenevan eksponenttifunktion mukaista lakia (esim.

lakia y = 2,23eo°74x +2), sanotaan, ettd timi suure kasvaa/vihenee
eksponentiaalisesti. Funktiota ¢* merkitdin usein Exp(x):1la. Esimer-
kiksi ¢® = Exp(2) ~ 7,389 .
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9.2 Logaritmin maarittely

Potenssiyhtiilon x¥ =a ratkaiseminen antaa tulokseksi Juuren tai
murtopotenssin, esim.

x2:5:>x:i\/§, x3:5:x:%,

s =45 F=5=x=5"7

Eksponenttiyhtilon k™ = a ratkaisu taas on ns. logaritmi:

2 =T=x=log,7 (lue: "2 - kantainen logaritmi"),
e*=T=x=In7 ( "luonnollinen logaritmi"),

10" =7=x=1g7=log7 ("10 - kantainen eli Briggsin logaritmi").

Ensimmaisen logaritmin arvo on véhin alle 3, silla 2% =8. Toisen arvo
on vahan alle 2, silla e’ ~ 7389, ja kolmannen alle 1. Laskin antaa
suoraan  tulokset In7=19459....ja 1g7=0,8450...  10-kantaisen
logaritmi merkitdin joissakin laskimissa log eikéd lg. *Esimerkiksi 2-
kantaisen logaritmin log, 7 laskeminen vaatii yleensd muunnoskaavan
logy,a=Ina/In2 kiyttdmista (tarkemmin myShemmin).

Miiritelmii:  Eksponenttiyhtilon k™ =a (k>0) ratkaisua sanotaan
luvun a k-kantaiseksi logaritmiksi ja merkitdidn
log, a:lla. Siis

(1) k*=a © x=log,al|

9.3 Logaritmin perusominaisuuksia

Jos (1):ssd eksponentin x paikalle sijoitetaan sen arvo x=log,a,
saadaan tulos

) K8k = ¢

Tama mukaan, jos kantaluku k korotetaan samakantaisen logaritmin
mukaiseen potenssiin log, a, saadaan a. Toisin sanoen logaritmin otto

ja samakantaiseen potenssiin korottaminen perdkkdin suoritettuina
kumoavat toisensa (samaan tapaan kuin neliGjuuren otto ja toiseen

potenssiin korotus: (va )2 =a). Entyisesti

60



elna —a, lﬂlga —a, zlogza =al

Tulos (2) voidaan esittdd myos seuraavassa kayttokelpoisessa muodossa:

Logaritmin log, a arvo on luku, joka ilmoittaa, mihin
potenssiin kantaluku k on korotettava, jotta saataisiin a.

Esim. 1 log,8=3, silla kantaluku 2 pitaa korottaa
potenssiin 3, jotta saataisiin 8: 2° =8,
log;9=2, silli3*=9,

log;5=1, sillas'=5,
1

log, 2 =%, silld 42 =4 =2,
1 oo 1
log, —=-1, silla2” =—,
23 7 7

log,(—8)  on mahdoton, silld 2:n mik&4n

potenssi el ole negatiivinen,

log,8=-3, silla (1)—3 =2°=8.
3 2

Yleensa kantaluku £ >1 (harvemmin 0 <k <1).

Yleisesti, jos kantaluku k >1, niin

1) logaritmia ei voi ottaa negatiivisesta luvusta, silla kantaluvun
k >0 mikiin potenssi e1 ole negatiivinen,

2) luvun 1 logaritmi on aina 0, ts. log, 1=0,
3) l:td suuremman luvun logaritmi on positiivinen.
4) 1:td pienemmcin positiiviluvun logaritmi on negatiivinen.

5) kantaluvun logaritmi on aina =1, ts. log; k=1, esim.

Ine=1, Ig10=1 .

*Kaytannon sovelluksissa yleensa logaritmien kantaluvut ovat > 1. Jos
0< k<1, tulokset 3) ja 4) vaihtavat paikkaa, ts. esim. 1:t4 suuremman

luvun logaritmi on negatiivinen kuten edellisen esimerkin viimeisessa
kohdassa.
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Esim. 2 Esita luvut 0,003 ja »=0,000003 10:n potensseina.

10¥ =0,003 = x =1g0,003 =-2,522... .0,003~107>"2,
10°=p = x=lgh=-5522... ..0,000003~107>°2,
*Esim. 3 Edellisen esimerkin tapaista menettelyd kaytetidan mm.

kemiassa. Liuosten vetyionipitoisuudet [H '] ovat pienii,

esim. suuruusluokkaa 0,000 003 ~107>. Taman pienen

luvun sijaan esitetdan vain eksponentin vastaluku 5.5, jota
sanotaan liuoksen pH-arvoksi. Siis

Jos liuoksen vetyionipitoisuus [H]=0,000003~107>">,
niin nesteen pH =5.5.

Yleisesti pH toteuttaa seuraavan yhtilon:
10777 =[H*) - pH=—-1g[H].

*Esim. 4 Fysiikassa &danen intensiteetti / kasvaa eksponentiaalisesti
desibeleissa ilmaistun d4nenvoimakkuuden 7. funktiona:

[=1,-10517

Ratkaistaan tista yhtalosta L:

00~ o o=1el - r=101gL
1y h 1y

Laske tastd [I'n arvoja [, 21y, 31,, 4], vastaavat
desibeliméadrit L.

9.4 Laskulakeja

Edell olevan mukaan log, 8 =3, silld 2° =8. Lisaksi esim. k'°%¢% =g

Samaa ajattelutapaa ja potenssin laskusdintoda k™ =k"-k° kéayttien
saadaan seuraava paittely:

logy ab =log, a+logy b, silla k'°8kaH08k? — glogra plogib _ 4,

Nain on todistettu ensimmaéinen seuraavista laskulaeista (kaksi muuta
todistettaisiin vastaavasti):
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Lause 1  Jos aja b ovat positiivisia ja ¢ mikd tahansa reaaliluku, niin

1) log, ab=1log; a+log, b,

2) logk%=logka—logkb,

3) log,a® =clog, a.

Huomaa, etti samoin kuin juurien myés logaritmien laskusddnnot
koskevat tuloja ja osamdiirid, eivit summaa ja erotusta. Esimerkiksi

Juuren /x—y ja samoin logaritmin In(x — y) jakamiseen osiin ei ole
olemassa laskulakia.

Esim. 3 1) logk(xzy) =log, X2+ log; vy =2log, x+log; .
2)log,(a+b). Tamén jakamiseksi osiin
el ole olemassa laskusaantoa.
3)In(a* —b*)=In[(a+b)(a—b)] | ol.a+h,a-b>0
=In(a+b)+In(a->).
) |

——

4)1g%: lga’b—1gl0c =1ga” +1gb—(1g10+1gc)
=2lga+lgb—-lgc—1 (a,b,c>0).
5)1g1000 =1g10° =31g10 =3,
1g0,0001=1g10™* = —41g10 = —4.

6)10gkl: log, 1-log, a=0-log, a=-log, a.
q __ok%

7)log; %a =log; a"" :%logk a.

Esim. 4 Laskulakeja voidaan kayttdd myos "takaperin", oikealta

vasemmalle, logaritmien yhdistamiseen:

5-8
1)log, 5S+log, 8 —log, 4 —log, 2 =1log, 12 logy 5.
2)Inx+2Iny=Inx +1ny2 = lnxyz.

2
3) 2% = ¥ = x2 (2):n nojalla.
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*Lause 2 Jos tunnetaan h-kantaiset logaritmit, niin k-kantaiset
logaritmit saadaan kaavasta

log;, a
log, k-

3) log, a=

*Tod. Logaritmin perusominaisuuden (2) mukaan

oz a otetaan kummastakin puolesta / - kantainen
=a
logarimi ja kaytetaan Lauseen 1 tulosta 3)

log, a-log, k =log, a.

Tama on yhtapitava yhtalon (3) kanssa.

Tulosta (3) kaytetdan lahinna siten, etta /:n tilalla on e tai joskus 10:

Ina Iga
log,a=——-, log, a=——.
Sk Ink Bk lg k
Esim. 5 logz2 = In2 ~0,631.
In3
*1o g Ina  Ina __lna__lo g
SRS A k) —Ink | Ink | —ekE
9.5 Logaritmifunktion kuvaaja
Jatkon kannalta tirkein logaritmifunktio on y=Inx
y=Inx. Antamalla x:lle positiivisia arvoja 1-———— |
(ta1 kayttamalla graafisia laskimia tai |
matematiikkaohjelmia)  saadaan  tdmén . 2 €3 4 g

funktion kuvaaja piirrettya. -1

*Syvillisemp1 kisittely kdy esim. seuraa-
vastl.  Eksponenttiyhtdlon  ratkaiseminen _-
anto1 logaritmin:

4) kK*=yox=log, y.
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*T4mén nojalla yhtalost y=k* ja

5 iy=kelix=log, y
x =log, y ovat samanarvoiset (ekvi- 4
valentit), joten niiden kuvaajat xy- 2 | (Lk)
tasossa muodostuvat samoista o /] B
pisteista. Jos  jalkimmaisessa | (k1) y=log x

yhtdlossi x ja y  vaihdetaan / T
keskenddn, tuloksena on yhtilo

i —2 -1 1 2 3 4 5
vy =log; x. Sen kuvaaja saadaan, kun -1 /

edellisessdé  kuvaajassa  jokainen -2

(a,b)-piste  vaithdetaan  pisteeksi

(b,a), esim. piste (0,1) pisteeksi (1,0) ja piste (1,k) pisteeksi (k,1).

*Yhteys (4) merkitsee, ettd eksponenttifunktio ja logaritmifunktio ovat
toistensa kddnteisfunktioita. Tastd seuraa mm., ettd jos "eksponenttiin
korotus" ja '"logaritmin otto" suoritetaan perdkkdin kummassa
jarjestyksessd tahansa, ne kumoavat toisensa, esim. e-kantaisilla
funktioilla

e =xja Ine* =x|

Harjoituksia

A

9.1 Laske laskimella funktioiden y = X342 ja y=3"+1 arvot, kun
x saa arvot —3,—2,...3. Piurrd niiden tietojen avulla samaan
koordinaatistoon kyseiset kaksi kayraa.

9.2 Laske laskimella funktion y = O,S-el’zx arvot, kun x:11a on arvot
—-3,-2,...,3. Piirra saatujen pisteiden avulla kyseinen kayra.

9.3 Ratkaise seuraavat yhtalot (tarkat arvot kohdan 9.2 mukaisesti):
a) x>=5, b)3 =5, ¢)10°=5, d)e"=5, e)3 =5,
f) 2¢¥ 3 =5,

9.4 Laske ilman laskinta, Esim. [ tapaan:
log, 64, log;81, log,512, log,l, In %,

Ine*, 1g0,0001, logs % , logys55, log,, 2r.
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9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

9.10

9.11

9.12

9.13

66

Esité luku 2,51-1077 10:n potenssina.

Hajota logaritmien laskulakien avulla (Esim. 3:n tapaan)
3 2 4
xy a 2 (r" =)
a)le—=—. b)In—, c¢) log,(a+2b)", d) In—+——.
) lg=—. b) 3 ) log( )", d) 7
Tiedetdén, ettd log, a =35, log, b=2, log, ¢ =3. Laske
seuraavien lausekkeiden logaritmit:
2

a) log, abc, b) log, a’h’, C) logkﬂ, d) logk%, e) logk%.
c

Yhdista yhdeksi logaritmiksi

a) 3lnu—2Inv, b) Ig25+1g160-21g2, ¢) 2ln5—%ln3.

Ratkaise seuraavat yhtilot, ottamalla yhtdlon kummastakin
puolesta luonnollinen logaritmi ja kayttamalla sitten logaritmin
laskulakeja:

a)3* =5, b)10*=5, c¢)e*=5, d)3'=5 e)25 =5

Piirra funktioiden y=2" ja y=log,x (eliy :in—;) kuvaajat
n

samaan koordinaatistoon, antamalla edellisessid x:lle arvot -2,
-1, 0,1, 2, 3 jajalkimmaisessa 1/8, 1/4, 1/2, 1, 2, 4, 8 (niita
vastaavat y:n arvot pystyt laskemaan FEsim. [ tapaan, ilman
laskinta.)

B

Ratkaise seuraavat eksponenttiyhtdlot (Esim. 1 tapaan)
a) 10°* =0,2345, b) 582-¢>1=223.

Laske 1lman laskinta a) logs125, b) log, V4, ) log, 51/% :

Maarita puuttuva kirjainarvo seuraavissa logaritmiyhtiloissa
(kayta Esim. I:n edellé ollutta sdant6a):

a) log;16=3,b) log, x=3, ¢) log,3=", d) log,12=2,



9.14

9.15

9.16

9.17

9.18

9.19

e) logk28—7:—3, f) logqu=-3/2.

Tuloksesta (1) kohdan 9.2 lopussa seuraa (kun sitd luetaan
oikealta vasemmalle ja merkinnat muutetaan), etta

log, x=a=x=k"

Sama tulos seuraa myos siitd, ettd logaritmin arvo a on sellainen

luku, ettd k9 = x . Ratkaise kehystetylld saannolla seuraavat
logaritmiyhtdlot: a) log, x =5, b)In2x=3, ¢)lgt-1)=2,

d) 2,34In0,345x =6,78, e) lg(x+3)—1gx =2 (yhdista ensin
vp. logaritmit).

Laske logaritmien laskulakien avulla, ilman laskinta (ja tarkista
tulos laskimella):

2 2
2) 3lg2+2lg5—%lg4, b) 124/10-810 . ¢ (1g50)l 5(lg2)
g

(varo: (Iga)? #21ga . Kayta saantoa a> —b> =...),

1 1
d) lel+1g10+12100+12¢1000+1g—+1g——.
) lgl+1g g g 87018700

Ratkaise a) 2°7> -3 =5 (ohje: ota luonnollinen logaritmi
kummastakin puolesta), *b) 9* +8-3* =20 (ohje: a)-kohdan
keino ei kiy, silld In(a + b) ei hajoa. Sen sijaan yhtilo on 3" :lle
2. asteen yhtilo).

Piirré kayrat y =Inx, y:lnl, y=Inx-1, y=In(x-1).
X

22XV =32
*Ratkaise a) (ohje: ota sopivakantainen logaritmi
3PV =27

xlgx+lgy -100
yhtalon kummastakin puolesta), b) |
x-yet =1

Laske a) Slogsx) b) 102-lg3x3 *¢) e2x+3-lnx'
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10 Lukujoukot ja -jarjestelmat

10.1 Lukujoukot

Esim. luvut 1, 2, 3, 4, 5 muodostavat erdan joukon A={1,2,3,4,5}.
Yleisesti joukko muodostuu alkioista, jotka merkitddn tavallisesti
aaltosulkeisiin. Joukkoja merkitddn yleensa isoilla ja alkioita pienilla
kirjaimilla. Jos a on joukon A jokin alkio, merkitidn a €A (lue: "a
kuuluu A:han"). Esim. edellisesséd lukujoukossa 4 € 4, mutta 7¢ 4 ("7

ei kuulu A:han").

Joukko, jossa ei ole yhtdan alkiota, on fvhjd joukko. Sitd merkitdan
symbolilla & tai {}. Se on joukko-opissa samantapaisessa asemassa kuin
luku 0 on lukujen yhteydessa.

Joukoista puhuttaessa taustalla on yleensi jokin yleinen joukko, ns.
perusjoukko E, jonka alkioista tarkasteltavat joukot muodostuvat. Esim.
laskettaessa vain kokonaisluvuilla, perusjoukkona on kokonaislukujen
0,%1,£2,...muodostama joukko

Esim. 1  Yhtalon2x =3 ratkaisujoukko on &, jos perusjoukkona on
kokonaislukujen joukko Z (ts. yhtdlolla ei ole yhtddn
kokonaislukuratkaisua). Jos taas perusjoukkona on kokonais-
ja murtolukujen muodostama rationaalilukujen joukko Q,
niin ratkaisujoukko Rj={3/2}. Merkintd Q viittaa sanaan

Quotients = osamadrat.
Tarkeimmat lukujoukot ovat seuraavat:

1) Luonnollisten lukujen joukko
N=1{1,2,3, ..} ("Natural Numbers").

2) Kokonaislukujen joukko
7Z={0,£1,£2,...}  (engl. Integers, saks. ganzen Zahlen).

3) Rationaalilukujen eli kokonais- ja murtolukujen joukko Q
(Rational Numbers, Quotients)

4) Reaalilukujen joukko R (Real Numbers). Reaalilukuja ovat
rationaaliluvut ja ns. irrationaaliluvut kuten

7=314159.. 72 =1414213...,e =2,71828...
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5) Kompleksilukujen joukko C (Complex Numbers). Naista
puhutaan vihdn my6hemmin.

Kéaytossd ovat myos mm. seuraavat merkinnit:
R? = RxR = reaalilukuparien (x, y) joukko (xy-tason pisteet),
R’ = RxRxR = reaalilukukolmikkojen (x, y, z) joukko (avaruuden
pisteet), R" = R = positiivisten reaalilukujen joukko, Z, =
negatiivisten kokonaislukujen ja 0:n muodostama joukko.

Tulojoukko AxB muodostuu kaikista sellaisista pareista (a, b),
missd a € A ja b € B, lyhyesti kirjoitettuna

AxB={(a,b)|aeA, bebB}.
Vastaavasti esim. Q= {£ | p,q e Z,q+0} (Niiden lukujen p/q
q

Joukko, jossa p ja q ovat kokonaislukuja ja q #0").

10.2 Kompleksiluvuista

Koulun ala-asteelta ldhtien lukualuetta laajennetaan asteittain seuraavaan
tapaan:

1) Aluksi lasketaan vain [uonnollisilla luvuilla ja laskutoimituksia
havainnollistetaan joukkokuvioilla:

[ ]
3 4-1=3 6:2=3 )3

2) Luonnollisten lukujen erotus ei aina ole luonnollinen luku, ts. esim.
erotusta 2 — 5 ei1 voi laskea, jos kéaytettdvissi on vain posititviset
kokonaisluvut. Siksi lukualue laajennetaan Z:ksi, ottamalla kayttéon
uusia lukuja, nimittdin negatiiviset luvut ja 0. Niitd havainnollistetaan
lukusuoran avulla.

3) Kokonaislukujen osaméard a/b ei aina ole kokonaisluku. Siksi
tarvitaan jalleen uusia lukuja, murtolukuja.

4) Kokonais- ja murtolukujen muodostama rationaalilukujoukko Q ei

vield ole ruttdvan laaja, koska esim. yhtilolla x2=2 e ole
rationaalilukuratkaisua. Samoin yksikkonelion lavistajalla e1  olisi
pituutta elle1 kayttoon otettaisi uusia lukuja, irrationaalilukuja (mm.

lukua +/2).
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5) Rationaali- ja irrationaalilukujen muodostama joukko R on jo erdissa
suhteissa tdydellinen, mm. jokaiselle janalle saadaan pituus, kun
yksikkdjana on wvalittu (esim. yksikkonelion lavistdjan pituus on

geometrisessa tasossa tarkalleen V2 ).

6) Kuitenkin niinkin yksinkertainen yhtilo kuin x% =-1 on reaaliluku-
alueella ratkeamaton. Niinpa seuraava vaihe on se, ettd otetaan kayttoon
vieldkin uusia, ns. imaginaarisia (= kuviteltuja) lukuja ja maaritellaan
niille laskutoimitukset silla tavoin, ettd laskeminen kdy samaan tapaan
kuin reaaliluvuilla. Reaali- ja 1maginaarilukujen yhteisnimitys on
"kompleksiluvut''.

Kompleksiluvut voidaan esittdd muodossa

G=avbi]

missd a,b R ja ionns. imaginaariyksikko, joka tayttaa ehdon

i?=_1|

Jos a = 0, saadaan puhtaasti imaginaarinen kompleksiluku z = bi. Jos
taas b = 0, saatu kompleksiluku on reaalinen z = a.

Kompleksilukulausekkeita muokataan kuten reaalisia

kirjainlausekkeita, mutta tarvittaessa otetaan huomioon, etti it=-1.
(Kompleksilukujen tdsméillinen maéarittely esim. reaalilukuparien avulla
sivuutetaan.)

Esim. 2 Josz; =141 jaz,=2+3i, niinz, +z,=3+4/ ja
2,2y =(1+i)(2+3i)=2+3i +2i + 3> =2 +5i - 3=—1+5i
poistetaan / nimittijastd, laventamalla lauseke

- L+ - | nimittajan lLittoluvulla (liittokompleksiluvulla)

Z, 2+3i Z 223
(1+i)(2-3i) | Kaytd nimittdjaén sadntoa
(2+30)(2-3i) | (a—-b)a+b)=a*-b*
C2-3i+2i-3% 5-i 5-i 5 1,

———1

22-@3iY 4+9 13 13 13

Lopputulos saatiin muotoon a+bi, missid reaaliosa a=5/13 ja
imaginaariosan kerroin b=-1/13.
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Toisen asteen yhtdlolld on kompleksilukualueella aina kaksi ratkaisua,
Jjoko eri- tai yhtd suuret reaaliluvut tai kaksi imaginaarista ratkaisua,
Jjotka ovat toistensa liittokompleksiluvut.

Esim.3  a) x> =-9< x =43, silla (+3i)* =9i* =9

Nama ratkaisut saadaan ajattelemalla, ettd ++/—-1=+i ja
kayttamalla "reaalisia" neli6juuren laskusaantoja seuraavasti:

X2 =9 x =449 = 431 = +3i.

b) (x+2)* =-8
X+2=24J-8 =422 =122 -1 =422 i
.'.x:—2i2\/§-l’.

¢) x> —8x+25=0
Xx=4+4> 25 =449 =4+3;
Kompleksiluvut ovat osoittautuneet hyvin kayttokelpoisiksi mm. sahko-

ja tietolitkennetekniikassa, jossa imaginaariyksikkoa merkitaan yleensa
J:114, koska i on virranvoimakkuuden symboli.

10.3 Lukujarjestelmista
Kymmenjirjestelmdissd kantalukuna on 10 ja numeromerkkejd tarvitaan
kymmenen: 0, 1, ..., 9. Luvut esitetdcn kantaluvun 10 potensseina, esim.,
Esim. 4 23016=2-10*+3-10° +1-10+6

31,24=3-10+1-10" +2-107" +4.1072.
Binddrijarjestelmdssi  (2-jdrjestelmdssd)  kantalukuna on 2 ja
numeromerkkejd on vain kaksi: 0 ja 1. 2-jarjestelmédn luku voidaan

muuttaa 10-jarjestelman luvuksi siten, ettd se esitetdin 2:n potensseina ja
lasketaan sitten sen arvo (10-jarjestelmén laskuna).

Esim.5  (10111), =1-2*+0-2° +1.2% +1.2+1=23.

Kéaantden 10-jarjestelman luku voidaan muuntaa 2-jarjestelmain, kun
tama luku esitetdan 2:n potenssien 1(= 20) ,2,4,8,16,32, 64, 128, 256,
512, 1024 (=2'7), ... avulla.
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Esim. 6  230=128+102=128+64+38=128+64+32+4+2
=127 +1-2°+1-2° +1-2% +1-2=(11100110), .

*Toinen tapa: jaa luku 2:1la, sitten vajaa osamiira 2:1la, jne.
Jakojaannokset ovat 0 1 1 0 0 1 1 1, ts. bindéariesityksen
numerot lopusta alkuun.

*Esim. 7 Desimaaliluvun 0,74 saat muutettua 2-jarjestelmiidn
seuraavasti: Kerro luku 2:1la, poista kokonaisosa (= 1), kerro
jaannos 2:lla, poista kokonaisosa (= 0), kerro jaannos
kahdella jne. Kokonaisosista saat 2-jarjestelman luvussa
pilkun jalkeiset numerot: 0,74 = (0,1011110...), .

2-jdrjestelmdissd voidaan suorittaa yhteen ja kertolaskuja samaan
tapaan kuin 10-jdrjestelmdssd, kunhan tarvittaessa otetaan huomioon,
ettd 2-jarjestelmdissd "1+1=10" silla
Dy, +(), =1+1=2=1-2+0=(10),.

111
Esim. 8  (11010),
+ (10110),
(110000),

Mm. tietoliikennetekniitkassa kaytetddan myos 8- ja 16- jirjestelmid,
joiden lukuja sanotaan oktaali- ja heksadesimaaliluvuiksi. 8-jirjestel-
mdssd selvitiidn 8 numeromerkilld 0, 1, ..., 7 ja luvut muutetaan 10-
Jdrjestelmddn, esittdmdilld ne 8:n potensseina, esim.

(217)g =2-8>+1-8+7=143.

16-jirjestelmdissd tavalliset numerot 0, 1, ..., 9 eivdit riitd, vaan tarvitaan
16 merkkid, jotka ovat 0,1,2,...,9, A, B, C, D, E, F . Tdissd merkit A, B,
..., I ovat 10-jcirjestelmdcin muutettuina luvut 10, 11, ..., 135.

Esim. 9 (DBEF5)4=13-16" +11-16* +15-16 +5
=56309=(1101101111110101),

Luvun esitys 16-jarjestelmassda on siis paljon lyhempi kuin 2-jérjes-

telmédssd. Mm. matematiikkaohjelmilla ja osalla laskimia voidaan

muuttaa lukuja suoraan jarjestelmaisti toiseen (niiden neljan jarjestelman
valilla).
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10.1

10.2

10.3

10.4

10.5

10.6

10.7

10.8

10.9

Harjoituksia
A

Mitka seuraavista viitteista ovat tosia: a) 2eN, b) -7 €7,
©)3/4e0, d) 7€0,e)3/4eR, N~3/2€0,g) J3/2€eR.

Jos zy=2+i ja z, =1-1i (missd / on imaginaariyksikko), laske
a) 21 — 2y, b) 2Zl+3Z2, C) 2129, d) 212, e) ﬂ
22

Ratkaise seuraavat 2. asteen yhtélot kompleksialueella:
2 _ 2 _ 2 _

a) x“=-16, b)x"=-27, ¢)(2x+1)"+25=0,

d) x> +6x+17=0, ) 2x>+6x+17=0.

Muuta a) luku (10110101), 10-jarjestelmaan, b) 10-jarjestel-
man luku 1568 2-jarjestelméan, c¢) luku (27701)g 10-jarjestel-
maén, d)luku (AB79F),¢ 10-jarjestelmaan.

B

Laske: a) 1-i+2i%+4i°+7i*, b) Q=)B+5)+@A+i)(1-1),
34 2i-1

c d .

)37 )2+\/§i

Kokonaisluku on jaollinen 2:lla/4:1ld, jos sen viimeinen
numero/kahden viimeisen numeron muodostama luku on (dlld
Jjaollinen. 3:lla jaollinen on luku, jonka numerojen summa on 3:lla
jaollinen. Jaa (alku)tekijoihin luku 11016.

Sievenni lauseke (1/a+1/b)a—b)+(a+bi)i/a—1/b), missd i
= imaginaariyksikko.

Laske kahdella tavalla (1. tapa: muuta luvut ensin 10-jarjestel-
madn, 2. tapa: laske suoraan ko. jarjestelmassa)

a) (100110111),+(1110110),, b) (1101),-(10110),,
*C) (2D9)16+(ABF4)16, *d) 3(3675)8 .

*Muuta oktaaliluku (23456)s heksadesimaaliluvuksi.
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11 Determinantit

11.1 Determinantti

a b

c

Kaksirivinen determinantti

‘ =ad — bc, esim.

Kolmirivinen determinantti voidaan laskea ns. Sarrus’'n sddnnolli
([sary:]), jossa determinantin perdaan lisatddn kaksi ensimmaista
pystyrivia (saraketta) ja lasketaan yhteen kaikki pddldvistdijin suuntaiset
kolmoistulot sekd vahennetian sivulivistdjin suuntaiset kolmoistulot:

ay ap az ap a
by by b3 b by =aibycs +aybse; +azhicy —asbyep —aybsey —aybes-

6 G| q O

3 2 -4
Esim. 1 5 -4 3 =217 (laske!).
-2 -3 -5

Determinantteja kéaytetddan mm. ristitulon laskemiseen, ts. kahta suuntaa
vastaan kohtisuoran suunnan madrittdimiseen esim. dynamiikassa tai
avaruusgeometriassa, lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisemiseen (jolloin
perusidea on se, ettd usean yhtdlon ryhmat ratkeavat samalla,
systemaattisella tekniikalla kuin parin, kolmen yhtidlon yhtialoryhmit),
ns. ominaisarvojen maarittimiseen (sdhkoisten ja  mekaanisten
varahtelyjen yhteydessa) jne.

Sarrus'n sdantd kdy vain 3-rivisille determinanteille. Yleispatevd, myos
useampirivisille determinanteille sopiva laskutapa vaatii kaksi
apukasitettd  (alideterminantti  ja  komplementti). Niiden avulla
laskeminen palautetaan vihempirivisten determinanttien laskemiseen:

n-rivinen determinantti:

1. alaindeksi ilmaisee vaakarivin (vr) ja

an dpp e Ay ) laindeksi ad ( ) e
. alaindeksi pystyrivin (pr). Esim. a
921 dpp .. dppy PP . p o
D= on kolmannella vr:114 ja viidennella pr:11a
' I (naiden rivien risteyksessa).
a1 4 B
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Miiritelmd: Jos determinantista poistetaan i:s vaakarivi ja j:s pystyrivi,
saadaan poistettujen rivien risteyskohdassa olevaa alkiota
a;; vastaava alideterminantti. Kun timd alideterminantti

varustetaan etumerkilld (=1)"7 (ts. etumerkilld —, jos
i+ j on pariton), saadaan alkion a;; komplementti A;;.

Komplementtien "etumerkit" (—1)""/ vuorottelevat, esim.

+ - +
3-rivinen: — + —|, 4-rivinen: Jne.

+ - +

(padlavistajalla on aina +, silla (=1)*" = (=1)* = +1).

Esim. 2  Sama determinantti kuin esimerkissi 1:

) 4 Tdmén determinantin alkio a3;=-2. Sitd
2 4
D=5 -4 3 vastaava alideterminantti on ‘:—10.
—4 3
-2 -3 -5 '
Alkion as; komplementti on
Y > 1o
e 3

Kolmannen rivin kahden muun alkion a3, ja
a3 komplementit ovat

A ; 29, 4 ;
= — = — :+

‘ =-22.

Huom. 2-rivisen determinantin alideterminantit ovat 1-rivisia. Sellaisen
arvoksi sovitaan alkion arvo, esim. determinantti |-5=-5.

Kehitetiin nyt esimerkin 2 determinantti D kolmannen vaakarivin
mukaan, milla tarkoitetaan sita, etta kolmannen vr:n alkioilla kerrotaan

omat komplementtinsa ja saadut tulot lasketaan yhteen:
D =a3,45) + a3 Azp +as34;

o)

=-2-(-10)-3-(-29)-5-(-22)=217.
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Lasketaan viela saman determinantin kehitelmé jonkin muun rivin, vaik-
kapa toisen pr:n mukaan:

D=aypy Ay +ay Ay + a3 Az

5 3 3 4 3 4
—2.| - _4. _3.] =

=2.19-4-(-23)-3-(=29)=217.

Kummassakin tapauksessa kehitelmdn arvoksi saatiin sama kuin
Sarrus’'n sdannon antama arvo. Yleisesti voidaan todistaa seuraava tulos:

Lause 1 Jos n-rivinen determinantti kehitetddn jonkin vaaka- tai
pystyrivinsd mukaan (1s. tdmdn rivin alkioilla kerrotaan omat
komplementtinsa ja saadut tulot lasketaan yhteen), saadaan
aina sama arvo.

Midritelmd: Lauseen 1  mukaista arvoa  sanotaan  kyseisen
determinantin arvoksi.

Esim. 3  Laske seuraavan 4-rivisen determinantin arvo:

2 -1 1 0 Kehitetdan D 3. vr:n mukaan (koska silld
1 2 -1 2 rivilla on kaksi 0:aa). Komplementtien
D= 30 0 _5< ctumerkitovat tallarivilla + — +, —.
o 1 2 2
-1 1 0 2 -1 1
D=3{2 -1 2[+04+0+(=5)- -1 2 -1
1 2 2 0 1 2
— -1 1 0 2 -1 1 Kehitetaan naméa determi -
=312 -1 2/+51 2 -1 nantit nuolella merkittyjen
I 2 2 0 2| a— rivien ( 1. vr, 3. vr) mukaan
:3-{—1-‘_1 2+1- ]+0 +5- {0+1[ 1]+2-‘2 _1}
2 2 -1 1 2

=3-{6-21+5-{3+10} =77.
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11.2 Determinantin muokkaus

Kuten edellinen esimerkki osoittaa, determinantin laskeminen on
helpompaa, jos jollakin rivilla on useita nollia. *Nollia saadaan lisatyksi
seuraavalla muokkaussaannolla (Joka esitetdaan todistuksetta):

*Lause 2 Determinantin arvo ei muutu, jos determinantin jonkin rivin
alkioihin lisdtddn (tai niistd vdhennetddn) jonkin muun
samansuuntaisen rivin alkiot samalla vakiolla kerrottuina.

*Esim. 4 Sama determinantti kuin esimerkeissa 1 ja 2:

Ylinta rivia muoka -

3 2 4 3 2 -4 B3 5 4 , .
4—_‘ taan keskimmaisen
5 4 3|=|5 4 3|=51 3|—1.5

-2 3 =5 1 -1 -9 (1 0 -9

avulla. Keskimmediinen

+ rivi ei muutu !l
-22 0 -19
=22 -19
=5 1 3 [=0+1- +0=9-22+19=217.
1 0 -9

A

*Nollien jarjestiminen paidsee paremmin oikeuksiinsa useampirivisilla
determinanteilla. (Laske vaikkapa esimerkin 3 determinantti siten, etti
jarjestat sen 2. pr:lle muut alkiot 0:1ksi paitsi 1. alkio.)

Determinantin arvon laskemisessa voidaan kéyttdd myOs seuraavia
muokkaustapoja (joiden paikkansapitiavyyden voit todeta 2- tai 3-rivisilla
determinanteilla):

e Jos determinantin jonkin rivin alkioilla on yhteinen tekijd,
se voidaan ottaa tekijdiksi determinantin eteen.

e Jos determinantissa kaksi samansuuntaista rivid on
samanlaista, determinantin arvo on = 0.

e Jos determinantin kaksi samansuuntaista rivid vaihdetaan
keskencdicin, determinantti muuttuu vastaluvukseen.

Jatkossa tarvitaan vield seuraavaa, lauseelle 1 rinnakkaista tulosta
("sekakehitelmdn arvo on 0"):

Lause 3  Jos determinantin jonkin rivin alkioilla kerrotaan jonkin
muun samansuuntaisen rivin alkioiden komplementit ja tulot
lasketaan yhteen, niin tulos on = 0.
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a b ¢
Esim.5 Jos D=la, b, c,|,niinlauseiden 1 ja 3 mukaan
a3 by o

D (1. pr:n alkioilla on kerrottu omat

a Ay +arA4, +ar A~ = .
14 T e TH343 komplementtinsa, Lause 1)

_ (2. prn alkioilla on kerrottu "véérén"
Dy by dy + b3 45 =0 pr:n alkioiden komplementit)

11.3 Lineaariset yhtaléryhmat

Determinantteja kaytettdessd lineaaristen yhtaloryhmien kéasittely
yhtendistyy.

1°. Lineaarinen yhtilopari:

.d a

(=b)
mattomien kertoimista muodostuva
(ad —bc)x =ed - fb determinantti),
(ad—-bc)y=af —ec

(=0) Merk. D=
-a

=ad —bc (= tunte-

{ax+by:e
+ c

ex+dy=f

e b
Dx:f d:ed—ﬂ),
D-x=D,
a e
D-y=D, Dy:C f:af—ec.

Kasittely jakautuu nyt kolmeen tapaukseen, joista ensimmaiinen on
paatapaus ja kaksi muuta "harvinaisempia":

x=D./D

1) Jos D=0, saadaan yksi ratkaisu {y =D,/ I

2) Jos D=0, mutta D, tai Dy, on#0, yhtdloparilla ei ole ratkaisua
(silla jos esim. D, # 0, niin yhtalon D-x= D, vp. =0, mutta op # 0).

3) Jos D=D,=0,niin ad = bc ja ed = fb, misté seuraa, ettd

a_b_e
c d f
(Jolloin myos D), =0). Téssé tapauksessa siis alkuperéisten yhtéloiden

vastinkertoimet ovat verrannolliset ja yhtalot ovat siten itse asiassa samat
(toinen saadaan toisesta vakiolla kertomalla). Voidaan myos sanoa, etta
yhtaloryhméa surkastuu yhdeksi yhtdlokst ax+by=e. Talldi on
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diirettomdin monta ratkaisua: x:le voidaan valita miké arvo tahansa ja
vastaava y:n arvo lasketaan kaavasta y =(e—ax)/b (Jos b=0).

Geometrisesti: yhtilopari esittda kahta suoraa, jotka tapauksessa 1)

leikkaavat, tapauksessa 2) ovat yhdensuuntaiset ja tapauksessa 3)
yhtyvit.

2°. Kolme lineaarista yhtiilod ja kolme tuntematonta:

apx+by +cz=d |-4 a b ¢
+ x+bhy+oz=d) |4 Merkitadn D=|a, b, ¢, ja
azx +hy+cyz =ds |- A a; by o
D-x+0+0=d| A4 +dyAy +d345 esim. A = alkion  a,

komplementti D:ssa.

Yhteenlaskun jilkeen x:n kerroin on a4, +a, A4, +azA; =D (Lause 1),
kun taas esim. y:n kerroin on 54, + by A, + 345 =0 (Lause 3). Summa
d\Ay+dyAy +dyA4A; taas on sama kuin seuraavan determinantin
kehitelmé 1. pr:n mukaan:

di b ¢l (D, on saatu D:sta korvaamalla x-kertoimet g,
Dy =|dy by ¢ vakiotermeilli d; (i=1,2,3). Vastaavasti
dy by ¢ maaritellaan Dy, jaD, )

Naéin on saatu yhtalo D-x = D, . Vastaavasti saadaan yhtdlo D-y =D,

(kertomalla yhtéaloét A4, -komplementtien sijaan komplementeilla B;) ja
yhtélo D-z= D, . Alkuperdinen yhtaloryhmé saadaan siis muotoon

D-x=D,
D-y:Dy,
D-z=D,

missd esim. [, on saatu D:std korvaamalla siind y-kertoimet b,

vakiotermeillda d;. Kasittely jakautuu nyt paitapaukseen ja

i*

erikoistapauksiin:
x=D,/D
1) Jos D#0, yhtdloryhmdlld on yksi ratkaisu y =D, / D .
z=D,/D
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2) Jos D=0 mutta ainakin yksi determinanteista D,, D, ja D, on

# 0, ryhmdilld ei ole ratkaisua (silla vastaavan yhtalon vp = 0 ja op = 0).

3) Jos kaikki neljd determinanttia ovat = 0, voidaan todistaa, ettd
Yhtdloryhmdlld on ddrettomdn monta tai ei yhtdcdn ratkaisua.

Huom. Edellinen menettely kdy yleisesti, jos yhtdloryhmdssd on n
lineaarista yhtdlod ja n tuntematonta. Jos yhtiloitd on vain
kolme tai neljad ja niiden kertoimet ovat "pienid mukavia
kokonaislukuja", wvoi yhteenlasku- ja sijoituskeino olla
determinanttien laskemisia nopeampi (niin myos seuraavassa

esimerkissd).
4x—-y+z=1 4 -1 1
Esim. 6 3x+z=3 Tassa D=3 0 1|=-2 (laske!)ja
x+y=3 I 1 0
I -1 1 4 1 1 4 -1 1
D=3 0 l=-1LD,=3 3 1l|=-5,D,=3 0 3=-3
31 0 1 30 I 1 3

Taten x=1/2, y=5/2, z=3/2.

11.4 Homogeeniset lineaariset yhtdaloryhmét

Kaésitelladan nyt lineaarisia yhtaloryhmié, joissa vakiotermit ovat = 0.

3°. Kolmen tuntemattoman homogeeninen yhtilopari

Homogeeninen = tasa-asteinen: kaikki termit
ovat tuntemattomiin nidhden 1. astetta (vakio-

{ apx+by+cz=0
termin = 0 aste olisi 0, mutta O on asteeton).

arX+byy+cyz=0

Talla yhtaloparilla on ddrettbmédn monta ratkaisua, silla yksi
tuntemattomista voidaan valita vapaasti ja kaksi muuta esittdd niiden
avulla.

. x+3y+z=0 x+3y=—z
Esim. 7 =
2x—-y—-3z=0 2x—y=3z
I 3 -z 3 1 -z
D= =7, D, = =8z, D, = =5z
2 -1 3z — Yo Ro3z

x=-8z/(-71=8/7z . . .
" (missé z on mielivaltainen).

v=5z/(-7)=-5/7z
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Ratkaisu voidaan esittdd myos muodossa — = = ja
z

nama kaksi verrantoa voidaan yhdistdd kaksoisverrannoksi
x:y:z=8:(-5):7.

x§z -5 .
"z

Huom. Yleisesti voidaan (edellisen esimerkin tapaan) osoittaa, etta

by <l a

|9 by

S xXIyiz= : :

{ ax+by+cz=0

a2x +b2y+ C2Z =0 b2 C2 C2 a2 612 b2

4°. Kolme homogeenista lineaarista yhtilod ja kolme tuntematonta:

aix+by +cz =0  Talla ryhmalli on aina ns. triviaali eli
a)x+byy+c,z=0 ltsestddan  selvd  (alkeellinen)  ratkaisu

azx +byy+c3z =0 x=y=z=0.

Tata tai yleisemmin n-yhtéaloistd yhtaloryhmia koskee seuraava tulos,
jolla on kdyttoda mm. mekaanisten ja siahkoisten vardhtelyjen yhteydessa:

Lause 4 Homogeenisella lineaarisella yhtdiloryhmdilld, jossa on yhtd
monta yhtdlod kuin tuntematonta, on muitakin kuin triviaali
ratkaisu x=y=z=0 vain, mikdli yhtdiloryhmdn kerroin-
determinantti D = 0. Tdlloin ratkaisuja on ddrettomdn monta.
Ne saadaan jdttdmdlld yksi yhtdlo pois ja ratkaisemalla

Jjdljelle jcicinyt yhtciloryhmd (kohdan 3° tapaan).

*Todistus: Sovelletaan kohdan 2° tuloksia:

1) D+ 0=1ratkaisu, siis vain triviaali ratkaisu .

2), 3) D =0= 0 tai oo monta ratkaisua. Edellinen

mahdollisuus "ei yhtddn ratkaisua" ei tule kyseeseen, koska
on ainakin triviaal ratkaisu.

*Esim. 8 Virdhtelysysteemid tutkittaessa voidaan joutua muotoa
8x+y=Ax
Sx+4y=Ay
olevaan yhtilopariin, jolla tiedetddn (tehtivin luonteen
perustella) olevan jokin ei-triviaali ratkaisu, jos A :lle valitaan

sopiva arvo. Madritd mahdolliset 4 :n arvot ja vastaavat x:n ja
yn arvot. Téallaiset A:n arvot ovat nimeltddn systeemin
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11.1

11.2

82

ominaisarvot (FEigenvalues) ja  vastaavat ratkaisut [x, V]
ominaisvektorit.

8-A)x+y=0
5x+(4-2)y=0 "~
joten kyseessd on homogeeninen lineaarinen pari. Lauseen 4

mukaan talld on ei-triviaali ratkaisu vain mikali kerroindeter-
minantti on = 0:

Yhtilopar1t voidaan kirjoittaa muotoon {

‘8—1 1

S 4_/1‘:0 & (8=A)4-1)-5=0.

Téasta saadaan kaksi ominaisarvoa A, =3, A, =9. Esimerkiksi
ensimmaiselld arvolla A, =3 yhtilopart surkastuu yhtéaloksi
5x+ y =0 (toinen yhtdlé on sama). Tdméan yhtalon ratkaisut
voidaan esittdd muodossa

x=1
{ 5/ (ts. x mika tahansa ja y (—5)-kertainen)
y=-=

tali myos ominaisvektoreina [x, y]=t[1,-5].

Harjoituksia
A B

2 3 22

Laske determinanttt -3 0 2| a) Sarrus'n saannolla, b)

1 2 3

kehittamalla se 1. vr:n mukaan, c¢) 2. pr:n mukaan.

Laske determinantti

o O AN

2 -1 0] a)kehittamalla se 3. vr:n mukaan,
3 2 2 *b) muokkaamalla ensin 3. vaakarivii,
1 —1
*c) muokkaamalla ensin 1. vr ja kehittamalla
2 1 1 . : .
determinantti sen rivin mukaan.



11.3

11.4

11.5

11.6

11.7

11.8

32 1 0

21 =2 1
Laske

1 1 0 2

0 3 2 -1

Laske seuraavat determinantit (kehittamélld ne yha uudelleen 1.
vr:n mukaan).  Ensimmédinen on ns. livistdji- ja toinen
kolmiodeterminantti.

2 0 0 0 2 0 0
0O 0 2
0 3 00 5 3 00
a) , b) , ¢) 0 3 0.
0 0 4 0 7 -2 4 0
4 0 0
0 0 0 5 O 1 2 5
Ratkaise determinanttien avulla
3x+2y=3 2,53x+7,88y =320
, (3 num. tarkk.).
4x+5y=-11 2,74x —5,26y =—442

C) Ratkaise b)-kohdan ryhmid myos "alkeellisesti",
yhteenlaskukeinolla.

Ratkaise seuraava yhtaloryhmd a) determinantteja kayttaen,
b) yhteenlasku- ja sijoituskeinoja sopivasti kéayttien:

2x+y+3z=1
x—y+z=1
x—-2y+3z=-1
, o 2x+y+3z=0 . ,
Ratkaise yhtalopari ja maaritd sen kolme
x—y+z=0
yksittéista ratkaisua x, y, z.

x+2y-3z=0
Ratkaise ¢ x—-2y+z=0 .
3x-2y—z=0
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11.9

11.10

11.11

11.12

11.13

11.14

84

X+2y—z=Ax
*Yhtaloryhmalla 3x—y+z=A4y tiedetddan olevan muukin
x-3y+2z=0
ratkaisu kuin triviaali ratkaisu, kun A valitaan sopivasti. Maarita
tallaiset A:n arvot.

2x+2y+z=Ax
*Milla An  arvoilla yhtaloryhmaélla x+3y+z=Ay on
X+2y+2z=1z
muitakin ratkaisuja kuin triviaali ratkaisu?
C
(Erikoistehtdvid)
Todista edelld mainittu tulos
a1 X + bly + 1z = 0 bl 14 a | | bl
& Xyiz= : :
a2x+b2y+C2Z:O b2 G| € dp| |dy b2
. . Jkx+y=3 - .
Tutki yhtaloparin ratkaisujen lukumairaa kn eri
dx+ky=06

arvoilla.

Tiedetédn, ettd a° =1, ts. ettd a on jokin yhtalon x> =1 kolmesta
Juuresta (joista yksi on 1 ja kaksi imaginaarista). Laske tita tietoa
hyviksi kdyttden determinantti

I 0 a -1
a 1 -1 d°
0 a* a 1|
a? a 1 0

Sellaisen kolmion, jonka kérjet ovat (xy,y;),(x,¥5),(x3,¥3)
positiivisen kiertosuunnan mukaisessa jarjestyksessi, pinta-ala

o on 1 oy =51 ¥y —
on A=—|x, ¥y, l=— 270 72 Totea  tuloksen
2 2lx3=x; y3—
X3 V3

paikkansapitavyys jonkin esimerkin avulla ja perustele, miten
ensimmdiinen determinantti saadaan toisen determinantin
muotoon.



12 Matriisit

12.1 Peruskasitteita

Determinantti on /uku (jos sen alkiot ovat lukuja), ja edella on opittu
laskemaan determinantin arvo. Matriisi (engl. Matrix) sen sijaan on
suorakulmion muotoon kirjoitettu kaavio, taulukko (Array) jonka alkiot
ovat lukuja, kirjaimia tms. Esimerkiksi yhtiloparin

ax+by=e
) _
ex+dy=f
kertoimista ja vakiotermeistd muodostuva matriisi on
a b e
A= :
[c d f }

Toisin kuin determinantissa, matriisissa voi siis vaakarivien méaara olla
erl suuri kuin pystyrivien maara. Riviméaran perusteella sanotaan, etti
tama matriisi A on tyyppid 2 x3 ("2 kertaa 3", 2 vaaka- ja 3 pystyrivia).

Hakasulkeiden sijaan matriisissa voidaan kayttda myos kaarisulkeita.
Esim. yhtéloparissa (1) x:n ja y:n kertoimien muodostama matriisi on

B:(j g].

Koska B:ssi on 2 vaaka- ja pystyrivid, sitd sanotaan 2-riviseksi
neliomatriisiksi. Neliomatriisista voidaan laskea my0s determinantti:

a
det B =

b
=ad —bc.
c d
Yleisesti sellaista neliomatriisia 4, jonka determinantti on O:sta eriava,
sanotaan sddnnélliseksi (non-singular). Jos taas det A =0, matriist 4 on
singulaarinen.

e
Yhtaloparin (1) vakiotermeistd saadaan 2 x1-matriisi [f} (kaksi

mahdollisimman lyhyttd vaakarivia ja 1 pystyrivi). Tallaista matriisia
sanotaan my0s 2-komponenttiseksi pystyvektoriksi. Yhtaloparin (1)
ensimmadisen yhtidlon kertoimet taas muodostavat erddn 3-kompo-
nenttisen vaakavektorin [a b e].

Matriisilaskentaa voidaankin pitda tietynlaisena vektorilaskennan
yleistyksend. Matriiseja kaytetddn mm. yhtdléryhmien ratkaisemiseen
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determinanttien  sijaan, taloudelliseen  laskentaan, lineaaristen
muunnosten suorittamiseen tai yhdistdmiseen, esim. 2- tai 3-ulotteisen
koordinaatiston kiertoon, jolla on kdytt6d mm. lujuusopissa, robotitkassa
jne. Matematiikkaohjelmat kuten Mathcad ja mm. tietolitkenneteknitkan
kayttama  MatlLab  (Matrix  Laboratories) perustuvat  paljolti
matriisilaskentaan.

Neliomatriisia, jossa vain pailavistdjalla on nollasta eroavia alkioita,
sanotaan lavistijamatriisiksi (Diagonal Matrix), esim.

2 0 0 02 0 0
D=0 3 0]; detb=[0 3 0|=2-3-(-1)=-6.
00 -1 00 -1

Lavistajamatriisi, jonka paalavistijaalkiot ovat kaikki ykkosid, on ns.
ykkosmatriisi (vksikkomatriisi, engl. Identity Matrix). Sen merkkind on
yleensi 1so 1-kirjain, esim. 3-rivinen ykkodsmatriisi on
1 00
=10 1 0].
0 0 1

12.2 Matriisien laskutoimitukset

Matriiseista muodostetaan algebrallinen systeemi maarittelemalla niille
laskutoimituksia. Muut ndistdi maaritelmistd ovat "luonnollisia",
alkioittain tapahtuvia, mutta tulo méaritellaén tavalla, joka tuntuu aluksi
oudolta. Tama maarittely sopi1 kuitenkin hyvin matriisien sovelluksiin.
Ensin taytyy kuitenkin maaritelld matriisien yhtisuuruus:

1) A= B < AjaB ovat samaa tyyppia ja vastinalkioittain samat .

Esim. 1  Seuraava matriisiyhtdlo (jossa molemmat matriisit ovat
samaa tyyppid, 2 x 2-matriiseja) muodostaa vastinalkioittain
kirjoitettuna neljan yhtalon yhtaléryhmén.

x—1=1
x-1 2y 1 4 2y =4
= — .
z+2 u 2 3 z+2=2
y:3

2) Summa:Samaa tyyppid olevat matriisit lasketaan yhteen (tai
vahennetain toisistaan) vastinalkioittain, esim.
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1 2 0 2 -3 4 3 -1 4
+ = .
2 4 5 1 2 3 3 6 8

3) Luvulla (skalaarilla) kertominen: Jokainen alkio kerrotaan tilla

luvulla, esim.
22 -3 4] [4 -6 8
1 2 3| |2 4 6}

Huomaa siint6 takaperin: jos matriisin jokaisella alkiolla on yhteinen
tek1jd, se voidaan ottaa tekijaksi matriisin eteen (determinantilla riitti,
etté jollakin rivilld on yhteinen tekijd).

4) Tulo: Tulomatriisin AB = C i:nnen vaakarivin ja j:nnen pystyrivin

risteyksessd oleva alkio Cjj saadaan, kun A:n i:nnen vaaka-

rivin alkioilla kerrotaan B:n j:nnen pystyrivin vastaavat alkiot
Jja saadut tulot lasketaan yhteen, esim.

7 4
1 2 3 s ol 1-7+2-5+3-1 1-4+2.2+3-0] [20 8
0 1 -6 10-741:5-6-1 0-4+1-2—-6-0| |-1 2|
2%x3 — 2x2
3x2

Voidaan myo6s sanoa, ettd tulossa 4B esim. ensimmaisen
vaakarivin alkiot saadaan kertomalla A4:n ensimmaisen
vaakarivin muodostamalla vaakavektorilla B:n pystyrivien
muodostamat pystyrivivektorit yksi kerrallaan
"pistetulomaisesti”.

Huom. Tulo AB voidaan muodostaa vain, mikdli A:n vaakarivin
"pituus"” (alkiomdidrd) on sama kuin B:n pystyrivin pituus. Jos
A on tyyppid mxn ja B tyyppid nxr, niin tulo AB voidaan
muodostaa ja se on tyyppid mx r.

1 2 3([7 8
Esim. 2 Tuloa AB:[4 5 6}[ 3 J e1 voida muodostaa, mutta tulo

7 8|1 2 3 ,
BA = voidaan. (Laske BA.)
-3 1||4 5 6

Esimerkin 2 mukaan matriiseilla ei ole voimassa vaihdantalaki AB =
BA eli A ja B eivit yleensd kommutoi keskendin. Jos 4 ja B ovat
samankokoisia neliomatriiseja (esim. kumpikin 3-rivisid), niin niistd
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voidaan muodostaa seka tulo AB etta tulo BA, mutta ndma eivat yleensa
ole yhti suuret. Esim. seuraavissa tuloissa jo ensimmaiset alkiot eroavat
toisistaan:

I 2{|7 8 17 7 81 2 39
4 5|5 6 5 614 5
Jos ykkosmatriisilla I kerrotaan samankokoinen neliomatriisi A4

kummalta puolen tahansa (vasemmalta tai oikealta), niin saadaan A,
esim.

(R ) P P SR P P R T

Niinpa ykkosmatriisi / on matriisilaskennassa samassa asemassa kuin
luku 1 on luvuilla laskettaessa (1-a=a-1=a). Tulos /4= Al osoittaa,
ettd [ kommutoi jokaisen samankokoisen neliomatriisin 4 kanssa.

Esim. 3  Matriisin ja pysty- tai vaakavektorin tuloja:

2 113 2:3+1-2 8 3(12 1] . .
= = , tuloa ei voida laskea,
5 3|12 [5:3+43-2 21 2015 3

3 z][i j:[3-2+2-5 3142-3]=[16 9]

Esim. 4 Yhtiloparin muuntaminen matriisimuotoon: Yhidilopari

2x+3y=1 , , 2 3 |x 1
voidaan esittdd muodossa = ,
4x-2y=35 4 2|y 5

silld tim& matriisiyhtdl6é on sama kuin matriisiyhtilo

et

Ja tama taas merkitsee, ettd vastinalkioiden taytyy olla samat:

2x+3y=1
4x-2y=5
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*Esim. 5 Yritys valmistaa elektroniikan, koneenrakennuksen tms.
tuotteita 4, B ja C. Tuotteet muodostuvat kolmenlaisista
komponenteista g, b ja c, joita tarvitaan seuraavat lukuméaéarét:

|l a b ¢
Al'S 4 3 (komponenttien maarit K).
Bl 2 2 1
cl3 4 7

Komponenttien a, b ja ¢ valmistamiseen tarvitaan neljai raaka-
ainetta /, I/, 111 ja IV seuraavat painomaarat (kg, mg tms.):

|1 1 omor

al 3 0 2 4
bl 5 1 3 3 (raaka-ainemdidrdit R).
cl4 2 0 1

Aineiden [, 11, Il ja IV yksikkohinnat H (euro, snt tms.) ovat

I. 123
Ir. 75
III. 96
v 47 .
Naista voidaan muodostaa kolme matriisia
(123 ]
5 4 3 30 2 4 7
K=(2 2 1|, R=|5 1 3 3], H:96
3 4 7 4 2 0 1
_47_

e Matriisitulo RH antaa komponenttien a, b ja ¢
materiaalikustannukset (pystyvektorina), esim. yhden a-
komponentin valmistamiseen menevd, ainekustannuksista
muodostuva rahamiara on 3-123+0-75+2-96+4-47 .

e Tulo K(RH) antaa tuotteiden A, B ja C
materiaalikustannukset (pystyvektorina).

e Tulo KR antaa tuotteiden 4, B ja C raaka-aineméaarit 3 x4 -
matriisina. Kun talla kerrotaan hintamatruist H, ts.
muodostetaan tulo (KR)H, saadaan tuotteiden A, B ja C
materiaalikustannukset  (pystyvektorina). Siis K(RH) =
(KR)H.
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Matriisilaskenta e1 noudata kertolaskun vathdantalakia 4B = BA kuten
edella on todettu. Sen sijaan seuraavat laskulait ovat voimassa (ja niista
muut paitsi kaksi viimeistd ovat aika itsestdan selvid):
. A+B=B+4 (yhteenlaskun vaihdantalaki).
2. A+(B+C)=(A+B)+C (yhteenlaskun liitdntdlaki).
3. Luvulla (skalaarilla) kertomisen lait:
A+ B)=tA+tB, Hud)=(tu)Ad=u(tA),
t(AB)=(tA)B = A(tB).
4. A(BC)=(AB)C (kertolaskun /iitdintcilaki).
5. A(B+C)=AB+ AC (kertolaskun osittelulaki).

Esim. 6  Jos A ja B ovat samaa tyyppia olevia neliomatriiseja, niin
(2A+3B)2A4-3B)=44> —6AB+6BA-9B*.

Voit siis laskea muuten samaan tapaan kuin tavallisilla
kirjainlausekkeilla, kunhan vain huomaat, ettd kaksi
keskimmcdiistd termid —6AB ja 6BA eivdt kumoudu.

12.3 Kaanteismatriisi ja lineaarinen yhtaléryhma

Jokaisella luvulla a#0 on kaanteisluku o (=1/a), jonka

perusominaisuus on se, etti aa ' =ala=1. Vastaavasti, jos A on
neliomatriisi ja det 4 # 0, niin on olemassa sellainen matriisi AL ettd
AA ' =Au=1 (missd / on ykkosmatriisi). Matriisia A7 sanotaan
Am kddnteismatriisiksi.

Kéaanteismatriisin laskeminen "késinlaskennalla" on ty6ldstd, varsinkin
jos A on 4- tair useampirivinen. Niinpi téllaisissa tapauksissa yleensa
turvaudutaan matematiikkaohjelmiin tar matriisilaskentaa osaaviin
laskimiin. Esim. Mathcad-ohjelmalla laskeminen on seuraavannikoista:

1 3 2 4 4 1 100
A={2 5 3| lal=-1a'=[121] aa'=[010
3 -8 4 111 00 1

(Mathcadissda det 4:n merkkind on |A4|). Néaytetddan nyt, miten
kaanteismatriisia  kaytetidn hyvéksi  lineaarisen  yhtiloryhmdiin
ratkaisemiseen.
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x+3y+2z=0
Esim. 7  Ratkaise yhtaloryhma § 2x+5y+3z =1 matriuisien avulla.
—3x-8y—-4z=2

Yhtaloryhméa on matriisimuodossa seuraava (vrt. Esim. 4):

1 3 2||x 0
2 5 3 ||y|=|1] elilyhyesti |[AX = B.
-3 -8 —4||z 2

~ o~ =

A X B

Tallainen yhtdlo ratkaistaan kertomalla se vasemmalta
matriisin 4 kaanteismatriisilla 4™

Al Ax =B
Alax =478
IX=A"'B.
| X=4'B.

Tamian nojalla saadaan yhtidloryhma ratkaistua seuraavasti,
kun kaytetaan hyviaksi edella esitettya (Mathcad-ohjelmalla
laskettua) kaanteismatriisia:

x] [-4 4 17[0] [6

V= 1 -2 -1 1|=|-4 x:6, y:_4)Z:3'
z I 1 1{2 3

—— \ ~ =

X 471 B

*Esitetaan viela yhdella esimerkilla, miten matriisi kidnnetéidn "kisin-
laskennalla'. Esim. tietoliikennetekniitkassa voidaan tarvita 2-rivisen,
kompleksilukualkioisen matriisin kdénteismatriisia.

1 2 1 2
*Esim. 8§ Matriisin A= [3 4} determinantti det A = ‘3 4‘ =-2#0,

joten A on sddnnollinen (detA=0) ja silldi on siis
kaanteismatriisi. Muodostetaan ensin matriisi, jonka alkioina
ovat detA:n alkioiden komplementit (esim. alkion 2
komplementti saadaan poistamalla ne rivit, joiden
risteyskohdassa 2 on ja varustamalla jiljelle jaava 1-rivinen
determinantti ‘3‘ =3 miinus-merkilld):
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B[4 -3

ol H] [-2 1]
Kun tima  komplementtien muodostama  matriisi
transponoidaan, milla tarkoitetaan sitd, ettd vaakarivit

muutetaan pystyriveiksi jarjestys sailyttden (1. vr:sta tulee 1.
pr jne.), saadaan A:n ns. liittomatriisi eli adjungoitu matriisi

| 4 37 T4 =2
adJ(A):[—2 1} :[—3 1}'

. . T 1 )
Voidaan todistaa, etta yleisesti |A4 1_ -adj(A)|. Tassa
det(A)

esimerkissa siis

A—I_L_“ 2] 1[4 2] [ 1
203 1| 2|-3 1| [3/2 -1/2]

Tarkista tulos esim. Mathcad-ohjelmalla:

I R

3 4 1.5 -0.5

tai kertomalla 4 ja edella saatu A" keskenaan.

Yleisesti matriisin A transponoitu matriisi A" saadaan siten, etti A:n
vaakarivit muutetaan pystyriveiksi jarjestys sailyttaen, esim.

2 3
s (2 47
A=|4 5|=> 4 = .
3 -5 8
7 8
Harjoituksia

A

1 -2 4 3
12.1 Olkoon A:[3 4}jaB:[2 5]Laskea)detA,b)A+3B,

¢) AB, d) (24)4B), e) det(4B), ) det(24), g)A4%,
h)(A+B)*, i) A>+2AB+B*, j) A>+ AB+BA+B>.
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12.2

12.3

12.4

12.5

12.6

12.7

12.8

12.9

1 2 3|3 2
31 215 -11
Laske a)|{4 3 1|1 -2{, b) :
4 0 11([2 4 3
2 -4 5|12 1
1 2 3 1 2 3|2
Laske a) [2 5 4]|4 3 1|, b 4 3 1||5],
2 45 2 —4 5|4
1 2 3
o4 3 112 5 4]
2 45
: : x+2y—z=2 . .
Esitd yhtilopari matriisimuodossa (ja
3x+4y+5z=3
perustele esitys).
, -1 ~1,2 23
*Laske detA, adjAd, A ja(A ) ,kun A= 4 5|
1 10
*Laske "késin" A_l,kun A=(1 0 1].
0 2 0
X—y—z=5
*Ratkaise matriiseja kayttaen yhtaloryhma {—x+ y—z =1
—x—y+z=-15
B
2 1 0 1 0 2 0 2 1
Olkoon A4=(1 -2 1|, B=|2 1 0]jaC={3 0 2].
0 2 3 1 0 -1 4 3 1

Laske (A+ B)C ja AC+ BC (kummastakin pitédisi tulla sama
tulos).

2 7 3 4 5 6
Laske :
4 —-1J)\-2 2 3 =2
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12.10

12.11

12.12

12.13

12.14

12.15

12.16

94

1 0 -1
Laske A—Al5, kun A=|0 1 -1/|. Ratkaise sitten yhtélosti
31 0

det(4—Al;)=0 A:narvot. Nama ovat matriisin 4 ominaisarvot.

1
Laske [1 -1 l] a o> 11|-1].
2

a 1 a 1

1 0 -1
*Olkoon A=|0 1 -1|. Laske "kasin" 4:n kaanteismatriisin 1.
31 0

vaakarivin alkiot. (Vihje: mika rivi pitdi laskea adjA :sta?)

4 0 2
*Laske matriisin 4=|0 0 1 | kdanteismatrusin B alkio b,
32 0

kasinlaskennalla (miké alkio pitda laskea adjA :sta?).

Laske A7 jollakin matematiikkaohjelmalla ja ratkaise sitten
(kasinlaskennalla) matriisi X yhtdlosta AX = B, kun

11 -1 1 -1
A=[2 1 0|jaB=|4 3
1 -1 1 )

Ratkaise X matriisiyhtalosta

a) 2(X +34)—(B-2X)=X-C, b) AXB=C,

2 -3 1 2 3 5
kun 4= , B= , C= .
3 4 -1 4 2 -4

I+7 i
Maaritd matriisin 4 :[ 0 1 } (missé i = imaginaariyksikko)
i 1-i
kaanteismatriisi a) jollakin matematiikkaohjelmalla, *b)
kasinlaskennalla.



12.17

12.18

12.19

C

Osoita esimerkilld, ettd matriisitulo voi olla = O-matriisi (ts. sen
kaikki alkiot ovat = 0) vaikka kumpikaan tekijoistd e1 ole 0-
matriisi.

Pisteeseen (x,y) suoritetaan perdkkéain kaksi muunnosta :
(x,y)= (x1, 1) ja (x1, 1) (x5, y,) yhtaloilla

{x1:3x+5y {x2:4x1—6y1
n=2x-4y" yy=x+3y

a) Laske niitd muunnosyhtiloitd kayttden, miksi pisteeksi
(x,,y,) muuttuu piste (x,y)=(2,-1).

b) Laske yhdistetyn muunnoksen (x,y) (x,,y,) yhtdlo. Jos

olet laskenut oikein, yhdistetyn muunnoksen kerroinmatriisi on
alkuperdisten muunnosten kerrosmatriisien tulo. Eras syy, miksi
matriisien kertolasku maéaritellaan silld tavoin kuin edelld on
tehty, on juuri téllaisten perdkkéisten lineaaristen muunnosten
(eli  lineaarikuvausten) yhdistimisessa. Matriisimuodossa
yhdistiminen tapahtuu siis seuraavasti:

Xl:AX, X2:BXIZ>X2:B(AX):(BA)X

c) Laske tdssda tapauksessa BA-matriisi. d) Laske
muunnoskaavaa X, =(BA)X Kkéyttden pisteen (x,y)=(2,-1)

kuvapiste (x,,1,).

Neliomatriisi A on ortogonaalinen (eli ortogonaalimatriisi), jos
sen jokaisen vaakarivivektorin pistetulo itsensd kanssa on 1 ja
toirsen vaakarivin  kanssa on 0. (Samoin on laita
pystyrivivektorienkin.) Voidaan todistaa, etta
ortogonaalimatriisilla (Jollainen on esim.
koordinaatistonkiertomatriisi) kianteismatriisin muodostaminen
on helppoa: A =4t (= 4:n transponoitu matriisi). a) Osoita,
ettd seuraava matriisi on ortogonaalinen, b) Laske tdmén
matriisin  kaanteismatriisi ja totea, ettdi se on sama kuin
transponoitu matriisi:

1 1 0
cosa sina . . 1
: - Toinen ortog. matriisi: A=—|0 0 2.
—sSmma  cosa 2 | o
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Vastauksia

(Vastauksissa voi esiintyé virheiti)

Luku 1:

1.1 a)1/4,1/2,1,2,4,8, 16,32, 64, 128, 256, 512, 1024, b) 32/11, c)
4096, d) 81/16, e) 16/3, ) 4/27, g) 20/27, h) 19/3, 1) 21a/8, j) 21/(8a)

1.2 a) %, b) u?°, o) st*, d) —8m’ /K>, €) 1/r? 1.3 a) 4/125, b) p?,
c)33m2]ﬁl® m* =2mr +r?, b)x2+4x+4,c)x2—4xy+4y{ d)
4x% -1, e)2x2—x—l,f)a3+6a2+l2a+8 1.5 a)(m+n)(m—n), b)
(r+28)(r—2s), ¢) (x+2)> 1.6 a) 34/3, b) 10410, ¢) 0,07, d) /3, e)
8, )8/2/9, g) —v2-2 1.7 a) 08Ja-s, b) 232, ¢) 0,0lm,
d) 25, e) 52, D) 3ab®, g) s*-Us, h) 2/x, i) 93/3/2, j) Y65/2
(Juurta e1 saa ottaa summan termeistd erikseen!!), k) 35?3t
1) mahdoton 1.8 437 cm 1.9 a) 53/5, b) k4/3, C) x'/6
1.10 a) 2712 eli ¥256,b) p>’* 1.11 6,998 (tai 7,00) 1.12 a) a*b,
b) 3x>, ¢)12x, d) 27x°/ y, e) 3x/y 1.13 a) 644°, b) 1, ¢) -1, d)
b—a 1.14 a)4/3, b)3/10, ¢)95 115 a)-1, b)-1, ¢)1, d)-1,
e) 0 1.16 a) ¢®/a*, b) 3d>+8ab-3b> 117 a) (1+n)/2, b)
1/(v-1) 1.18 eksp.=a+b—(a+b)/(ab), sen arvo = 4, lausekkeen
arvo=1/9 1.19 a) Vb2 —a?, b) 6la|b*c*Vb, ¢) s+u 120 a) 3,

b) V542, ¢) 272, d) V6a/(9a) 121 a) 233, b)xy, c) Vab>,
2
@ 2, &) “Ab 122 Watia vala 123 ay1/a*. b) u'Yu

1.24 a)3-Va®b.b)1 125 Va’h*.

Luku 2:

5 6 3 3-2p 6h—c
2.1 a) . b Lo . d) 222 ey _ar—16,
VeV 29 9 Y @7 D=

2x% =3x-5 3

2.2

2.3 wvalitse esim. a=1,bh=2,¢c=3

x J—
2x+1 2x+1

x—1 r s

24 a) —., b , C
) x+1 ) r+2 ) a-3

2.5 a) 12% ., b) 3/4, ¢) 5/8,
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2.6 a) 0 ja 2, b) -2 ja -3, c) 0 ja -5
2.7 a) x=~2+1,b)—4%, ¢)5ja—1, d) —-1++/3 2.8 a) 0 (toinen
jJuurt -3 ei1 kdy), b) 25/16, ¢) x>-4/3, d) x>-2, e) 2<u<?2
29 a)2-+2, b)3-242, ¢)3/2-4 210 a) x=7vx=-I,
b) x=2v0 (molemmat kiyvit), c) ei ratkaisuja (kumpikaan juurista —2
ja 0 et kday) 2.11 a) v-muotoinen, origohuippuinen, b) yhden yksikén

verran edellistd ylempéna. 2.12 a) -1<x<0, . 0 b)

x>2taix<—4 o % 2.13 a) ax’+bx+c, b)

2b-3a 214 a) T gy XTI 290 s
2u+2m X a? —b?

(2x—1)%, arvo~20,48 2.16 a) x=-1/6 (kdy), b) ei ratk. (x=2 ei
kay), ¢) 32/5, d) 22/9 217 x2+4)? 4922 —dxy+6xz-12yz
218 a)3, b)2, ¢) a+pf 2.19a) x=4 (x=0 ei kdy), b) e1 ratk.
(x=3 e1kdy) 2.20 a) x;=2,x, =—1+4/5 (0 ja —1—+/5 eivit toteuta
yhtalod), b) x='2 2.21 v-muotoinen, kérki pisteessda (2,6) 2.22 a)
x>1taix<'2,b)1/3<x<1 2.23 Luvut ovat 5:nnet binomikertoimet.

Luku 3:

3.1 a) 6y=5x, b) 5/3=2y/x, c¢) 3/x=5/QQy)v2y/5=x/3
3.2 a)n. 45 mm, 117 mm, 109 mm, b) 536 mm, 1408 mm, 1308 mm, c)

n. 101 mm, 264 mm, 245 mm 3.3 n. 29 mm, 88 mm, 58 mm, 146 mm
3.4 T on suoraan verrannollinen /:n neligjuureen (eli /:n potenssiin '2) ja

1

kaantden verrannollinen g:n neligjuureen 3.5 2% tar yhtd hyvin

b 12
5 8
tekijdn surtdminen vp:n nimittdjastd op:n osoittajaan 3.6 a) 20,
b) 10000,01 3.7 Kummastakin saadaan sama yhtilo ristiin kertomalla
3.8 Lisaa/vahenna kumpaankin puoleen ¢ (ta1 kuten edellinen harj.)
3.9 Kaanna edellinen tulos (ta1 kerro ristiin) 3.10 10, 5, 4 (tai ndiden
monikerrat).

Luku 4:

- b" =72 . Kun alkaa verrannon b"lla, tarvitaan vain yhden

4.1 Kaikissa tapauksissa c:a2Lb 42 a) C=~(-0,4;1,4;0), b) veda

jana AB ja xy-tasossa A'B’ 4.3 a) paraabeli, joka on muuten kuin
perusparaabeli, mutta 2 yksikk6d "alempana"; perusparaabelia
jyrkemmin nouseva (pienempi, "kapeampi") paraabeli; perusparaabelin
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kokoinen, mutta alaspiain aukeava ja 1 yksikon ylospdin nostettu, b)
suoria; esim. viimeinen on suora, jonka kulmakerroin on -2 ja joka
leikkaa y-akselin kohdassa —3 (silld kun x=0, niin y=-3) c)
hyperbeleja, vrt. kaidntden verrannollisuus edellisessd luvussa d) ns.
kuutioparaabeli ja erds y-akseliin nidhden symmetrinen kayra 4.4

Ympyra, jonka kp = (3,-2) jasdade =4 4.5 a)5, b) h2—hl c¢) funktio ei

ole maaritelty talla x:n arvolla (nimittija menee 0:ksi) 4.6 suora

y=2x-1 ja paraabeli y:x2 -1 4.7 a) x:4y2 +1, b) x:1i2\/§
4h* —9h-15

2h* =127 +10
perusparaabeli, mutta huippu on pisteessa (1, 0). AMj on koko
reaalilukujoukko R ja Aj on positiivisten reaalilukujen ja 0O:n

(kaksi kaanteisfunktiota) 4.8 a) , b)-19 4.9 a) kuten

muodostama joukko R(J; , b) hyperbeli, jonka kp = (2, 0); Mj muodostuu
kaikista muista reaaliluvuista paitsi luvusta 2, A7 muodostuu kaikista
muista reaaliluvuista paitsi luvusta 0 4.10 a) origokeskinen, 3-siteinen
ympyrd, b) (2, 1)-keskinen, 3-siteinen ympyra 4.11 Huippu = (-2, —4)

4.12  Origokeskisen 3-sédteisen ympyrdan ylempi puolikas 4.13
2

W) =..=hy, h(t;/2)=h(vy/g)=..=hy+-2 414 c) 7PV

2g nRk

4.15 parillinen: x2, parittomia: x>, 1/x.

Luku 5:

51 a) -2, b) 0483, ¢) -2/3 52 a) 2x—5y-29=0,
b) 2x—-3y—12=0, «¢) x—3y—-2=0 5.3 13/4ja 13/3 54 273
55 x-3y=9 56 5 57 81 58 a=1 59 a)716°, b) 90°

5.10 a) suorat, joilla k=-2; y=-2x+1, b) suorat, jotka leikkaavat y-
akselin kohdassa 4; x-2y-8=0 S5.11 2x+3y-1=0 S5.12 3/4

513 3/5 5.14 Laske pistetulo  5.15 a) %:% ts.a:a =b:b b)

a:b:c=ay:b:c 5.16 y:i§x+3 5.17 (-2.2), (-2,-6).

Luku 6:

6.1 x=4, y=-1, sekakeino 6.2 (-4,-2) 6.3 a) -1, 1, -3, b) 3, 2, —1
6.4 14/5, 8/5 6.5 a)24,6, b) 1, 3, -2 6.6 52 ja 10 vuotta
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6.7 a) 11/14, —11/2, b) 1/4, 1/3 6.8 a) yksi ratkaisu 4, —1 (kaksi
toisensa leikkaavaa suoraa), b) ei ratkaisua, mika ilmenee laskuissa siten,
ettd joudutaan muotoa "0 = jokin 0:sta eroava luku" olevaan yhtaloon;
geom: kaksi yhdensuuntaista suoraa, c) &darettéman monta ratkaisua,
mikd nikyy laskettaessa identtisend yhtdlond "0=0". Geom: kyseessi
on kaksi samaa suoraa, silld yhtdlot eroavat toisistaan vain vakiolla
kerrottuina. Yhtalopart muodostuu siis vain yhdestd ehdosta (toinen on
sama ehto) 3x+ y=1. Tasta seuraa, etti x:lle voidaan antaa mika arvo

tahansa ja vastaava y:n arvo on y=1-3x. Vastaus esitetddn yleensa

x = mielivaltainen
muodossa 6.9 0,050; 0,20, 273 6.10 a)
y=1-3x
x=z/3 g
X =
y=5z/6 b) ei ratkaisua, c) { 5 6.11 -1/2,1/3 6.12
y =

z = mielivaltainen
0,67 m/s ja 4,7 m/s*.

Luku 7:

1+Ja

7.1 a) +5vJ5, b) 2%, 0, c) d) 1, 1%, e) —1++/5 (vain

2 >
viimeisessa tarvitaan ratkaisukaavaa) 7.3 (3,-1), VIO 7.4 5742
7.5(3,8) ja(-2,3) 7.6 a) (x—2)(x-5), b) (x+2)2x-1) 7.7 al _i
x —_

7.8 a) ei leikkaa, b) leikkaa 7.9 a;=6,b=2; a,=2,b,=2. Sivut
ovat siis 6 ja 2 7.10 (4,-2%), \J61/2 7.11 a) a=-9h+4h2,

—9a + 4a\/§

b) b= 7.12 (2r—-3s)(r+2s) 7.13 a) (4,-3)ja(5,0), b)

(2a, a) ja (a,2a) 17.14 ia—Zb

- 715 2 716 a=—6%, ay=-5

717 (x+2y-1)Bx=5y+2) 7.18 -l<x<5 7.19 a) 3 ++/5,
b) +4/3, ¢) /9, -1 7.20 k=2v10.

Luku 8:

8.1 a)37,5% ja 20 %, b)4,56 ja 0,035 ¢)300 8.2 n. 4,7 % 8.3 a)
n. 11,2 %, b)n 10,1 % 8.4 n. 26 % 8.5a) 2,5 %-yksikkoa b) n.51 %
8.6 4 % pienennys 8.7 12 % 8.8 750 km 8.9 2825,3192, 3607, 4076,

99



4606 810 n. 22 % 8.11 59,5 mm, 70,7 mm, 84,1 mm
8.12 180,00 € 8.13 a)30 % ,b)28,2% 8.14 n. 18,7 % 8.15 n. 28 %
(28,2 %) 8.16 56 500 euroa 8.17 13 % (13,1 %) 8.18 a) nousu oli
14,7 %, b) osuus vaheni 1,37 prosenttiyksikkoa.

Luku 9:
10

20
B
10 &

“a-f-1| 123 2
J—
~10 o
9.1 92 -3 -2 -1 1 2 3

9.3 a) x=3/5, b) x =log;5, ¢) x=1g5,d) x=In5,e) x =log35-1, 1)
x=In25+3 9.4 3, 4,9, 0, 1/5, 2x, 4, -3, -1, 1 9.5107%%
9.6 a) Igx+3lgy—lgz, b) Ina—-3Inb, c) 2logi(a+2b),

3
d) 4ln(r2—s)—%lns 9.7 a) 10, b)25, ¢)6, d)-2, e)1 9.8 a)lnu—z,
v

>

b)3, ¢) In 2543 9.9 a) x:in—z (=1,46) (Varo: taimai ei ole sama kuin
n
lné.), bx = In5 o) x=In5, d) x:h1_5_1:ln5—ln3:ln(5/3)
3 In10 In3 In3 In3

(ehkd ensimmaéinen muoto on paras), €) x=In5-In2+3=In25+3
9.11 a) -0,2100 (neljan numeron tarkkuudella), b) 0,0204 (3 num. tarkk.)
912 a) 3, b) 2/3, ¢) -3/10 913 a) 232, b) 8, ¢) 9,

d) +243, €)2/3, ) 1/8 9.4 a)32, b) ¢>/2, ¢) 101, d) 52,5,
&) 133 9.15 a)2. b)7/12, )4, d)3 9.16a) M40 by 102 104.2)
In6 In3

9.17 Kaikki ovat 1. kdyran muunnelmia (peilattu x-akselissa tai siirretty
alemmas tai oikealle).

9.18a) x=3,y=2, b) x, =100, y; =1/10; x, =y, =1/10.

9.19 a)x, b)9x2, ¢) x°e**,
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Luku 10:

10.1 b),c), d), e) ja g 10.2 a)1+2i, b) 7—i, ¢)3—i, d) 3+4i,

| o
1+23l) 103 a) x=+4i, b) x=43J37, ¢) x= 12—51,

_R+5;
d) x=—34242i. e x=—2" 104 a) 181, b) (11000100000), .

¢) 12225, d) 702367 10.5 a) 6-5i, b) 16 +4i, c) 4/5+3/5i,

d) 2V3-2)/7+@A+3)i/7 106 2°-3*.17 107 -2b/a
10.8 a) (110101101), , b) (100011110), , ¢) (AECD)ys, d) (13467)s
10.9 (272E)ys .

1 3 .
e) —+—i (el
) >3 (

Luku 11:

11.1 37 11.2 4 11.3 42 11.4 a)jab) 120 (pailavistsjaalkioiden
tulo), ¢) 24 11.5 a) 52, -63, b) -516; 572

11.6 Neljan madaritettdvan determinantin  arvot: -7, —14, 0 ja 7
11.7 x: y:z=4:1:(-3). Ratkaiswja esim. 4, 1, -3; 8, 2, -6 ja
Az, 7w, =37 11.8 x:y:z=1:1:1 119  1++6/2
11.10 4, =4, =1 43=5 11.11 vihje: yhden rivin kerroin z saadaan
determinantista ulos

11.12 k=2 = comontaratk.; kK =—-2 = ei ratk.; muulloin 1 ratk.

11.13 —a 11.14 jarjestd 1. determinantin 3. pr:lle nollia ja kehita se.

Luku 12:
13 7 —| 0 13—| 0 104—|
12.1 a) 10, b) 0 4 ¢) 260,
o -1 7|20 -1 V160 -s8]
40 (= 4-det 4, miksi? 5 00 (30 ) ei ol
f) (= 4-det A, miksi?), g) s 10|J, ) 20 dp i) ei ole sama

, J) sama kuin h)-kohta.

, 17 13]
kuin h)-kohta, vaan
53 19
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11 1] 24

12.2 a) |17 3|, b)mahdoton 12.3 a)[30 3 31], b) |27,
12 17)) 41|
¢) mahdoton
X
1 2 1] 1 2]
12.4 1y =
3 4 51 3]
zl]
-5 3] [-5/2 -3/2 -5 -3 13 9
25 2 ! = 3L |
4 2 2 1Y 204 27 4|-12 -8
1 0 —05]
126 | 0 0 05| 12.7 x=7,y=5,z=-3; valituloksia: det 4 =—4,
-1 1 05]
0 1 1] 11 12 7]
o1 -8 22 31 2
A7=—1 0 1 128 1 9 2 129
2 14 14 17 26
1 1 ol -10 -10 1]

12.10 A =1 (kaksi muuta ovat imaginaarisia = 0,5+1,94/)

12.11 1-alkioinen matriisi [(3a2—a—1)] 1212 1/4, —1/4, 1/4

I -15
' -14/3 5
12.13 -3/8 12.14 2 6 12.15 a) ,
5 s -7 32/3

) -28/3 -10/3 216 0,25-025i  —0,25i
-43/6 -13/6 ) —0,5i 0,25+0,25i

12.17 Kokeile 2-r1visid matriiseja, joissa 1 alkio on 1 ja muut =0
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