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1 Kolmannen ja korkeamman asteen yhtalot

1.1 Yhtéloén juuret ja polynomin tekijat
Pyrkimykseni on méaarittai reaalikertoimisen yhtalon

n—1

1 a,x" +a, x"'+. +apx+ay;=0 (n>3)
n n—1 | 0

reaalijuuret (joskus kompleksijuuret). Taméa tehtava on laheisessa yhtey-
dessd polynomin

(2) p(x)=a,x" +a, X"+ +ax+ag

tek1jo1ihin jakamisen kanssa.

Esim. 1  Joskus yhtdlod vastaava polynomi pystytddn jakamaan
tekijoihin ryhmittelemaélld termejé sopivasti:
X3 +2x% +3x+6=0 | ryhmitellaén vp. termejd
xX2(x42)+3(x+2)=0
(x2 +3)(x+2)=0 ‘ tulon nollasddnto
x?+3=0 tai x+2=0
x=-2 (taix:i\/gl’)

Lause 1 Jos a on yhtdlon (1) jokin juuri, niin vastaava polynomi p(x)
on jaollinen (x —a):lla.

*Todistus: Oletetaan, ettd a on yhtilon (1) eli yhtdlon p(x)=0 juuri.
Talloin a toteuttaa tdméan yhtélon, ts. p(a)=0.

Ajatellaan suoritetuksi jako p(x):(x—a), jolloin saadaan
erds osamiiard ¢(x) ja jakojaannos r. (Jakojaannos on
alempaa astetta kuin jakaja x —a, joten siini ei esiinny x:44.)
Naytetdaan, ettd jakojadnnos on = 0 eli jako menee tasan.
Koska jaettava = jakaja-osamdidird + jakojddnnds, niin

p(x)=(x—a)-q(x)+r.
Kun tdhan yhtaloon sijoitetaan x:lle arvo a, saadaan yhtilo

pla)=(a—a)-q(a)+r .. r=0.
= o



Esim. 2

Taten p(x)=(x—a)-q(x) eli p(x) on jaollinen (x—a):lla.

Ratkaise yhtélo X —Tx+6=0.

Kokeilemalla toteat, ettd luvuista 1, -1, 2, -2, ... jo
ensimmainen x =1 toteuttaa yhtalon. Siten lauseen 1 mukaan

polynomi x>=7x+6 on jaollinen (x —1):11a. Kun suoritat

jaon jakokulmassa, saat toiseksi tekijaksi (osaméaaraksi)

x% +x—6. Néin alkuperiinen yhtdlé muuttuu muotoon

(x-1)(x*>+x-6)=0.

Tama hajoaa tulon nollasdannon avulla kahteen osaan:

2

x—1=0 taax“+x-6=0,

mista saat alkuperaiselle yhtilolle kaksi lisgjuurta x =2 ja
x = -3 (ratkaisemalla 2. asteen yhtalon).

Esimerkissa 2 yhtilo oli 3. astetta. Kun juurta x =1 vastaava tekija x —1
jaettiin pois, jéljelle jai toisen asteen yhtdlo. Yleisesti: Jos yhtdlolle (1)
loydetdidn jollakin menetelmdlld yksi juuri ja vastaava tekijd jaetaan
pois, niin jdljelle jdd astetta alempi yhtdlé. Yhden juuren 10ytdmisessa
voi auttaa seuraava tulos (jota ei todisteta):

*Lause 2 Jos yhtdlon

*Esim. 3

-1

n n
a,x" +a,_1x° +.+apx+ay=0

kertoimet ovat kokonaislukuja ja jos yhtdlolld sattuu olemaan
kokonais- tai murtolukuratkaisu p/q (supistettu muoto), niin p
on vakiotermin ay tekijdja q on a,, :n positiivinen tekijd.

Tutkitaan aluksi, onko yhtalolla

203 +x2 +7x-4=0
jokin rationaalijuuri p/gq. Lauseen 2 mukaan p:ksi kannattaa
kokeilla vain 4:n tekijoita ja g:ksi 2:n posititvisia tekijoita.
Luvun 4 kaikki mahdolliset tekijat ovat +1,+2ja +4 ja

luvun 2 positiiviset tekijat ovat 1 ja 2. Naistd saadaan
kahdeksan erisuurta p/g-arvoa: p/g=%1,+2 +4,+1/2.
Kokeilemalla todetaan, etti niistd viimeistd edellinen arvo
x=1/2 toteuttaa yhtilon, joten yhtdlon wvp:lla oleva
polynomi hajoaa tekijoihin seuraavasti (huomaa kerroin 2):



2x3 + x? +7x—4:2-(x—1/2)-(x2+...)
jalk. tekijan 16ydat, kun

=(2x=1)-(x*+...) R
suoritat jaon (jakokulmassa)

=(2x=1)-(x*> +x+4).

Yhtdlolld x2 +x+4=0 ei ole reaalijuuria (diskr. < 0), joten
alkuperaisen yhtalon ainoa reaalijjuurion x=1/2.

1.2 Yhtalon ratkaiseminen likiarvomenetelmilla

*Esimerkiksi yhtélolla X>=2x-5=0 ei ole rationaalijuuria, silla
Lauseen 2 mukaan ainoat mahdolliset rationaalijjuuret p/g==x1,+£5
eivit toteuta yhtaloa. Siten tdmdn yhtdlon ratkaiseminen ei onnistu
edellisen esimerkin tapaisesti.

Kolmannen ja neljannen asteen yhtiloille olisivat olemassa tarkat
ratkaisukaavat, mutta ne ovat kaytoltaan niin mutkikkaat, ettd yleensa
tyydytddan ratkaisemisessa likiarvomenetelmiin. Samoin esimerkiksi
yhtaloiden

sin2x+x—1=0 ([x]=rad), Inx—x+2=0, e =x+2

ratkaisemisessa joudutaan turvautumaan likiarvomenetelmiin, koska
samassa yhtialossa on polynomifunktio ja sitd korkeampi "transsen-
denttifunktio".

Seuraavassa esitettdvan kolmen menetelmidn lisdksi my6hemmin

esitetdan derivointiin perustuva Newtonin menetelma

(tangenttimenetelma).

1 Graafinen menetelmi. Sitd kaytetddn 1) juuren
suuruusluokan — ja  2)  juurien  lukumdcdirdn 1
maédrittdmiseen. g

Esim.4 x>-2x-5=0 (el rat. juuria p/q) g

1. tapa: Piirretdsn kayra y=x>-2x-5 ja /*
katsotaan, missé kohdissa se leitkkaa x-akselin. 5

2. tapa (yleensa parempi): Kirjoitetaan yhtalo

ensin muotoon A1 1 -

x3:2x+5.



Piirretaan sitten kuutioparaabeli y = x> ja suora y=2x+5

(vrt. edellinen kuva). Ne leikkaavat toisensa kohdassa
x~2]1. On siis vain tdma yksi x:n arvo, joka antaa
kummallekin kayrille saman y:n arvon, ts. tekee lausekkeet

x> ja 2x +5 yhta suuriksi eli toteuttaa alkuperdisen yhtalon.

2 Haarukointi:

Esim. 4

x>=2x-5=0. Esim. graafisesti juurelle on saatu likiarvo

x =~ 2,1. Tarkennetaan likiarvoa haarukoimalla:
X 3 9y —

xS FErimerkkiset, joten funktiolla
2 -1<0 4:7y:x3—2x—5 on 0-kohta
2,2 1,248>07]  |valilla 2 ...2,2.
2,1 0,061 >0 4¢—INyt tiedetdsn, ettd O-kohta
2.08 0,161 <0 on valilla 2 ... 2,1 ja aika
3.09 0,050 <0 lahella 2,15ta: Valltaal'l' 2,08
seuraavaksi x:n arvoksi jne.

2,095 0,005>0

’ ’ ¥—|Tassd vaiheessa tiedetadn,
2,094 —0,006 <0 ettd 2,090 < x < 2,095, joten
2,0945 —0,0006 <0 x~2,09

52,0945 <x<2,095 o0 x=2,095.

3 Iterointi (toistaminen):

Esim. 5

x>—2x-5=0. Lahtokohtana on esim. graafisesti saatu
ainoan juuren likiarvo x;=2 (tai x;=2]l). Ratkaistaan

Vhtdlostd "yksi x erilleen”, esim.
X2 =2x+5 - x=32x+5.

Pyritddn loytdmééan sellainen x:n arvo, ettd se tekee tdmén
muunnetun yhtdléon vp:n ja op:n yhtd suuriksi. Sitd varten
syoitetaan ldhtdarvo x; yhtdlon oikeaan puoleen. Saadaan

uusi likiarvo x, jne., siis



1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

x=32x+5, x,=2, x, =3/2x,+5=3/9=2,080....

X3 =312x, +5=2,0923..., x4 =2,09421..., x5=2,09450...

xg =2,09454..., x7=2,09455... jne.

Tasta voidaan jo aika varmasti paitella, ettd x=2,0946,
koska periakkaiset likiarvot alkavat neljan desimaalin

tarkkuudella olla samat ja koko ajan hieman kasvavat (joten
4. desimaali 5 korottuu 6:ksi).

Harjoituksia

A

Ratkaise a) x> +6x2-16x=0, b) 2x3 +x2—4x-2=0 (ryh-

mittele termejd), c) x> —4x?> —9x+6=0. *Mitkd ovat c¢)-koh-
dassa juuren arvot, joita kannattaa kokeilla (Lause 2)?

xz—x—6
2

Supista (Vihje: nimittdjaan kannattaa kokeilla

x3+2x +x+2

vain osoittajan 0-kohtia)

Ratkaise a) graafisesti, b) haarukoimalla, c¢) iteroimalla (3
desimaalin tarkkuudella) yhtalo X—x-1=0.

B

Maarita  yhtalon x*—x?-12=0 kaikki nelja ratkaisua

kompleksilukualueella. Yhtdlé on ns. bikvadraattinen eli x2:lle
toista astetta oleva yhtalo.

Maaritd yhtilon xP2x X% —8x+12=0 reaalijuuret (koska

x*n kerroin on = 1, kannattaa kokeilla vain vakiotermin 12
tekijoita Lauseen 2 mukaan).

Ratkaise yhtélo (2x2 +1)(2 - l) =8x% -2 (tarkat juuren arvot).
X

2x3+4x2+x+2
2x2 +3x-2

Supista lauseke



1.8

1.9

1.10

1.11

1.12

1.13

1.14

1.15

Ratkaise a) haarukoimalla, b) iteroimalla (3 desimaalin tarkkuus;
ensin karkea likiarvo graafisest1 sinikdyrdn ja  suoran
leikkauksena)  yhtélo (huvom: laskin  RAD-ndytolle!)

sinx—x+1=0

Etsi yhtdlon sin2x—2x+3=0 juurelle likiarvo graafisesti ja
tarkenna tulosta haarukoimalla (6 askelta). Valivaiheet nikyviin.
Muista vaihtaa laskin R4AD-moodiin.

Naytd, ettd yhtalolla x*=3x3+5x2-9x+6=0 ei ole muita
reaalijuuria kuin 1 ja 2. (Vihje: tarvitset vain yhden jaon, jos jaat
polynomin vastaavien tekijoiden tulolla).

Maarita seuraavilla kahdella tavalla sellaiset a:n arvot, etti
polynomi 2x% + ax? +2a*x +2 tulee jaolliseksi (x +1):114.

1. tapa: Suorita jako jakokulmassa ja merkitse jakojaannos 0:ksi.

2. tapa: Kayta tietoa, ettd x = —1 toteuttaa vastaavan yhtilon.

C

Seuraava  (lujuusopissa  esiin  tullut) tehtdvd  johtaa
trigonometriseen  yhtdloon, jonka ratkaiseminen  vaatiui
likiarvomenetelmia (haarukointi tms.). Eradssa
ympyransektorissa kaari » on 20 % jénnettd £ pidempi. Laske
keskuskulma o.. Ohjeita (jos kaipaat):

b=12-k, b/r=a, (k/2)/ r=sin(a/2) (purrd kuva). Naista
saat yhtidlon 12-sin(a/2)=a/2. Merkitse f=ca/2. Kayti
graafista ratkaisua ja sitten haarukointia.

xP=xr-12

X —x3+x2—3x—6

Sievenni lauseke

307° + 797 + 87 -5
672—7—1 '

Sievenni lauseke

Iterointi e1 aina toimi. Jos esimerkiksi ratkaiset yhtalosta
x> -5

2
lahdet iteroimaan arvosta x; =2,1 eteenpdin, niin saadut arvot

X>=2x-5=0 "yhden x:n erilleen" seuraavasti: x = ja

lahtevat hajaantumaan. Miten saat iteroitua yhtilon Inx =x -2
a) suuremman juuren (= 3,146) b) pienemmén juuren (= 0,159)?



2 Paraabeli

2.1 Koordinaatiston siirto

Ajatellaan  xy-akselisto  siirretykst V4 A1
yhdensuuntaissiirrolla uuteen p

. . . ’
paikkaan, jolloin saadaan xy-tasoon
uust koordinaatisto x;y;. Origo O
siirtyy ~ xy-tason tietyksi pisteeksi O:(a, b) X
Oy(a,b). X
Jos P(x,y) on jokin piste x)y-tasossa, 4

niin uuden koordinaatiston kannalta X
katsottuna pisteen P koordinaateilla
ovat uudet arvot x; ja y;. Kuvan mukaan x=x;+a ja vastaavasti

y =y +b. Sus pisteen P vanhojen ja uusien koordinaattien vdlilld on
yhteys

X=Xx1+a

(1) :
y=y;+b

*Kuvassa uusi origo ja piste P ovat xy-koordinaatiston 1. neljanneksessa.
Yleisempi perustelu saataisiin vektoreilla:

X=a+x

OP =00, + OP < [x,y]=]a,b]+][x,»] < { :
y=b+y

Esim. 1 Kun origo siirretddn sopivaan pisteeseen (a,b), niin kayrdn
y:x2 +2x+3 yhtalosta haviavat vakiotermi ja 1. asteen

termi. Maarita tima yhtalo ja piirra kuva.

Sijoitetaan kayran yhtaloon x:n ja y:n paikalle siirtoyhtdléiden
(1) mukaiset lausekkeet. Néin saadaan kéyrdn yhtalo x;y;-
koordinaatistossa:

yl+b:(x1+a)2 +2(xy+a)+3
Y :x12 +(2a+2)x +a’+2a+3-b

Tasta yhtélosta haviavat x;-termi ja vakiotermi, mikéli a ja b
valitaan siten, ettd seuraavat kaksi yhtdloa toteutuvat:



{2a +2=0 s.a=-1, sij. 2. yhtdloon

a* +2a+3-b=0 1-243-bh=0 ~b=2.
Vi / Jos siis origo siirretddn pisteeseen (—1,2), niin

alkuperédinen yhtilé muuttuu muotoon y; = xlz.

Taten kyseessd on paraabeli, joka on muuten
X1 Kkuin perusparaabeli, mutta huippu on xy-

koordinaatiston pisteessa (—1,2).

('1’ 2)

2.2 Paraabelin méarittely ja yhtéalo

Koska paraabeli on yksi tarkeimmistd esimerkkikdyristd matematitkan
kursseissa, tata kiayraa selvitetdaan jatkossa aika perusteellisesti.

/ Oletetaan, ettd geometrisessa tasossa on

F annettu eris suora s (johtosuora) ja sen ulko-

— 4P puolella oleva piste F (polttopiste). Merkitaan
polttopisteen etidisyytta johtosuorasta p:lla.

Miidritelmd: Kaikki ne pisteet tasossa, jotka
ovat yhtd kaukana johtosuorasta s ja poltto-
pisteestd I, muodostavat paraabelin.

s Etaisyytta p sanotaan paraabelin
parametriksi. Parametrin p suuruus vaikuttaa paraabelin kokoon (kuvan
mittakaavaan). Kaikki paraabelit ovat siis yhdenmuotoisia, vaikkakin
pienikokoista paraabelia sanotaan usein "kapeaksi" ja suurikokoista
"leveciksi".

Lahinnd johtosuoraa oleva paraabelin piste on paraabelin huippu.
Huippu on paraabelin pisteend yhtd kaukana (etaisyydella p/2)
polttopisteestd ja johtosuorasta. Huipusta ldhteva ja polttopisteen kautta
kulkeva puolisuora on paraabelin akseli. Maarittelynsa nojalla paraabeli
on symmetrinen akselinsa suhteen.

Kuten edelld olevasta esimerkista 1 selvidd, paraabelin yhtilo riippuu
siitd, missd kohdassa koordinaattiakselisto on paraabeliin ndhden.
Mahdollisimman yksinkertainen yhtilé saadaan, kun koordinaatiston
origo sijoitetaan paraabelin huippuun. Seuraavassa johdetaan paraabelin
yhtilo tallaisessa koordinaatistossa.



Tehtiivi: Johda paraabelin yhtdilo sellaisessa koordinaatistossa, jonka
origo on paraabelin huipussa ja positiivinen y-akseli yhtyy
paraabelin akseliin (vrt. seuraava kuva).

y Polttopiste ja johtosuora ovat kumpikin
\ etaisyydella  p/2 x-akselista.  Siten
P

polttopisteen koordinaatit ovat
/k’ F FF=(0, p/2). Tason yleinen piste P(x,y)
on paraabelilla jos ja vain jos P on yhti

kaukana polttopisteestd /' ja johtosuorasta
s. Tama ehto on yhtalomuodossa seuraava:

vy >0, joten yhtalon kumpikin puoli on

\/ (x— 0)2 +(y - §)2 =y+ § positiivinen ja yhtilé voidaan korottaa
nelioon
2 2
2, .2 2
Xo+y —Py+p—:y +Py+p—

4 4

x* =2py
1 > 1

y=—X ‘merkltaan —=a (-.a>0)
2p 2p

Ly= ax?

Tulos: Origohuippuisen, ylospdin aukeavan paraabelin yhtiilo on

(2) y=ax2 ,  *missd a:L>0.
2p

1 1 :
Yhtalosta a:2_ seuraa, etta p:2—. Tastd nahdaan, ettd p ja sen
p a
mukana koko paraabeli on sitd pienempi, mitd suurempi kerroin a on.

Jos paraabelin yhtédlossa kerroin a vaihdetaan vastaluvukseen —a, niin
paraabelin jokaisen pisteen y-koordinaatti muuttuu vastaluvukseen ja
paraabelista tulee alaspiin aukeava, mutta koko e1 muutu.

Yhdistetdan saadut tulokset seuraavaan lauseeseen:



Lause 1 Muotoa y=ax

Esim. 2

Huom.

2 (a#0) olevat yhtdlot esittavit kaikkia

origohuippuisia, ylospdin (a>0) tai alaspdin (a<0)
aukeavia paraabeleja.

Paraabeli on sitd pienempi ("kapeampi”) mitd suurempi |a| on.

*Paraabelin polttopisteen etdisyys huipusta on p_1

2 4la|

2

Yhtilo y = —%x esittdd origohuippuista, alaspdin aukeavaa

paraabelia, joka on perusparaabelia suurempi ("leveampi",
koska %< 1).

*Paraabelin polttopiste on negatiivisella y-akselilla kohdassa

.
= — = 1 =
4a 4. —g)

etaisyydella 3/4 x-akselista, ts. johtosuoran yhtélo on y=3/4.

—% Johtosuora on x-akselin ylépuolella

Paraabeli  voidaan  piirtdd = madritelmiddn  perustuen
(polttopisteen ja johtosuoran avulla) tai helpommin antamalla
x:1le esim. arvot 1, 2 ja 3 seka kayttimalla symmetrisyytta y-
akselin suhteen.

Joskus teknitkassa (mm. lujuusopissa) y-akseli suuntautuu
alaspain. Siksi esim. sanontaa "ylospdin aukeava" parempi
sanonta saattaisi olla "positiiviseen y-suuntaan aukeava".

2.3 Paraabeli 2. asteen polynomifunktion kuvaajana

Jos paraabelin huippu e1 ole origossa, yhtalé mutkistuu:

Lause 2 Sellaisen paraabelin, joka on paraabelin y = ax? kokoinen ja

asentoinen, mutta huippu on pisteessd (x, ), Yhtdlo on

(3) y—y0=a(x—x0)2 .

*Todistus: Siirretddn origo pisteeseen (xg, V), ts. tehdaan yhtaloon (3)

10

muunnos



{x:x1+x0 i {x—xO:xl
eli .
Y= +JXo y=Yo=n

Talloin kayran yhtalo (3) muuttuu

muotoon V= ax12 ) joten
kyseessd on muuten samanlainen
kayrda kuin y=ax*, mutta oy Vo)

huippu on pisteessa (x, V).

5.X

Esim. 3  Yhtalo y:—3x2 esittdd origohuippuista, alaspdin aukeavaa
paraabelia, joka on perusparaabelia pienempi (kapeampi).
Muuten samanlaisen, mutta (2,—1)-huippuisen paraabelin
yhtil6 on

y=(-1)=-3(x-2)’
y+1=-3(x> —4x+4)
y=-3x>+12x-13.

Huipun siirto pois origosta aiheutti sen, ettd yhtdloon tulivat
myos 1. asteen termi ja vakiotermi. Sen sijaan 2. asteen termi
sdilyi ennallaan.

Samaan tapaan yleisesti jokaisen ylos- tai alaspédin aukeavan paraabelin
yhtilo (3) saadaan sieventdméalla muotoon

4) y=ax2+bx+c.
Naytetaan nyt esimerkin avulla kiintden, ettd jos otetaan jokin muotoa
(4) oleva yhtilo, se saadaan nelioiméalla muotoon (3) ja siten sen kuvaaja

on ylos- tai alaspain aukeava paraabeli.

Esim. 4 Muuta yhtilo y = 2x2 +12x +13 nelivimdlld muotoon (3).

Siirretddn ensin vakiotermi vasemmalle puolelle ja otetaan
x% -termin kerroin 2 tekijciksi x:did sisdltcvistd termeistd

)/—13:2-(x2 +6x) ‘neliéinti
y-13+2:32 =2 (x> +6x +3%)

11



Yleisesti:

Lause 3

Huom.

Huomaa, ettd oikealle puolelle ei tehty lisdysta 3% vaan

edessd olevan tekijan 2 vuoksi lisdys 2-3%. Nain saadaan
yhtilé muotoon

y+5:2-(x+3)2.

Kyseessa on siis ylospdin aukeava paraabeli, joka on
perusparaabelia pienempi ja jonka huippu on pisteessa
(-3,-5).

Toisen asteen polynomifunktiot

4) y=ax2+bx+c (a,b,ceR, a#0)

esittavdt kaikkia niitd paraabeleja, joiden akselit ovat
pystysuoria. Kerroin a mddrdd paraabelin koon ja
aukeamissuunnan.

: . , . b
*Paraabelin huipun x-koordinaatti on x5 =——

2a

Huipun x-koordinaatti saadaan luonnollisimmin ns.
derivaatan avulla (kunhan tdmaé kasite on opetettu).

2.4 Vaakasuora paraabeli

Kun yhtéloissid (2), (3) ja (4) vaithdetaan x ja y keskenddn, saadaan

yhtilst

x:ayz, x—xO:a(y—yO)z, x:ay2+by+c.

Ne esittavat paraabeleja, joiden akseli on vaakasuora ja jotka aukeavat
oikealle (positiiviseen x-suuntaan) tai vasemmalle sen mukaan, onko
a>0 vai a<0.

Esim. 5

12

Tutki kayraa x+y2+2y—1:0.

Kun tastd yhtalosta ratkaistaan x, saadaan x =— y2 -2y+1,
mistd ndhdaan, ettd kyseessd on vasemmalle aukeava

paraabeli (koska y2 'n kerroin on negatiivinen). Paraabeli on

perusparaabelin  kokoinen (mikd sekin nikyy y2:n
kertoimesta).



Huom.

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

Huipun y-koordinaatti on y-akselin ja paraabelin leikkaus-
kohtien y=-1=+ V2 keskivalissa

NtV y
(V. 2 - >
Xy = —(—1} —2-(~1)+1=2. —

] ] \

X

Taman  jalkeen paraabeli

voidaan piirtdi (viereinen kuva). /

Edellisten esimerkkien mukaan /
vaaka- tai pystysuoran
paraabelin  yhtdlolle on tyypillistd, ettd siind toinen
tuntemattomista esiintyy potenssissa 2 ja toinen vain |I.
potenssissa.

*Jos paraabelin akseli on vinossa xy-akselistoon nihden,
yhtalossa on mukana mydos xy-termi.

Harjoituksia
A

Minkd muodon yhtilo x2 +4x - y+5=0 saa, kun origo
stirretddn (yhdensuuntaissiirrolla) pisteeseen (—2,1). Piirrd kuva.

Piirré paraabeli, jonka johtosuora on suora y =—x ja polttopiste
on (1,1).

*Maarita paraabelin y = 0,25x> polttopiste ja johtosuora.

Negatiivisen  y-akselin  suuntaan aukeava paraabeli on
perusparaabelin kokoinen ja huippu on (-3, 4). Maarita yhtalo.

Paraabeli on origohuippuinen ja sen akseli on pystysuorassa.
Lisakst paraabeli kulkee pisteen (2,—6) kautta. Maarita

paraabelin yhtdlo. (Ohje: paraabeli on lauseen 1 mukaista muotoa
Jja annettu piste toteuttaa yhtalon.)

Pystyakselisen paraabelin huippu on pisteessa (2,—1) ja paraabeli

kulkee origon kautta. Maarita yhtalo. (Ohje: paraabeli on lauseen
2 mukaista muotoa ja annettu piste toteuttaa yhtalon.)

13



2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

14

Tutki paraabelia (koko, aukeamissuunta, huippu, kuva)

a) y:x2+4x+4, b) y:—2x2+4x, C) x:—2y2+4y.

B

Kun origo siirretddn sopivaan pisteeseen (a,b), kayran yhtalosta
x%—4x- y="T héviavat x-termi ja vakiotermi. Madritd tidméa
piste (siirtokaavojen avulla). Piirrd kuva.

Kun origo siirretddn sopivaan pisteeseen (a,b), kayran yhtalosta
xy—x+2y=3 haviavat 1. asteen termit (samalla vakiotermi

saattaa muuttua). Maaritad taméa piste ja kiyran yhtilo siirron
jalkeen. Piirra kuva.

Johda (samaan tapaan kuin johdettiin yhtdlo (2)) sellaisen
paraabelin yhtilo, jonka johtosuorana on suora y=-x ja

polttopisteend on (1,1). Vinosta asennosta johtuen yhtdloon tulee
myos xy-termi.

Maaritd viereisen paraabelin a) yhtalo,
*b) polttopiste.

[}
' '
L

Koska pysty- tai vaaka-akselisen paraabelin yhtdlossid on kolme
kerrointa a,b,c, niin kolme pistettd mddrdd tdllaisen
paraabelin. Maérita sellaisen paraabelin yhtilo, joka kulkee a)
origon ja pisteiden (1,2), (—1,4) kautta ja on pystyakselinen, b)
pisteiden (0,1),(0,2) ja (2,3) kautta ja on vaaka-akselinen.

Hahmottele paraabelin y=(2x-1)(2x—7) kuvaaja. (Vihje:
yhtalosta saat helposti leikkauskohdat x-akselin kanssa. Huippu
on niiden puolessa vilissi.)

Perusparaabelin kokoinen, alaspidin aukeava paraabeli kulkee
origon kautta ja sen huippu on suoralla y=2x+4. Maarita

huippu. (Ohje: Merkitse huipun x-koordinaattia x:1la, jolloin y-
koordinaatti on .... ja yhtal6 on ...)



2.15

2.16

2.17

2.18

2.19

2.20

2.21

*Mikda on sen paraabelin yhtidlé, jonka huippu on (1,2) ja
polttopiste (4,2)?

Maarita viereisen kuvan mukaisen
paraabelin yhtalo. (Tallainen tehtava =q(u)
voi tulla esiin esim. lujuusopissa, kun ;\
kasitellddn  paraabelin  muotoista

kuormaa. Tehtivd on periaatteessa L

samanlainen kuin edelliseen kuvaan
littyvéa tehtava 2.11 a).)

Jos kahdesta pisteestd tuettua \Y
koyttda kuormittaa vaakasuunnassa L
l
x

N
™

tasainen kuorma, niin  koysi AN /|
asettuu  paraabelin  muotoon o~ =
(mekaniikan mukaan). Maarita
koyden yhtalé siind tapauksessa, | kuorma |
ettd koyden paiden viali on L,
koyden paiden ja alimman pisteen
korkeusero on 4 ja koordinaatiston origoksi on valittu kdyden
alin piste (vrt. kuva).

C

Alaspain aukeava paraabeli on perusparaabelin kokoinen ja
kulkee origon kautta. Lisdksi sen huippu on paraabelilla

y=x*—4x+4 . Maritd yhtalo.

Paraabelia y= 2x2+1 leikataan suoran  x—2 y+1=0

suuntaisilla suorilla. Osoita, ettdi ndin saatujen janteiden
keskipisteet ovat samalla suoralla (joka on akselin suuntainen).

Maarita pisteestd (0, 3) paraabelille y:2x2 —6x+5 piirretyt
tangentit (ohje: diskriminanttikeino; tehtdvd ratkeaa myo0s

derivaatan avulla).

Maérita paraabelin y = x% +3x tangentti, joka on suoran y =5x
suuntainen (sama ohje kuin edell).
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3 Ympyra, ellipsi ja hyperbeli

3.1 Ympyra

Piste P(x,y) on (a,b)-keskisen, r-siteisen
ympyran (ympyraviivan) piste tarkalleen silloin,

kun P:n ja keskipisteen vélinen etiisyys on = r

el timén etdisyyden neli6 on =2

(1) (x—a)* +(y-b)* =r?|

Esim. 1  Yhtils (x=32+(y+2)*=4/9
esittdd ympyraa, jonka kp =(3,-2) ja r=2/3. Kun yhtilossa
suoritetaan nelioon korotukset, tdman ympyrdan yhtidlo saa
muodon

xz+y2 —6x+4y+%20 ‘-9
9x2+9y% —54x+36y+113=0.

Yleisesti: Jokaisen ympyrén (1) yhtdloé voidaan kirjoittaa muotoon

(2) x2+y2+Ax+By+C=0 (A, B,C €R).

Ympyriin yhtilo on siis sekd x:n etti y:n suhteen toista astetta. Lisdksi
toisen asteen termien kertoimet ovat yhti suuret (esimerkissa 1 ne ovat
kumpikin = 9)

*Ympyrdan yhtdlossd ei voi olla sekatermid xy, koska ympyrd ei voi olla
vinossa asennossa koordinaatistoon ndhden.

Kéaantdaen jokainen muotoa (2) oleva yhtilo saadaan nelivimalla muotoon

(x+A/2)> +(y+B/2)*>=(4/2*+(B/2)*-C.

Jos tiassd op >0, yhtalo esittdd ympyrdd, jonka kp =(-A/2,—-B/2) ja
sade on op:n nelijuuri. Jos taas op <0, yhtalo e1 esitd mitdin reaalista
kayraa (koska vp>0,0p <0).

Esim. 2 Maarita ympyran X2+ y2 —2x+4y=0 se tangentti, joka
kulkee pisteen (3,—1) kautta.
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Piste (3,—1) on ympyrdlld (ympyran kehélld) oleva piste, silla
se toteuttaa ympyrdan yhtalon (tarkista tamai). Nelioidaan
yhtalo:

X2 =2x+1+ )y  +4y+4=1+4 \
(x=1? +(y+2)* =5 ' >

(3a _1)

o kp=(1-2), r=A5. (1,-2)

Tangentti on kohtisuorassa sidetta
vastaan (kuva). Sateen kulmakerroin
on 1/2, joten tangentin kulmakerroin on tdmén kainteisluvun
vastaluku, siis —2. Tangentin yhtil6 on siten

y+1=-2(x-3) eli2x+y-5=0.

Jos piste ei olist ollut ympyrélla vaan sen ulkopuolella, niin tangentit
olisi saatu kayttimalla ehtoa, ettd keskipisteen etdisyyden tangentista
pitdd olla = sdde. *Muita tapoja: diskriminanttikeino ja derivointiin
perustuva keino (joka esitetdan kdyran tangenttia ja pinnan tangenttitasoa
kasittelevassa kohdassa).

Koska ympyrédn yhtilossi (2) on kolme yleisti kerrointa 4, B ja C, niin
kolme pistettd (jotka eivit ole samalla suoralla) mddrdd ympyrin.
Tamin ympyran yhtidlé saadaan esim. siten, ettd sijoitetaan ndiden
pisteiden P, O ja R koordinaatit yhtdloon (2) ja ratkaistaan tilla tavoin
kertoimille 4, B ja C saatu lineaarinen yhtaléryhméa. Voitaisiin myos
kayttaa tietoa, ettd ympyran keskipiste on janojen PO ja (OR
keskinormaalien leikkauspiste.

3.2 Ellipsi

Olkoon a>b>0. Ellipsi saadaan, kun a-
sateistd, origokeskistd ympyraa

(3) x? +y2 =a? eli y2 =a’—x?

litistetcicin y-akselin suunnassa suhteessa a
b:a, ts. ympyran jokaisen pisteen y-

koordinaatti kerrotaan luvulla g. Tama

kdy kertomalla edellinen yzzn lauseke

17



2
luvulla (éj . Néin saadaan ellipsin pisteille yhtdlo

Siis

4)

a

yz a? — x2 yz 2
e
2 2
LA
a b

Tassa a ja b ovat ellipsin puoliakselit, 2a = isoakseli ja 2b = pikkuakseli.
Ellipsi leikkaa koordinaattiakselit kohdissa x =+a ja y==b.

Esim. 3 Viereisen kuvan  ellipsin

puoliakselit ovat 3 ja 2 ja
yhtal6 on siten

/
2 2 \ ,a, > x

x_+y_:1 .4.9
9 4

eli 4x2+9)?=36.

*Kun ympyrd projisioidaan yhdensuuntaisprojektiolla toiselle
tasolle, joka ei ole ympyrén tason suuntainen, saadaan ellipsi, silla
kyseessa on itse asiassa juuri tdllainen "litistiminen". Jos nimittain
ajatellaan xy-tason ympyraa (3) kallistetuksi x-akselin ympéri
kulman o verran ja sitten projisioiduksi kohtisuorasti xy-tasolle (tai
sen suuntaiselle tasolle), niin jokainen y-akselin suuntainen
ympyran janne tulee kerrotuksi samalla luvulla cosea . Siis "litistys-
suhde" b/a=cosa. Tamén ominaisuuden vuoksi teknillisissa
kuvissa akselileikkaukset yms. ympyroiden kuvat nakyvét
ellipseina.

Ellipsin yhtdlo voidaan johtaa toisellakin tavalla. Olkoot Iq ja F;, x-

akselin sellaiset pisteet, ettd niiden etdisyydet pikkuakselin paatepisteista
ovat = a (vrt. seuraava kuva). Voidaan todistaa, ettd sama ellipsi (4)
muodostuu kaikista niistad xy-tason pisteista P, jotka tayttavit ehdon
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()

Pisteita /4 ja /5, sanotaan ellipsin
polttopisteiksi ja janoja Pl ja PF,
polttositeiksi.

Ehdon (5) mukaan ellipsilla

polttositeiden summa on vakio (=
isoakselin pituus).

Polttopisteiden valistd etdisyyttd mer-
kitaan yleensa 2c¢:114. Taten

Lukujen a, b ja ¢ vililla on seuraava
yhteys (vrt. kuva):

PF + PF, =2a|

K =(c,0), F5,=(-c,0).

ARG

(6) a’=b*+c?.
*Ellipsin litteyttd kuvaa pikku- ja isoakselin suhde 2b/2a = b/a.
Samaan tarkoitukseen kaytetdan myos lukua
olttopistevali c
%) o= POOPEVER (O
1soakseli a
joka on ns. eksentrisyys. Koska 0<c<a, niin 0<e<]1. Ellipsi,
jonka eksentrisyys e =0, on ympyra, silla
(7) (6)
e=0 = ¢c=0 = a=>.
Jos taas e~1, niin c=a ja (6):n nojalla b=0. Ellipst on tissi
tapauksessa siis hyvin litte4 ja polttopisteet ovat lahella huippuja.
Jos b>a, niin ympyrin (3) muuttaminen y
ellipsiksi siten, ettd ympyran jokaisen pisteen y-
koordinaatti kerrotaan luvulla b:a, venyittdd
ympyraa y-suunnassa. Yhtiloksi tulee sama kuin ¢
edella, siis 1 > X
2 2 2 2 b
Xy . yT X
—+5=1 eli —+—=1).
a* b et =l
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Ellipsin 1soakseli ja samoin polttopisteet ovat nyt y-akselilla ja 1soakselin

pituus on 2b. *Ehto (6) korvautuu ehdolla b? = a?
kuva).

+c? (vrt. edellinen

y/’— Jos ellipsin akselit ovat koordinaattiakselien
suuntaiset, mutta keskipiste on (x(,y), niin
<\ (X0, 7o) yhtlo on
2 2
> x (x ;CO) LW ;’0) _1|
a b

Esim. 4 Tutki kayrad 9x% +4)? —36x+8y+4=0.

Nelisinti: ~ 9(x* —4x+4)+4(y* +2y+1)=—4+9-4+4-1
9(x—2)* +4(y+1)* =36 |36

x-2° v+,
4 9

AY Kyseessd on siis ellipsi, jonka kp=(2,-1) ja

1 / \ puoliakselit ovat a =2, b=3. *Polttopisteet ovat
: s x y-akselin suuntaisilla suorilla etaisyyksilla

c=+9-4=45

keskipisteesta.

: 5
*Eksentrisyys on e = g ~0,75.

3.3 Hyperbeli

1 Yhtilo
14
_ HE _ k
AT A UE A ) v="1|  (k=vakio)
- - 1
T esittdd hyperbelia, jonka asymptootteina
2_..--—4 ovat koordinaattiakselit. Mitd suurempi k
e on itseisarvoltaan, sitd kauempana

; hyperbelin haarat ovat toisiaan.
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2 Esim. ne kaksi hyperbelia, jotka on piirretty edelliseen kuvaan, ovat
toistensa liittohyperbeleji. Niissa k:lla ovat vastakkaiset arvot 2 ja —2.

3 Kun hyperbelia (8) kierretdan 3
origon ympari 45° myo6tapaivadn (tai
koordinaatistoa ~ 45° wvastapaivian),
hyperbelin yhtdlé muuttuu muotoon 1

kuten myohemmin osoitetaan. Tdmén
hyperbelin asymptootit ovat suorat 2

9) =2 =a® (a=0) P 1<

y==xx ja hyperbelin huiput ovat

kohdissa x =ta.

4 Kun hyperbelia 9) 4
asymptootteineen "litistetddn" y- - »

2 3
suunnassa suhteessa b/a, saadaan eegiooet”
hyperbeli

\

2 2 - -
X v 4/l -2 2
2

10 — =
(10) a® b St It

T
- -

jonka asymptootteina ovat suorat _a
b : :
y=x—Xx ja huiput  ovat
a
edelleenkin x-akselilla kohdissa x =zxa. Téllainen hyperbeli saadaan
piirrettyd, kun ensin piirretddn edellisen kuvan mukainen suorakulmio
(stvujen pituuksina 2a ja 2b), sitten suorakulmion lévistijasuorat
(asymptootit) ja viimeksi hyperbeli suorakulmion ulkopuolelle niin, ettia
sen haarat lahestyvit niitd asymptoottisuoria.

Esim. 5 Edelliseen kuvaan on piirretty hyperbeli, jossa a=3 ja b=2.

2 2

Yhtalé on titen %_yT:] eli 4x? —9y2 =36. Vastaavan

ellipsin yhtilossé olisi — -merkin tilalla + ja ellipsi tulisi saman
suorakulmion sisélle.

Kuvaan on piirretty myos tdméan hyperbelin liittohyperbeli,
jonka yhtélo on
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Liittohyperbeli kaartuu y-suuntaan. Sen yhtalostda nahdaan, etta
y-suuntainen puoliakseli on = 2 ja x-suuntainen = 3, ts.
luttohyperbelia piirrettdessa kéytossd on sama suorakulmio
kuin alkuperaiselldkin hyperbelilla.

S. Jos hyperbelin akselit ovat koordinaattiakselien suuntaiset, mutta
keskipiste on (x(, y, ), niin yhtalé on

(1)

3.1
3.2

3.3.

3.4

3.5

3.6

3.7
3.8

22

(x=x)" _ (=yo)* _;
a® b*

Harjoituksia
A
Esita (1,-3)-keskisen, 4-sateisen ympyran yhtaléo muodossa (2).

Maarita nelioimalla seuraavien ympyroiden keskipisteet ja séteet:
a) x? +y2 —-2y=0, b) x? +y2 +4x-10y+20=0.

Maaritd origon ja pisteiden P(1,-2), O(1, 3) kautta kulkevan
ympyran yhtilo (ohje: 3 yhtdloa ja 3 tuntematonta 4, B, C).

Maaritd  edellisen tehtdvan ympyran keskipiste seuraavilla
tavoilla: a) graafisesti keskinormaalien leikkauspisteeni, b)
laskemalla kahden (helpoimman) keskinormaalin yhtélot ja
niiden leikkauspiste, c) nelioimélld edellisessa tehtavissi saatu
vastaus.

2

Maarita ympyrdn  x° + y2 =5 pisteeseen (—2,1) piirretyn

tangentin yhtélo. Purra kuva.

Maarita seuraavien ellipsien puoliakselit ja piirrd kuva:

2 2

X Y 2 2
a) —+=—=1, b)4x"+y"=4.
)25 5 ) y

Maarita edellisen tehtavéan ellipsien polttopisteet.

Piirréd hyperbelit

2
a) xy=4, b)%—yzzl, c) 4x2—y2:4, d) y2—4x2:4.



3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

3.19

Maarita sen hyperbelin yhtilo, jolla a=b=4, kp=(-2,5) ja
joka kaartuu y-suuntaan.

B

Mika on ympyrén X2+ y2 —4y =16 pisteeseen (4, 4) piirretyn
tangentin yhtalo?

Maaritd pisteiden (-3,5),(-2,4) ja (2,—4) kautta kulkevan
ympyran yhtalo.

Maarita  ympyréan X2+ y2 =1 ne tangentit, jotka ovat
kohtisuorassa suoraa x +2y —1=0 vastaan, seuraavilla tavoilla:

a) Tangenttt on muotoa y=2x+b (miksi?). Ympyrdn
keskipisteen etdisyyden tistd suorasta pitda olla sdteen suuruinen.

b) Sivuamispisteet saat ympyrdan ja suoran x+2y=0
leikkauspisteini (miksi?).

Maaérita laskemalla, mikd ympyran X2+ y2 +6x+4 =0 piste on
lahinni suoraa 2x —y =4.

Todista, ettd pisteesta (2,—4) ympyralle X2+ y2 =10 piirretyt
tangentit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

Mika on sen ellipsin yhtilo, jonka polttopisteet ovat (£5,0) ja
pikkuakselin pituus on 8 ?

Maarita  (nelioimalla)  ellipsin x2+4 y2 +4x—-24y+36=0
keskipiste ja puoliakselit. Piirra kuva.

Ellipsin polttopisteet ovat (-2,5) ja (=2,11) ja ellipsi kulkee
pisteen (—2,13) kautta. Maarita yhtalo.

Hiukkanen kiertdd ellipsin muotoista rataa, jonka toisessa
polttopisteessd on toinen hiukkanen. Laske radan eksentrisyys,
kun hiukkasten pisin vdlimatka on 12 ja lyhin 3.

Piirra seuraavat kayrat (suorita ensin nelidinti):

a) x2—2y2 =4x, b) x2—2y2 =4y.
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3.20

3.21

3.22

3.23

3.24

3.25

3.26

3.27

24

*Maiaritd ne hyperbelin x4 y2 =20 tangentit, jotka ovat
kohtisuorassa suoraa 4x+3y—7=0 vastaan. (Ohje: tangentti on
muotoa 3x —4y+c =0 (miks1?). Kayta diskriminanttikeinoa.)

2 2

Mita hyperbeliin liittyvia viivoja yhtals %—%:0 esittia?

(Vihje: tulon nollasaanto.)

C

Maarita sellainen a:n arvo, ettd suora x+2y =12 on ympyrin

X2+ y2 —4x —a =0 tangentti.

Ympyran keskipiste on suoralla y=x+2 ja ympyrd sivuaa

suoria x+2y =0 ja x+2y+10=0. Maaritd ympyréan keskipiste
ja sade.

Piste litkkkuu siten, ettid se on koko ajan kaksi kertaa niin kaukana
pisteestd (2, 0) kuin pisteestd (-2, 0). Mairitd pisteen uran
yhtalo.

Perustele: Piste P(x,y) on ympyrin X2+ y2 —2x-2y-2=0

2+y2—2x—2y—2<0.

sisdll4, jos ja vain jos x
Kéyrien x? +4y2 +4x-8y+4=0 ja x? —8x+y+12=0
ylimmaét pisteet 4 ja B yhdistetdaan. Origo keskipisteena piirretidan
suoraa AB sivuava ympyra. Maariti stvuamispiste.

Samoin kuin ellipsilld, my6s hyperbelilld on kaksi polttopistetta
2.2

F ja F,. Hyperbelin *——2

” b—2:1 polttopisteet ovat (+c,0) ja

sen liittohyperbelin (0, = ¢). Luku ¢ saadaan yhtélosta
=a’+b*

Hyperbelilla polttosateiden erotus on =+2a. Purrd seuraavat
kolme kayrad samaan kuvaan ja maarita niiden polttopisteet seka
merkitse ne kuvaan:



4 Napakoordinaatit ja koordinaatiston kierto

2.1 Suorakulmaisten ja napakoordinaattien vélinen yhteys

Pisteen P asema tasossa voidaan P
esittdd paitsi suorakulmaisten x)- y
koordinaattien, myos ns.

napakoordinaattien eli polaaristen 0

koordinaattien r ja ¢ avulla. Tassa 0 >
I) r = P etéaisyys kiinteasta (napa) (napa-akseli)

pisteestd O (= origo, napa, pooli) ..r>0,

2) @= O:sta lahtevan kiintedn puolisuoran (napa-akselin) ja siateen OP
valinen suunnattu kulma, ns. vaihekulma. Vaihekulma ¢ voidaan
yleensi rajoittaa yhden kierroksen suuruiselle vilille, esim. vilille
0< @< 2r tai vilille —7 < @ < 7. Joskus kuitenkin (esim. spiraalimaista
liiketta kuvattaessa) tarvitaan useita kierroksia.

Yleensd  napa-akseliksi  valitaan P
positiivinen x-akseli. Talloin pisteen r

P suorakulmaiset  koordinaatit y
voidaan esittdd napakoordinaattien )
trigonometrisina lausekkeina o > X

X=rcosQ

(D

y=rsing|’

silla sinin ja kosinin mairitelmien
mukaan
. y X
singp ===, cosp=—.
r r

Kaianteiset muunnoskaavat saadaan
tiedosta, ettd » on pisteen P(x, y)

etidisyys origosta  ja tangentin
maaritelméasta:

(2) r=\/x2+y2, tan¢=£ (=pp=..=2¢=.).

Huom. Kun ¢ lasketaan kaavasta tangp=y/x, nin ¢@:n oikea

neljcinnes on valittava pisteen P(x,y) sijainnin mukaan.
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Esim. 1 a)Jos r=2,05ja ¢ =215°, niin 3 numeron tarkkuudella

x=2,05-c08215°~ —1,68
y=2,05-s1n215°~-1,18

b) Laske pisteen P(—3,12; 4,14) napakoordinaatit.

F=+3122 +414% ~519
=53,06...°,
tang =1 _ _j330 | 7077
-3,12 2. neljinnes, koska x < 0,y > 0
- =180°-53,06...°~126,9°.

>

4.2 Kayréan yhtédlé napakoordinaatistossa

Esim. 2 Origokeskisen 3-sateisen ympyran yhtalo on
napakoordinaateissa hyvin yksinkertainen: Ympyrd muodostuu
kaikista niistd pisteistd, joilla » =3 ja ¢ mika tahansa. Yhtilo

on slis
r=3.

Esim. 3 Piirrda kéyrd r=035-¢ ([p]=1rad). Tamé on erds ns.
Arkhimedeen spiraali. Vaihekulmalle ¢ voidaan antaa vain ei-

negatiivisia arvoja, silld muuten etiisyys r<0. Annetaan
esim. seuraavat arvot ja lasketaan vastaavat r:n arvot, jolloin
tasoon voidaan merkita spiraalin pisteitd (7, ¢):

3
2 (03) 0 .
0 0
!
1 0 /6 [~0,18

. 713 |~0.36

o L - 712 |~055
. V4 ~1,1
2 z2,2

3z | =33
4r ~4.4
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4.3 Koordinaatiston kierto

Kierretddn xy-koordinaatisto  origon
ympdrt x;y;-koordinaatistoksi. Tason

yleisen pisteen P(x,y) vanhojen

koodinaattien (x,9) ja
napakoordinaattien (7,¢) vélilla on
yhteys

X =rcosQ
3) { ~rese

y=rsing

Uuden koordinaatiston x;); suhteen pisteen P napakoordinaatit ovat r ja
@ — o (napa-akselina on nyt x;-akseli). Taten

@ {xl =rcos(p—a)

y =rsin(p—a)

Hajoitetaan kaavat (4) vahennyslaskukaavoilla ja kdytetdan tulosta (3):
=X =y

X] =7COS@QCOSa +rsSin@sina =xcosa + ysina

Y| =rsin@cosa —rcos@sina = ycosa—xsina
H_/

=y =X
Siis
x; =(cosa)x +(sina)y -cosa -sin &
(5) . , + +
y1 =—(sina)x+(cosa)y (—sina) -cosa

Kun tasti yhtaloparista ratkaistaan x ja y, saadaan kaanteiset kaavat

x=(cosa)x; —(sina)y;

(6)

y=Gina)x; +(cosa)y|

Yhtalot (5) ja (6) ovat matriisimuotoon kirjoitettuina seuraavat:

X cosa sina || x , X cosa —sina || x
= a = .
A2 —sina  cosa ||y ! y sina cosa || 1
Naisté edellinen voidaan esittad lyhyesti muodossa X; = 4X', missd 4 on

ns. kiertomatriisi. Jalkimmaéiisessd on sama matriisi, mutta

transponoituna, joten sen vastaava esitys on X = A x -
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Esim. 4 Mitka ovat pisteen (2, 4) wuudet koordinaatit, kun
koordinaatistoa kierretaan +30°?

Ratkaistaan tehtdva harjoituksen vuoksi matriiseja kayttaen
(kaavan (5) siasta). Koska sin30°=Y% ja cos30°= V372
=14 -+/3 niin kiertomatriisista saadaan % ulos:

. V3ol A, ._\/g 1 (|2
“[—1 @]u‘f-l sz

[ J3.2+1-4
—1-2++/3-4

=1

V342
—1+243]

Titen  x;=2++/3, yy=—1+24/3.  Tarkista  tuloksen

suuruusluokka siten, ettd piirrat kiertoa koskevan kuvan.

. : : 1
Esim. 5 Minkd muodon hyperbelin xy =1 eli y=— yhtdlo saa, kun
X

koordinaatistoa kierretaan +45°?

Koska x ja y tidytyy saada lausuttua uusien koordinaattien x; ja
¥, lausekkeena, niin oikeat kaavat ovat nyt kaavat (6) eivatka

kaavat (5).
. y Koska
)1 .
3 X sin45°= cos45°=1/~/2,
2
nama kaavat saavat muodon
1,
| X . 1 . 1
2 g =—=X|——=
\/5 1 \/5 Y1
1 1 '

=X =
y \/5 1 \/Eyl

Kun namai sijoitetaan kayran
yhtaloon xy =1 ja suorite-

22
N g

2 2

Uuden koordinaatiston kannalta kyseessd on hyperbeli, jolla

a:b:JE.

taan kertolasku, saadaan
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4.4 Kartioleikkaukset

Voidaan todistaa, etta Jos
ympyrikartiota leikataan tasolla, joka ei
kulje kartion karjen kautta,
leikkauskdyrd on leikkaavan tason
suunnasta riippuen, ellipsi (tar sen
erikoistapaus ympyrd), paraabeli tai
hyperbeli (vrt. viereiset kuvat). Tasta
syystd naitd kayrid sanotaa kartioleik-
kauksiksi (Conic sections).

Kartioleikkauksia voidaan sanoa myos
toisen asteen kdyriksi, silla niidden yhtalot ovat 2. astetta, ts. muotoa

ax2+bxy+cy2+dx+ey+f:0.

Jos yhtélossa esiintyy sekatermi xy | kayra
on vinossa asennossa  x)y-akselistoon
nihden.  Sekatermi  voidaan  poistaa
sopivalla koordinaatiston kierrolla, kuten
seuraava esimerkki osoittaa. Ympyrdn
yhtalossé et voi esiintyé sekatermia.

*Seuraavan esimerkin mukaisella
laskutavalla voi olla kéyttod esim.
lujuusopissa.

*Esim. 6 Poista xy-termi yhtalosta
(7) 2x? —2xy + y2 =4
sopivalla koordinaatiston kierrolla.

Sijoitetaan kiertokaavat

x =(cosa)x; —(sina)y,
y=(sina)x; +(cosa)y,

kayran yhtaloon (7). Kun termeja ryhmitellddn ja kaytetian
kaksinkertaisen kulman kaavoja, yhtaloé saadaan muotoon

) (1- cos® o —sin 2a)x12 —(sin2a+2cos2a)x;y +

+(1+ sin? & +sin 2a)y12 =4

29



(suorita laskut paperilla!). Sekatermi x;y; haviad, jos
kiertokulma ¢« valitaan siten, ettd sekatermin kerroin on = 0:

sin2a+2cos2a =0 |:cosZa
tan 2 = -2
2 =116,56° (+n-180°).

Taten luonnollisin  kiertokulman arvo on a=~58,28°.
Sijoitetaan tima yhtdloon (8), joka saa muodon

N 0,3820x,2 +2,618y,> ~ 4

1
eli

a4 58,28

> x xlz + ylz ~1
10,47 1,527

Kyseessa on SIS
origokeskinen ellipsi, jonka
1soakseli muodostaa x-akselin kanssa kulman « ~5828° ja

jonka puoliakselit ovat a 3,24, h~1,24 .

Kartioleikkauksilla on  monia  muitakin

/ﬁ yhtalaisyyksia keskenddn sen lisdksi, ettd
AT kaikkien yhtalot ovat toista astetta. Esimerkiksi
JANVIAN ellipsin normaali, samoin hyperbelin tangentti

F puolittaa polttositeiden vélisen kulman. Siten
ellipsilla  polttopisteestd ~ ldahtevat  siteet
hejjastuvat kayrassa toiseen polttopisteeseen.
Paraabelilla taas polttopisteesta lahtevat sateet

hejjastuvat  akselin  suuntaisiksi. Sama pdinvastoin  sanottuna:
Paraabelilla akselin  suuntaiset sdteet heijastuvat polttopisteeseen
(parabolinen peili).

4.5 Kasite "analyyttinen geometria”

Matematiikan osaa, jossa geometriset tehtdvat muutetaan algebrallisiksi,
laskennollisiksi koordinaatteja ja nykydidn usein vektoreita apuna
kayttden, sanotaan perinteisesti analyyttiseksi geometriaksi. Edella on
suoraa, ympyrad, paraabelia, ellipsia ja hyperbelid koskevissa kohdissa
kasitelty fasokdyrien analyyttisti geometriaa. Niissi on nditd viivoja
koskevat tehtavat muutettu yhtaloita tai yhtaloryhmia koskeviksi.



Seuraava esimerkki osoittaa, miten suoraa voidaan késitella
vektorilaskentaa kayttiaen.

*Esim. 7 Oletetaan, ettd tunnetaan suoran L yksi piste [y =(xq,V,) Ja
jokin suuntavektort §=[s,5,]. Pisteen £, paikkavektori on
sillom 7y =[x, yy]-

Tason yleinen piste P(x,y) on y -
suoralla [, jos ja wvain jos sen P, > p
paikkavektor1 7 on muotoa L d
___ &/ /7
9) F=Fy+1ts (t eR)
eli jos 7 saadaan siten, ettd 7;:aan X

lisataan s sopivalla reaaliluvulla ¢
kerrottuna. Esim. viereisesséd kuvassa 7 =7, +25.

Yhtdlo (9) on suoran vektorimuotoinen yhtdlo. Yhtialossd on
mukana parametri 7, jota vaihtelemalla 7:n karki P siirtyy
pitkin suoraa /.. Vektoriyhtilo (9) on komponenttimuodossa

[x, v]=[xg, yol+tls1.8] el [x,y]=[xg+1s1,y9+15,].

Tama hajoaa kahdeksi tavalliseksi yhtaloksi, ¢ parametrina:

{x:xo +18)
Y=Yo+15

Kun néista eliminoidaan ¢ esim. sijoituskeinolla, saadaan

(suoran parametriyhtdlot).

RY
“Z(x-xp),
]

Y—Yo=
ts. "tavallinen", muotoa y — y, = k(x —x) oleva esitys.

Vektoriesityksen avulla voidaan A
laskea mm. pisteen A4 etdisyys

taman esimerkin mukaisesta

suorasta L siten, ettd lasketaan P,

ensin vektorin Fy4 projektio
—2 .
FyN suuntavektorilla §. Sen

9
jalkeen AN -vektor1 saadaan nididen kahden vektorin
erotuksena.
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4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

32

Suoraa voidaan késitella vektoreita kiayttden aivan vastaavasti
avaruudessakin, vain kolmannet komponentit tulevat lisia.

Harjoituksia
A
Pisteen napakoordinaatit ovat
a) r=2,0=57/6, b)yr=4,p=77/6, c¢)r=342,p=972°.

Laske xy-koordinaatit. Piirrd a)- ja b)-kohdissa kuvat ja kayta
apuna koordinaattikolmiota.

Pisteen suorakulmaiset xy-koordinaatit ovat
a) (1,=v3), b) (=1-1), ©) (-2.34;-5,67).

Laske napakoordinaatit. Piirrd a)- ja b)-kohdissa kuvat ja kayta
apuna koordinaattikolmiota. Kéytd c)-kohdassa esimerkin 1
mukaista tapaa.

Piirré erds ns. logaritminen spiraali r=0,52 %1% antamalla
@:lle arvoja valilta —z..37.

Kolmion karjet ovat A(0,0), B(4,0),C(2,4). Koordinaatistoa
kierretdan kulman +30° verran. Maarita pisteiden B ja C uudet

koordinaatit. Piirrd kuva ja tarkista tulokset kuvasta mittaamalla.
(kayta sinin ja kosinin tarkkoja arvoja).

B
Pisteen napakoordinaatit ovat
a) (3,-7/6), b)(3,77/6), c) (2,-36°).

Laske xy-koordinaatit. Kayta a)- ja b)-kohdissa laskinta vain
tuloksen tarkistamiseen ja suorita varsinainen laskeminen
kayttden apuna trig. taitoja, esim. a)- kohdassa sinin
parittomuutta ja
b)-kohdassa kulman palauttamista peruskulmaan: sin(77z/6)

=sin(z+7/6)=—sin(z/6) =-1/2.



4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

Laske seuraavien xy-tason pisteiden napakoordinaatit. Piirra a)-
ja b)-kohdissa kuvat ja kadytd apuna koordinaattikolmiota. Kayta
c)- ja d)-kohdissa napakoordinaattien muunnoskaavoja (ja
peruskulmaa).

a) (1=1), b)(=/3,1), ©¢)(-4,-4v3), d) (-4,3).

Piirréd kayra » = 6 cos @ seuraavalla kahdella tavalla:

a) Anna ¢:lle arvoja 10° vélein (kdyrda tulee vain 1. ja 4.
neljannekseen, koska r»:n pitda olla posititvinen; kaytd myos
kosinin parillisuutta),

b) Muuta yhtdlé xy-koordinaatistoon (vihje: kerro yhtdlé ensin
r:113).

Piirra kdyra a) » = cos2¢, b) r=cos3¢p.

Kolmion kéarjet ovat A(0,0), B(4,0),C(3,2). Koordinaatistoa

kierretaan kulman 27 /3 verran. Maarita pisteiden B ja C uudet
koordinaatit (tarkat arvot). Piirra kuva ja tarkista tulokset kuvasta
mittaamalla.

Kolmion kirjet ovat A(0,0), B(4,0),C(2,4). Koordinaatisto
pysyy paikallaan, mutta kolmiota kierretdicin A:n ympéari kulman
+7/6 verran. Méaaritd uuden kolmion ADE kérkien D ja E
koordinaatit. Piirrd kuva ja tarkista tulokset kuvasta mittaamalla.
Kayta sinin ja kosinin tarkkoja arvoja. Vihje: voit kayttaa
koordinaatiston kiertokaavoja, kunhan kiertokulmaksi wvalitset
—7/ 6 (miksi?).

*Tutki, onko kayra x? +2xy + y2 —4x+2 =0 ellipsi, hyperbeli
val paraabeli, kiertimélli koordinaatistoa 45°.

*Tutki sopivaa kiertoa kayttaen kayraa 3xy —4 y2 +18=0.

C

Arkhimedeen spiraalilla r =k (k = vakio) pisteen P etéisyys
origosta kasvaa suoraan verrannollisena kulmaan ¢. Tamén

ominaisuuden takia tilld spiraalilla on teknillisia sovelluksia
(mm. koneenrakennuksessa). Mairita x)-tason pisteen (—2,—-3)
kautta kulkevan téllaisen spiraalin yhtalo.
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4.14

4.15

4.16

4.17
4.18

4.19

4.20

34

Logaritmisella spiraalilla r=ae? siteen OP ja pisteeseen P

piirretyn tangentin valiselld kulmalla on sama arvo kéyrin
jokaisessa pisteessa (kuten derivoimalla voidaan todistaa). Tata
ominaisuutta kéytetddn teknitkassa mm. terien muotoilussa.
Maaritd xy-tason pisteiden (0,5;1) ja (—3,3) kautta kulkevan
spiraalin yhtalo.

Piirra kayrat a) »=4sin2¢, b) r=4sin3¢, c) r=2(1-cosp),
d) r=2/sinp, e)r=2/cos(p—30°).

Koordinaatisto  siirretddn  ensin  (yhdensuuntaissiirrolla)
pisteeseen (3,2) koordinaatistoksi x;y; ja tdmé kierretddn 25°

(uuden origonsa ympéri) koordinaatistokst x,y,. Laske pisteen
(5,0) uudet koordinaatit. Tarkista tulos kuvasta mittaamalla.

Kuten edellinen, mutta ensin kierto ja sitten siirto.

Ellipsi, jonka puoliakselit ovat a =2, b =1 ja keskipiste on (2,0),
on vinossa asennossa xy-akselistoon nahden siten, ettd isoakseli

muodostaa 45° kulman x-akseliin nidhden. Mairitd ellipsin
yhtalo.

Mika kayralaji on kyseessd seuraavassa:

a) x+y(y—-1)+1=0,

b) x*+ y(y—1)+1=0,

C) xz—y(y—l)+1:0,

d) x2—4y?=0 (eli x*/4-)%/1=0),

e) x2+4y2:0.

Osoita laskemalla, ettd paraabelin y2 =4x pisteeseen P(1,2)

piirretty normaali puolittaa polttosateen PF ja akselin suuntaisen
suoran vélisen kulman.



5 Eraita sovelluksissa kadytettavia menetelmia

5.1 Interpolointi ja kdyrien sovittaminen dataan

Esimerkiksi taulukkoja kaytettdessd voidaan joutua etsimédin taulukon
antamien arvojen valisida arvoja. Téahan kaytetdan tavallisesti ns.
lineaarista interpolointia. Siti voidaan kayttda silloin, kun funktion
arvot muuttuvat tarkasteltavalla valilla likimain /ineaarisesti.

Tallainen [lineaarisuus-oletus voidaan tehda yleensd silloin, kun
tarkasteltava viali on aika pieni (eikd kyseessd ole mikédin tihedan
varahteleva kayra, vaan jokin "tavallinen, tasaisesti kaartuva" kayra)

Esim. 1 Oletetaan, ettd funktion y= f(x) arvot muuttuvat vélilla
3,5<x <3,6 likimain lineaarisesti. Tiedetain, etti

f(3,5)=156ja f(3,6)=184.
Laske f(3,53).

Valilla 3,5...3,6 funktion
arvo muuttuu maaran

1,84 -1,56 =0,28 . ' 1,84
vali 35...353 on kolme  {1,56 /33
kymmenesosag valista | R Ry
35...3,6. Siten arvoon 35 3.53 3.6

1,56 on lisattava 3/10
kokonaismuutoksesta 0,28. Siis

£(3,53)~1,56 + % (1,84 —1,56)

=1,56 +i -0,28 = 1,64.
10

Esim. 2 Tiedetaan, etta [(225)=156 ja f(2,26)=184. Laske
f(2,257) lineaarisella interpoloinnilla.

Tassa tapauksessa osavali 2,25...2.257(=0,007) on 7/10
kokonaisvilista 2.25...2,26(=0,01=0,010), joten

35



£(2.257)~ 1,56+ %-(1,84 ~1,56)~1,76.

Esim. 3 Laske puuttuva taulukkoarvo z:

x |et
a) 21 [1,95
2,16 | z
22 1,73
b) x | h(x)
2,56 (0,128
z 0,141
2,58 (0,194
|
|
|
|
I |
H I | V2
| | |
I 1 | |
| | |
— P >
X1 X X
Yy=—=n=

6
z21,95+--(1,73-1,95) 1,82

Tassa esimerkissd funktion arvot
pienenevit, joten kokonaismuutos

1,73-1,95=-0,22 <0.

41_22-0,02z2,564.

z~2,56+

*Lineaarisessa interpoloinnissa on
geometrisesti ajateltuna kysymys siita,
ettd kokonaisvalilla x;...x, kayra
¥y = f(x) korvataan pisterden (x,y;)
ja (x,,),) kautta kulkevalla suoralla

ja interpoloitu arvo kohdassa x otetaan
suoralta eikd kéayraltd. Suoran yhtélo
on

Y2 =N

L (x—x]).

Xy =X

*Ratkaistaan tiastd y sekd vaihdetaan osoittajassa )- ja x-tekijoiden
jarjestys. Nain saadaan interpolointikaava

(D

yE»+

X—X
L. =m)|
Xy —X]

*Laske Esim. 3 a) télla kaavalla. Jos haluat laskea b)-kohdan, niin
kaavasta on ratkaistava x. Opettele kuitenkin edellisten esimerkkien
ajattelutapa ja tarkista aina, etti tuloksesi on oikeaa suuruusluokkaa
(paatepistearvojen valissa).

Jos kohta x on wvilin x;...x, ulkopuolella, kyseessd on ns.

ekstrapolointi. Tulosta (1) tai edellisten esimerkkien ajattelutapaa
voidaan kayttaa talloinkin.
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Lineaarisessa interpoloinnissa korvattiin kahden periakkaisen pisteen
(x1,¥1) Ja (x5, y,) vélinen kdyranosa suoralla, jolta viliarvoa x vastaava

y:n arvo laskettiin. Ns. neliéllisessdi interpoloinnissa korvataan kolmen
pisteen kautta kulkeva kéyrdnosa paraabelilla y= ax? +bx +c¢ ja

lasketaan véliarvo taltd kayraltd. (Kertoimien a, b ja ¢ arvojen
madrittimiseksi tarvitaan 3 pistetta.)

paraabeli

%

2
J

Voidaan my6s kayttdd kolmannen tai korkeamman asteen
interpolaatiopolynomeja, mutta laskenta vaatii téalloin yleensid jo
matematitkkaohjelmien kéayttamista.

Interpoloinnissa etsitdan
polynomimuotoista tai muuta kayraa, 3
joka kulkee farkalleen annettujen
pisteiden kautta. Sovelluksissa on
kuitenkin usein tarkeampaa loytaa
sellainen  kayra, joka mukailisi
kokeellisesti saatuja datapisteitd mah-
dollisimman hyvin, mutta ei kuitenkaan ehké kulkisi tarkalleen niiden
pisteiden kautta. Talloin kysymys on kdyrdn sovittamisesta (engl. curve
fitting) annettuun pistejoukkoon. Esim. ylld olevassa kuvassa on
annetulle viiden pisteen pistejoukolle etsitty 3. asteen polynomisovite.
Tallaiset tehtdvat vaativat yleensd matematiikkaohjelmien tai FExcelin
tms. kayttoa.

1 Z 3 4 5 &6 7

L

Ensimmaéisen asteen polynomisovitetta
y=ax+b sanotaan regressiosuoraksi
(vrt. wviereinen kuva). Sen kertoimien
laskemiseksi  johdetaan =~ myo6hemmin
(derivoimalla) tietyt laskukaavat. 12 3 4 5 6 7

-
' '
[ Y 0 I PG T o Y Y

1.

Regressiosuoran kertoimet saadaan laskettua myos laskimilla, joissa on
tilastollisia toimintoja.
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5.2 Eksponentti- ja logaritmiyhtélot

Logaritmin méaaritelmén mukaan "perusmuotoisen” eksponenttiyhtiilon

ratkaisu on logaritmi: k™ = a < x =log, a . Erityisesti

e*=a & x=Ina| ja [10"=a & x=1ga|.

Esim. 4 1) 2¢" =5 < ¢* :g =S x:ln§z0,916.

2) 2,74-10°* =888
102 =3240... < 2x=1g3240... < x~0,255,

*3) 3 =5 < x:log35:iz—§zl,465.

Kohdissa 1) ja 2) kadytetty menetelmd on "se, mitd kaytannossdkin
kaytetaan". Sen sijaan kohdassa 3) jouduttiin 3-kantaiseen logaritmiin ja
se taytyl osata muuttaa luonnolliseksi logaritmiksi, jotta ratkaisulle
saatiin likiarvo (jollaista sovelluksissa yleensé tarvitaan). Tilanteeseen 3)
parempi  "perusmenetelmd"' on ottaa  luonnollinen  logaritmi
kummastakin puolesta ja kayttdd logaritmien laskulakeja seuraavasti:

Esim. 5 1) 3* =5 ‘ Otetaan luonn. log. kummastakin puolesta
In3* =In35 ‘ kaytetdan laskulakia Ina® =clna

xIn3=1In5 (yhtilo muuttui 1. asteen yhtaloksi)
X = In5 ~1,465.
In3
Otetaan luonn. log. kummastakin
2)  4%72.3% =2 | puolesta ja kéytetddn saantod
Inab=Ina+1Inb
In4*2 +1n3* =In2
(x=2)In4+xIn3=In2 (yhtdlo muuttui 1. asteen yhtéloksi)
(In4+In3)x=In2+21n4 .. x=1395.

*Seuraavaan esimerkkiin e1 sovellu edellisessd kaytetty "perusmene-
telmd", koska summan tai erotuksen logaritmille ei ole olemassa
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laskulakia ts. esim. logaritmia In(a+b) ei voi hajoittaa osiin

Ina ja Inb.

*Esim. 6 ¥ 2" =3 ‘ tasta saadaan 2":1le yhtilo
2*-21.27" =3
X 2 X :
2 —2—x:3 ‘ 2% (Jokaon #0)
2y -2=3.2°

(2*)*=3-2"-2=0 (saatiin 2*:1le 2. asteen yhtalo)

3449442 34417
2 2
Taten yhtalo hajosi kahdeksi perusyhtaloksi:

2" ~ 3,562 v —0,562.

1) 2% =~3,561 | Otetaan luonn. log
xIn2~In3561 .. x =183

2) 2% x~-0,561. Eiratkaisua, silla 2* on aina > 0.

Logaritmin méairitelmastd seuraa myos laskutapa "perusmuotoisen”
logaritmiyhtilon ratkaisemiseksi: log, x =a < x=k". Erityisesti

Inx=a < x=¢" ja  |lgx=a < x=107

Esim. 7 2,76log, 3x = 4,88
log, 3x =1,768...

3x =2L768 - x =1135..~1]14.

Esim. 8 In(x+3)=5 Sx+3=¢ ox=e +3~151.

Jos logaritmiyhtilossd on useampia kuin yksi logaritmi, ndma pyritdan
yhdistdmaan, jolloin paastdan perusmuotoiseen yhtaloon. Yhdistdmisessa
(ts. logaritmien laskulakien kayttimisessa "takaperin") voi mukaan tulla
vieraita juuria, kuten seuraava esimerkki osoittaa. Siksi tallaisissa

yvhtaloissa juuret on syytd tarkistaa.
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Esim. 9

lg(x—-3)=1gx+2
taytyyolla x—3>0 ja x>0

lg(x-3)—-lgx=2

Sox>3

nyt vaaditaan vain se, ettd x —3 ja x

lg x=3 =2 | ovat samanmerkkisid, joten juuria
g on voinut tulla yhdistamisesséa lisaa
x—-3 _ 102
X
x—3=100x
99x=-3

x =-1/33. Tama e1 kdy (ehto x >3 ei1 tayty)

.. el ratkaisua.

5.3 Logaritminen asteikko

Piirretdén funktion y = 8" kuvaaja valilla 0...4. Jos

4000 . o :
kuvaajaan halutaan erityisesti nakymaan x:n arvoja 0,
I, 2, 3 ja 4 vastaavat pisteet (0,1), (1,8), (2,64),

3000 (3,512), (4,4096), niin se ei onnistu kovinkaan
hyvin fasavdlistd y-asteikkoa kayttden. Tama johtuu

2000 siitd, ettd y:n arvojen vaihtelut ovat suuret, joten y-
akselin yksikkojanasta tulee vikisinkin erittain lyhyt

000 ja siten kolme en.si'mméiis.ta ym arvoa 1, 8 ja 64 ervit
erotu kuvassa toisistaan juuri ollenkaan. Kuvasta on
graafisestt mahdoton maarittdd, miké on esim. arvoa

104, x =1,2 vastaava y:n arvo.
D12 3 4

Jos sen sijaan y-asteikosta

tehdaan ylospain tihenevd silla tavoin, ettd 1pno. /

perdkkaiset 10:n potenssit

ovat asteikolla tasavilein, niin kaikki (x,y)- : A
parit saadaan erottumaan paremmin. Niiden /*’ ¥
10:n potenssien vilistd etdisyyttd sanotaan y-  10. .
asteikon moduuliksi (mittajanaksi). Viereiseen 7

kuvaan on merkitty nuolilla kaksi yhden /
moduulin pituista valia. WY
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Asteikko on ylospain nopeasti tiheneva,
koska esim. vilit 1...10 (= 9 yksikkod)

ja 100...1000 (= 900 yks.) ovat
kumpikin yhden moduulin pituisia.

Logaritmien laskulakien mukaan
1g10" =nlgl0=n-1=n.

Jos moduulin pituus on M (esim. 40 mm),
niin lukema a =10" tulee etiisyydelle
M -lga = M -n origosta (x-akselista).
Esim. lukema 1000 =10 tulee
etdisyydelle 3M origosta ja lukema
0,01=1072 "etdisyydelle" —2M origosta,
negatiiviselle puolelle.

Madéritetaan asteikon muidenkin
lukemien paikat samalla saannolla:

Jos asteikon moduulin pituus on M, niin
asteikko laaditaan siten, ettd lukema a
tulee etdisyydelle

A=M-lga

origosta (johon tulee lukema 1).

Tallaista asteikkoa sanotaan
logaritmiseksi asteikoksi. Moduulin
pituutta A muuttamalla voidaan muuttaa
asteikon kokoa.

Esim. lukema 2 tulee etéisyydelle
M -1g2~030M origosta. Koska

1g20=1g(10-2)=1g10+1g2
=1+1g2,
niin lukema 20 tulee yhtd moduulia
kauemmas. Siis lukemien 1 ja 2 vili on

sama kuin lukemien 10 ja 20 ja yleisesti
yhden moduulin pituiset jaksot toistuvat

10000
A
\4
1000
7 )
\
100 &
50
30
20
\/
10
—A
5 : .
asteikon moduuli
3
2
1 A
\
0.1
7 Y
0.01 W
0 1 2




ja jaksojen alkuina ovat perikkiiset 10:n potenssit (vrt. edellinen
kuva).

Tastd seuraa, ettd origon kohdalla voi esiintyd mikd tahansa 10:n

kokonaispotensseista, esim. 0,001 = 1073 , mutta ei esim. luku 2 tai 50.

Huomaa, ettd lukemaa 0 asteikolta ei loydy, vaan se on "ddrettdméan
kaukana negatiivisessa suunnassa".

Esimerkiksi laskutikun asteikot ovat logaritmisia ja sen sijaan, etta
kerrottaisiin vaikkapa luvut a=2 ja b=3 keskendin, laskutikkua
kaytettdessa lasketaankin itse asiassa ndiden lukujen logaritmit yhteen
laskulain lgab =1ga +1gbh mukaisesti, ts. asetetaan 1-kohdasta mitatut

etaisyydet 4 =1ga ja B=I1gb moduulia, perdkkiin seuraavasti:

NI
) s el

5.4 Logaritmipaperit

Millimetripaperin tapaista paperia, jossa molemmat asteikot ovat
logaritmisia, sanotaan logaritmipaperiksi. Jos toinen asteikko (y) on
logaritminen ja toinen tasavilinen, kyseessi on %-logaritmipaperi.

Sivun 40 lopussa on kuva, jossa eksponenttifunktion y =8 viisi pistetti
(0,1), (1,8), (2,64), ... on merkitty 1/2-logaritmipaperille. Pisteet
sijaitsevat samalla suoralla. Todistetaan timé yleisesti:

Lause Eksponenttifunktion y = ak’ kuvaaja on 1/2-logaritmipape-
rilla suora viiva.

*Tod.:  Jos yksikkénd on moduuli, niin lukeman y etéisyys origosta on
Y=lgy=lg(ak™)=l1ga+1gk™
=lga+bxlgk ‘ merk. blgk =c,1ga=d
=cx+d.

Taten funktion arvon y etdisyys origosta eli ¥ (eli lgy)
muuttuu lineaarisesti x:n funktiona, kuten vaitettiin.
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*Vastaavasti voitaisiin todistaa, ettd potenssifunktion y = ax* kuvaaja

on "tayslogaritmipaperilla”, jossa molemmat asteikot ovat logaritmisia,
suora viiva.

Sovelluksissa kantalukuna £ on yleensd e tai 10 ja edellisen lauseen
tulosta kaytetaan esimerkiksi seuraavasti.

bx

Esim. 10 Tutkittavana on eksponentiaalinen laki y=ae ™, missa

kertoimet a ja b ovat tuntemattomia ja ne pitdisi maarittaa
kokeellisilla mittauksilla.

otetaan 10 - kantainen logaritmi
y=ae

yhtilon kummastakin puolesta
merk. blge=c, lga=d

lgy=Ilga+bxlge
.'.a:IOd, b=c/lge

lgy=cx+d.

Kun kaytetaan '2-logaritmipaperia (y-asteikko logaritminen),
niin eksponenttifunktion y = ae®™ eli funktion lgy=cx+d

kuvaaja on suora viiva, ja suoran piirtimiseen riittda, etti
tunnetaan sen kaksi pistettd (x;,y;) ja (x,,»,). Néiden

avulla saadaan suoran kulmakerroin c¢. Suoran kuvaajasta
saadaan leikkauskohta d y-akselin kanssa. Tdman jalkeen
eksponenttifunktion kertoimet a ja b saadaan yhtéloista

a:IOd, b=c/lge.
5.5 Viivojen parametriesityksia

Esim. 11 Yhtalopari

{x:—3—21y2
_|_

y=5+41 |1

esittaa erasti suoraa parametrimuodossa, parametrina ¢, silla
kun yhtéloparista eliminoidaan ¢ esim. yhteenlaskukeinolla,
saadaan yhtilo 2x+ y=—1.

Yleisesti suoran parametriyhtdlot ovat 1. astetta. Antamalla
parametriesityksessa f:lle arvoja saadaan suoran pisteita.
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xX=1+2
Esim.12  Yhtalot 5 esittiviat  erdstd  paraabelia
y=1"+3t+6

parametrimuodossa. Jos nimittdin ¢ eliminoidaan, saadaan

yhtaloksi sievennysten jialkeen y = x> —x+4.

Esim. 13 Origokeskiselle r-sateiselle ympyriille saadaan
parametriesitys, kun valitaan parametriksi
A ympyran yleisen pisteen P(x,y) ja
positiivisen x-akselin vélinen vaithekulma
P (xa y ) I
r
d > X =r cost
{ L 0LZt<2r.
y=rsint

Parametri saataisiin eliminoitua nelioon
korotuksella ja yhteenlaskulla:

x* +y* =r*(cos* 1 +sin” 1) =r*.

Esim. 14 Ellipsin, jonka puoliakselit ovat a ja b, parametriesitys on

{x = a cost
. , 0<t<2r.
y=>bsint
A *Tod. Kaytetaan apuna a- ja b-
sdteisia ympyroitd seuraavasti:
Piirretddan  origosta  ldhteva
b a A sade, vathekulmana ¢ Se
letkkaa a-sdteisen ympyrén
b B : pisteessi A ja  b-séteisen
t i a pisteessa B. Vedetian pisteesta

> 4 pystysuora- ja pisteestd B

vaakasuora viiva. Ndaiden
vitvojen  leikkauspisteen P
koordinaatit ovat

x=acost (= A:nx-koord.)
y=bsint (= B:ny-koord.)

Tama piste P on ellipsilla, silldi ¢ saadaan eliminoitua
seuraavasti:
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X

a €OSL 1 orotetaan yhtilot nelioon
. 1a lasketaan sitten yhteen

b =sint/ J Y
b
2 2

X .

_2+y_2: (:052t+sm2 =1

a b

Kun #:lle annetaan arvot O:sta 27 :hin, niin piste P kiertda
koko ellipsin kehdan (aluksi 1. neljdnneksessa f-sédteeseen
nihden jaljessd, sitten 2. neljanneksessid sédteen suuntaan
niahden edell4 jne.).

*Esim. 15 Lisaamalla ellipsin parametriesitykseen vakiot, saadaan
ellipsi, jonka keskipiste e1 ole enédé origossa, esim.

x-2
——— =cos!t

{x = 2 +3cost korotetaan nelioon ja

.= .
y=—1+2sint y+1 iy lasketaan sitten yhteen

(x—92)2+<y21)2 1

Kyseessa on siis ellipsi, jonka kp=(2,-1)jaa=3,b=2.

*Hyperbelille saataisiin parametriesitys esim. ns. hyperbelifunktioiden
sinhx (lue: "hyperbelisini x") ja cosh x avulla:

(0<t<0).

)

x =zacosht
y ==xbsinht

*Hyperbelifunktiot ovat erditd eksponenttifunktioyhdelmii:
sinh x = %(ex —e™™), coshx= %(ex +e ™),

mutta niiden laskulait ovat merkkieroja lukuun ottamatta samantapaisia
kuin trigonometriassa, esim.

2

cosh? x —sinh? x =1 (vrt. cos” a+ sin? o = 1).

Elimino1 tdimén laskulain avulla parametri ¢ yhtiloista (2).
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Eraat tekniikassa esiintyvéat kayrat (mm. sykloidit) esitetaan yleensi para-
metrimuodossa. Joissakin tapauksissa parametrin eliminointi on vaikeaa

tai

jopa mahdotonta. Ohjelmoinnissa parametrimuoto on usein

tavanomaista esitystid parempi.

5.1

5.2

5.3

5.4

3.5

5.6

3.7

46

Harjoituksia
A

Laske lineaarisella interpoloinnilla:
a) f(3,27),kun f(3,20)=4,55 ja £(3,30)=4,76.
b) x, kun f(2,40)=3,11, f(2,50)=328 ja f(x)=3,22.
Ratkaise:
a) 496-¢'"1=586 b)4,70-5" =119 ¢)10**=9-107%.
Ratkaise:
a) In(t+1)=2 b)3,21-1g2x=0,210 ¢) lgx+lg(x-2)=1.

Piirré logaritminen asteikko vélilla 1...100, moduulina 100 mm.
Merkitse asteikolle ndkyviin lukemat

1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100.

Muodosta edellisen tehtavan tulosten avulla '2-logaritminen
(x,lgy)-asteikko ja  purrd sithen  eksponenttifunktion

y=2-¢"3 kuvaaja valilla 0<x <10.
*a) Piurrd a- ja b-séteisten ympyroiden avulla ellipsi, kun

a=30mm (= x-akselin suuntainen puoliakseli) ja » =50 mm . b)
Mika on tdméan ellipsin parametriesitys. ¢) Eliminoi ¢.

B

Laske a) lineaarisella interpoloinnilla x, kun f(2,46)=-13,11,
f(247)=-1328 ja f(x)=-1321, b) lineaarisella
ekstrapoloinnilla (3,2), kun f(2,0)=3,60 ja f(3,0)=2,70.



5.8

5.9

5.10

5.11

5.12

Laske <z lineaarisella interpoloinnilla tai ekstrapoloinnilla
seuraavissa kahden muuttujan x ja y taulukoissa:

a)
x\y |23 23524
24,5 [7.43 7,22
24,53 z
24,6 19,21 8,43
b)

x\y [231 232 2326

4,1 11,32 12,34
4,13 z
42 110,71 11,51

Maapallon vikiluku oli v. 1940 kaksi miljardia ja vuonna 1976
nelja miljardia. Jos véakiluvun kasvu oletetaan eksponentiaaliseksi

(ts. vakiluku n noudattaa lakia »n = ae®! ), niin mik4 arvio saadaan
vakiluvulle v. 2000 (a:n ja b:n madraamiseksi saat yhtaloparin).

Kun kappale jaahtyy, niin kappaleen ja ympériston lampétilaero
I'=T,, vahenee eksponentiaalisesti lain

—kt
T-T,=(Iy-T,)e

mukaisestt.  Téssa Ty on  alkulampoétila  (jollakin
alkumittaushetkelld, esim. klo 12).

a) Maarita jadhtymisvakio & , kun ympariston lampotila on koko
ajan 20 °C , alkulampétila on 60 °C ja 30 min kuluttua [ampotila
on 40°C.

b) Laske, kuinka pitkan ajan kuluttua lampdotila on 25°C?
Ratkaise:
a) 55 =3.2% p)2¥.3%t =1, %) 4¥ 22 =1

*d) 3¥ 497 =8 *¢) ¢ —0,80¢™ = 0,90 (tuntemattomana s,
joka voisi olla esim. koysikitka).

Ratkaise: a) In(3x —2)=In(x+1), b) In(3x-2)=In(x-1),
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5.13

5.14

5.15

5.16

5.17

5.18

48

In(x+1) )

c) 2lg(x-1)=Ig(x+2)+1 d) n(x_1)

a) Muodosta '2-logaritminen ( x, Ig y )-koordinaatisto, missi x saa

arvot 0...20 jay arvot 107! ...100, moduulina 80 mm.
b) Piirra tdhan koordinaatistoon kayra y =2- e 0<x<20.

c) Ratkaise edellisen kayran avulla yhtalo 2- e ¥ =08

d) Ratkaise graafisesti em. koordinaatistossa yhtilo
2 . e—O.lx — 0 1. 2 10,35)(?

Ratkaise algebrallisesti edellinen yhtalo 2-e¢ ¥ =0,1.2,1%3%

a) Osoita, etta yhtalot

{x:SCost {x:SSint , {x:—Scost

> a .
y=35sint | y=-5cost ! y=35sint

esittivat samaa ympyrdd. b) Purrd ympyrd keskimmaisen
parametrimuodon mukaisesti, antamalla #:lle arvoja 7/6:n
valein (numero1 saadut pisteet).

, x=2-3sin2u
*Mika kdyra on , 0<u<rz?
y=1+2cos2u

C

Hyperbelifunktioilla

y:sinhx:%-(ex —e ), y:coshx:%-(ex+e_x).

on kummallakin  kidyra y:%ex ns. kidyrdviivaisena

asymptoottina, silli ¢ * ~0, kun x on suuri. a) Piirrd tima
asymptoottikdyrd. b) Osoita, ettd sinhx on pariton funktio ja
cosh x parillinen funktio, ts.
sinh(—x)=—-sinhx, cosh(—x)=coshx. «¢) Piurrd kéayrat
y=sinhx ja y=coshx. d) Todista, ettd

sinh2x =2sinh x -cosh x .

Todista, ettd x=1+1/¢, y=t—1/t (f eR) on erdan hyperbelin
parametriesitys.



6 Epayhtilot
6.1 Lineaarinen epdyhtélo ja murtoepayhtalo

Epayhtdlo on "ulkonaoltdan" muuten samanlainen kuin yhtilo, mutta
yhtalaisyysmerkin tilalla on jokin "erisuuruusmerkeistd <, > | < tai >
(ta1 my0s varsinainen erisuuruusmerkki # ). Esimerkkejé:

2<3,2>3 (tosi epayhtdlo ja epatosi epayhtilo),
x+2<x+3 (identtisesti eli kaikilla x:n arvoilla tosi),

x+2>x+3 (epayhtilolli ei ole ratkaisuja eli ratkaisujoukko Rj=O),

2x +1>2 (ehdollinen epéayhtilo, jonka ratkaisun muod. luvut x >'2).

Epayhtalon muokkaamisen perussadnnoét esitettiin jo monisteen 1. osassa
ja ne ovat seuraavat:

e Epiayhtdlon kummallekin puolelle voidaan lisita (tai
niistd vdhentdd) sama luku. Siten epdyhtclossd
voidaan siirtdd termejd puolelta toiselle, kun samalla
vaihdetaan niiden etumerkit.

e [Epdiyhtdilon kumpikin puoli voidaan kertoa (tai jakaa)
samalla positiiviluvulla.

e [Epdiyhtdlon kumpikin puoli voidaan kertoa (tai jakaa)
negatiivisella [uvulla, mikdli samalla muutetaan
erisuuruusmerkin suunta.

Esim. 1 a) Sx+3>22x-1
3x>-4[3>0
x> —1%.
b) 2x—-1<5x+3 (sama epayhtél6 kuin a)- kohdassa)
—3x<4]:(-3)<0

>_11
x> 13.

Seuraavassa murtoepdyhtdlossd on x:4a myos nimittajassa:
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. 2 Titd ei saa kertoa (x — 1): lld, koska ei tiedeti,
Esim. 2 —<3
x—1 onko x— 1> 0 vai < 0.
2 30 Kaikki termit (tassa luku 3) siirrettiin samalle
——-3<
x—1 puolelle. Tehddin termit samannimisiksi
2-3(x-1) <0
x—1
—-3x+5 . o 1ot 11
<0 ‘ -(—=1) (jotta osoittajaa on helpompi késitelld)
3x-5 . .
1 >0 \ Suoritetaan merkkitarkastelu
x —
1 5/3
3x—5 - - + (3x-5>0
x—1 - + + x>5/3)
osamdadrdad + — +
ratkaisut: 0 0======

SLox<] tat x>5/3.

Merkkitarkastelu soveltuu mutkikkaammillekin epayhtiloille, jos vain
epayhtalon vasen puoli pystytddan jakamaan lineaarisiin (ja jaottomiin 2.
asteen) tekijoihin.

3 —_— J—
Esim. 3 ¥ A <0 & X(x—2)(x+2) <0
1-x 1—-x
-2 0 1 2
X - - + + +

x—2 — — - - +
x+2 - + + + +
1=—x + + + - -
osamddrd - + — + -
ratkaisut: 0 0 0 0

SLx<=2 ta 0<x<ltaix>2 ,

ts. ratkaisuiksi kayvat kaikki ne x:n arvot, jotka toteuttavat 1. tai 2. tai 3.
ehdon.
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6.2 Toisen asteen epdyhtalo

Esim. 4

5 1+/1+8

x“—x—-2>0 | vp:n nollakohdat: x:T:2v—l

(x=2)(x+1)>0 | merkkitarkastelu

-1 2
x—2 — — +
x+1 — + +
tulo + — +
ratkaisut: =0 0

Sx<—1 tar x> 2.

Toinen tapa: Funktion y= x2—x=2 \ /
++ 4+ \-1 2/+ 4+ 4

Esim. 5

Esim. 6

Esim. 7

kuvaaja on ylospain aukeava
paraabeli, joka leikkaa x-akse-
lin kohdissa —1 ja 2. Siten

y>0 < x<-1 tai x>2.

—2x%-3x+2>0 | vastaavan yhtélon O - kohdat % ja =2

Paraabeli y = —2x%—3x+2 on D) Ql 2

alaspdin aukeava, joten y on / \

positiivinen nollakohtien
valissi:

_ 1
2<x<2.

x2+x+2>0

Vastaavalla yhtilolld ei ole \\/

re'aah']ul'lrla ' (silla sen f o+ o+
diskriminantti on X

1>-4-1.2<0). Koska paraabeli y= x> +x+2 on ylospéin
aukeava, kaikki y:n arvot ovat > 0. Siten epdyhtdlé on

identtinen _eli voimassa kaikilla x:n arvoilla (el
ratkaisujoukko Rj = R).

x> +x+2<0. Sama paraabeli kuin edelld. Koska y ei ole

milldan x:n arvolla <0, niin epayhtélolla ei ole ratkaisuja.
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6.3 Itseisarvoepdyhtalot

Perustyyppeja on kaksi kuten jo monisteen 1. osassa mainittiin:

o ‘a‘ <b< —-b<a<b (luvun itseisarvo on < b, jos luku
on —b:n ja b:n valilla)

o ¥ ‘a‘ >b<>a>b taia<—b (luvun itseisarvo on > b, jos
luku on b:t4 suurempi tai —b:td pienempi)

Esim. 8 2x—1/<3
—3<2x-1<3 | +1
—2<2x<4 [:2>0

—-1<x<2.
*Esim. 9 ‘2x — 1‘ >3
2x —1>3 tar 2x—1< -3 (epayhtilo hajosi kahdeksi

erilliseksi epayhtaloksi)
2x>4 tai 2x <=2

SLx>2 tat x <=2,

*Esimerkkid 8 laskettaessa saatiin kaksoisepdyhtilo —3<2x—-1<3,
joka ratkesi yksinkertaisesti lisdédmaélla sithen 1 ja jakamalla tulos 2:lla.
Seuraavan esimerkin kaksoisepayhtdlo —x <2 —-3x<x ei ratkea niin
yksinkertaisesti.

*Esim. 10 2 -3x|<x (samaa tyyppia kuin Esim. 8)

kaksoisepdyhtdlo, ratkaistaan kumpikin
—x<2-3x<x osa erikseen. Vastaukseen tulevat ndiden
osien yhteiset ratkaisut.

—x<2-3x ja 2-3x<x (x:ntaytyy tayttda 1. ja 2. ehto)
2x <2 ja —4x<-=2|:(-4)<0

x<1 ja x>7 (naisti etsitdén yhteiset arvot)
Yhteiset arvot: 12 1
1/2<x<l.
yhteiset
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6.4 Kahden tuntemattoman epayhtéalé. Epayhtédloryhma

Jos epayhtdlossa on kaksi tuntematonta (x ja y), ratkaisujoukon
kuvaamiseen e1 riuti endid lukusuora tar sen osa, vaan ratkaisut
muodostavat jonkin alueen 2-ulotteisessa avaruudessa (xy-tasossa).

p

Esim. 11 x+y>?2
Sy >—x+2.

Ratkaisuina ovat kaikki suoran
y=-x+2 vylapuolella olevat V=

pisteet.

Esim. 12 x*+y<2
yS—x2+2.

Ratkaisuina ~ ovat  paraabelin — 2+
V= —x2 42 alapuolella (sisélld)
ja "reunalla" olevat pisteet.

Seuraavan epayhtaloryhmén ratkaisut
muodostuvat erdan kuperan eli konveksin
monikulmion sisdosasta ja reunasta:

x+y-22>20 y=-x+2

x—y+320 y<x+3

x+2y—8£0¢> y<—V2-x+
x-5<0 x<5

Esim. 13 4 (vrt. seuraava kuva).

Voidaan myo6s kysya tdman ryhmén
kokonaislukuratkaisuja.  Viereisen
kuvan mukaan tillaisia ratkaisuja on
23 kpl: (0,2), (0,3), (1,1), ...

*Esim. 14 (Lineaarinen optimointi)

Mika edellisista  (x,))-
pareista  (verkkopisteistd)
antaa funktiolle

(1) z=x+3y

suurimman arvon ja mika

tdmé suurin arvo z,,. on?
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Lasketaan z:n saama arvo jokaisessa verkkopisteessa (joita oli
23 kpl). Nain todetaan, etta piste (2,3) antaa z:n lausekkeelle

(1) z=x+3y

maksimiarvon, jonka suuruus on z,, =2+3-3=11.

*Tehtava voidaan ratkaista myoOs graafisesti: Kun z:lle

annetaan er1 arvoja, yhtalo (1) eli yhtalo y = —%x +%z esittaa

yhdensuuntaisten suorien parvea xy-tasossa. Mitd ylempana
suora kulkee, sitd suurempi z:n arvo on (silld suora leikkaa y-

akselin kohdassa %z). Graafisesti todetaan, etti pisteen (2,3)

kautta kulkeva parven suora on ylimp&nd. Tdmi suora on
piirretty edelliseen kuvaan katkoviivalla.

Optimaalinen = edullisin; optimoida = etsia edullisin vaihtoehto.

*Edellisen esimerkin tapaisiin optimointitehtiviin joudutaan mm., jos
halutaan optimoida jonkin tuotantoyksikon toiminta: halutaan esim.
tutkia, kuinka suuret maardt x ja y tdmén tuotantoyksikon olisi
valmistettava kahta er1 tuotetta, jotta niistd saatava voitto olisi
mahdollisimman suuri. Tuotantoprosessi asettaa maarille x ja y ehtoja,
jotka voidaan usein esittdi lineaarisena epayhtiloryhméana. Esimerkiksi:
1) tuotteita pystytddn valmistamaan paiviassa korkeintaan sata kpl:
x+ y <100, 2) tuotemiirien ero ei saa olla yli 10 kappaleen: x —y <10,

3) x,y>0 (ja kokonaislukuja). Voittofunktio voi olla jokin (1):n

tapainen funktio (esimerkiksi z=(x-3,1+y-2,7)- 10° euroa ).

Matematiikkaohjelmilla voidaan ratkaista myos sellaisia
optimointitehtavid, joissa muuttujia on enemmaén kuin kaksi.

Harjoituksia
A

2x+6

6.1 a) 5—-7x>3-2(x+1), b) <3x-1.

6.2 a)x+72 > b) 2x—-1)(x+3)>0.

6.3 Ratkaise seuraavat epayhtidlot esimerkin 2 mukaisesti ts.
stirtamalla kaikki termit samalle puolelle ja tekemalla ne sitten
samannimisiksi. Varo: x:n tar x—3:n siirtdminen nimittdjasta
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6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

6.11

toisen puolen osoittajaan on epayhtiloilla kiellettya, koska se
merkitsee samaa kuin epayhtdlon kertominen x:114 tai x —3:lla
(ts. kertomista luvulla, josta ei etukiteen tiedetd, onko se
positiivinen vai negatiivinen).

a)l<2, b)L24.
X x-3

Ratkaise kahdella tavalla (vrt. Esim. 4)
a) x2+2x-3>0, b)3x*<2-5x.
a) ‘2x‘<3, b) ‘5x‘23,

*c) ‘2x+1‘<x, *d) ‘x‘<2x+1,

*e) ‘2x—1‘>x, *f) ‘x‘>2x—l.

x—y<I
Maarita ratkaisujoukko: 5
2x“+y<0
B
2 J—
D" 50, b) 2oy,
xX+2 X

a) 2x>>x+1, b)4x—1>4x>, c)3x2+2x+§>0.
2 1 2
d) 3x +2x+§SO, e) 2x“+3x+7>0.

1—x 1
<—.
x—-3 x-1

2) L<axo1, b
X

a) ‘2x—1‘<3—4x, *b) ‘2x+3‘2x—1, C) ‘4x—1‘<3—2x.

2) 2x—1

puoli on >0, suuruusjarjestys sailyy vaikka korotat epayhtalon
kummankin puolen toiseen potenssiin. Tami tosin nostaa

‘< 1, b) 2x—1|>|x| (Ohje: koska epayhtalon kumpikin

epayhtalon asteen. Kayta apuna tulosta (a—b)(a+b) = a’—b*. )
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6.12 Mika on epayhtilon X2+ y2 <4y ratkaisujoukko?
6.13  *Ratkaise juuri ennen harjoituksia kuvailtu optimointitehtava.

>

6.14 Purra kayra  a) y:‘x—l‘+2x, *b) y:‘x—l‘ﬂx
*C) y:‘x2 —4‘.

C

6. 15 Ratkaise: a) ‘2x2 —1‘ >[x| (vrt. 6.11 b)-kohta),

b) ‘xz—x—5‘<‘x2 —Zx‘.

sz—3+J3x—2
x—2 X+2

6.16 Milla x:n arvoilla funktio el ole méaaritelty?

6.17 Milla a:n arvoilla epayhtdlo (x+a)(x —1)+2 >0 on identtinen?

3(x—3)>5(x-1) )

2

6.18 Mitka x:n arvot toteuttavat epayhtaloparin
x“+3x-4>0

x2 42
x2—3

2x—1

6.19 Ratkaise: a) >1.

‘<1, b)
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7 Likiarvoista

7.1 Yla- ja alalikiarvo

Likiarvojen yhteydessd joudutaan usein epayhtédlothin. Koska mittaus-
tulosten antamien likiarvojen virheiden arviointi ja arvioinnissa
kaytettavien laskusdantojen ymmartdminen sekd sanontojen tunteminen
on kaytdnnon kannalta tirkedd, asiaa kasitellddn seuraavassa hyvin
yksityiskohtaisesti, alkeista alkaen. Myohemmin esitetddn ns.
kokonaisdifferentiaaliin perustuva menetelmé virheiden arvioimiseksi.

Esim. 1  Jos tiedetaan, ettd a, b ja ¢ ovat seuraavilla vileilla:

23<a<25,49<bhb<52, 8<c<9,

niin suureelle z = saadaan ylilikiarvo, kun osoittajalle

—2c
valitaan mahdollisimman suuri arvo 25 ja nimittgjélle b —2c¢
mahdollisimman pieni arvo. Tdmi erotus on pienimmillaan,
kun 5 on mahdollisimman pieni, siis 49 ja siitd vihennetdan
pois mahdollisimman paljon eli 2-9 . Siten

425 2 8064.<0807 (vidlikiarvo).
b—2c 49-2.9 31

Vastaavasti saadaan alalikiarvo:

a2 B 638850638 (alalikiarvo).
b—2c 52-2-8 36

Nain saadaan z:lle rajat 0,638 <z <0,807.

Esim. 2 Jos mittaustulos esitetian muodossa
s=(21,4£03)m,
merkitsee se, ettd suureen s oikea lukuarvo on valilla

214-03<s<214+03

eli valilla 211<s<217. Taten s :n arvo on véihintidn 21,1

ja korkeintaan 21.7. Voidaan myos sanoa, ettd s:n (abso-
luuttinen) virhe As on vililla

—0,3<As<0,3.
Tama voidaan esittaa itseisarvojen avulla muodossa
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Huom.:

Esim. 3

58

‘AS‘ <0,3.

Siis s:n virhe on itseisarvoltaan korkeintaan 0,3.

Suureen s likiarvon s’ =214 suhteellinen virhe on

As_As

S s’

Tassd tapauksessa pystytddan laskemaan vain suhteellisen
virheen itseisarvolle ylaraja:

As|_ 03

A

) <—= =0,014..<0,02=2%.

>

Siis s:n arvossa on virhettd korkeintaan 2 % "puoleen tai
toiseen" (alas- tai ylospdiin).

Virheen itseisarvolle saatua ylarajaa 0,014... et saa pyoristaa
alaspain 0,01:ksi eli 1 %:ksi, silld et vo1 sanoa, ettd virhetta
on (itseisarvoltaan) korkeintaan 1 %, koska sitd voi olla
enemmain: 1,4...%. Jos oltaisiin tarkkoja, niin ylirajaa (2)
laskettaessa nimittdjassa pitdisi kayttdd s:n mahdollisimman
pienti arvoa 21,1:

As
N

< 0.3 =0,014..<0,02=2%
211

>

Koska kuitenkin ero on vasta kolmannessa numerossa ja
virhe esitetddn yleensd yhden numeron tarkkuudella, niin
talla e1 ole vaikutusta lopputulokseen.

Jos jossakin tehtdvissa annetaan likiarvo ilman virherajoja,
esim.

s=214 (tat esim. s = 21,4 km),

niin oletetaan, ettd viimeinen numero 4 on katkaisun tulos.
Tarkempi arvo on siis voinut olla esim.

21,35, 21,36, ... 21.40, 21.41, ... 21,44, 21,4499...

ts. s:n arvossa on virhettd korkeintaan 5 sadasosaa puoleen
tai toiseen:

s=214 ja ‘AS‘S0,0S

eli



s=21,4%+0,05.

7.2 Summan ja erotuksen virhe

Yleisesti a:n likiarvon a' absoluuttinen virhe on

Aa=a'—a| (niin piin!)
*Taten olkea arvo
a=a' —Aa.

*Muistisaantod: oikea arvo saadaan kun likiarvosta otetaan virhe pois
(virhe vahennetdan). Mittalaitteiden systemaattisen virheen yhteydessa
ilmoitetaan joskus ns. korjaus, joka on virheelle vastakkainen, ts.

a =a' + korjaus

*Siis oikea arvo saadaan kun likiarvoon tehddéin (lisataan) korjaus.

*Lause 1 Summan abs. virhe = termien abs. virheiden summa:

A(a+b)=Aa+ Ab

Vastaavasti
A(a—b)=Aa— Ab
A(t-a)=t-Aa (t €R).

*Tod.: Ala+b)=(a'"-b")+(a-b)=a"—a+b'—b=Aa+Ab.
Vastaavasti todistetaan muut.

Esim. 4
7=3142 Ar=3142-314159... = 0,00040
{e =2,718 Ae = 2,718-2,71828...~ —-0,00028
r—e~ 0,424 virhe =~ 0,00068 ~0,0007.
Tassa lahtoarvot 7 ja e esitettiin  tuhannesosien

tarkkuudella, jolloin kummassakin arvossa virhettd on
korkeintaan suurimman katkaisuvirheen 0,0005 verran
(puoleen tai toiseen). [Erotuskin on syytd ilmaista
tuhannesosien tarkkuudella, vaikkakin ylla todettiin, etta
siind on virhettd enemmain kuin katkaisuvirheen 0,0005
verran. Likiarvon 0,424 viimeinen numero ei siten ole ns.
oikea numero (ts. paras mahdollinen) mutta kylldkin ns.
merkitsevi numero: se poikkeaa vain jonkin verran oikeasta
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numerosta ja siten sen mukaan ottaminen likiarvoon 0,424
antaa paremman kuvan likiarvosta kuin sen poisjattiminen ja
likiarvon esittaminen muodossa 0.42. Oikea
kolmidesimaalinen likiarvo olisi 0,423 (= 0,424 — 0,0007).

*Jos ei tiedetd, onko virhe posititvinen vai negatiivinen, on kaytettava
itseisarvoja seuraavasti:

*Lause 2 |A(a b)) <|Ad|+|Ab],
‘A(t -a)‘ =1 -‘Aa‘ (t eR™).

*Huomaa, etti erotuksellakin tulee epayhtilon oikealle puolelle + eika —,
koska a:n ja b:n virheet voivat olla erimerkkiset ja siten vahvistaa
toisiaan (kuten edellisessd esimerkissd).

fEsim. § a=2,76+0,01 Tat [Aa|< 0,01
o b=314 +0,02 T a8 < 0,02
a—b=-0,62 |A(a—b)|<0,03

Sa+b=590+£0,03 ja a-b=-0,62+0,03.

“Esim. 6 a~276, b=314 ..|Ad|<0,005,

Ab|< 0,005
Sa+b=590 ja S5a~13,.80

[A(a+b)<0,01 ja |A(5a)=5-|Ad|<0,025<0,03
Sa+b=590+0,01 ja 5a=13,80%0,03.
Lopputulokset on siis syytd ilmoittaa  sadasosien

tarkkuudella, vaikka sadasosissa voi olla muutaman numeron
heitto.

Yleisesti kaytetdan seuraavanlaista nyrkkisdidntod:

Jos likiarvoja lasketaan yhteen tai vihennetidn, niin se
likiarvoista, joka on desimaalipilkun kohtaan ndihden
epditarkin, mdcirdcd tuloksen katkaisukohdan.

Esim. 7  Seuraavassa lasketaan /ikiarvoja yhteen:
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a) 1,74+15,7+0,13=17,57~17,6 (keskimméinen likiarvo
tunnetaan  vain  kymmenesosien tarkkuudella, joten
lopputuloskin on esitettiva samalla tarkkuudella)

b) 75m +3,40-10° m=75m +340§0 m=3475m ~3480 m .
Tassa tapauksessa jalkimmainen likiarvo tunnetaan wvain

kymmenien metrien tarkkuudella, joten lopputuloskin on
esitettava samalla tarkkuudella.

Huomaa, ettdi 10°:n avulla esitettynd  likiarvo  on
desimaalimuotoinen, jolloin siitd ndkyy tarkkuus. Sen sijaan
esityksestd 3400 m ei ndy tarkkuus (ilman katkoviivaa tms.).

7.3 Tulon, osamaaran ja potenssin virhe

*Lause 3 Tulon absoluuttinen virhe on

(3)
*Tod.:

A(ab)=Aa-b+a-Ab+Aa-Ab.

Seuraavassa kaytetdin esim. tietoa a = a’' — Aa (ts. oikea arvo
saadaan, kun likiarvosta poistetaan virhe) muodossa
a'=a+Aa.
A(ab)=a'b' —ab

=(a+Aa)(b+ Ab)—ab

=ab+a-Ab+Aa-b+ Aa-Ab—ab

=Aa-b+a-Ab+ Aa-Ab.

*Kun tulon wvirhettd kéasitellaan, lasketaan tavallisesti absoluuttisen
virheen sijasta suhteellinen virhe. Jaetaan yhtdlon (3) kumpikin puoli

tulolla ab:
A(ab) Aa-b a-Ab Aa-Ab Aa Ab Aa-Ab
= + + = +—+

*Si11s

4)

ab ab ab ab a b ab

A(ab)_ﬂ_FA_b_FAa-Ab
ab a b ab

*Jos a:n ja b:n suhteelliset virheet ovat esim. 2 % ja 3 %, saadaan
yhtalosta (4) tulon ab suhteelliseksi virheeksi
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2%+4+3%+2%-3%=0,02+0,03+0,02-0,03
=0,02+0,03+0,0006
=~ 0,05=5%.

*Tama osoittaa sen, ettd viimeinen termi yhtalossa (4) on kaytannossa
mitiattoméan pieni kahteen muuhun verrattuna (jos tekijoiden virheet ovat
aika pienid, vain muutamia prosentteja). Siis:

*Lause 4 Tulon suhteellinen virhe on likimain tekijoiden suhteellisten
virheiden summa (jos tekijoiden suhteelliset virheet ovat aika
pienid):

Aab) _Aa &b
ab a b

*Jos el tiedetd, ovatko a:n ja b:n virheet positiivisia vai negatiivisia, on

kaytettava itseisarvoja:

st Toa 0]

*Esim. 8 a~276, b~314 ..|Ad|<0,005,

<0,005

A(ab)| _ 0,005 0,005
\ab\ 276 | 314

[A(ab) <0,029...< 0,03
Siis ab=8,67+0,03

=0,0034... |-ab=28,6664

Virheraja ilmoitettiin yhden numeron tarkkuudella: 0,03 ja
likiarvo katkaistiin samasta kohdasta, sadasosien jiljesta.
Olisi vddrin ilmoittaa tuhannesosat, koska jo sadasosissa voi
olla kolmen numeron heitto.

Yleisesti tulon suhteellinen virhe on samaa suuruusluokkaa kuin
tekijoiden: jos kummassakin tekijdssa on esim. 1 % virhetta, niin tulossa
on 2 % virhettd. Tama merkitsee nyrkkisdantona, etta tulossa on virhettd
Vhtd monennessa numerossa kuin tekijoisscd. Esimerkiksi edellisessa
esimerkissd lahtoarvot olivat annetut 3 numeron tarkkuudella ja
lopputuloskin esitettiin 3 numeron tarkkuudella (vaikkakin tuloksen
viimeisessd numerossa saattoi olla kolme numeroa heittoa puoleen tai
toiseen).
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*Osamddrdn virhe:

A(alb) Aa_Ab i A(a/b)|_|Aa| | Ab| (+ eika )
alb a b aib |~ |a|*[5)
n
*Potenssin virhe: A(‘Z ) <n- ﬂ .
a a

Esim. 9  a) Johda z:lle virhekaava ja b) laske siitd z virherajoineen

- a~236
=L ia lbeadl
be c~122
vay A2 |aa?|, |ao)|_, |Ad| [AB] |Ac]
AN PN PN TN
*b) z=1,0352...
Az| _, 0.005 0005 0005 o000 [-|2|=1,0352..

<2 +
2|77 236 441 122
\Az\ <0,0094..-1,0352...=0,0098...< 0,01.
-.z=1,0410,01.
Toinen tapa arvioida z:n virhettd on se, ettd lasketaan z:n

yli- ja alalikiarvot.

2 2
Z:Z_<%:LO45W
¢ A0S -1,025...< 2 <1,045...
T, 2355 s

"~ be T 4,415-1225
Sopiva z:n arvo on tdmén z:lle saadun vélin keskikohta

_ 1,025...+1,045... 1,035,

Oikea z:n arvo voi poiketa tistd korkeintaan koko vilin

puolikkaan verran puoleen tai toiseen, joten

LO45.. 21025 _ 6092, <001,

‘AZ‘ <
S.z=1,041+0.01.
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Tassakin tehtdvassa lahtoarvot oli annettu 3 numeron tarkkuudella ja
tulos ilmoitettiin 3 numerolla. Yleisesti saadaan seuraava nyrkkisddnto-

Tulo-osamdidrd-potenssilausekkeissa lopputulos  voidaan
vleensd ilmoittaa yhtd monen numeron tarkkuudella kuin
epdtarkimmassa likiarvossa on merkitsevid numeroita.

Vilitulokset on kuitenkin syytd kirjoittaa ndkyviin yhdelld ylimddrdiselld
numerolla (e1 seitsemilld ylimaaraiselld!!) ja tallentaa laskimen
muistethin.

Esim. 10 1) 0,0936 m-2,7182 m=0,2544...m* ~ 0,254 m*. Huomaa,
ettd 0,0936 m on esitetty 3 numeron eikd viiden numeron
tarkkuudella. Desimaaliluvun edessa olevat nollat saadaan

pois 10:n potenssien avulla: 93,6-107 m - tai tdssd myos
yksikkomuunnoksella: 93,6 mm.

9,30-2,465

3,923%
3 numeron eikd kahden numeron tarkkuus.

2) =1,489...~1,49. Huomaa, ettd luvussa 9,30 on

Esim. 11 Seuraavassa esimerkissi on mukana myo6s vihennyslasku.
Koska vahennettava ja viahentija ovat samaa suuruusluokkaa,
numeroita "katoaa":

Onton pyoredn putken ulko- ja sisdhalkaisijat ovat 24,52 mm
ja 24,38 mm. Poikkipinta-ala on

% [(24,52> —24.38%) mm? = % .(601,23..~594.38...) mm’

=2 684, mm’
=5,37... mm’*
~ 5.4 mm*.

Jokaiseen vilitulokseen on merkitty yksi ylimdirainen
numero nikyviin ja vélitulokset on tallennettu muisteihin.
Lopputulos saadaan vain kahdella numerolla!

*Esimerkissa 9 arvioitiin tulo-osamairalauseketta kahdella tavalla. Jos

arvioitava lauseke on esim. muotoa z = , niin  yla- ja alalikiarvon

a—b
kayttaminen (suoraan tdhdn muotoon) antaa yleensa turhan suuren arvon
z:n virhetermille, koska esim. ylalikiarvoa laskettaessa osoittajassa a:lle
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taytyy wvalita mahdollisimman suuri ja nimittdjdssd mahdollisimman
pieni arvo. Samoin voi kdyda, jos virhekaava muodostetaan itseisarvojen
avulla seuraavasti:

_|Aa| |A(a b)|
Tl [ a=b |

| A(a - b)‘_|Aa|+‘Aa‘+‘Ab‘
‘ ‘a b‘ ‘a‘ ‘a b‘

A
<
a

*Jos esimerkiksi @ =9,5+0,2 ja h=4,5%0.1, niin tistd saadaan z:lle
arvio z=190%£0,16 (ta1 1,9+2). Yla- ja alalikiarvot antaisivat saman
arvion z=190%0,16 (ta1 1,9£2).

*Jos laskut suoritetaan ilman itseisarvoja mahdollisimman pitkille,
saadaan yleensa pienempi virhetermi, koska osa termeista voi kumoutua:

Az Aa Aa-b) Aa Aa—Ab _Aa-(a-b)—(Aa—Ab)-a

z a a—->b a a—->b ala—>b)
_Aa-a-Aa-b-Aa-a+Ab-a —b-Aa+a-Ab Lo
- a(a —b) ~ a(a-b) a-b

Az s Aa+ " Ab

(a—>b) (a—>b)
Az <—2 B ~-|Ad]+ q SV E 8] |Aal+a]-|AB)
(a=b3? " (a=by (a—by

*Tassa esimerkissid tdma virhelauseke (joka on sama kuin kokonais-
differentiaalin avulla saatava) antaa puolta pienemmain virhetermin ts.
tuloksen z=1,90+0,08.

Harjoituksia
A B

7.1 a) Jos a=9,5+£0,2 ja b=4,5£0,1, niin mitkd ovat a:n yla- ja

alalikiarvot. b) Laske lausekkeen z= ylalikiarvo 3

a_
numeron tarkkuudella ja alalikiarvo 4 numeron tarkkuudella
(huomaa pyoristys ylos- ja alaspéin).

7.2 Kuten edellinen, mutta a 9,5 ja b~ 4,5 (katkaistut likiarvot).
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7.3

7.4

7.5

7.6

1.7

7.8

7.9

7.10

66

a) Kirjoita amn ja b:n arvovilit kaksoisepayhtdloind, kun
a=233+4 ja b=71£3. b) Milla vileilla luvut a+b ja a-b
ovat. ¢) Miti voit sanoa a:n suhteellisen virheen suuruudesta?

Laske x —3y virherajoineen, kun x =113 ja y=23]1.

Laske kahdella oleellisesti erilaisella tavalla (vrt. Esim. 9, josta
ainakin toinen tapa on syyta osata) 4 virherajoineen, kun

S r=2.440+0,003
A==""-, missi 1h=0,980+0,007.
ha a =3.440 % 0,004

Laske seuraavien likiarvojen summa ja tulo: a) 1,74 ja 15,7
b) 25 ja 23,4-10°, ¢) 25 ja 23,40-10°, d) 0,056 ja 225,72.

Lierion muotoisen kappaleen korkeus 4 =(67,4+0,1) mm,
pohjan halkaisija d=(48,4+0,]) mm ja massa
m=(968,5+0,1) g. Laske tiheys p virherajoineen.

Teraslangan kimmovakion £ maarittamiseksi yhtalosta
B F-l
z-(d/2)*-8

mitattiin langan pituus /=(24734+3) mm, langan halkaisija
d =(0,2924£0,001) mm sekd voimaa F =(10,00£0,05) N kéyt-
taen pituuden muutos 6 =(1,750+£0,005) mm . Laske F£ virhe-
rajoineen.

2a°

b—-c
tai *kahdella oleellisest1 erilaisella tavalla, kun a=21,3+0.2
b=415+0,03 jac=2,06+0,02.

Laske lausekkeen z= arvo virherajoineen yhdella tavalla

u

*Johda u:n suhteelliselle virheelle

<... laskukaava ja laske

sen avulla # virherajoineen, kun
x=492+0,04

u=——=, missa { y=231+£0,03
z=0,325%£0,002



8 Boolen algebra ja joukko-operaatiot

8.1 Logiikan symboleja

Eraita logiikasta perdisin olevia symboleja kaytetadn lyhentdméan ja
sopivassa maarin kdytettynd myos selventdmédn matemaattista esitysta.
Osaa ndistd on silloin talloin kaytetty edellakin, mutta seuraavassa
luetellaan niiti hiukan systemaattisemmin.

1) Implikaationuolta = kaytetdan merkityksessa "jos ... niin", esim.

a) x=3=x2=9, b) a>b>0=a’>b%.

Implikaationuolta kiytetdan joskus (hiukan virheellisesti) merkityksessa
"sitd seuraa". Esimerkiksi sanonta "Lauseesta 1 seuraa, ettd ..." voidaan
kirjoittaa lyhyesti

Lause 1 = ....

nrron

2) Ekvivalenssinuolta < kaytetaan merkityksessa "yhtipitiva'’, "ekvi-

valentti', "samanarvoinen', "jos ja vain jos' (epivirallinen Iyh. joss),

""silloin ja vain silloin, kun" (Iyh. sjvsk). Esimerkiksi

a>b < a+c>b+c.

Tama kasittdad kaksi ehtoa: Jos a>b, niin a+c>b+c ja myos
kaantden: jos a+c>b+c, niin a>b. llman symboleja sanottuna:

epayhtalon kumpaankin puoleen voidaan lisata tai niistd poistaa sama
luku.

3) Kolmoispistettd .. kaytetaan paattelyn lopussa johtopddtosmerkkind
merkityksessa ''siis", 'siten'’, "titen”. Nuolten ja siis-merkin eroa
kuvaa seuraavan yhtilon ratkaiseminen reaalilukualueella.

(x+2)2 =4x-5 < x> +4x+4=4x-5 < x> =-9 - eiratk. (R:ssd).

4) Disjunktiomerkkid v kaytetidan merkityksessa ""fai’”. Téassa "tai"
sisaltdd mahdollisuuden "tai molemmat". Esimerkkeja:

a) a=0vbhb=0 = ab=0 (ts.jos a tai b tai molemmat ovat nollia,
niin niiden tulokin on nolla),

b) ab=0 = a=0vh=0 (tulon nollasdanto),

C) x2=9 & x=3vx=-3 (eli x =43).
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Tekniikassa esiintyy myos mahdollisuuden "tai molemmat" poissulkeva
"tai" (engl. Exclusive OR). Edella c)-esimerkissi on oikeastaan tdllainen
"tai", silla x e1 voi yhtdaikaa olla molempia, seka 3 etta —3.

/ Viereinen kuva esittdad kahden katkaisijan
a kytkemista rinnakkain virtajohtimeen.
R Sanonnassa "virta kulkee, jos a tai b on
b kiinni" on mukana mahdollisuus "tai

molemmat". Sen sijaan sanonnassa '"virta
kulkee, vaikka a tai b on auki" (kunhan eivat molemmat ole auki) on
mahdollisuus "ta1 molemmat" suljettava pois.

5) Konjunktiomerkkid ~ kaytetaan merkityksessa "ja'', esim.

a>0Ab>0 = ab>0.

Joskus matemaattinen esitys tulee selvemmaiksi, kun disjunktio- ja

nn

konjunktiomerkkien sijaan kirjoitetaan "tai" seka "," (pilkku), vrt. esim.
seuraavat kolme esitystapaa:

ab>0 < (a@>0Ab>0)v(a<0Ab<0)
ab>0 < a,b>0 talt a,b<0
ab>0 < ajab ovat samanmerkkisia.

6) Negaatiomerkkid — kaytetadn merkityksessia "ei”, "vastakohta'
Esimerkiksi ehdon x > 0 negaatio on x <0, ts.

—(x>0) =(x<0).

(Yhtalaisyysmerkin sijasta kaytetdan tassa yhteydessa muitakin merkkeja
mm. merkkejd = ja <))

Esim. 1 Kahdesta ehdosta yhdistetyn ehdon (a <0)A (b <0) negaatio
on (a=20)v(h=0), ts.

—[(a<0)A(b<0)]=(a=0)v(b=0).
Perustelu: Vastakohta sille, ettd a ja b ovat molemman < 0,

on se, ettid ainakin toinen naista luvuista on >0, ts. ettd a tai
b tai molemmat ovat > 0.
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8.2 Boolen algebraa

Logiikan lauseet p, g, ... ovat sellaisia, ettd ne voivat saada vain arvon
tosi (1) tai epiitosi (E), esim.

p: "virta kulkee kohdassa 4" A B

q. "virta kulkee kohdassa B"

rm "O<a<3"

s "x>1"
t:  "tarkasteltava henkild asuu Somerolla"

Logiikan lauseista voidaan tehda yhdistettyja lauseita logiikan
operaatioilla, esim.

p Aq: "virta kulkee kohdassa 4 ja B".

Logiikan lauseiden totuusarvoja T (= tosi, engl. True) ja E (= epétosi,
engl. False) merkitddn usein myos numeroilla 1 (= tosi) ja 0 (= epéatosi)
ja itse lauseita sanotaan Boolen muuttujiksi. Esimerkiksi edelld mainittu
muuttuja p saa arvon 1 (tai 7), jos virta kulkee kohdassa A. Mikali virta
el kulje kohdassa 4, niin p=0. Muuttuja s taas saa arvon 0, jos luku x

el taytd ehtoa "x >1" vaan on <1I.

Edellisissa luvuissa on yleensa kasitelty "reaalimuuttujia” a, b, ..., jotka
ovat voineet saada arvoikseen minké reaaliluvun tahansa. Néistd on tehty
algebrallinen laskusysteemi laskuoperaatioilla +,—/ ja

reaalilukulausekkeita on késitelty tidmén systeemin laskulakien
mukaisesti. Lait ovat tyypiltddn olleet esim. seuraavanlaisia: 1)

a(b+c)=ab+ac (osittelulaki), 2)
ath = l(a +b)= L a+ L p=24 b (ts. summa voidaan jakaa luvulla
c c c c c ¢

siten, etti jokainen yhteenlaskettava jaetaan talla luvulla).

Useilla tekniikan aloilla esiintyy kuitenkin muuttujia, jotka ovat
tyypiltaan kaksivaiheisia "kytkimid": kytkin on kiinni tai auki, venttiili
on suljettu tai auki, virta kulkee tai e1, prosessi on toiminnassa tai ei,
robotti siirtda osaa vasemmalle tai oikealle (jos muut suunnat on suljettu
pois), joku asuu Somerolla tai ei. Niinpa téllaisten 7osi-Epdtosi -
arvoisten Boolen muuttujien késittely on joillakin aloilla tullut tarkeéksi.

Esim. tietokannasta voidaan hakea vaikkapa ne henkil6t, jotka asuvat
Turussa ja siella Yliopistonkadulla tai Kaskenkadulla. Tallainen ehto on
tyypiltaan yhdistetty ja muotoa pA(gvr).
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Laskuoperaatioina Boolen muuttyjilla p,q,r,...

toimivat logitkan

operaatiot A, Vv, —, = jne. Muuttujilla p ja ¢ on vain kaksi arvoa 7"ja £ ja
operaatioiden vaikutukset ndihin muuttujiin voidaan esittdd seuraavina

taulukkoina:

- p
E
T

& NS

pvq

NN NS
ool B e S I IES

e e T 1 IR

pAg

NN NS
ool B e S I IES

& & & N>

Taman mukaan, jos p on tosi, niin sen negaatio on epatosi ja painvastoin:
Jos p on epétosi, sen negaatio on tosi. Edelleen pvg ("p tai ¢") saa

arvon 7' kolmessa tapauksessa neljastd. Sen sijaan pAg ("p ja q") on

tosi vain kun molemmat operandit p ja ¢ ovat tosia. Nama taulukot
muodostavat itse asiassa niiden kolmen operaation mééaritelmén.

*Esim. 2 Esimerkissi 1 oli kaksi ehtoa p: "a<0" jag: "b<0", jotka
voivat olla tosia tai epatosia. Naistd muodostettiin lauseke
p Aq ja perusteltiin sanallisesti, etti tdssd tapauksessa pitda

paikkansa seuraava yhtilo:

—[(a<0)A(b<0)]=(a=0)v(b=0).

Muuttujia p ja g kdyttaen taiméa yhtalé saa muodon

(D

paikkansa.

—(pAq)=(=p)Vv(—9q).

Todistetaan, ettd tima Boolen algebran yhtalo pitaa yleisesti
Se tapahtuu edellisten taulukkojen tapaisen
totuusarvotaulukon avulla:

plalrrg|=prg) =P =g (=P)V(=9)
T|T| 7T E | L |E E
T|E| E T CE | T T
E|T| E T T E T
E|E| E T T T T

Taulukosta nikyy, ettd kaavan (1) vasen puoli saa kaikilla
(p,q)-yhdelmilla saman totuusarvon kuin oikea puoli, joten
kaava (1) pitaa paikkansa.
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*Vastaavaan tapaan voidaan todistaa muitakin Boolen algebran kaavoja,
esim. seuraavat:

(2a) pvqg=qvp (20) PAG=qAD

(Ba) pv(gar)=(pvgIn(pvr) (3b) pr(gvr)=(prq)v(pAar)
(4a) pv(=p)=T (ainatosi) (4b) paA(=p)=F

(5a) pvE=p (5b) pAT=p

(6a) —(pv@)=(=p)r(=q) (6b) —=(prq)=(=p)v(=9q)
(7) —(=p)=p

*Esim. 3 Sievenna edellisten lakien avulla lauseke pv[—(pvq)].

pvI=(pvl=pVvI(=p)Ar(=9)] (6a:n mukaan)
=[pv(=plalpv(=9)] (3a)
=T'nlpv(=9)] (4a)
=pv(—9q) (2b ja 5b)

*Tamantapaisella laskennalla on kéyttod mm. taulukkolaskennassa,
sahko- tair tietolitkkennetekniikassa, hydraulitkassa, pneumatiikassa, ns.
ohjelmoitavia logiikkoja kayttavissa systeemeissa jne.

Mm. virta- tai hydraulitkkapiirien yhteydessa operaatiomerkin v ("tar")
tilalla kaytetaan yleensd yhteenlaskumerkkia + ja merkin A ("ja") tilalla
kertomerkkia -. Samassa yhteydessd p:n negaatiota merkitdan
ylaviivalla p ja 7 ja E -merkintdjen tilalla kiytetdan lukuja 1 ja 0.
Operaatiot v ja A vastaavat rinnakkais- ja sarjakytkentdd seuraavasti:

Jos p

p:  "virta (tar virtaus) kulkee I

kohdan P (katkaisijan, venttillin =~ 4 3
tms.) lap1", |
q: "virta (tai virtaus) kulkee 0
kohdan QO lapi",
) . . 0
niin p+¢q: "virta kulkee vililla 4B C | ! D

rinnakkaiskytkennassa" (vrt. kuva), silla
p+q=1 (tosi)jos ja vain jos p tai g tai molemmat ovat tosia.

Vastaavasti p-q: "virta kulkee valilla CD sarjakytkennissa", silla p-g
saa arvon 1 vain kun molemmat muuttujista p ja g saavat timan arvon.
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Merkint6ja +, - ja p kayttden esim. kaava —(pAg)=(—=p)v(—=q)

saa muodon p-qg= p+q . Kirjoita edelld esitetyt operaatioiden —, v ja
A totuusarvotaulukot sekd laskulait merkintoja +, -, —, 0 ja 1 kdyttden!

8.3 Joukkoalgebraa

Jos esim. 4=1{1,2,3,4,5,6}, niin merkintd 3 € 4 tarkoittaa, ettd alkio 3

tai tdssd tapauksessa luku 3 kuuluu joukkoon A. Joukoille voidaan
madritella  laskutoimituksia, joiden avulla annetuista joukoista
muodostetaan uusia. Ennen mérittelyd mainitaan jo 1. osassa kaytetty
merkinti

x| p,q},

mika tarkoittaa niiden alkioiden x joukkoa, jotka tayttavat ehdot p ja g.
Ehtoja voi olla useampiakin. Pilkun ("ja"-operaation) sijalla voi olla
myo0s "tai" (x tayttaa ehdno p tai ¢). Tyhjan joukon merkki on & tai {}.

Esim. 3  a)Jos N on luonnollisten lukujen 1, 2, ... joukko, niin
{x|x eN,x<5}={xeN|x<5}={1,2,3,4}.
b) Joukko
{(x,))]x,y eRx*+ ) =1} ={(x,y) eR?|x* + y* =1}

on xy-tason yksikkoympyra. Taman koukeroisen esityksen
sijaan puhutaan yksinkertaisesti ympyrasta X2+ y2 =1.

c) Suljettu viili: a b
o °

[a,b]={x eR|a<x<b}.
Avoin viili: g 2

la,b]={x eR|a<x<b}.

Suljettuun valiin kuuluvat siis vilin paitepisteet, mutta
avoimeen eivat.

Seuraavassa A ja B ovat jonkin perusjoukon £ osajoukkoja, ts. ne
muodostuvat osasta tai ehkéd kaikistakin £:n alkioista. Osajoukon merkki
on C (tai ). Siis

AcE, BCE.

Maaritellaan nyt muutamia joukkojen "laskutoimituksia" eli joukko-
operaatioita.
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Midritelmd:

yhdiste (unioni) AOUB={x|xeAvxeB} ("A union1 B")
leikkaus ANB={x|xe€AAnxeB} (" A leikkaus B")
erotus A\B={x e€A|x ¢ B} ("A miinus B")
komplementti A°={xel|xgA) (" A:n komplementti ")
tulo AxB={(a,b)|la €A, beB} ("Aristt B")
Unioni muodostuu siis niisti alkioista, jotka kuuluvat 4:han, B:hen tai

molempiin. Leikkaus muodostuu 4:n ja B:n yhteisistd alkioista.
Erotusjoukko A\ B saadaan poistamalla 4:sta ne alkiot jotka kuuluvat
B:hen. Komplementti A° muodostuu niisté (perusjoukon) alkioista jotka
etvit kuulu A:han. Se on siis tavallaan joukon 4 vastakohta, negaatio.
Siita kaytetdadn yleisesti myos ylavitvamerkintaa A .

Esim. 4

Jos E={1,2,3,4,5,6}, A={5,6} ja B={2,4,6}, niin
AuB={2,4,5,6}, AN B={6},

A\B={5}, A°=1{,2,3,4} ja
AxB=1{(5,2),(5,4),(5,6),(6,2),(6,4),(6,6)}.

*Joukko-operaatiot U, M ja ¢ noudattavat samoja Boolen algebran
lakeja kuin logiikan operaatiot v, A ja —. Lakien perustelut ovat
kuitenkin jonkin verran erityyppisid, kuten seuraava esimerkki osoittaa.

*Esim.

8.1

5 Todista, etta erotusjoukko voidaan esittdd leikkauksen ja
komplementin avulla muodossa

A\B=AnN B¢,

Todistus:

xeA\B < xed,xeB < xed,xeB¢ ©xednB-.

Harjoituksia
A

Kirjoita logitkan symboleja kéyttden seuraavat véitteet, joissa
luvut tarkoittavat reaalilukuja. Tutki myos, mitkd vaitteista
pitavat  paitkkansa ja  esitd  kielteisessd  tapauksessa
vastaesimerkki:
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8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

8.7

8.8

8.9

8.10

8.11

74

a) Jos a ja b ovat ei-negatiivisia ja a < b, niin a’<b?.
b) Yhtéalon (x + 2)2 =x2-1 ainoa juurion x =—-5/4.

c¢) Yhtalon x2=16 Juuret ovat x =4 ja x =—4.

Mika on seuraavan ehdon negaatio:

a) (x<3)v(x>5), b)(x=0)v(x>2).

Kirjoita logiikan operaatioiden +, - ja~ totuusarvotaulukot.
Miké on suljettujen valien [—1, 5] ja [2, 7] unioni ja leikkaus?

Laske joukkojen A={2,4,6,..} ja B={,3,5..} unioni,
leikkaus, erotus ja komplementit, perusjoukkona N.

Jos joukossa A4 on 13 alkiota ja joukossa B on 21 alkiota, niin
kuinka monesta alkioparista joukko 4 x B muodostuu.

B
Kirjoita Boolen algebran kaavat a) pA(pvgq)=p,
b) =(pvg)=(=p)r(=q) , ©) pA(gvr)=(prq)Vv(pAT)

operaatioiden +, - ja = avulla *sekd todista ne
totuusarvotaulukoiden avulla.

*Todista kaava pA(pvg)=p sieventamélla vp. lauseketta
laskulakien (1), (2a), ... avulla.

Luettele joukon {%

aeN a<5,b eN,bS3} alkiot.

*Todista seuraavat joukko-opin kaavat: a) B\ A= A\ B,
b) AN(BUC)=(ANnB)u(AnC) (vrt. Esim. 5)

Tehtailla 4 ja B on n(A)=77 ja n(B)=90 alihankkijaa, joista
yhteisia on n. 34 %. Montako alihankkijaa on yhteensa? (Ohje:
n(Au B)=n(A)+n(B)—n(AN B). Miksi ja miten taima kaava
sopii tahan tehtavaan?)



9 Lukujono ja sarja

9.1 Lukujono

Lukujonossa on aarellinen tai dareton maara jasenid yleensa pilkuilla
erotettuina:

U,uy,uz,....,u

sUp s eee -

Esim. 1 a) Parittomien luonnollisten lukujen muodostama jono on
paattymaton: 1, 3, 5, ..., 2n—1, ... Tassa jonossa yleinen eli
n:s jasen on
u,=2n-1.

Mita pidemmalle jonossa mennéén, sitd suuremmaksi luvut
tulevat. Tama voidaan ilmaista "lihenemismerkkid" —
kéyttden seuraavasti: u, =2n—-1-— o0, kunn — .

11
s 32
tapauksessa sanotaan, ettid timén jonon raja-arvo on 0 (engl.
limit of sequence).

b) Jonossa 1 taas u, = % — 0, kunn— oo. Téssé

c) Jonolla 1,-1, 1,-1, 1,—1, ... e1 ole mitdin raja-arvoa, silla
jonon yleinen jdsen u,, saa n:n kasvaessa vuorotellen arvon 1
ja —1 eika siis lahene mitdan yksittiistd lukuarvoa. Tamén

jonon yleinen jisen voidaan esittdd muodossa u,, = (—1)"”rl :

: . . ~-1)"
d) Sellaisen jonon, jossa u, :2+( ) , alkupda nayttaa
n
seuraavalta: 1,2%,1%,2%,... . Tamin jonon raja-arvo on 2
(=1)"

silla — 0, kun n— o ja siten u, - 2, kunn — 0.

n

9.2 Aritmeettinen ja geometrinen jono

Aritmeettisessa jonossa kahden perdkkdisen jdsenen erotus d

(difference) on aina sama |u,,,; —u, =d|, esim.

1,3,5,7,9,... (d=2) 41,-2,-5,... (d=-3).

Aritmeettisen jonon yleinen muoto on
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a,a+d,a+2d,...,a+(n-1)d, ...

Geometrisessa jonossa taas kahden perdkkdisen jcisenen suhde q

U1

Uy

jasen saadaan edellisesté aina samalla luvulla g kertomalla: u,, ., =q-u,,.

(quotient) on aina sama: =¢|. Voidaan myo6s sanoa, ettd seuraava

Taten geometrisen jonon yleinen muoto on

a,aq,aq’,aq’,....aqg"", ..

Jos esim. ¢ =1,25, niin geometrisessa jonossa aina seuraava jisen on
1,25-kertainen eli 25 % suurempi sitd edeltavaan verrattuna. Jos taas
g = 0,85, niin prosentuaalin muutos jasenestd seuraavaan on = 15 %:n

pienennys. Yleisesti: geometrisessa jonossa prosentuaalinen muutos
jésenesti seuraavaan on aina yhti suuri. Tami ominaisuus tekee
geometrisen jonon kayttokelpoiseksi useissa teknisissd sovelluksissa,
mm. valittaessa vilikokoja putkille, pyorotangoille, pulteille,
hammaspyoérille, hihnapyorille jne.

Esim. 2 a) Jos putkille, joiden halkaisijat ovat 20 mm ja 120 mm,
tehdaan 3 vilikokoa aritmeettisesti porrastaen, saadaan jono

20, 20+d, 20+2d, 20+3d, 20+4d =120 ..d =25.
Taten putkien halkaisijat ovat 20, 45, 70, 95, 120 (mm).

Ensimmaisesta koosta (20) toiseen (45) siirryttdessa
halkaisija kasvaa yli kaksinkertaiseksi, tarkemmin sanoen

kasvu on 4520 =125=125%. Sen sijjaan kahden
viimeisen koon valilla kasvu on vain
120-95

——0,2631..26,3%.
95

b) Jos vilikoot tehddan geometrisesti porrastaen, saadaan
jono 20, 20g, 20¢%, 20q°, 20¢* =120 ..q=%/6~1565.
Siis seuraava koko on aina 1,565-kertainen edeltivain

nidhden eli prosentuaalinen kasvu on jokaisen perdkkiisen
koon vililla 56,5 % ja putkien halkaisijat ovat

20 31,3 49,0 76,7 120 (mm).
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9.3 Sarja-késite

Lasketaan paattyméttomén lukujonon u, uy,us,...,u,, ... jisenid yhteen
yha useampi ja useampi. N4in saadaan uusi jono

Sl:ul’ S2:UI+U2, S3:UI+U2+U3, S4:1/l1+1/l2+1/l3+1/l4,

Jos jonolla S},S,,....,S,,... on &érellinen raja-arvo S, sanotaan, ettd
sarja

o0
(1) Uy F U, = D Uy

k=1

suppenee (konvergoi) ja § on sarjan summa. Muulloin taas sarja
hajaantuu (divergoi). Yhteenlaskettavat ovat nimeltain sarjan termejii.

janasta otetaan ensin puolet, - I

siis 1 yksikko, sitten puolet
jaljella olevasta osasta eli 1/2
yksikkod, sitten puolet jaljella olevasta osasta eli 1/4
yksikkoa jne., niin koko jana tulee kaytettyd yha tarkemmin
ja tarkemmin, mutta e1 koskaan aivan kokonaan. Osien
pituuksista muodostuu (laskemalla ne yhteen) sarja

(2) l+l+l+l+...

Esim. 3  Jos kahden yksikon pituisesta 1 12 1/4
|
I

0 1 2

Tamén sarjan esasummat muodostavat jonon

Slzl, Sz =1+l=11, S3 =l+l+l:1§’ S4:1+l+l+lzlz’m
2 2 2 4 4 2 4 8 8
Osasummien jonon Si,S,,....,S,,... raja-arvo on = koko

janan pituus eli 2 yksikkoa. Nain ollen sarja (2) suppenee ja
sen summa S =2.

Edellinen sarja on erds suppeneva geometrinen sarja. Geometrisen
sarjan yleinen muoto on

(3) at+aqg+aq®+ag> + .. +ag" '+ .= Zaqk_l (a,q#0).
k=1

Sarjassa (2) ensimmcdiinen termi a =1 ja suhdeluku g = %
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Lause 1

*Todistus:

78

Geometrinen sarja (3) suppenee jos ja vain jos ‘q‘< 1.

Tdlloin sarjan summa on

S a

Jos q #1, niin sarjan n:s osasumma

1) Jos geometrisessa sarjassa (3) suhdeluku g =1, niin sarja
on vakioterminen a +a+a+..+a+... ja se hajaantuu (+ tai —
aaretonta kohti sen mukaan, onko a >0 vaia<0).

2) Jos g=-1, sarja on a—a+a—a+—... ja suis hajaantuu
(S,, saa vuorotellen arvon a ja 0 eli e1 ldhene mitd4n arvoa,

kun n — o).

3) Jos g #1, niin n:s osasumma S, =a +arq+...+arq”_l on

(1-9) 1-¢q

Sn:ar(l+qr+...+q”_l):a-(1 Q(tgt.+q7 ) a-l—q

silla
A=) A+q+qg*+.+¢")
—l+q+q*+. 4" —qg-*-. " —¢

n

=1-4" (termeji kumoutui parittain).

Taman avulla suvoritetaan seuraavien kahden kohdan
paattelyt.
n

l-¢q
l-¢q

4) Jos |g|<1, niin osasumman lausekkeesta S, =a-
nadhdédan, ettd S, ldhenee raja-arvoa a-l—, kun n — o
—-q

(silla ¢ — 0). Sarja siis suppenee ja sen summa on IL'
—q

5) Jos |g|>1, niin samasta osasumman lausekkeesta nikyy,

etté sarja hajaantuu (silld |g]" — oo, kun n— ).



. I 1 1 :
Esim. 4 a) Sarja 1+§+Z+§+.... on geometrinen (a=1,g="%),

=2.

joten se suppenee ja sen summa on S = Y
- /2

b) Tutki, milld x:n arvoilla seuraava sarja suppenee ja mika
on sen summa:

3x 3x2 3x° 3x*
+—+ + +
2 4 8 16

3

Sarja on geometrinen, suhdelukuna g = 5 ja ensimmaisend
termind a = 3. Sarja suppenee siis, kun

‘§<1 & <2 & 2<x<2.

Talloin sarjan summa S = ——= :
1=~ 2—-x

2

Juuri saatu tulos voidaan esittdd myos seuraavassa muodossa: Jos

—2<x <2, niin funktio voidaan esittdd x:n potenssien mukaan

2—-x
etenevdnd sarjana:.

6 :3+§x+§x2+§x3+... (2<x<2)
2—-x 2 4 8

Myohemmin johdetaan derivointiin ja integrointiin perustuen mm.

tavallisimmille  "transsendenttifunktioille" e*, sinx, In(1+x),

potenssisarjakehitelmida:

2 3

X =1+x+ % + % +... (voimassa kaikilla x:n arvoilla),

(esim. 4!=1-2-3-4 | lue "nelji kertoma"),

XX
sinx =Xx — ? + ? —+... (voimassa kaikilla x:n arvoilla),
x2 X3
In(1+x)=x Y + 3" +... (voimassa vililla -1 < x <1).
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Esim. 5 Kulman x=10°= % -10=10,1745... (rad) sinille saadaan

hyva likiarvo, kun sinx:n sarja katkaistaan toisen termin
jéljesta ja sarjan alkupéaata kaytetdan sin x :n likiarvona:

017453

sin10°= 0,1745.. — =0,173646...

(laskin antaa tuloksen sin10°=0,173648...).

Aritmeettinen sarja

a+(a+d)+(a+2d)+(a+3d)+..

hajaantuu aina (silld osasummien jonon raja-arvo on aina too). Niinpa
kaytannon merkitystd on vain aritmeettisen sarjan osasummilla eli
lyhyesti aritmeettisilla summilla

4) S,=a+(a+d)+(a+2d)+. +u,|

Koska 2. termissd on lisdys 1-d, 3. termissd on lisdys 2-d jne., niin
n:nnessa termissi on lisiys (n—1)-d, ts.

u,=a+(n-1)-d|

Lause 2 Aritmeettisen summan (4) arvo on

a+iu,
2 ’

S, =n

ts. n kertaa ensimmdiisen ja viimeisen termin keskiarvo.

*Todistus: Lasketaan S, kahdella tavalla (etu- ja takaperin):

S,=a + (a+d) + (a+2d)+..+u,
+
S, =u, +(u,—d)+(u,-2d)+..+a

2-S,=(a+u,)+(a+u,)+(a+u,)+. .+ a+u,)=n-(a+u,)
o8, = A )
2

1+49

Esim. 6 1+3+5+..449=25. =25-25 (silla luvuista 1, 2, ... 50

puolet eli 25 kpl on parittomia).
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9.1

9.2

9.3
9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

9.10

Harjoituksia
A B

Kirjoita lukujonojen uy,u,,.... viisi ensimmaéistd jisentd ja
madrita jonojen raja-arvot, kun
2n—1 _3n-1 3n—-1

5> b) U, = ) u, =(-1)"- .
n-+1 n n

a) Uy =

Aritmeettisen jonon 4. jasen on 35 ja 9. jasen 80. Laske 5. ja 6.
jasen kahdella er1 tavalla: a) Muodosta a:lle ja d:lle yhtalopari.
b) Kéytéa samaa ajattelutapaa kuin esimerkissi 2.

Kuten edellinen, mutta kyseessa on geometrinen jono.

Hammaspyorien hammasmaarat ovat 55 ja 22. Naiden vilille
tehdaan kaksi vilikokoa (geom. porrastus). Laske vilikokojen
hammasmaéérit.

Vikiluku a kasvaa vuosittain 5 %. a) Millainen jono niista
luvuista muodostuu? b) Kuinka monen vuoden kuluttua vakiluku
on kaksinkertaistunut?

Pankkiin tallennetaan 1. vuoden alussa 1000 euroa. Se kasvaa
korkoa korolle siten, ettd joka wvuoden lopussa maksetaan
tallennetulle padomalle 5 % korkoa ja korko lisataan piddomaan.
a) Millaisen jonon pddomat muodostavat? b) Kuinka monen
vuoden kuluttua tallennettuna oleva summa ylittda 2000 euroa?

Pankkiin tallennetaan 10 vuoden alussa joka kerta 1000 euroa.
Kuinka suureksi padoma on kasvanut 10 vuoden loppuun
mennessd, kun korkoa maksetaan siten, ettid joka vuoden lopussa
maksetaan padomalle 5 % korkoa ja korko lisatdan padomaan?

Shakkilaudan 64 ruudulle ajatellaan asetetuksi sentin kolikoita
siten, ettd 1. ruudulle tulee 1 sentti, 2. ruudulle 2 senttid, 3.
ruudulle 4 senttii, 4. ruudulle 8 senttia jne. Paljonko rahaa kuluu
yhteensa?

Milla x:n arvoilla sarja (x-1) +%(x — 1)2 + i(x — 1)3 +...
suppenee?

a) Kuinka monta termid sinx:n sarjasta on otettava, jotta
sin1°:lle saatavassa likiarvossa olisi vield viideskin desimaali
oikein? b) Enti sin30° :lle saatavassa likiarvossa?
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Vastauksia (Niissi saattaa olla virheitii)

Luku 1
1.1 a)0, 2, -8, b)-1/2, +4/2, ¢) -2, 3++/6. Kokeiltavia arvoja ovat
6:n tekyat, sus +1,+2,+3 +6 (sillda nimittdjad g = 1) 1.2 xz— 31
x°+

1.3 a) purrd kuutioparaabeli ja suora y=x+1 , b) ja ¢) 1,325
1.4 2 ja +/3i 1.5 2 ja ~1634 1.6 % ja (-1£~/3)/2

2x% +1 L .
1.7 1 1.8 1,935 1.9 1,54 (1,535); iterointi toimisi huonosti
x_
1.10  Jaljelle jaa yhtals x?+3=0 111 a; =0, ay="% 112
2 [—
B~103rad~59° joten a~118° 113 *T2 pig4 10 HF2I=S
x+1 2r—1

1.15 iterointiyhtdlond on a) x=Inx+2,b) x=¢* 2

Luku 2

21 y = x12 2.2 Paraabelin pisteitd saat konstruoitua esim. piirtamalla
F-keskisia ympyroita, joiden sateet ovat vaikkapa 1, 2, 3, ... yksikkoé ja
suoria, jotka ovat nailla samoilla etdisyyksilla s:std. Maaritd lisdksi
huipun paikka ja kaytd symmetriaa. 2.3 Koska p=1/2a=2 ja

kyseessad on origohuippuinen, ylospain aukeava paraabeli, niin < =(0,1)

jas: y=—-1 24 y:—x2—6x—5 2.5 y:—gx2 26 a=1/4 ja

2

yhtalo sievenee muotoon y = %x —x 2.7 a) perusparaabelin kokoinen,

ylospain aukeava, huippu (—2,0), piirrd kuva,  b) perusparaabelia
pienempi, alaspiin aukeava, huippu (1,2), origon kautta kulkeva (koska

vakiotermi on = 0), piirrd kuva, c) perusparaabelia pienempi,
vasemmalle aukeava, huippu (2,1), origon kautta kulkeva, piirrd kuva
2.8 (2,-11) 2.9 (-2,1), yy=1/x 2.10

X +y?—2xy—4x—4y+4=0 211 a) y=—1x7+2x, b) (21%)

2.12 a) y=3x’-x,b) x=p*—-3y+2 2.13 huippu on (2,-3) 2.14
xo =1%+/5 ja yy = 6+2+/5, missi ylemmit merkit vastaavat toisiaan

4h o 4h 4h -
215 x-1=1(y-2y° 216 g=-gu o u 2.17 y=g¥

2.18 y:—x2+2x 2.19 suoraon x=1/8
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Luku 3

31 x*+)2-2x+6y-6=0 32 a)(0,1)ja 1, b) (-2,5) ja 3
33 x*+ y2 —7x—y=0 3.4 b) PQO:n keskinormaali: y="2, OP:n
keskinormaali: y+1="4(x—-"%), leikkauspiste: (3'%,%2), c¢) (3'%,'%)
35 2x—y+5=0 3.6 a)5ja3, b)lja?2 (siis "pystyellipsi") 3.7 a)
(#4,0), b) (0,++3) 3.8 a) y=4/x, b)ya=2,b=1, ¢c)a=1,b=2,
d) edellisen littohyperbeli 3.9 x2 - y2 +4x+10y-5=0 3.10
2x+y=12 311 x*+y?+28x+14y=20 3.12 y=2x+5 3.13

(-1,-1) 3.14 —%-3:—1 315 x?/41+)%/16=1 3.16 (-2,3),

a=2,b=1 317 (x+2)*/16+(y—8)*/25=1 3.18 3/5 3.19 a)
hyperbeli, jolla kp=(2,0), a=2, b= V2, b) "littohyperbeli (y-
suuntaan kaartuva hyperbeli), jolla kp =(0,-1), a=~2 ja b=1 3.20

3x—-4y+10=0 3.21 suoria y= i%x , Jotka ovat esim. hyperbelin

x2 2

7—%:1 asymptootit 3.22 a=16 3.23 kp=(=3.-1) ja r=+5
3.24  3x? +3y2 +20x+12=0, sus erds ympyrd 3.25 Ehto "P:n
etaisyyden ympyran kp:sta pitdd olla < " sievenee kyseiseksi
epayhtaloksi 3.26 (-4/5,12/5) 3.27 ellipsilla c=4 ja

hyperbeleilld ¢ =+/34 ~5,8

Luku 4

4.1 a) (—/3.1), b) (=24/3.-2), ¢) (-0,43;3,39) .

42 a) r=2, @=57/3 tai yhtd hyvin —-x/3, /‘h
b) r=~2,p=57/4, ¢ r=6l3, @~2476° | \[J
4.3 kuva vieressi 44 B: (2\/§,—2), C: \_j/
(V3+2,-1+243) 45 a) (343/2,-3/2), b)
(=33/3/2,-3/2), ¢ ~(1,62;-118) 4.6 a)
r=~2.0=7r/4, b) (2,52/6), ¢) (8,4r/3),
d) r=5,p=143° 4.7 Kyseessd on ympyrd, jonka

kp=3,0) ja r=3 4.8 a) "2-lapainen propelli"

-©©1 , b) "kolmiapila" (kuva vieressa)
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4.9 B: (-2-2/3), C: (=3/2+~3-1-343/2) 4.10 B: (24/3,2),
C: (N3-2,1+2/3)  4.11 paraabeli, silla y12 -termi haviaa  4.12
a~184°,a=6,b=2, y -suuntaan kaartuva hyperbeli. Purrd kuva.
413 r=0874¢p 414 k=107, a=0343 4.15 a) "propell", b)
"3-apila", c) kardioidi, "sydankayrd", "lumpeenlehti”, d) suoray =2,
€) suora 3x+ y—4=0, jonka etdisyys origosta on 2 ja normaalin
vaihekulma on 30° 4.18 (x—2+y)?/8+ +x—-2-y)>/2=1 eli
5x% + 5y2 —6xy—20x+12y+12=0 4.19 a) paraabeli (vas. aukeava)
b) e1 mikddn kayra ("ympyrd", jolla 2 <0, c) hyperbeli (y-suuntaan
kaartuva), d) kaksi suoraa x+2y=0 (hyperbelin x2/4- y2 /1=1
asymptootit), e) piste (0,0) 4.20 F =(1,0), normaalin kulmakerroin on

-1, ts. erds normaalivektori on #n=[l,-1]. Laske kulmat
vektorilaskennalla tai suorien vilisina kulmina.

Luku 5

5.1 a) 4,70 b) 246 5.2 a) 1,17 b) —0284 «¢) 1g3—3 5.3 a)
e? -1 b) 0,581 c¢) 1+/11 5.4 Tee etaisyyksille origosta taulukko

a 1 2 3 4 .. 100
A=100mm-lga |
5.5 Piirrd suora pisteiden (0,2) ja (10,89) kautta. 5.6 b)
x=30mm-cost . . [x=30cost
. tai lyhemmin . 5.7a)2466 b)252 5.8
y=50mm -sin ¢ y=>50sin¢

a) 7,70 b) 12,66 5.9 n. 6,3 mrd (erds arvio toteutuneesta vikiluvusta
vuodelle 2000 on 6,1 mrd) 5.10 a) k =0,0231——, b) 90 min kuluttua

alkuhetkestd 5.112) P50 ¢ 0557 by -3 o) INCH V5) 2,08
In5—-In2 In6 In2
3In2-2In3

(muodosta 2”:lle 2. asteen yhtilo), d) T e) 0,11 5.12 a)
n

3/2 (kdy) b) ei ratkaisua (x =" ei kiy) ¢) 6++/55 d) 3 (varo:

in—z;«tlna—lnb) 5.13 ¢) n. 92 d) n 83 5.14
n

In2-1n0,1
0,35-In2,1+0,1
b=2,kp=(2,1) 518 x*/4-)*/4=1

~ 8329 5.15 a) Eliminoi parametri 5.16 Ellipsi, a =3,
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Luku 6

6.1 a)x<4/5 b)x>9/7 62 a)x>2 b) x<-3taix>1/2
6.3 a)x<0 tai x>1/2 b)3<x<7/2 64 a)x<-3taix>1 b)
-2<x<1/3 6.5 a) -3/2<x<3/2 b) x=3/5 tat x<-3/5 ¢) el
ratkaisuja (vialien x>-1/3 ja x<-1 yhteiset arvot) d) x>-1/3
(valien x>-1/3 jax>—1 yhteiset arvot) e) x>1 tan x<1/3 f)
x<1 (taix<1/3, mutta ndmé ratkaisut siséltyvit kaikki ratkaisuun
x<1 ) 6.6 alaspiin aukeavan paraabelin ja suoran vélinen alue (esit
kuvana) 6.7 a) 2<x<0 tai x>1 b) x<—/2 tai 0<x<+2 6.8
a) x<-1/2 tat x>1 b)eiratk. ¢c) x#—-1/3 (ts. Ry =R\{-1/3}) d)
x=-1/3 e)identtinents. Rj =R 6.9 a) -1/2<x<0 tai x>1 (kayta

osoittajan merkkitarkastelussa paraabelia) b) x<-1 tar I<x<2 tai
x>3 6.10 a) x<2/3 (yhteiset x:t tastd ja ehdosta x<1) b) x>-4
tat x<-2/3. Namai kasittavat kaikki reaaliluvut, joten epayhtdlé on
identtinen. ¢) —-l<x<2/3 6.11 a) -1<x<2 b) x<1/3 tat x>1
6.12 ympyrélevy, jonka kp=(02) ja sdde=2 6.13
x =55 kpl, y =45 kpl, voitto =290 000 euroa 6.14 a) y=3x-1, kun
x>1ja y=x+1, kun x<1 (vrt. monisteen 1. osa), b) y=2x—1, kun

x21; y=1, kun 0<x<1 ja y=-2x+1, kun x<0 ¢) y:x2—4

silloin kun x2—4>0 eli valeilla x>2jax<-2; y:—x2 +4 muulloin
(piirrd kuva) 6.15 a) x<-1ta -1/2<x<1/2 tan x>1 b)
x<-1 tan 5/2<x<5 6.16 x<3/2 tat x=2 6.17
—1-242 <a<—-1+2+/2 (diskr. <0) 6.18 x<—-4 6.19 a)1/3<x<]
b) x<—-1/+2 tai x>1/+/2, muttaei x==+/3

Luku7

7.1 a) 9,7 ja93 b) z2<2,063..<2,07 (pyOristys ylospdin) c)
z>1,7547...> 1,754 (pyoristys alaspdin) 7.2 a) 9,55 ja9,45 b) 1,95 ¢)
1,852 7.3 a) 229<a<237, 68<h<74 b) 297<a+b <311,
Aa 4

155<a-b<169 c) |—|£—=<2%, tarkemmin sanottuna:
al| 233

_4£Aa£ 4 7.4 -58,0+£02 7.5 234+04 7.6 a)l74 ja

237 a 229

27,3 b) 23400 ja 590 000 ¢) 23430 ja 590 000 d) 225,78 ja 13
7.7 (7,8140,05)-10° kg/m> 7.8 (211+4)kN/mm? 7.9 430+20
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7.10 karkea arvio: %AﬂS‘A‘xiA‘yh%M +3-%AZ§ , u=43%x2,
u X+y X z
*tarkempi arvio: |Au|£| Y | |Ax + Ay| +3 E u=428+11
‘ u ‘ ‘x+y‘ ‘ X y ‘ z

Luku 8

81 a) a=20Ab20na<b= a’ < b? (pitaa paikkansa). Sama
lyhemmin: 0<a<b=a’<bh?> b) (x+2) =x>-1<x=-5/4 (pitaa
paikkansa)  c¢) x2=16x=4vx=—4 (pitaa paikkansa; huomaa
"tai"- eikd "ja"-merkki) 82 a) (x=23)A(x<5) eli lyhemmin
3<x<5 b) (x#0)A(x<2) eli selvakielisemmin: x <2, mutta #0

8.3 Esim. negaation ~ totuuasarvotaulukko on viereinen plD
84 [-1,7]1ja[2,5] 85 N, I, 4, B, A 8.6 273 110

01

parista 8.9 1,1/2,1/3,2,2/3, ... (9 erilaista arvoa) 8.11 124
(ta1 125) alihankkijaa

Luku 9

9.1 Raja-arvot: a) 0, b) 3, ¢) ei raja-arvoa 9.2 44ja 53 9.3 4173 ja
48,7 9.4 41 (ta1 40)ja 30 (g=3/04) 9.5 a) geometrinen jono,
q =105 b) 15 vuoden kuluttua (n>14,2) 9.6 Kuten edellinen vastaus

9.7 13206,78 euroa 9.8 2°% —1 senttia 9.9 —1<x<3 9.10 a) yksi
b) kolme.
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