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Alkusanat

Opintojakson tavoitteena on yhtaélta kehittad matemaattista ajattelua ja to-
distustekniikkaa yleisesti ja toisaalta kayda huolellisesti lapi erdité analyysin
peruskésitteita, kuten raja-arvo, jatkuvuus, derivaatta ja Riemann-integraali.
Esitiedoiksi riittavat Matematiikka 1-4 (Insindérimatematiikka 1-4).

Kurssikirjana on [15], joka on vapaasti ladattavissa. Kurssikirjasta kasi-
telladn lukuja 1-4 soveltuvilta osin. TAmin monisteen numerointi nou-
dattaa kurssikirjan numerointia seuraavasti: lukujen otsikointi (1.1, 1.2,
...) ja "kolminumeroisten” madaritelmien ja lauseiden numerointi (Méaéritel-
mé 1.1.1, Lause 1.1.2, ...) on kuten kirjassa. Juokseva numerointi (M&éri-
telma 1, Lause 2, kaava (3), ...) on tdmdn monisteen sisdinen.

Kurssikirja olettaa alkeisfunktioiden maéaarittelyt ja perusominaisuudet
tunnetuiksi. Naitd kerrataan tdmén monisteen liitteissa A.1-A.3.

Kommentteja painovirheistéd ja monisteesta yleisemminkin voi lahettaa
sahkopostitse kirjoittajalle: janne.kauhanen@tut.fi.
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1 Reaaliluvuista

Tassa luvussa esitelldan analyysin ymmartamisen kannalta tarkeitéd reaalilu-
kujen ominaisuuksia ja reaalilukujoukkojen topologiaa.

1.1 Reaaliluvut

Kerrataan reaalilukujen kunta- ja jarjestysaksioomat ja esitellaan tarkeat uu-
det reaalilukuihin liittyvat késite supremum ja infimum.

Oletetaan, ettd on olemassa reaalilukujen joukko R, joka toteuttaa aksioo-
mat (A)—(I). Reaalilukujen z ja y summa on reaaliluku, jota merkitdan x+y
ja tulo on reaaliluku, jota merkitaén xy. Lisdksi on méaritelty jarjestysrelaa-
tio <. Reaalilukujen joukon konstruointia pohditaan tarkemmin monisteen
[6] luvuissa 2-9.

(A)z+y=y+zjary=yz (vaihdantalait)
B)z+ (y+2) =(x+y) +zjax(yz) = (zy)z (liitdntalait)
(C) x(y +2) =ay +az (osittelulaki)

(D) On olemassa luvut 0 ja 1 € R, 0 # 1, siten, etta
r+0=2 ja lz==zx
kaikilla z € R.

(E) Jokaiselle z € R on olemassa luku —z € R siten, ettéi

ja jokaiselle x € R\ {0} on olemassa luku 1/x € R siten, etté
z(1/z) = 1.

Aksioomia (A)—(E) kutsutaan kunta-aksioomiksi. Kéytetdén merkintoja

) x
r—y:=z+(-y) ja yo z(1/y).
Kunta-aksioomista seuraa, etta reaalilukujen summa ja tulo toimivat samoin
kuin rationaaliluvuille ja tutut laskusaénnot ovat voimassa: voidaan laskea
vaikkapa (pohdi, mité aksioomia ja laskusdantoja tarvitaan)

ad — be

a C
b d bd (b, #0).
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(F) Jos = ja y € R, niin tdsmaélleen yksi seuraavista patee:
r=y, x<y tal y<ux.
(G) Josx < yjay < z niin z < z. (transitiivisuus)
(H) Jos z < y, niin
rt+z<y+z

jokaisella z € R ja
xz < Yz

jokaisella z € R, jolle patee 0 < z.

Aksioomia (F)—(H) kutsutaan jarjestysaksioomiksi. Jarjestysreaatiolle kéy-
tetdan tuttuja merkintoja: x > y tarkoittaa, ettd y < x ja merkintd z <y
tarkoittaa, ettd x = y tai x < y. Jarjestysaksioomista seuraa:

Lause 1.1.1, Seuraus 1.1.2 (Kolmioepayhtilo).
|| =yl < |z +yl| < |z]+ [yl (1)

Supremum ja taydellisyysaksiooma

Maaritelma 2. Epétyhja joukko S C R on ylhddlta rajoitettu (bounded
above), jos on olemassa b € R siten, ettd = < b kaikilla z € S. Télléin
sanotaan, ettd b on joukon S yldraja (upper bound). Vastaavasti mééritellaan
alhaalta rajoitettu joukko (bounded below) ja alaraja (lower bound). Joukko
on rajoitettu, jos se on seka alhaalta rajoitettu ettd ylhaalta rajoitettu.

Joukon ylaraja (alaraja) ei ole yksikésitteinen, silld jos b on joukon S ylaraja,
niin kaikki luvut ¢ > b ovat myos S:n ylarajoja.
Maaritelma 3. Jos joukolla S on ylaraja b, joka kuuluu joukkoon S, niin

sanotaan, etta b on joukon S suurin luku eli maksimi (mazimum). Vastaavasti
maéaritelladan joukon S pienin luku eli minimi (minimum,).

Voidaan osoittaa, etté jos maksimi (minimi) on olemassa, niin se on yksiké-
sitteinen, ja sitd merkitdén max .S (min.S).

Esimerkki 4. a) Vili S = (—o0, 2) on ylhéélta rajoitettu: esimerkiksi b =7
on S:n ylaraja. Joukko ei ole alhaalta rajoitettu.

b) Joukko
1
S:{:neN}
n

on sekéd alhaalta ettd ylhdéltd rajoitettu: ylarajaksi kdy 1 (joka on myos
joukon S maksimi) ja alarajaksi 0.
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Maaritelma 5. Olkoon epétyhja joukko S C R ylhaalta rajoitettu. Luku
b € R on joukon S pienin yliraja (least upper bound) eli supremum, jos

(1) bon S:n yldraja ja
(2) b < c jokaiselle joukon S ylarajalle c.

Talloin merkitdan b = sup S.

Supremum on yksikasitteinen, silld jos b ja ¢ ovat joukon S supremumeja,
niin maaritelman mukaan b < ¢ ja ¢ < b, josta seuraa b = c. Siten merkinnéin
sup S kiyttoonotto on jarkevéa.

Jos epétyhja joukko S ei ole ylhddltd rajoitettu, niin voidaan merkité
sup S = oo.

Jo pelkka rationaalilukujen joukko Q toteuttaa kunta- ja jarjestysaksioo-
mat (A)—(H), joten mihin tarvitaan reaalilukuja? Kysymys on ylhaalta ra-
joitetun joukon supremumin olemassaolosta. Supremumin olemassaolo ei seu-
raa aksioomista (A)—(H): ylhaalta rajoitetulla epétyhjilla joukolla S C Q
ei valttdmattd ole supremumia (ks. esim. 7). Rationaalilukujen joukkoa Q
laajempi reaalilukujen joukko R sen sijaan toteuttaa seuraavan tdaydellisyy-
saksiooman (completeness axiom):

(I) Jokaisella epatyhjalla ylhaaltd rajoitetulla reaalilukujoukolla on supre-
mum.

Kaytdnnossa supremumia tutkitaan usein seuraavan lauseen avulla.

Lause 1.1.3. Olkoon b joukon S C R yliraja. Silloin b = sup S jos ja vain
jos kaikilla € > 0 on olemassa x € S siten, ettd x > b — €.

Todistus. Piirrd ensin kuva vakuuttaaksesi itsesi lauseen jarkevyydestal!
=" Olkoon ¢ > 0. Jos olisi z < b — € kaikilla z € S, niin b — ¢ < b olisi
S ylaraja. Tamé on ristiriita sen kanssa, ettd b on pienin ylaraja. Niinpéa
x >b— e jollakin x € S.

"<=" Vastaavalla tavoin. O

Arkhimedeen lause

Taydellisyysaksioomasta seuraa mm. seuraavat rationaalilukuja koskevat tu-
lokset, joista voidaan kdyttaa nimitystd Arkhimedeen lause.

Lemma 6. Jokaiselle reaaliluvulle € > 0 on olemassa rationaaliluku r siten,
etta 0 <r <e.
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Todistus. Tarkastellaan joukkoa
S ={ne: neN}

Oletetaan, ettda S on ylhaaltd rajoitettu. Silloin joukolla S on supremum
b = sup S, jolle ne < b kaikilla n € N. Mutta silloin myos (n + 1)e < b ja
siten ne < b — € kaikilla n € N. Nyt b — ¢ < b on joukon S ylaraja, miké
on ristiriita sen kanssa, ettd b on pienin yldraja. Niinpd S ei ole ylhaalta
rajoitettu, joten erddlla n € N pétee ne > 1, ts. € > 1/n € Q. Voidaan siis
valita 7 = 1/n > 0. O

Lemma 6 sanoo, ettd jokaisella vélilla (0,€), € > 0, on rationaaliluku. Lem-
masta seuraa:

Lause 1.1.6. Kahden erisuuren reaaliluvun vdlissé on aina rationaaliluku,
eli rationaalilukujen joukko Q on tihed (dense) reaalilukujen R osajoukko.

Joukon R\ Q lukuja (ts. muita reaalilukuja kuin rationaalilukuja) kutsutaan
irrationaaliluvuiksi.

Esimerkki 7. Tarkastellaan joukkoa
S={reQ: 2*<2}.

Osoitetaan, ettd S:ll& ei ole pieninta ylarajaa rationaalilukujen joukossa. Re-
aalilukujen joukossa S:l& on supremum /2 € R (oletetaan juurifunktion
ominaisuudet tunnetuiksi). V/2 on kuitenkin irrationaaliluku 9, Thm 12.1].
Olkoon nyt b € Q. Osoitetaan, etté b ei voi olla S:n pienin ylaraja:

(1) Jos b > /2, niin lauseen 1.1.6 mukaan on olemassa rationaaliluku
c € (v/2,b), joten myés ¢ < b on S:n yliraja. b ei siis ole S:n pienin yliraja.

(2) Jos b < /2, niin lauseen 1.1.6 mukaan on olemassa rationaaliluku
c € (b,v/2), joten ¢ € S eiki b siten ole S:n yliraja.

Infimum

Maaritelma. Olkoon epatyhja joukko S C R alhaalta rajoitettu. Luku a €
R on joukon S suurin alaraja (greatest lower bound) eli infimum, jos

(1) a on S:n alaraja ja

(2) a > c jokaiselle joukon S alarajalle c.

Talloin merkitddn b = inf S.



MATEMAATTINEN ANALYYSI 10

My6s infimum on yksikésitteinen (perustele samaan tapaan kuin supremumin
yksikésitteisyys). Siten merkinndn inf S kayttoonotto on jarkevéa.

Jos epétyhji joukko S ei ole alhaalta rajoitettu, niin voidaan merkita
inf S = —o0.

Téaydellisyysaksioomasta (I) seuraa:

Lause 8. Jokaisella epatyhjalla alhaalta rajoitetulla reaalilukujoukolla S on
infimum.

Todistus. Tutki joukkoa T'= {—s: s € S}. O

Lause 1.1.8. Olkoon a joukon S C R alaraja. Silloin a = inf S jos ja vain
jos kaikilla € > 0 on olemassa x € S siten, etti v < a + €.

Todistus. Samaan tapaan kuin lause 1.1.3. O

Supremum ja infimum saattavat kuulua S:4an tai eivit. Esimerkissé 4 a)
supS =2 ¢ S ja esimerkissd 4 b) supS=1€ SjainfS=0¢ 5.

Lause 9. Jos joukolla S on suurin luku max S, niin S:lld on myds supremum
ja max .S =supS. Infimumille vastaavasti.

Supremum ja infimum ovat siis erddnlainen maksimin ja minimin korvike
tapauksissa, joissa maksimia tai minimia ei ole.

1.2 Matemaattinen induktio

Erés luonnollisten lukujen joukon N = {1,2, 3, ...} perusominaisuuksista on:

Lause 1.2.1 (Induktioperiaate). Olkoon p(n) luonnollista lukua n koskeva
vdite. Oletetaan, ettd

(1) p(1) on tosi ja

(2) kaikille k € N siitd, ettd p(k) on tosi (induktio-oletus), seuraa ettd
myds p(k + 1) on tosi.

Tdlloin p(n) on tosi jokaisella n € N.

Kohtaa (1) kutsutaan alkuaskeleeksi ja kohtaa (2) induktioaskeleeksi.
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1
Esimerkki 10. Osoita, ettd 1 +2+3+4+---+n = n(nz—i—) kaikilla n € N.

Ratkaisu. Todistetaan vaite induktiolla.
(1) Alkuaskel. Tapauksesa n = 1 vdite tulee muotoon

Lty
=—5
miké on tosi.
(2) Induktioaskel. Tehdddn induktio-oletus, etta véite pétee n:n arvolla k, ts.

k(k+1)

L2434+ k==

On osoitettava, etta téalloin viite patee myos n:n arvolla k + 1, ts.

(k+1)((k+1)+1)

1+2+43+-+k+(k+1)= 5

Lasketaan:

14243+ +k+k+1)=1+243+--+k)+(k+1)

k(k+1
— (;) +k+1 (induktio-oletus)
k(1) +2(k+1)
N 2
R +3k+2  (k+1)(k+2) -
— 5 = 5 .

Lause 11 (Bernoullin epéyhtald). Jos 1+ > 0, niin
(I+x)">14nzr VnelN.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla n:n suhteen.
(1) Alkuaskel. Tapauksesa n = 1 viite pétee, silla (1 +z)! > 1+ z.
(2) Induktioaskel. Oletetaan, etti (1 + z)* > 1+ kz. Silloin

(1+2)" " = (1+2)" (1 + )
> (1+kz)(1+x)
=1+ +kx + ka?
>1+a+ ke
=1+ (k+ 1) O
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1.3 Reaaliakselin topologiaa
Yleista joukko-oppia
Annetaan joukolle (naiivi) madritelmé ja kerrataan perusmééritelmia ja tu-

loksia.

Maaritelma 12. Joukko (set) on kokoelma olioita (joita nimitetédén joukon
alkioiksi tai jaseniksi (element, member)) siten, etta

» joukon alkioista voidaan sanoa, ovatko ne samoja vai eivét, ja

o mista tahansa oliosta voidaan sanoa, onko se joukon alkio vai ei.
Joukkoja merkitddn usein isoilla kirjaimilla A, B,C, ..., X,Y, Z ja alkioita
pienilla kirjaimilla a, b, c, ..., z,y, z. Merkintoja:

r =1y alkiot x ja y ovat samoja,

x #y alkiot x ja y eivit ole samoja,

r €A x kuuluu joukkoon A, eli x on A:n alkio,

x € A x ei kuulu joukkoon A, eli x ei ole A:n alkio,
AC B Aon Bmn osajoukko: x € A= x € B,

A ¢ B A eiole B:n osajoukko,

A =B joukot A ja B ovat samoja: vt € A< v € B
(ts. AC Bja B CA),

(0 tyhjd joukko eli joukko, joka ei sisalld yhtaan alkiota.

Joukkoa, joka ei ole tyhja joukko, sanotaan epdatyhjiksi.

Huomautus 13. a) Aina ) C A ja A C A.

b) Viite A = B on usein helpointa todistaa kahdessa osassa: osoitetaan,
ettdi A C Bja B C A.

c) Osajoukolle voidaan kayttaa myos merkintdd A C B. Jos halutaan koros-
taa, ettd A on B:n aito osajoukko, niin voidaan merkitd A C B.

Joukko voidaan maéritella esimerkiksi luettelemalla sen alkiot tai ilmaise-
malla muutoin joukkoon kuulumisen valttaméaton ja riittava ehto.

Esimerkki 14. a)

{2,4,6,8} ={n: n=2k, ke€{1,2,3,4}}
{2,4,6,...} = {2k keN}
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b) A = {{a,b} : a € Rjab € R} on joukko, jonka alkioina ovat kaikki
yhden tai kaksi reaalilukua siséltavit joukot (sillé {a,a} = {a}). Nyt esimer-
kiksi

{I,7} € A ja {{1},{e,1/m}} C A.

Maaritelma 1.3.1. Joukkojen A ja B yhdiste (union) AU B, leikkaus (in-
tersection) AN B ja erotus A\ B maéaritellaan asettamalla

AUB={x: z € Atai x € B},
ANB={x: z€ Ajaz € B},
A\B={x € A: z ¢ B}.

Joukot A ja B ovat erillisid eli pistevieraita (disjoint), jos joukoilla ei ole
yhteisia alkioita, ts. AN B = (). Jos A C X, niin joukon A komplemenitti
(complement) A° (tai A) perusjoukon X suhteen on

A=X\A={zeX: x¢g A}

Lause 15 (Joukko-operaatioiden laskulakeja). Olkoot A, B ja C joukkoja.
Talloin

o (Ac)c — A

« AUB=BUA jao ANB=BNA (vaihdantalait)

« AU(BUC)=(AUB)UC ja (liitdntalait)
AN(BNC)=(AnB)nC

e« AN(BUC)=(ANB)U(ANC) ja (osittelulait)
Au(BNC)=(AUuB)N(AUCQC)

e (AUB)*=A°NB° ja (de Morganin lait)

(AN B)t = AU B°

Todistus. Todistetaan 1. osittelulaki. Kaytetdaan maéritelmaa 1.3.1 ja logii-
kan paattelysdantoja:

re AN(BUC)&xeAjaxe (BUC)
sSreAja(reBtaixze ()
S(rxeAjareB)tai(zeAjaxel)
SrcANBtaize AnC
sre(ANB)U(ANC) O
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Perusjoukot:
N={1,23,...} luonnolliset luvut
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...} kokonaisluvut
Q= {ZL :meZ, neljanF 0} rationaaliluvut
R reaaliluvut

Niille joukoille patee N C Z C Q C R. On sopimuskysymys, kuuluuko 0
joukkoon N vai ei, minka vuoksi kaytanto tulee kunkin tekstin yhteydes-
sé tarkastaa. Lisaksi positiivisille ja negatiivisille kokonaisluvuille kaytetaan
vleisesti merkintoja Z* = {1,2,3,...} jaZ™ ={-1,-2,-3,...}.

Jos a € RjabeR, a< b, niin maaritellaédn rajoitetut vdlit

(a,b) ={z €R: a<x<b} avoin vali
[a,b] ={z €R: a <z <b} suljettu vali
(a,b] ={zr €eR: a<z<b} puoliavoin véli
la,b) ={z €R: a <z <b} puoliavoin vali

(a,00) ={x €eR: x> a} avoin vali

la,00) ={z €eR: z>a} suljettu vali
(—oo,b) ={z €eR: x <b} avoin véli
(—o00,b] ={zr eR: = <b} suljettu vali

Edelleen voidaan kirjoittaa (—oo,00) = R.

Madaritelma 16. Joukko A on ddrellinen (finite), jos A = () tai joukossa A on
aarellisen monta alkiota. Muussa tapauksessa joukko A on ddareton (infinite).

Esimerkki 17. a) Joukko {1,3,5,7} on adrellinen.
b) Joukko {2,4,6,...} on direton.
c) Joukko (1,2] on déreton.

Miiritelma 18. Adreton joukko A on numeroituvasti ddretén (countably
infinite), jos on olemassa bijektio f: A — N, ts. joukon A alkiot voidaan
numeroida

A ={ay,a9,as,...} (a; # a;, kun i # j).

Muutoin A on ylinumeroituva (uncountable).
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Joukot voidaan asettaa “suuruusjarjestykseen” darellinen, numeroituvasti aa-
reton ja ylinumeroituva. Tarkempi mahtavuuden késitteen maarittely sivuu-
tetaan.

Edellisen esimerkin dérettomista joukoista {2,4,6,...} on numeroituva,
silld esimerkiksi f: {2,4,6,...} — N, f(n) = n/2, on bijektio. Sen sijaan
(1, 2] on ylinumeroituva:

Lause 19. Reaalilukujen joukko R ja jokainen sen vdli on ylinumeroituva.

Todistus. Riittaa osoittaa, ettd véli (0,1) on ylinumeroituva. Epésuora to-
distus: oletetaan vastoin véaitetta, etta kyseinen véli on numeroituva, eli on
olemassa jono (a,), n € N, jonka alkioiden muodostama joukko siséltaa vélin
(0,1). Esitetdén jokainen a,, desimaalilukuna:

Ay — O,bnlbngbng ceey missa bnm € {07 1, 2, e ,9}
Maaritelladn nyt (desimaali)luku z = 0,212923 . .. asettamalla

1, jos by, #1,
Ty =
2, jos by, = 1.

x # ay, kaikilla n € N, silla x eroaa luvusta a; ensimmaisen desimaalin osalta,
luvusta as toisen desimaalin osalta jne. ja lisdksi tyypin a, = 0,1999... =
0,2000. .. = z tapausta ei voi esiintyd (koska x:n desimaalikehitelméssé on
vain ykkosia ja kakkosia). Niinpd = € (0, 1), mutta ei ole mikdan jonon (a,)
termeistda. Tama ristiriita todistaa véitteen. O]

Todistuksen ideaa kutsutaan Cantorin diagonaaliargumentiksi; jos desimaa-
leista b, muodostetaan matriisi, niin luvun x desimaalit l0ydetaan matriisin
diagonaalialkioita tutkimalla.

Joukkoperhe

Yleistetaan yhdiste ja leikkaus yleisille joukkoperheille.

Maaritelma 20. Olkoon [ epéatyhja joukko ja liittykoon jokaiseen o € [
joukko A,. Joukkoa I kutsutaan indeksijoukoksi ja joukkojen A, joukkoa
{A.: a € I} joukkoperheeksi. Joukkoperheen {A,: o € I} yhdiste on

U Aa = {z: z € A, jollakin a € I}

ael

ja leikkaus
() Ao :={z: z € A, kaikilla a € I}.

a€cl
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Indeksijoukko I voi olla darellinen, numeroituvasti aareton tai ylinumeroitu-
va.

Kurssikirjassa [15] joukkoperheen {A,: o € I} yhdisteelle ja erotuk-
selle kdytetdan (hieman harhaanjohtavia) merkintoja U{A, : « € I} ja
N{A,: ael}.

Esimerkki 21. Olkoon A, = (—a,a), a € (0,1) = I. Télléin

Uda=(-1L1) ja () A.={0}

acl acl

Adrellisen indeksijoukon I = {1,2,3,...,n} tapauksessa merkitiin
UAQZUAZ' ja mAa:ﬂAz
ael i=1 ael i=1

Adrettémén indeksijoukon I = N = {1,2,3,...} tapauksessa merkitiin
UAa:UAi ja mAa:ﬂAz
ael i=1 ael i=1

Lauseen 15 tuloksia voidaan yleistaa joukkoperheille {A,: o € I} ja{Bg: § €
J} seuraavasti: osittelulait

(Ua)n(UB)= U (“nB 22)

acl BeJ (a,B)elxJ

ja

(NA)u(NB)= N (4.UBy) 23)

acl geJ (a,B)eIxJ

seké de Morganin lait

(Ua) =nas) o ((Na) =0 ey

acl acl acl acl

Avoimet ja suljetut joukot

Maaritelma 1.3.2. Jos @ € R ja € > 0, niin véli (a — €,a + €) on amn e-
ymparisté (e-neighborhood). Jos a € S ja S sisdltdd jonkin a:n e-ympériston,
niin a on S:n sisdpiste (interior point). Joukon S sisépisteiden joukkoa kut-
sutaan S sisukseksi (interior) ja merkitdaan yleensd int(S) (kurssikirjassa
S
Jos joukon S C R jokainen piste on S:n sisipiste, niin S on avoin (open).
Joukko S C R on suljettu (closed), jos S¢ on avoin.
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Esimerkki 25. a) Avoin vili (a,b) on avoin joukko: Jos ¢ € (a,b), niin va-
litaan € > 0 siten, ettd € < min{c — a,b — c¢}. Télloin (¢ — €,c+¢€) C (a,b).
b) Vastaavaan tapaan ndhdian, ettd myos valit (—oo, a) ja (a, 00) ovat avoi-
mia joukkoja.

c) Suoraan méaritelmésta seuraa, ettd R on avoin, ja siten tyhja joukko
) = R¢ on suljettu. Mutta () on myos avoin, koska sen kaikille pisteille (joita
ei ole ollenkaan) patee avoimuuden ehto. Niinpa R = (¢ on my6s suljettu.
Siten ) ja R ovat sekéd avoimia ettd suljettuja.

Lause 1.3.3.
(1) Awointen joukkojen A, C R yhdiste U A, on avoin mille tahansa

acl
(myds ddrettomalle) indeksijoukolle 1.

Adrellisen monen avoimen joukon A, ..., A, C etkkaus . i on
2) Adrell kon A A R leikk N A
i=1

avoin.

uljettujen joukkojen A, C ertkkaus o on suljettu malle tahansa
(3) Suljettujen joukkojen A R leikk Nn A lj lle tah

acl
(myds ddrettomalle) indeksijoukolle 1.

(4) Adrellisen monen suljetun joukon Ay, ..., A, C R yhdiste G A; on
i=1

suljettu.

Todistus. (1) Olkoon a € U A,. Silloin a € Ap jollakin 3 € I. Koska Az on
aecl
avoin, niin on olemassa € > 0 siten, etté

(a—e,a+¢€) C Az C | Aa.
a€el
(2) Olkoon a € ﬂ A;. Silloin a € A; jokaisella i = 1,...,n. Koska jokainen

A; on avoin, on kullakm 1 olemassa €; > 0 siten, etta ( —€,a+¢€) C A,
Valitaan € = mln{el, ...y} > 0. Silloin (a —€,a+¢€) C A, jokaisella i, joten

(a—e€a+€) C ﬂ A;.
(3) de Morgamn laln (24) mukaan

(m Aa>c _ A

acl ael

Koska jokainen AS on madaritelmén 1.3.2 mukaan avoin, niin kohdan (1)

nojalla ( N Aa> on myos avoin, ja siten (| A, on suljettu.
acl ael
(4) Seuraa samaan tapaan kohdasta (2). O



MATEMAATTINEN ANALYYSI 18

Esimerkki 26. a) Suljettu vili [a,b] on suljettu joukko, silld sen komple-
mentti [a, b]® = (—00, a)U(a, c0) on kahden avoimen joukon yhdisteené avoin.
b) Vastaavaan tapaan nédhdian, ettd myos valit (—oo, a] ja [a, 00) ovat sul-
jettuja joukkoja.

c) Puoliavoin vili (a,b] ei ole avoin eikd suljettu: vili ei ole avoin, kos-
ka selvistikddn b € (a,b] ei ole vilin sisapiste. Toisaalta komplementtikaan
(a,b]® = (—o00,a]U (b, 00) ei ole avoin, koska a ei ole sen sisapiste. Siten (a, b|
ei ole suljettu.

Joukko siis voi olla seké avoin ettd suljettu (esimerkki 25 c)), tai voi olla,
ettd se ei ole kumpaakaan (26 c)).

Esimerkki 27. Lauseen 1.3.3 kohdat (2) ja (4) eivit pdde ddrettoméan mo-
nelle joukolle. Esimerkiksi

0,1] = 6(—1/2’, 1+ 1/i),

eli avointen joukkojen leikkaus ei olekaan avoin. Keksi vastaava esimerkki
kohtaan (4).

Maaritelma 28.

(a—e,a+e)\{a}={reR: 0< |a—z|<e€}
={reR: a—e<z<ataia<z<a+e}

on a:n punkteerattu e-ympdristo (deleted e-neighborhood).
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Maaritelma 1.3.4. Olkoon S C R.

(1) a € R on S:n kasautumispiste (limit point), jos jokainen a:n punktee-
rattu ymparisto sisdltad S:n pisteen, ts.

((a—€a)U(a,a+e)NS#0D

kaikilla € > 0. Méaritelma vaatii siis, etta mielivaltaisen lahella pistet-
td a on muitakin S:n pisteité kuin a. Pisteen a ei tarvitse olla joukossa

S.

(2) a on S:n reunapiste (boundary point), jos jokainen amn ymparistod
sisaltdd sekd S:n ettd S¢n pisteen, ts. (a — e,a +€) NS # 0 ja
(a —€,a+€) NS # 0 kaikilla € > 0. Kaikkien S:n reunapisteiden
muodostamaa joukkoa merkitdén 0 ja kutsutaan S:n reunaksi (boun-
dary). S:n sulkeuma (closure) on joukko S = S U 9S.

(3) a on S ulkopiste (exterior point), jos jokin a:n ympéristo ei sisalla
S:n pisteitd, ts. (a —€,a +¢€) NS =  jollakin € > 0. Kaikkien Sn
ulkopisteiden muodostamaa joukkoa merkitadn ext(.5).

Esimerkki 29. a) Vilin (a, b] kasautumispisteiden joukko on [a, b].

b) Joukon
1
S = {: n e N}
n

ainoa kasautumispiste on 0.

Esimerkki 30. Olkoon S = [1,2) U (3,4).

a) S:n reuna koostuu neljasta pisteesta: 05 = {1, 2, 3,4}.

b) S:n ulkopisteiden joukko on ext(S) = (—o0, 1) U (2,3) U (4, 00).
c) S:w sisépisteiden joukko on int(S) = (1,2) U (3,4).

Lause 31. Olkoon S C R.

(1) Sisus int(S) on avoin ja sulkeuma S on suljettu.

(2) int(S) c S C 5.

Lause 1.3.6. Joukko S C R on suljettu jos ja vain jos se sisdltdida kaikki
kasautumispisteensd.

Todistus. =" Oletetaan, etta S on suljettu. Olkoon a S:n kasautumispiste.
Jos a ¢ S, niin a € 5° Koska S¢ on avoin, niin talloin erdalld e > 0 on
(a—e,a+e) CSts. (a—e€a+e€) NS =10 Tami on ristiriita sen kanssa,
ettd a on S:n kasautumispiste. Taytyy siis olla a € S.
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"<" Oletetaan, etta S sisaltdad kaikki kasautumispisteensa. Olkoon nyt
a € 5S¢ Oletuksen mukaan a ei ole S:n kasautumispiste, joten eraélla e > 0
on (a—e,a+e)NS =10 (koska a € S) ja siten (a —€,a+€) C S°. Niinpa S°
on avoin ja siten S suljettu. [

S—{l:nEN}
n

ainoa kasautumispiste on 0 & S, joten S ei ole suljettu. Sen sijaan joukko
S U{0} on suljettu.

Esimerkki 32. Joukon

Vastaavalla tavoin ndhdaan:

Lause 33. Joukko S C R on suljettu jos ja vain jos 0S C S (ts. S sisdltid
kaikki reunapisteensd,).

Tasté lauseesta seuraa, ettd S on suljettu jos ja vain jos S = S.

Avoin peite

Maaritelma 34. Avoimista joukoista H, C R, a € I, koostuva joukkoperhe
H ={H,: a € I} on joukon S C R avoin peite (open covering), jos

Sc | Ha.

acl

Toisin sanoen vaaditaan, etta S "peittyy” joukkojen H, yhdisteelld. Jos tal-
16in J C I jaH = {H,: a € J} on edelleen S:n avoin peite, niin H on
peitteen H alipeite. Toisin sanoen vaaditaan, ettd H C H ja S peittyy jo
niilld joukoilla H,, jotka ovat perheessa H.

Lause 1.3.7 (Heine-Borel). Olkoon S C R suljettu ja rajoitettu. Silloin jo-
kaisella S:n avoimella peitteelld on ddarellinen alipeite.

Heinen ja Borelin lause on jatkuvien funktioiden teorian kulmakivi myos
yleisemmin R™:ssd. Kurssikirjassa [15] todistetaan Heinen ja Borelin lause
ja kédytetadn sitd Bolzanon ja Weierstrassin lauseen ja jatkuvien funktioden
keskeisimmistéd ominaisuuksista kertovien lauseiden 2.2.8, 2.2.9 ja 2.2.12 to-
distamiseen. Tassa monisteessa ndma lauseet todistetaan suoremmin taydel-
lisyysaksioomaan nojaten.

Heinen ja Borelin lause ja Bolzanon ja Weierstrassin lause kertovat R:ssa
joukon kompaktisuudesta ja ovat oleellisesti saman ominaisuuden eri ilmene-
mismuotoja [1]. Bolzanon ja Weierstrassin lause on naisté hieman konkreet-
tisempi: koeta sijoittaa vilille [0, 1] dérettoméan monta pistetta niin, ettd ei
tule kasautumispisteitd. Onnistuuko?
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Lause 1.3.8 (Bolzano-Weierstrass). Jokaisella rajoitetulla ja ddrettomdlld
joukolla S C R on kasautumispiste.

Todistus. Koska S on rajoitettu, niin S sisiltyy johonkin suljettuun va-
liin I = [a,b]. Jactaan véli I puoliksi kahteen suljettuun véliin. N&ista vé-
hintddn toisessa on adrettomén monta S:n pistettd. Merkitadn tata valia
I;:114. Jatkamalla puolittamista induktiivisesti saadaan valit I, = [ay, by,
I D1 D1, D---, joille patee:

(1) SN I on ddreton jokaisella k € N ja

(2) valin pituus b, — aj, = (b—a)2™% — 0, kun k — oo.

Vilien péitepisteiden muodostamat joukot {a, : k € N} ja {by : k € N}
ovat rajoitettuja, joten taydellisyysaksiooman mukaan niilld on infimum ja
supremum. Konstruktiosta seuraa, etta

inf{by: k€ N} =sup{ap: ke N} =:¢
ja
k=1

Osoitetaan, ettd ¢ on S:n kasautumispiste. Olkoon € > 0. Riittdvan suurella
kon I, C (c—e€,c+€), joten vélilld (¢ — €,c+ €) on kohdan (1) mukaan S:n
piste, joka ei ole c. O]
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2 Yhden muuttujan funktion differentiaali-
laskentaa

2.1 Funktio ja raja-arvo

Kerrataan aluksi funktion maaritelma ja peruskasitteita, kuten yhdistetty
funktio, kdanteisfunktio ja monotonisuus. Alkeisfunktioiden (potenssi- ja juu-
rifunktiot, eksponentti- ja logaritmifunktiot seka trigonometriset funktiot ja
niiden kaanteisfunktiot) maarittelyt ja perusominaisuudet oletetaan tunne-
tuiksi. Naita kerrataan liitteissd A.1-A.3.

Funktio

Annetaan funktiolle kevyt (mutta analyysin kannalta tdysin riittdva) méaa-
ritelma ilman relaation késitetta ja kerrataan funktioon liittyvia peruskasit-
teita.

Mairitelma 35. Olkoot A ja B epétyhjia joukkoja. Funktio eli kuvaus (func-
tion, mapping) f: A — B on olio, joka liittaa jokaiseen mddrittelyjoukon (do-
main) A alkioon x tdsmalleen yhden maalijoukon B alkion y, jota merkitdin
y = f(x). Maarittelyjoukon alkiota x kutsutaan argumentiksi ja vastaavaa
maalijoukon alkiota f(x) kuvaksi tai arvoksi (value).

A f B

/\

Eraita peruskasitteita:

e Joukon C' C A kuvajoukko on f(C) = {f(z): € C}.

e Joukko f(A) on fmn arvojoukko (range).

e Alkion y € B alkukuva on f~*(y)={z € A: f(z)=vy}.

e Joukon D C B alkukuva on f~Y(D)={z € A: f(x) € D}.

f~Y(y) luetaan ”f miinus 1 y”.
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f B A f B

joukon C' kuvajoukko alkion y alkukuva

fn maarittelyjoukkoa merkitadn My tai Dy ja arvojoukkoa A tai Ry. Méé-
ritelldén, ettd funktio f: A — B on

e injektio (injection, one-to-one function), jos f kuvaa eri alkiot eri al-
kioiksi eli x1 # xo = f(x1) # f(x2), tai yhtapitavasti f(x1) = f(x2) =
T = X2,

e surjektio (surjection, f maps A onto B), jos f:n arvojoukko on koko
maalijoukko eli f(A) = B,

e bijektio (bijection, “one-to-one and onto”), jos f on seké injektio etta
surjektio.

Huomataan, ettd f: A — B on

e injektio jos ja vain jos jokaista y € B vastaa korkeintaan yksi x € A
siten, ettd f(z) = v,

e surjektio jos ja vain jos jokaista y € B vastaa vihintdan yksi z € A
siten, etta f(z) =y,

e bijektio jos ja vain jos jokaista y € B vastaa tdsmélleen yksi z € A
siten, ettd f(z) =y.

Sovelluksissa méarittely- ja maalijoukkoja ei yleensa erikseen mainita, vaan
ilmoitetaan vain funktion lauseke. Télloin madarittelyjoukko ymmérretdéan
mahdollisimman laajaksi.

Esimerkki 36. Funktion f((z,vy)) = f(z,y) = /= + y méarittelyjoukko on
A={(z,y) € R*: x+1y > 0}, eli zy-tason suora y = x ja sen ylipuolella
olevat R%m pisteet. Maalijoukoksi voidaan valita B = R. Alkion 1 alkukuva
on
) ={ly)eA: z+y=1}

ts. suora y = 1 — x. f ei siten ole injektio. f: A — B ei ole myoskdan
surjektio, silld esimerkiksi alkiolle —2 € B on f~1(—2) = 0.

fm arvojoukko on [0, 00), silld aina f(x,y) > 0 ja toisaalta jokaiselle z €
[0,00) voidaan valita © = z ja y = 0, jolloin f(z,y) = z. Niinpa tulkittaessa
f funktiona f: A — [0, 00) olisi f surjektio.
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Edelld todettiin, ettd f: A — B on bijektio jos ja vain jos jokaista y €
B vastaa tasmaélleen yksi x € A siten, ettd f(x) = y. Tami vastaavuus
maéérittelee kddnteisfunktion (inverse function)

LB = A i (y) ==

ja

fFllf@) =2 ja f(f'(y) =y (38)
kaikilla x € A ja kaikilla y € B.

Esimerkki 39. Osoita, ettd funktio f: [0,00) — [1,00), f(z) = 2> + 1 on
bijektio ja maarita kaanteisfunktion lauseke.
Ratkaisu. Olkoon y € [1, 00). Tall6in

fle)=yea®+1=y
sSrP=y—1(>0)

Sr=yy—1 tal x=—/y—1

On siis olemassa tasmélleen yksi € [0, 00) siten, ettd f(x) = y. Niinpéd f
on bijektio, ja kadnteisfunktio on

fH L 00) = [0,00), f7Hy) =Vy— L.

Tarkastetaan vield yhtalot (38):

FE W) =Wy-1’+1=@y-D+1=y
FE) =@ )~ 1= Vel =|a] =2
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Maaritelma 2.2.6. Jos f: A — B ja g: B — C ovat funktioita, niin maéa-
ritellddn yhdistetty funktio (composite function, composition) go f: A — C
asettamalla

(g0 f)(x) = g(f(2)).

Funktiota f sanotaan sisdfunktioksi ja funktiota g ulkofunktioksi. Sulut voi-
daan jattda poiskin g o fn ympariltd ja merkitd (go f)(z) = go f(x). go f
luetaan "g pallo f”.

f B g C
A A

A

gof

Esimerkki 40. Olkoon

f:R* = R3 f(x1,20) = (22, 2129, 71 + 1) ja
9:R> = R, g(w1, 79, 23) = 210273.

Talloin voidaan muodostaa yhdistetty funktio go f: R? — R,
(g0 [)(w1,22) = g(f(21,22)) = g(a}, 120,21 + 1) = a7 - Ty29 - (21 + 1),
mutta f o g ei ole médritelty.

Monotoniset funktiot

Edella tutkittiin yleisia funktioita minké tahansa epétyhjien joukkojen A ja B
valilla. Tarkastellaan seuraavassa yhden muuttujan reaaliarvoisia funktioita
f:A— R, missd A C R.
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Maaritelma 41. Olkoon f: A — R (A C R). Jos kaikilla x jay € A

e x<y= f(z) <
(z)
(z)
(z)

o <y= f(x)>

e <y= f(x

<
oz <y= f(x) >

Funktiota, joka on kasvava tai vihenevé, sanotaan monotoniseksi (monoto-
ne). Vastaavasti aidosti kasvavaa tai aidosti vahenevaa funktiota sanotaan
aidosti monotoniseksi (strictly monotone).

aidosti kasvava funktio kasvava funktio

Lause 42. Aidosti monotoninen funktio f: A — R (A CR) on injektio.

Todistus. Jos x # y, niin x < y tai y < x. Siten f(x) < f(y) tai f(y) < f(x),
erityisesti f(z) # f(y). O

Funktiosta f: A — B saadaan aina surjektio, jos maalijoukoksi muutetaan
arvojoukko, ts. tarkastellaan funktiota f: A — f(A). Niinpa arvojoukkoa
muuttamalla mistd tahansa injektiosta saadaan myos surjektio ja siten bi-
jektio. Esimerkiksi injektiolla f: [0,00) = R, f(z) = 2 + 1 ei ole kdénteis-
funktiota, silla f ei ole surjektio, mutta funktiolla f: [0,00) — [1,00), f(z) =
22 4+ 1 on. Téssa mielessd lause 42 sanoo, ettd aidosti monotonisella reaali-
funktiolla on kéanteisfunktio.

Maaritelma 43. Funktion f: A — R (A C R) kuwvaaja eli graafi (graph) on
tasojoukko

Gr={(z,f(z)) eR*: € A} ={(z,y) eR*: z€ A, y= f(z)}.



MATEMAATTINEN ANALYYSI 27

T

Lause 44. Jos funktiolla f on kddinteisfunktio f=1, niin f:m ja f~':n kuvaa-
jat ovat peilikuvia suoran y = x suhteen.

Todistus. Kaytetaan kuvaajille standardimerkintoja Gy ja Gy-1. Pisteen
(x,y) peilikuva suoran y = x suhteen on (y,z), joten on osoitettava, etta
(z,y) € Gy jos ja vain jos (y,z) € Gy-1.

"=7 Jos (x,y) € Gy, niin y = f(x) ja siten z = f~(y). Niinpd (y,z) =
17 () € Gy .

7«<=" Vastaavasti. O

Lause 45. Jos funktio f on aidosti kasvava (aidosti vihenevd) ja silla on
kddnteisfunktio f=1, niin f=1 on myds aidosti kasvava (aidosti vihenevdi,).

Todistus. Oletetaan, etta funktio f: A — B (A, B C R) on aidosti kasvava
bijektio. Olkoot x ja y € B siten, ettd x < y. Jos olisi f~(z) > f~*(y), niin
f:m aidon kasvavuuden nojalla olisi f(f~(z)) > f(f*(y)), ts. z > y. Tama
on ristiriita oletuksen z < y kanssa. On siis oltava f~*(z) < f~(y) ja f~! on
siten aidosti kasvava. Aidosti vihenevin funktion tapaus todistetaan samaan
tapaan. L]

Lause 46. Olkoot A,B,C CR ja f: A— B ja g: B — C funktioita.

(a) Jos f ja g ovat kasvavia, niin g o f on kasvava.

(b) Jos f on kasvava ja g on vihenevd, niin g o f on vihenevd.

Enta jos f ja g ovat vihenevia tai f vaheneva ja g kasvava?

Todistus. Todistetaan (b): Olkoot x ja y € A, z < y. Koska f on kasvava,

niin f(xz) < f(y). Siten g:n véhenevyyden nojalla g(f(z)) > g(f(y)), ts.
(go f)(x) > (go f)(y). Niinpa g o f on viaheneva. O
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Funktioiden aritmeettiset operaatiot

Seuraavassa merkinnélld Dy tarkoitetaan f:n méérittelyjoukkoa.

Maaritelma 2.1.1. Olkoot f ja g yhden muuttujan reaaliarvoisia funktioita,
joille Dy N D, # (). Méaritellaén funktiot summa f + g, erotus f — g ja tulo
fg joukossa Dy N D, asettamalla

(f +9)(x) = f(z) + g(x),
(f=9)(z) = f(z) —g(z) ja

8

Jos A:=Dsn{x € D,: g(x) # 0} # 0, niin méaritelladn myds osamdadra
f/g joukossa A asettamalla

(G-

g g(z)

Maaritelma 2.1.1 neljille perusoperaatiolle saattaa vaikuttaa siséllyksetto-
méltd. Periaatteessa on kuitenkin syytd maédritelld esimerkiksi nimeéd f + ¢
kantavan funktion toiminta kullakin argumentin z arvolla.

Raja-arvo

Raja-arvo on matemaattisen analyysin téarkein peruskéasite. Raja-arvon avulla
maéaritellddn mm. jatkuvuus, derivaatta ja integraali.

Intuitiivisesti méaariteltyna funktiolla f on raja-arvo L € R pisteessa a, jos
x:n l&dhestyessé pistettd a arvot f(z) lahestyvit lukua L. Téllaisella 16ysélla
madaritelmalla ei kuitenkaan saada aikaan kayttokelpoista tyokalua. Ennen
tarkkoja maaritelmia esimerkissé 47 kaydaén lapi erityyppisia tapauksia siitéa,
miten funktion f arvot voivat kayttdytya lahella pistetta 0 ja mihin raja-
arvon madaritelmien (2.1.2, 2.1.5, 2.1.8 ja 2.1.7) tulisi ottaa kantaa.

Esimerkki 47. a) f(z) = 2? — 1 lahestyy lukua —1, kun z lihestyy nollaa.
f:1l& on pisteessa 0 raja-arvo —1.
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1, kun z > 0,
—1, kun z <0,

2]

b) f(ﬂ?):x:{

ldhestyy lukua 1, kun x lahestyy nollaa oikealta ja lukua —1, kun z ldhestyy
nollaa vasemmalta. f:114 on pisteessa 0 vain toispuoleiset raja-arvot.

Y

el

f(x)

Xz

Xz

c) f(x) = 1/z? kasvaa rajatta, kun z ldhestyy nollaa. f:1la on pisteessi 0
vain epéaoleellinen raja-arvo co.

d) f(z) = 1/z kasvaa rajatta, kun x lahestyy nollaa oikealta ja pienenee
rajatta, kun x lahestyy nollaa vasemmalta. f:114 on pisteessd 0 vain toispuo-
leiset epéoleelliset raja-arvot —oo ja oo.

Y
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e) f(x) = sin(1/z) heilahtelee —1:n ja 1:n vilissd, kun x lahestyy nollaa.
f:114 ei ole pisteessi 0 raja-arvoa.

Y

|
My

Maaritelma 2.1.2. Olkoon f: A — R, A C R, ja olkoon a maarittelyjoukon
A kasautumispiste. Funktiolla f on raja-arvo (limit) L € R pisteessd a, jos
jokaisella € > 0 on olemassa § > 0 siten, ettd |f(z) — L| < € aina kun z € A
ja 0 < |x—al <9, ts.

Ve>03>0:z€Ajal<|z—al<d = |f(z)-L|<e
Talloin merkitaan

L = lim f(x) tai f(z) = L, kun z — a.

T—a

Yy
y = f()
L+ €
LA I
L — e |
% T
a—0 @ a+6

Huomautus 48. a) Tilld maaritelméalld saadaan ilmaistua tédsmallisesti
sanonnat "z lahelld a:ta” (0 < |z—a| < ¢) ja 7 f(x) lahelld L:aa” (|f(z)—L| <
€). f voi olla tai voi olla olematta méadritelty pisteessé a, silla ehto 0 < |z —a
takaa, ettd x # a eika funktion arvoa siten lasketa pisteessé a.

b) Vaaditaan, ettd a on A:n kasautumispiste. TAméa takaa sen, ettd ehdon
0 < |z — a| < 0 toteuttavia A:m pisteitd x on aina olemassa.
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Lause 2.1.3. Jos on olemassa raja-arvo liin f(x), niin se on yksikdsitteinen.
r—a

Todistus. On osoitettava, etta jos

lim f(z) =A ja lim f(z) = B,

r—a Tr—a

niin A = B. Olkoon € > 0. Maaritelmédn mukaan on olemassa §; > 0 ja 9, > 0
siten, etta

|[f(z) = Al <

(49)

kun 0 < |z — a| < 41 ja
€
F) ~ B < & (50)
kun 0 < |z — a| < d9. Jos valitaan 6 = min{dy, d}, niin seka (49) etta (50)

ovat voimassa, kun 0 < |z — a| < 0. Niinpa

€ €

A~ Bl = |A— f(e) + f() ~ Bl < |A— [(@)| + |f(x) ~ Bl < S+ § =,
kun 0 < |z — a| < §. Jokaiselle € > 0 pétee siis, ettd |A — B| < e. Siten
A=B. O

Esimerkki 51. a) Todistetaan esimerkin 47 a)-kohta, eli viite
. 2 _
lig (o ~1) = -1,
Olkoon € > 0. On l6ydettéva § > 0 siten, etta
‘x2 —1— (—1)} =27 <,

kun 0 < |z — 0] = |z| < . Selvésti voidaan valita § = \/e.

b) Todistetaan esimerkin 47 e)-kohta: funktiolla f(z) = sin(1/x) ei ole raja-
arvoa pisteessd 0. Olkoon L € R. Osoitetaan, ettd L ei voi olla kyseinen
raja-arvo. Oletetaan, ettd L # 0 (tapaus L = 0 vastaavasti). Valitaan € =
|L|/2 > 0 ja olkoon 6 > 0. Valitaan n € N niin suureksi, ettd 2mn > 1/6 ja
asetetaan x = 1/(2mn). Nyt f(z) = 0, joten

[f(z) = LI =0 = L| = [L[ = ¢,

vaikka 0 < | — 0| < d. Néin voidaan tehda jokaiselle § > 0, joten valinnalla
€ = |L|/2 ei loydeta arvoa § > 0, jolle mééritelman ehto olisi voimassa.

c) Olkoon f: Q — R, f(x) = m, kun m/n on rationaaliluvun z supistettu
muoto, ts. esimerkiksi f(3) = 3, f(—5/1001) = =5 ja f(2/6) = f(1/3) = 1.
0 on madrittelyjoukon kasautumispiste, joten voidaan kysyéa, onko olemassa
glcii% f(z). Samaan tapaan kuin b)-kohdassa ndahdaan, etté ei ole.
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Esimerkki 52. a) Vakiofunktiolle f(z) = ¢ on lim f(z) = ¢ kaikilla a € R:

T—a

Olkoon € > 0. Valitaan ¢ = 7. Silloin
[f(z) —cf=le—c|=0<e
aina kun 0 < |z —a| <.
b) Funktiolle f(x) = cz on lim f(z) = ca kaikilla a € R:
Olkoon € > 0. Nyt
|f(x) —ca| = |cx — cal = |c||lz —a] <€

aina kun 0 < |z —al| < §, kun valitaan § = €/|c| silloin, kun ¢ # 0; tapauksessa
¢ = 0 voidaan valita 6 = 7.

Seuraava lause sanoo, etta raja-arvon laskusdannot neljalle peruslaskutoimi-
tukselle toimivat tdsmalleen halutulla tavalla. Merkinnalla D, tarkoitetaan
fm méaarittelyjoukkoa.

Lause 2.1.4. Olkoot f ja g funktioita, joille a on joukon Dy N D, kasautu-
mispiste. Jos lim f(z) =L ja lim g(x) = M, niin

(1) lim (f(z) £ g(x)) = L+ M,

(2) lim (f(x)g(x)) = LM,
. flz) L
(3) }:_MT) i jos M # 0.

Todistus. Todistetaan (1) summalle f(x)+ g(x). a on seké funktion f, g etta
f + g maarittelyjoukon kasaantumispiste, joten viitteen kaikista kolmesta
raja-arvoista on mielekdstéd puhua. Olkoon € > 0. Koska

L=1limf(r) ja M =limg(z),

T—ra r—a

niin on olemassa d; > 0 ja d, > 0 siten, etta

NOR IR (53)

kun 0 < |z —a| < 4 ja
€
o) — M| < & (54)
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kun 0 < |z — a|] < dy. Jos valitaan 6 = min{dy, d}, niin sekd (53) etta (54)
ovat voimassa, kun 0 < |z — a| < §. Niinpé

|(f(2) + g(z)) = (L+ M)| = [(f(x) — L) + (g(z) — M)
< [f(x) = LI + |g(x) — M]|

2 taTe

kun 0 < |z — a| < 4. Siten summalla f(z) + g(z) on pisteessé a raja-arvo
L+ M.
(2) Olkoon € > 0. Tall6in on olemassa d; > 0 ja do > 0 siten, etta

|lf(x) — Ll <e, kun0<|z—al <d
ja
lg(x) — M| <e, kun0 < |z —al < ds.

Lisataédn ja vihennetdén fg:n raja-arvon maaritelméan erotukseen termi f(z) M
ja kaytetadn kolmioepayhtaloa:

|[f(2)g(x) — LM| = [f(x)g(x) — f(x)M + f(z)M — LM]|
< [fx)g(x) — fa)M] +[f(x)M — LM]|
< [f(@)llg(x) — M|+ [M]|f(z) — LI

|f(z)]:n arvioimiseksi kdytetddn f:n raja-arvon méiritelmaa arvolla e = 1:
on olemassa d3 > 0 siten, etté

|f(z) —L| <1, kun O < |z —a|] < ds.
Nyt
|f(@)| = |f(z) =L+ L] < [f(x) = LI+ |L] < 1+ [L],
kun 0 < |z — a| < d3. Jos siis valitaan 0 = min{dy, ds, d3}, niin
|f(x)g(x) — LM| < (14 |L] + [M])e,
kun 0 < |z —a| < 9. O

Huomautus 55. Raja-arvon olemassaolon todistamiseksi riittad osoittaa,
etta
|f(x) — L <Ce¢, kun0<|z—al < (56)

jollakin vakiolla C' > 0 (joka ei riipu e:sta eikd d:sta). Jos néet €3 > 0 on mie-
livaltainen, niin valitsemalla ehdossa (56) € = €5/C saadaan |f(z) — L| < €3,
kun 0 < |z — a] < 0. Tam4 helpottaa monesti ed-todistuksen kirjoittamista,
kuten lauseen 2.1.4 kohdan (2) todistuksessa.
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Seuraus 57. lim (f(x)") = (hgl f@)) kaikilla n € N.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla.
(1) Alkuaskel. Tapauksessa n = 1 vdite on selvéstikin tosi.
(2) Induktioaskel. Oletetaan, etta kaava pétee arvolla n = k:

lim f(z)" = <lim f(m))k

Tr—a Tr—a
Silloin
lim (f()"*") = lim (f(2)f(2)")
= lim f(x) lim (f()") (L. 2.14 (2))
k
= lim f(m)<9161£ré f(x)) (induktio-oletus)
. k+1

= (}gg}l f (ﬂﬁ)) :

Niinpa kaava patee myos n:n arvolla n = k + 1. O

Esimerkki 58. Seuraavassa tarvitaan esimerkin 52 tuloksia seka lauseita

2.1.4 ja 57:
23 =7 2.33—-7 47
lim = = —,
z—3 br + 3 5-3+3 18

Lause 59. lim /z = \/a

r—a

Todistus. Koska

<f—¢a>2=x—2ﬁﬁ+aS{

r—2a+a=x—a, kunz>a
r—2r+a=a—z, kunz<a

= |z —al,

Vo = Va| < /|z —al.

Niinpé annetulle € > 0 pétee |\/x —+/a| < ¢, kun 0 < |z —a| < €. Raja-arvon
médritelméssi voidaan siis valita § = €2. ]

niin

Lause 60 (Kuristusperiaate, squeeze law). Olkoon f(z) < g(x) < h(x) kai-
killa x # a jossakin a:n ympdristossd ja oletetaan, ettd

lim f(x) =L = lim h(z).

T—ra

Silloin on olemassa lim g(z) = L.
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Esimerkki 61. Funktiolla
() = @ sin ~
T) = xsin —
g T

on raja-arvo 0 pisteessa 0, silla

1
—lz| < zsin— < |z
x

ja f(z) = —|z| = 0 ja h(z) = |z| — 0, kun x — 0.
Y
- (@) = I
\ o g(x) :xsinl

Toispuoleiset raja-arvot

Maaritelmé 2.1.5. Olkoon f: A — R, A C R. Olkoon a joukon AN (a,c0)
kasautumispiste. Funktiolla f on oikeanpuoleinen raja-arvo (right-hand li-
mit) L € R pisteessd a, jos

Ve>030>0: v €Adjaa<z<a+d = |f(z)—L|<e
Talloin merkitaan

L= lim f(x) tai flz) > L, kunx — a+.

r—a+

Vastaavasti jos a on joukon A N (—o0o,a) kasautumispiste, niin funktiolla f
on vasemmanpuoleinen raja-arvo (left-hand limit) L € R pisteessd a, jos

Ve>030>0: z€Adjaa—d<z<a = |f(r)—L|<e
Talloin merkitaan

L= lim f(x) tai f(z) > L, kunx — a—.

rT—a—
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Kasautumispiste-ehdot takaavat, ettd a:n oikealla tai vasemmalla puolella
mielivaltaisen ldhelld pistettd a on madrittelyjoukon pisteita x. Tyypillisesti
tutkitaan valilld (a,b) méiriteltyd funktiota ja oikeanpuoleista raja-arvoa
pisteessd a ja vasemmanpuoleista raja-arvoa pisteessa b.

Lause 2.1.6. Olkoon f: A —- R, A CR, ja olkoon a sekd joukon AN (a,o0)
ettd joukon AN (—oo,a) kasautumispiste. Talloin

L = lim f(x)

Tr—a
jos ja vain jos
lim f(x)=L= lim f(x).

r—a— r—a+

Esimerkki 62. Funktiolla

22 -1, kunz <1,
€Tr) =
/() {2—x, kun z > 1,

on toispuoleiset raja-arvot

lim f(x)=0 ja lim f(x)=1,

z—1-— z—1+

joten ei ole olemassa raja-arvoa lim f(z).
T—r

Raja-arvo darettomyydessa

Intuitiivisesti maariteltyna funktiolla f on raja-arvo L € R darettomyydessé,
jos x:n kasvaessa rajatta arvot f(z) ldhestyvat lukua L.



MATEMAATTINEN ANALYYSI 37

Maaritelma 2.1.7. Olkoon funktio f médritelty joukossa (¢, 00). Funktiolla
f on raja-arvo L ddarettomyydessd, jos

Ve>03dpeR: z>p0=|f(x) - L|<e
Talloin merkitddn

lim f(z)=1L tai f(z) = L, kun x — oo.

T—00

Vastaavasti joukossa (—oo,c) maadritellylla funktiolla f on raja-arvo L
miinus-ddarettomyydessd, jos

Ve>030eR: z<f=|f(x)—L|<e
Talloin merkitaan

lim f(z)=L  tai f(z) = L, kun x — —o0.

T——00

1
Esimerkki 63. a) lim — =0

T—00

b) Ei ole olemassa raja-arvoa lim sin .
T—00

. T
c) lim arctanz = —
T—00 2

Epaoleelliset raja-arvot oo ja —oo

Intuitiivisesti madariteltyna funktiolla f on raja-arvo oo pisteessa a, jos x:n
lahestyessé pistettd a arvot f(z) kasvavat rajatta.
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Maaritelma 2.1.8. Olkoon f: A — R, A C R, ja olkoon a méaérittelyjoukon
A kasautumispiste. Funktiolla f on epdoleellinen raja-arvo oo pisteessd a, jos

VMeR3IO>0: z€Adjal<|z—al<d= f(z)> M.
Talloin merkitaan
alcl_I)Illl f(z) =00 tai f(z) = o0, kun z — a.
Vastaavasti funktiolla f on epdoleellinen raja-arvo —oo pisteessd a, jos
VMeRIO>0: z€Adjal<|z—al<d= f(z)< M.

Talloin merkitdan

lim f(z) = —o0 tai f(z) = —o0, kun z — a.

T—ra

Epaoleelliset toispuoleiset raja-arvot méaritellaédn vastaavalla tavoin kuin aa-
relliset toispuoleiset raja-arvot. Lauseen 2.1.4 tuloksia voidaan kiyttaa myos
epaoleellisille raja-arvoille seuraavia sdant6ja soveltaen (¢ € R):

(1) c+o00o=00jac—o00=—00
(2) c-oo=00,josc>0jac-00=—00,josc<0
c
3) £=0
(4) 0o+ 00 =00 ja —00 — 00 = —00
(5) 0000 =00, (—0) - (—00) =00, 0 (—00) = -0
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8
. . : x L 8\ 1: L s
Esimerkki 64. glcl_)H% 7@ p e 171_% (x ) il_)H% 7(37 “op T 2°. 00 =00
Seuraavat muodot ovat epamaéraisia eika niisté raja-arvolaskuissa voida teh-
dé mitdan johtopaatoksia:

oo—o0, 0-00, —, ,
+o00 0

Esimerkiksi

1
l=1Ilm 1= limz-—=0-o00,
z—0+ z—0+ x

mutta toisaalta

1
2= lim 2= lim (22)- — =0-00
rz—0+ z—0+ x

tai

co=lim — = lim z-— =0-00.
z—0+ z—0+ 2

Harjoitustehtéavaksi jatetdan maéaritella myos raja-arvot co ja —oo aaretto-
myydessé ja miinus-darettomyydessa.

Esimerkki 65. l_i}rp 3 = —00

2.2 Jatkuvuus

Raja-arvon maaritelmassa 2.1.2 ei vaadita, ettd funktio olisi méaaritelty raja-
pisteessd a. Jos f(a) on madritelty, niin voidaan kysyé, onko funktion arvo
sama kuin raja-arvo.

Seuraavassa tutkitaan jatkuvuutta vain valilla (ja joukossa, joka on vélien
yhdiste). Vastaavalla tavoin voitaisiin méaaritelld jatkuvuus yleisemmissakin
joukoissa (kuten vaikka joukossa [0, 1] N Q). Tarkeimmaét tuloksemme jatku-
ville funktioille ovat joka tapauksessa voimassa vain véleilla.

Jos muuta ei mainita, niin seuraavassa joukko I C R on vali, joka voi olla
avoin, suljettu, puoliavoin, rajoitettu tai rajoittamaton (ks. s. 14).
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Maaritelma 2.2.1. Olkoon I C R vili. Funktio f: I — R on jatkuva (con-
tinuous) pisteessd xo € 1, jos

F(zo) = lim f(a). (66)

T—T0

Tama maaritelmé sisaltad jo tapaukset, joissa xy on maarittelyvalin paate-
piste. Maéritelladn kuitenkin viela terminologiaa néille tapauksille: sanotaan,
ettd funktio f on

e oikealta jatkuva (continuous from the right) pisteessd xo, jos f on méé-
ritelty valilla [z, b) ja

f(wo) = lim f(z),

T—To+

e vasemmalta jatkuva (continuous from the left) pisteessi xg, jos f on
maédritelty valilla (a, zo] ja

f(xo) = lim f(z).

T—T0—

Maaritelméan tilanteessa xy on maarittelyjoukon I kasautumispiste, joten
raja-arvosta on mielekastd puhua. Jatkuvuuden maéaaritelmassé siis vaadi-
taan, etta

e f on madritelty pisteessa xq,

e f:ll& on raja-arvo pisteessa z( ja

e funktion arvo ja raja-arvo ovat samat.

Raja-arvon mééritelmén 2.1.2 ed-ehto ja vaatimus (66) voidaan muotoilla
suoraan yhdeksi ed-ehdoksi:

Lause 2.2.2. Funktio f: I — R on jatkuva pisteessd xo € I jos ja vain jos
kaikilla € > 0 on olemassa 6 > 0 siten, ettd

zeljalr—x| <d = |f(x)— f(zo)| <e. (67)

Todistus. Helppo harjoitustehtava, joka seuraa suoraan maaritelmistd. Ainoa
ero raja-arvon ed-méaaritelméan on, ettd nyt tapausta x = x( ei rajata pois
vaatimalla 0 < |z — x|. O

Jétetdan lauseen 2.2.2 tapaisen ed-ehdon muotoilu toispuoleiselle jatkuvuu-
delle harjoitustehtaviksi (ks. [15]).
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Ehto (67) voidaan muotoilla my6s niin, ettd z:n d-ympéristossa
(g — 6,29 + 0) olevat maéérittelyjoukon I pisteet kuvautuvat f(xg)mn e
ympariston sisaan:

f((xo = 6,20 +0) N I) C (f(zo) — € flxo) + ). (68)
Y
y=f()
f(zo) + €1
f (o) 1
fxo) — €

Lause 2.2.2 muotoileee tasmallisesti jatkuvuuden idean: kun x lahestyy xq:aa,
niin f(z) lahestyy f(x¢):aa.

Maaritelma 2.2.3. Funktio f on jatkuva vdlilld I, jos se on jatkuva jokai-
sessa méaarittelyvélinsa pisteessd xg € 1.

Jos funktion f: A — R méérittelyjoukko koostuu vileisté (joita voi olla
aarellinen tai 4dreton maara), ts. A = U;I;, missa I; on véli, niin f on jatkuva
joukossa A, jos se on jatkuva jokaisella vélilla J C A.

Esimerkiksi jos méérittelyjoukko koostuu véleista [—1,0) ja [0, 1], niin vaa-
ditaan jatkuvuutta valilla [—1, 1]. Jos taas méérittelyjoukko koostuu véleista
[—1,0) ja (0, 1], niin riittd4 jatkuvuus kummallakin néistéd véleista erikseen.

Huomautus 69. Kun jatkossa puhutaan jatkuvasta funktiosta joukossa
A C R, niin yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, ettd joukko A on mééari-
telmén 2.2.3 mukainen véalien yhdiste. Yleisessd joukossa B C R jatkuvuus
voitaisiin méadritelld vaatimalla ehdon (67) voimassaolo B:n kasautumispis-
teissa xo € B. Jos x¢p € B ei ole B:n kasautumispiste, niin pienilld ¢ > 0
ehdon 0 < |x — z¢| < € toteuttavia B:n pisteité ei ole. Téllaisia pisteita kut-
sutaan B:n erillisiksi pisteiksi ja sovitaan, ettd funktio on sellaisissa pisteissé
aina jatkuva.
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Lause 70. Olkoon f: I — R jatkuva pisteessd xo € I ja olkoon f(zq) > 0.
Silloin on olemassa § > 0 siten, ettd

f(x0)
2

f(z) > >0 kaikilla x € I, joille |x — xo| < 4.

Toisin sanoen: jos jatkuva funktio on positiivinen jossakin méarittelyvélin
pisteessa g, niin se on positiivinen myos jossakin xg:n ymparistossi. Vas-
vaava tulos patee myos tapauksessa f(xg) < 0.

Todistus. Valitaan lauseessa 2.2.2 € = f(x)/2. Silloin on olemassa ¢ > 0
siten, etta kaikilla x € I, joille |[x — xo| < §, patee

ool o IO ey~ g < 1Y

2 2
S f@) > flao) - T T g

f(xo)

|f (@) = f(zo)] <

Lause 2.2.5. Olkoot f: I — R ja g: I — R pisteessi vy € I jatkuvia
funktioita. Tdlloin f 4+ g, f — g ja fg ovat jatkuvia pisteessd xy. Jos lisiksi
g(xg) # 0, niin myos f/g on jatkuva pisteessd x.

Todistus. Tulokset seuraavat raja-arvon vastaavista ominaisuuksista (lause
2.1.4). Osaméaran tapauksessa tarvitaan lisaksi lausetta 70, joka takaa, etté
f/g on maaritelty xo:mn sisdltavalla valilla. ]

Esimerkki 71. Seuraavissa todistetaan, ettd f on jatkuva jokaisessa pis-
teessd xg, ja siten madritelman 2.2.3 mukaan jatkuva. Kéytetddn lausetta
2.2.2, vaikka tulokset seuraisivat suoraankin esimerkista 52.

a) Vakiofunktio f(z) = ¢ on jatkuva:

Olkoon zy € R ja € > 0. Valitaan § = 7. Silloin

[f(2) = flzo)| = e —c| =0 <e
aina kun |z — o] < 6.
b) Funktio f(x) = cx on jatkuva:
Olkoon zy € R ja € > 0. Nyt
|[f(2) = (o) = [ex — cxo| = [ef|x — mo| <€

aina kun |z — zg| < d, kun valitaan § = €/|¢| silloin, kun ¢ # 0; tapauksessa
¢ = 0 voidaan valita § = 7.



MATEMAATTINEN ANALYYSI 43

Esimerkki 72. a) Potenssifunktio f: R — R, f(z) = 2™ (n € N) on
jatkuva. Témé seuraa induktiolla esimerkistd 71 b) ja lauseesta 2.2.5 (vrt.
lause 57).

b) Polynomip: R = R, p(x) = a,2" + ap_12" '+ - + a7 + ag, on jatkuva
jatkuvien funktioiden summana.

Esimerkki 73. Tarkastellaan rationaalifunktiota p/q, missa p ja g ovat poly-
nomeja (ja ¢ ei ole nollapolynomi g = 0). Maarittelyjoukko {z € R: ¢(z) # 0}
koostuu avoimista véleistd ja p/q on kahden jatkuvan funktion osaméérana
jatkuva jokaisella néista véleistd, joten se on jatkuva méaarittelyjoukossaan.

1
Esimerkki 74. a) Funktio f(z) = — on jatkuva méérittelyjoukossaan R \
x
{0} = (—00,0) U (0, 00).
b) Funktio
2?2+ 52 +6

Jz) = 2?2 —2x — 8
on jatkuva médrittelyjoukossaan R\ {—2,4} = (—o0, —2) U (—2,4) U (4, c0).

Koska
(x+2)(z+3) x+3

M) = a2 &

niin on olemassa l_i>r£12 f(z) ja siten f saadaan maarittelylla (75) jatkettua

(75)

jatkuvaksi funktioksi joukkoon R\ {4}. Téllaisessa tilanteessa sanotaan, etta
piste x = —2 on fm poistuva epdjatkuvuuspiste (removable discontinuity).

Paloittain jatkuvat funktiot

Maaritelma 2.2.4. Jos funktiolla f on pisteessi zy olemassa déarelliset tois-
puoleiset raja-arvot, mutta ne ovat erisuuret, niin funktiolla f on pisteesséd
xo hyppaysepdjatkuouwus (jump discontinuity).

Funktio f on valilla I paloittain jatkuva (piecewise continuous), jos valilla
I on korkeintaan airellinen méara pisteita, joissa f:1l4 on hyppaysepajatku-
vuus ja kaikissa muissa vélin [ pisteisséd f on jatkuva.

Esimerkki 76. a) Funktiolla

22 —1, kunz <1,
flx) =
2—x, kunz>1,

on hyppaysepéajatkuvuus pisteessa 1 ja se on paloittain jatkuva joukossa R.
Jos maariteltaisiin liséksi esimerkiksi f(1) = 0, niin f olisi vasemmalta jat-
kuva pisteessa 1, mutta ei oikealta.
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1+ \
/; :C
y = f(z)

1
b) Funktio f: R\ {0} — R, f(z) = —, ei ole paloittain jatkuva R:ssi, silld
x

O:ssa f:114 ei ole (aarellisid) toispuoleisia raja-arvoja.

Yhdistetyn funktion jatkuvuus

Lause 2.2.7. Olkoot I ja J C R wdleja. Olkoon g: I — R jatkuva pisteessd
xg € I ja f:J — R jatkuva pisteessi g(xg) € J. Oletetaan lisiksi, ettd
fog on madritelty jollakin xqo:n sisdltdvalla valilla K C I. Silloin yhdistetty
funktio f o g on jatkuva pisteessd xg.

Todistus. Kaytetdan lausetta 2.2.2. Olkoon € > 0. Koska f on jatkuva pis-
teessd g(xo), niin on olemassa d; > 0 siten, ettd

[f(y) = flg(mo))| <&, kuny e Jjaly —glxo)| <. (77)

Kéytetdan nyt ¢g:n jatkuvuuden maééritelméassa epsilonina lukua d;: koska ¢
on jatkuva pisteessd xg, niin on olemassa § > 0 siten, etta

lg(z) — g(z0)| < 01, kunz € K ja |z — x| <. (78)
Arvioista (77) ja (78) seuraa, etté
|fog(z)— fog(xy)| <e kunaze K ja |x —xo| <. O

Esimerkki 79. Funktio f(y) = \/y on lauseen 59 mukaan jatkuva joukossa
[0,00) ja funktio g(x) = (x + 3)/(z — 4) on jatkuva joukossa R \ {4} ja
ei-negatiivinen joukossa (—oo, —3] U (4, 00). Siten yhdistetty funktio

r+3
r—4

on jatkuva méérittelyjoukossaan (—oo, —3] U (4, 00).

fog(r)=

Jos f ja g ovat jatkuvia, niin lauseen 2.2.7 mukaan }gré flg(z)) = f(g(x)),
ja toisaalta lim g(x) = g(z0), joten

lim f(g(@)) = £ ( lim g(a)) (20)

Siten jos f on jatkuva, niin rajankéynti voidaan "viedd f:n sisdén”.
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Esimerkki 81. Nelidjuuren jatkuvuudesta (lause 59) ja (80):sta seuraa, etté

lim 222 — 1 =, /lim (222 — 1) = V49 = 1.
T— T—

Rajoittuneisuus ja valiarvolause

Maaritelma 82. Olkoon funktio f méaritelty joukossa A C R. f on ylhddltd
rajoitettu (bounded above) joukossa A, jos on olemassa M € R siten, etta

f(z) < M kaikilla z € A.

f on alhaalta rajoitettu (bounded below) joukossa A, jos on olemassa m € R
siten, etta
f(z) >m kaikilla x € A.

Jos f on seké ylhaalta ettd alhaalta rajoitettu joukossa A, ts. jos on olemassa
m ja M € R siten, etta

m < f(zr) < M kaikilla x € A,

niin f on rajoitettu (bounded) joukossa A.

Itseisarvon avulla: f on rajoitettu joukossa A jos ja vain jos on olemassa
M € R siten, etta
|f(x)] < M kaikilla z € A.

Jos funktio f on ylhaélta rajoitettu joukossa A C R, ts. kuvajoukko
fA) ={f(z): z € A}

on ylhaalta rajoitettu, niin taydellisyysaksiooman mukaan on olemassa sup f(A).
Jos joukolla f(A) on maksimi, niin lauseen 9 mukaan

f(¢) = sup f(A) = max f(A)

jollakin ¢ € A. Talloin arvoa f(c) kutsutaan fn maksimiksi eli suurimmak-
st arvoksi (mazimum) joukossa A. Vastaavasti mééritelladn fm minimi eli
pienin arvo (minimum) joukossa A.

Lause 2.2.8. Suljetulla ja rajoitetulla vdlilld [a,b] jatkuva funktio f on ra-
joitettu valilld [a, b].

Todistus. Epasuora todistus: oletetaan, ettd f ei ole rajoitettu valilla I =
[a,b]. Jaetaan vali I puoliksi kahteen suljettuun véliin. f on rajoittamaton
naista vahintadan toisessa. Merkitdan tata valia [;:11a. Jatkamalla puolitta-
mista induktiivisesti saadaan valit I, = [ag,bg], I D Iy D Iy D -+, joille
patee:
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(1) f on rajoittamaton jokaisella valilla Iy, k € N ja
(2) vélin pituus b, — aj, = (b—a)27% — 0, kun k — oo.

Vilien alkupisteiden muodostama joukko {ay : k € N} on ylhaalta rajoitettu,
joten taydellisyysaksiooman mukaan silla on supremum

¢ =sup{a; : k € N}
Koska ¢ € I, niin f:n jatkuvuuden nojalla erdalld o > 0

[f(z) = flo)] <1
kaikilla € (¢ — d,c¢+0) NI = J (valitse lauseessa 2.2.2 ¢ = 1). Silloin

[f(@)] < [f(e)l +1

kaikilla x € J, eli f on rajoitettu valilla J. Valitaan nyt £ niin suureksi, etté
(b—a)27% < §. Silloin I, C J, joten f on rajoitettu myés vélilld I;,. TAmé on
ristiriita ominaisuuden (1) kanssa. Ei siis voi olla niin, etta f ei ole rajoitettu
valilld [a, b]. O

Sekd ehto "vili on rajoitettu” ettd "véali on suljettu” ovat vélttamattomia
lauseessa 2.2.8: esimerkiksi vélilla (0, c0) jatkuva funktio

fle) =~ +a

ei ole rajoitettu rajoitetulla valilld (0,1] eikd suljetulla valilld [1,00). Toki
myos jatkuvuusehto on valttaméaton: keksi esimerkki suljetun ja rajoitetun
vilin [0, 1] funktiosta f, joka ei ole rajoitettu.

Lause 2.2.9. Suljetulla ja rajoitetulla vdlilld jatkuva funktio f: [a,b] — R
saavuttaa SuuTimman ja pienimman arvonsa.

Todistus. Lauseen 2.2.8 mukaan f on rajoitettu, joten on olemassa M =
sup{f(z): z € [a,b]} ja m = inf{f(x): = € [a,b]}. On osoitettava, ettd on
olemassa ¢ ja d € [a, b] siten, ettd f(c) = M ja f(d) = m. Todistetaan ensin
mainittu.

Epésuora todistus: oletetaan, ettd f(z) < M kaikilla z € [a, b]. Maaritel-
laan funktio g asettamalla g(x) = M — f(x). Nyt g(z) > 0 kaikilla x € [a, b],
joten funktio 1/g on jatkuva vélilld [a, b] (lause 2.2.5). Lauseen 2.2.8 mukaan
g on rajoitettu: on olemassa C' > 0 siten, ettd 1/g(x) < C kaikilla x € [a, b].

Tésta seuraa, etta

1
f(x)SM—a

kaikilla € [a,b]. TAm& on ristiriita sen kanssa, ettd M on kuvajoukon
f(Ja, b]) supremum. Siten on oltava f(x) = M erdélla x € [a, b]. O
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Lause 2.2.10 (Jatkuvien funktioiden véliarvolause (JVAL), Intermediate
Value Theorem). Olkoon f jatkuva suljetulla ja rajoitetulla valilld [a,b]. Sil-
loin f saavuttaa kaikki arvojen f(a) ja f(b) vdlissd olevat arvot. Toisin sa-

noen: jos K on arvojen f(a) ja f(b) vdlissd, niin on olemassa piste ¢ € |a, b,
jolle f(c¢) = K.

Todistus. Jos f(a) = f(b), niin voidaan valita ¢ = a. Todistetaan viite ta-
pauksessa f(a) < f(b) (tapaus f(a) > f(b) vastaavasti).

Olkoon siis f(a) < K < f(b). Méaéritellaan S = {x € [a,b]: f(x) < K}.
Talloin S on epatyhjd (a € S) ja ylhaaltd rajoitettu (b on erds ylaraja).
Taydellisyysaksiooman mukaan on olemassa ¢ = supS. Osoitetaan, etté
f(c) = K. Kaytetdan epédsuoraa todistusta.

(1) Oletetaan, ettd f(c) > K. Talloin ¢ > a. Soveltamalla lausetta 70
funktioon f — K né&hdéaén, etta on olemassa § > 0 siten, ettd f(z) > K, kun
c—0 < x < c. Tasta seuraa, ettd ¢ —d on S:n ylaraja. Néin ei voi olla, koska
c on pienin ylaraja.

(2) Oletetaan, ettd f(c) < K. Télléin ¢ < b. Soveltamalla lausetta 70
nahdéén, ettd on olemassa § > 0 siten, ettd f(xr) < K, kun ¢ < z < ¢+ 0.
Mutta télléin c ei olisi S:n ylaraja.

(1) ja (2): Ei voi olla f(c) > K eikid f(c) < K, joten f(c) = K. O

Mainitaan viela erikseen lauseen 2.2.10 erikoistapaus:

Lause 83 (Bolzanon lause). Olkoon f jatkuva suljetulla ja rajoitetulla vililld
[a, b] ja olkoot f(a) ja f(b) erimerkkiset, ts. f(a)f(b) < 0. Silloin on olemassa
c € [a,b] siten, ettd f(c) = 0. Toisin sanoen: jatkuva funktio ei voi vaihtaa
merkkiddn saamatta arvoa 0.

Tasainen jatkuvuus
Lauseen 2.2.2 mukaan funktio f: I — R on jatkuva valilld I jos ja vain jos
Veg€IVe>030>0: ze€ljalr—axo| <0 = |f(x)— f(zo)| <e

Téassd 0 saa riippua seké epsilonista ettd pisteesd xg, eli riittaé, etta kulle-
kin zy ja € loydetdan sopiva ¢. Kiristetddn ehtoa siten, ettd vaaditaan, etté
kullekin e 16ytyy 0, joka toimii kaikilla x:

Maaritelma 2.2.11. Funktio f: I — R on tasaisesti jatkuva (uniformly
continuous), jos kaikilla e > 0 on olemassa § > 0 siten, etté

1,2 € L ja |z — 22| <6 = |f(z1) — fxe)] < e (84)
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Suoraan madaritelmistd seuraa, ettd tasaisesti jatkuva funktio f: I — R on
jatkuva vililla . Seuraavat esimerkit nayttévat, etta kdanteinen tulos ei pade.

1
Esimerkki 85. Funktio f: (0,1] — R, f(z) = —, on luvun 2.2 tulosten
T

mukaan jatkuva. Osoitetaan, ettd f ei ole tasaisesti jatkuva.
Valitaan € = 1. On osoitettava, ettd ehdon (84) toteuttavaa lukua o ei
l6ydy. Olkoon siis § > 0. Valitaan

1 ) 1
mey Bom=ong
jolloin
[f(z1) = fz2)l = n—(n+1)[=12>¢
mutta
1 1 1
1 = 22| = ‘n_ n—l—l‘ B n(n+1) <9

kun valitaan n kyllin suureksi.
Esimerkki 86. Funktio f(z) = 2%, on jatkuva, mutta ei tasaisesti jatkuva
R:ssd, silla jos € > 0 ja 0 > 0, niin

[F(@1) = f@)| = |2} = 2| = |21 — @a |21 + 22| > ¢,

kun valitaan z; ja x siten, ettd |1 — x9| = 6/2 < § ja x1 ja x9 ovat niin
kaukana nollasta, etta |z, + z5| > 2¢/0.

f(x) = 2% on kuitenkin tasaisesti jatkuva jokaisella rajoitetulla vélilla
[a,b], koska on olemassa M € R siten, ettd |x; + zo] < M kaikilla z; ja
Tg € [a,b] ja siten jokaisella € > 0

|f(21) = fla2)| = M|zy — 20] <,
kun |z, — x| < /M =: 6.

Esimerkin 85 funktiota ei voida jatkaa jatkuvaksi suljetulle vilille [0, 1], ja
esimerkin 86 jatkuva funktio on tasaisesti jatkuva jokaisella rajoitetulla vé-
lilld, mutta ei rajoittamattomilla véleilla. Yleisestikin péatee:

Lemma 87. f on tasaisesti jatkuva rajoitetulla vdlilla [a,b] jos ja vain jos
jokaisella € > 0 vdli [a, b] voidaan jakaa ddrellisen moneen osavdiliin

[a1,b1] U [az, b5] U -+ - U [an, bu] = [a, b] (br = ax+1) (88)
siten, ettd kuvajoukon f([ag,bg]) pituus

sup{|f(z) = F)| - 2,y € lan, ba]} <€

katkilla k =1,2,... n.
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Todistus. =" Olkoon ¢ > (. Valitaan § > 0 kuten tasaisen jatkuvuuden
mééritelmassa 2.2.11. Nyt riittaa jakaa vali [a, b] &érellisen moneen osavéliin
(88) siten, ettd by — a < 4.

7«<" Olkoon € > 0. Oletuksen mukaan on olemassa osavilit (88) siten,
etta jokaisella k

@) = FW) < 5.
kun z,y € [ag, bg]. Valitaan 6 = max{by —ay: k=1,2,...,n} > 0. Valitaan
nyt z,y € [a,b] siten, ettd |x — y| < 4. Jos = ja y ovat samalla osavalilla
[ag, bg], niin |f(z) — f(y)| < €/2 < €. Jos z ja y eivét ole samalla osavélilla
[ak, b], niin ne ovat vierekkaisilla véleilld. Tarkastellaan tapausta x < y.
Silloin ay < x < by = axy1 <y < bg11, joten

7@ = @I < If@) = fOI+ 1 6) ~ @I < 5+5 =€ O

Lause 2.2.12. Suljetulla ja rajoitetulla valilli [a,b] jatkuva funktio f on
tasaisesti jatkuva valilla [a, b).

Todistus. Epasuora todistus. Tasaisen jatkuvuuden negaatio lemman 87 mu-
kaan: on olemassa € > 0 siten, etta valia [a, b] ei voida jakaa darellisen moneen
osaviliin (88) siten, ettd kunkin osavilin kuvan pituus olisi < e. Jaetaan véli
I = [a,b] puoliksi kahteen suljettuun véliin. Naistd puolikkaista vahintdan
toista ei voida jakaa &arellisen moneen osavéliin siten, ettd kunkin osavalin
kuvan pituus olisi < € (jos molemmat voitaisiin jakaa, voitaisiin myo6s koko
vali T). Merkitdan téatd valia I;:114. Jatkamalla puolittamista induktiivisesti
saadaan vélit I = [ag,bg], I D Iy D Iy D - -, joille patee:

(1) valid I ei voida jakaa dérellisen moneen osavéliin siten, ettd kunkin
osavalin kuvan pituus olisi < € ja
(2) vilin pituus by, — ap = (b —a)27% = 0, kun k — oo.
Vilien alkupisteiden muodostama joukko {ay : k € N} on ylhaalta rajoitettu,
joten taydellisyysaksiooman mukaan silla on supremum
c=sup{a,: ke N}

Koska ¢ < b, niin ¢ € I. f on jatkuva pisteessi c, joten eradlld 6 > 0
€

7(x) — f(0)] < &
kaikilla z € (¢ — 0,¢+0) NI = J (lause 2.2.2). Valitaan nyt k niin suureksi,
ettd (b — a)27% < 6. Silloin I}, C J, joten kaikille x,y € I pétee

€ €
(@) = fFl = |f (@) = F)l +[fle) = W)l < 5+ 5 =«

Tasta seuraa, etta valin [, kuvan pituus on < e. Tama on ristiriita ominai-
suuden (1) kanssa. O
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Monotoniset funktiot

Todetaan vield jatkuvan funktion kédanteisfunktion jatkuvuus. Tama ominai-
suus on tarked mm. alkeisfunktioiden jatkuvuuden tutkimisessa (liite A.4).

Lauseen 42 mukaan aidosti monotoninen funktio f: I — R on injektio ja
siten rajoittumalla f: I — f(I) on kdanteisfunktio f~': f(I) — I.

Lause 2.2.15. Valilla I aidosti kasvavan (vihenevdin) jatkuvan funktion f
kuvajoukko f(I) on wili ja kdidnteisfunktio f=': f(I) — I on myds aidosti
kasvava (vihenevd) ja jatkuva.

Todistus. Olkoon f aidosti kasvava (vihenevin funktion tapaus vastaavas-
ti). Tarkastellaan tapausta, jossa véli on suljettu ja rajoitettu, ts. I = [a, b].
Muunlaiset vélit vastaavasti.

Osoitetaan ensin, ettd f([a,b]) = [f(a), f(b)]. Aidon kasvavuuden nojal-
la f(a) < f(z) < f(b) kaikilla € [a,b], ts. kaikki fn arvot ovat valilla
[f(a), f(b)]. Toisaalta valiarvolauseen 2.2.10 mukaan f saavuttaa kaikki ar-
vot valilta [f(a), f(b)].

f~1m aito kasvavuus: lause 45.

f~tn jatkuvuus: Olkoon yo = f(z0) € (f(a), f(b)) (péétepisteet vastaa-
vasti). Osoitetaan, ettd f~' on jatkuva pisteessi yo. Valitaan € > 0 niin
pieneksi, ettd (rg — €,x9 + €) C [a,b]. Koska f on aidosti kasvava, niin
flzo —€) < yo < f(xo + €). Nyt voidaan valita 0 > 0 siten, ettd (yo —
6,90 +0) C (f(wo — €), f(zo + €)), jolloin f~'m aidon kasvavuuden nojalla
I Y (yo — 6,90 +9)) C (xo — €, w0 + €). Piirrd kuva! O

2.3 Derivaatta

Tassé luvussa tarkastellaan osittain peruskursseilta tuttujen derivoituvia funk-
tioita koskevien tulosten (kuten &ariarvojen hakeminen ja funktion monoto-
nisuuden tutkiminen derivaatan avulla) teoreettista perustaa. Alkeisfunktioi-
den derivointikaavat perustellaan liitteessd A.5 ja derivointitekniikka olete-
taan tunnetuksi.
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Maaritelma 2.3.1. Olkoon funktio f méaritelty avoimella valilla (a, b) ja ol-
koon zy € (a,b) (ts. zop on méérittelyjoukon sisapiste). Funktion f derivaatta
(derivative) pisteessd xo on

: (89)

mikéli ko. raja-arvo on olemassa. Télloin sanotaan, ettd f on derivoituva
(differentiable) pisteessd xg.

Avoimessa joukossa S C R madritelty funktio f: S — R on derivoituva
(differentiable), mikéli silli on derivaatta jokaisella zo, € S. Talloin myos
funktiota f'(x) kutsutaan f:n derivaataksi.

Maaritelméssa esiintyvaa osamadraa kutsutaan erotusosamdadraksi (difference
quotient). Asettamalla x = xy + h voidaan derivaatta pisteessi xq kirjoittaa
yhtapitavasti myos raja-arvona

f%xo)::lnn.flflililfﬂz. (90)

T—xQ xr — ajo

Maaritelmén maarittelyehdot funktiolle f (avoin véli (a, b) ja avoin joukko S)
takaavat, etta erotusosamadri on madritelty kaikilla pienilla h, eli esimerkiksi
tutkittaessa raja-arvoa (89) on olemassa 6 > 0 siten, ettd erotusosaméaéra on
maéaritelty, kun —6 < h <.

Funktion y = f(z) derivaattaa merkitdan myos

d d
F'(@) = Duf() = Df(x) = - f() = 2.
Esimerkki 91. Laske funktion f(r) = 32° — 7z + 5 derivaatta pisteessd
r = 3.

fB+h)—f3) BB+h)?*—=7B8+h)+5)—(3-32—7-3+5)

h h

3h2 4 11h
:;:3h+ﬂ—+ﬂ,lmnh%0,

joten f'(3) = 11.
Lause 92. Jos [ on derivoituva pisteessd xqy, niin f on jatkuva pisteessd xg.

Todistus. On osoitettava, etta f(z) — f(x), kun x — z. Néin on, silla

fu)‘f(%)zM

r — g
Kéanteinen viite ei pade, eli jatkuva funktio ei valttdmatta ole derivoituva.
Esimerkiksi tastd kdy funktion f(x) = |z| kdyttdytyminen pisteessa z = 0.

(x —x0) = f(x0)-0=0, kunz— xy. O
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Derivoituvuuden tulkintoja

o = arctan k

Muistetaan, ettd pisteiden (x1, 1) ja (z2,y2) kautta kulkevan suoran kulma-
kerroin on

L — Y2 — Y1
To — X1

ja suoran yhtdlo y — y; = k(z — 1), ts.

y =1y +k(r—121). (93)

Nyt ndhdaéan, ettd geometrisesti erotusosaméaéréi on xy-tason pisteiden

(w0, f(z0)) ja (z, f(x)) kautta kulkevan sekantin (secant) kulmakerroin (slo-
pe). Siten derivaatan olemassaolo pisteessé z = x( tarkoittaa sitd, ettd ku-
vaajalla y = f(z) on pisteessa (xg, f(x0)) tangenttisuora, jonka kulmakerroin
on f’(xg), jolloin tangenttisuoran yhtalé on

y = f(wo) + f'(z0)(z — 20). (94)

Oheisessa kuvassa on hahmoteltu tapaus A > 0 (h voi olla my6s negatiivinen).

Y
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Derivoituvan funktion kuvaajalla on jokaisessa pisteessa tangenttisuora, joten
kuvaajalla ei voi olla karkia tai kulmia.
Maéaritelméan 2.3.1 mukaan pisteessa xq derivoituvalle funktiolle f pétee

/ o flxo+h) — f(wo)
f(xo) = lim Y ,

h—0

ts.

lim (f(foJrh})l— f(xo) f/(x0)> _o

Merkitéén téssé sulkulauseketta e(h):lla, ts.

f(xo +h) = f(xo)

e(h) = h — f'(20)-
Ratkaistaan téasta f(xo + h):
f(zo+h) = f(zo) + f'(xo)h+ he(h), (95)
tarkka arvo arvio virhe

missd €(h) on funktio, jolle ¢(h) — 0, kun h — 0. Esitystd (95) kutsutaan
funktion f differentiaalikehitelmdksi pisteessa xy. Koska x = xg + h, niin
kaava (95) voidaan kirjoittaa etdisyyden h sijaan z:n funktiona seuraavasti:

f(@) = f(zo) + f'(20)(x — x0) + (z — @o)e(x — @p).
Kurssikirjassa [15] kiytetdan funktiota E(x) = e(x — z¢) = €(h), jolloin

lime(h) = lim e(x — xp) = lim E(x) =0

h—0 T—X0 T—x0

ja kehitelmé (95) tulee muotoon

f(@) = f(xo) + f'(wo)(x — @) + (x — 20) E(x)
= f(wo) + [f'(xo) + E(x)](z — o).

Paattely voidaan kadntad myos toiseen suuntaan, eli differentiaalikehitelmés-
ta seuraa derivoituvuus:

Lemma 2.3.2. Funktio f on derivoituva mddrittelyjoukon sisdpisteessd xg
jos ja vain jos on olemassa A € R ja funktio e: R — R siten, ettd illir% e(h)=0
_)

. f(zo+ h) = f(xo) + Ah + he(h)

kaikilla (itseisarvoltaan pienilli) h € R. Tdlloin A = f'(xy).
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Jattamalla kehitelmésté (95) pois virhetermi he(h) saadaan arvio funktion
arvolle f(xg+ h):
flxo+h) = f(xo) + f'(20)h, (96)

tal merkitsemalld x = x¢g + h

f(@) = f(xo) + f'(20) (7 — o).

Tassé oikean puolen funktio

T(x) = f(wo) + f'(z0)(x — 20) (97)

on funktio, jonka kuvaaja on fn kuvaajan pisteeseen (xq, f(xo)) piirretty
tangenttisuora. Funktiosta T'(z) kdytetddn nimityksid fm lineaarinen ap-
proksimaatio (arvio), tangenttiapproksimaatio ja linearisointi pisteessé x.
Lineaarisessa arviossa f(x) ~ T'(z) tehty virhe on

f(x) = T(x) = he(h),
jolle patee

vithe _ helh) _ (1) 50, kun b — 0.

T:n muutos h

Lahella xq:aa tehty virhe on siis mitédton suhteessa etaisyyteen xg:sta ja f:n
kuvaaja nédyttad likimain tangenttisuoraltaan y = f(xo) + f'(zo)(x — x0).

Nimitys "lineaarinen arvio” johtuu siité, ettd funktio L: R — R, L(h) =
f'(xo)h on lineaarikuvaus ja arvio voidaan kirjoittaa vakion ja lineaariku-
vauksen summana: f(zo+ h) =~ f(zo) + L(h).
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Derivointi aritmeettisissa operaatioissa

Lause 2.3.4 (Derivoinnin perussédinnét). Olkoot f ja g derivoituvia pisteessd
xo. Tdlloin funktiot f + g, f — g ja fg ovat derivoituvia pisteessd xq ja

(1) (f £9)(x0) = f'(w0) £ ¢ (20)
(2) (fg)'(zo) = f'(x0)g(x0) + f(w0)g' (20)
Jos g(xo) # 0, niin myds f/g on derivoituva pisteessi o ja

(3) (f> (2g) = £/ (@0)9(@0) = f(20)g'(w)

g g(wo)?

Todistus. (1) on suoraviivainen todeta erotusosamééran avulla.
(2) Raja-arvon laskusédéntojen (lause 2.1.4) mukaan funktion fg erotusosa-
madrélle pisteessa x( pétee

f(@o 4+ h)g(wo + h) — f(x0)g(wo)
h
_ J(wo+ h)g(xo + ) — f(x0)g(xo + h) + f(w0)g(xo + h) — f(20)g(20)
h
= T = I  my + o)
— f'(x0)g(x0) + f(20)g (x0), kun h — 0.

Téssa }lLiH(l) g(zo + h) = g(xp), silld g on lauseen 92 mukaan jatkuva pisteessé
—
Zo.
(3) Tutkitaan ensin funktion 1/g erotusosaméaéraa pisteessé . g on jatkuva
xo:ssa ja g(xo) # 0, joten g(x) # 0 ja siten 1/g(x) on mééritelty jossakin zg:n
ymparistossa (lause 70). Voidaan laventaa g(zg + h)g(xo):114:
1 1

B — h 1 1
g(zo+h)  g(zo) _ 9(xo) —g(xo+h) L —g/(x0)
h h g(xo + h)g(xo)
kun A — 0. Saatiin siis toditettua derivoimissaanto
1\’ "z
() () = — 170 (98)

g 9(x0)?

Nyt kohdasta (2) ja sdénnosta (98) seuraa

( ) Ef ) <x0>g(i0)+f(xo) (;)I(xo)

"(zo . )9/(330) _ J(xo)g(wo) — f(l"o)g/(lvo)' 0
9(960)

g(wo + h) — g(zo)
h

" g(wo)? 9(x0)?
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Lause 99. Vakiofunktion f(x) = ¢ derivaatta on 0.

Todistus. Kaikilla z on

flath) —f@) . e—c

h—0 h h—0 h =0 -

Lause 100 (Potenssifunktion derivoimiskaava). Olkoon n € Z (ja x # 0, jos
n < 0). Talloin
D(z™) = na" L.

Todistus. Tapauksessa n = 0 kaava sanoo, ettd D(1) = 0, joka seuraa
lauseesta 99. Todistetaan kaava induktiolla, kun n > 1.
(1) Alkuaskel (n = 1):
h) —
D (xl) = D(x) = lim 7(36 +h)—e

=liml=1=1-2"
h—0 h—0

(2) Induktioaskel: Oletetaan, etti kaava pétee jollekin n = k > 1, ts. D(a*) =
ka*=1. Tallsin tulon derivoimissédnnén (lause 2.3.4) nojalla

D(z*™y = D(x - 2%) = D(2)a* + 2D (2*) = 2% 4+ ka* = (k + 1)a".
Siten kaava pétee myos n:n arvolla n = k + 1.

Tapauksessa n < 0 merkitdan m = —n. Koska m > 0, niin edella tode-
tun perusteella D(x™) = maz™ ! ja osamédrin derivoimissidntod kiyttien

saadaan
D(z")=D ( ()2 = = —max~ =nz" . O

Lauseista 2.3.4 ja 100 seuraa, ettd polynomit ja rationaalifunktiot ovat deri-
voituvia maérittelyjoukoissaan ja ne voidaan derivoida em. tuloksia kéyttaen.

1>_ D(z™) ma™ ! m—1 et
am)

1
Esimerkki 101. a) Funktion f(r) = 2° — — derivaatta on
T

5
f'(z) = 32° — D(27°) = 32° — (=5)z" % = 32° + el

2

b) Funktion f(z) = xg +i derivaatta on
x J—
f(z) = (2z + 1)(173 —7) — (552 + l’)3l’2 _ —xt =223 — 14 — 7
N (% = 7)? B (3 —T)2

Esimerkki 102. Miké on kiyrin y = 23 —42%+7 pisteeseen (3, —2) piirretyn
tangenttisuoran yhtalo?

Ratkaisu. Kyseessd on funktion y = y(x) kuvaaja, joten tangenttisuoran
kulmakertoimen antaa derivaatan arvo pisteessi x = 3: y/(z) = 32? — 8z,
joten y'(3) = 3. Siten tangenttisuoran yhtélo (94) on

y—(—2)=3(x—3), ts. y =3z — 11
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Ketjusiaanto

Lause 2.3.5 (Ketjusddnto, The Chain Rule). Olkoon g derivoituva pisteessd
xo ja f derivoituva pisteessi g(xo). Silloin yhdistetty funktio f o g on deri-
voituva pisteessa Tg ja

(f 0 9)'(z0) = f'(9(x0))g' (o).

Todistus. Oletuksista ja g:n jatkuvuudesta pisteessd xg seuraa, ettd yhdis-
tetty funktio f o g on maééritelty xo:n ymparistossa. Kéaytetaan differentiaa-
likehitelméaa (95) ensin sisdfunktiolle g ja sitten ulkofunktiolle f:

(fog)(xo+ Az) = f(g(xo + Azx))

= f(g zo) + ¢'(xo)Azx + Axeg(A:v))

f(g(x0)) + (g(fvo))Ay + Ayes(Ay)

f(g(z0)) + f(9(x0))g' (z0) A

Az (f'(g(w0))eg(Ax) + ¢'(z0)e (Ay) + €4(Ax)er(Ay))
—(Az)

= (f 0 9)(w0) + f'(9(0))g (x0) Az + Aze(Ax).

+

Kun Az — 0, niin my6s Ay — 0, joten ¢(Az) — 0. Niinpéa fog on derivoituva
pisteessa z ja derivaatta on f'(g(zo))g' (o). O

1\
Esimerkki 103. Derivoi h(z) = <x2 + > .
T
Ratkaisu. Tulkitaan h funktioksi h(z) = f(g(z)), missa f(y) = y*! jag(z) =
1
2?4+ —. Koska f'(y) = 11y'°, niin
T

1\ 10 1 1\ 10 1
h'(x) :11(:r2+> D<$2+> = 11(:v + ) <2x—2>.
x x x

Lause 104 (Kéanteisfunktion derivoimissaanto). Olkoon f aidosti kasvava
(vihenevd) ja derivoituva vdlilla I. Merkitdan y = f(x). Tdalldin kddnteis-
funktio f=Y: f(I) — I on derivoituva vdlilld f(I) niissd pisteissi vy, joille
f'(x) #0, ja derivaatta on
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Todistus. Lauseen 2.2.15 mukaan f~! on jatkuva ja f(I) on vili. Tutkitaan
f~1m erotusosamiirad pisteessi yo = f(xg). Merkitiain y = f(x) ja vaadi-
taan, ettd y # yo, jolloin myds x # xy. Nyt
1Y) — (o) T — o 1 1
= = — , kun y — yo,
Y=Y flx) = flzo)  fl&) — flzo) f'(zo) ’

T — 29

silla f~1 on jatkuva ja siten z = f~1(y) — f*(yo) = o, kun y — . O

Esimerkki 105. Olkoon y = f(x) = /x. Laske f'(x).
Ratkaisu. f:114 on aidosti kasvava ja derivoituva kadnteisfunktio z = f~!(y)
=y?, jolle D, f~(y) = 3y?. Siten myds f on derivoituva ja
1 1 1
/ _ — = = — _2/3
) =32 = 305w ~ 3"

Tamén esimerkin menetelmélla saadaan perusteltua potenssifunktion deri-
voimiskaava rationaalisille eksponenteille. Muiden alkeisfunktioiden derivoi-
miskaavat perustellaan liitteessa A.5.

Lause 106 (Potenssifunktion derivoimiskaava). Olkoon r € Q ja x # 0 (ja
lisiksi mddritelmdan 314 mddrittelyehto voimassa). Tdlldin

D(z") = rz™ .

Todistus. Tutkitaan ensin funktiota y = f(x) = /™, n € N. f:114 on aidosti
kasvava ja derivoituva kaanteisfunktio x = f~!(y) = y", jolle D, f~!(y) =
ny™ !, Siten myds f on derivoituva ja
1 1 1
f/(ZL‘) _ _ _ 7‘%,1/71—1.

nyn—l n(xl/n)n—l n

Siten lauseen véite pétee, kun r on muotoa r = 1/n.
Yleisessa tapauksessa kirjoitetaan r = m/n, missd n € N. Nyt ketjusdan-
noén mukaan

1
D(Qﬁr) — D((:Cl/n)m) — m(xl/n)mle(xl/n> — m(.flfl/n)milﬁ(l'l/nil)
= Dgmin=t — pyr-1, O
n

1 1
Esimerkki 107. a) Dy/z = D(z"/?) = _27'/? = —.
simerkki a) Dz (x'/?) 57 NG

b) Funktion f(z) = (\/ 32 — 7)3 derivaatta on
f'() = D((32% = 7)*?) = 2(31:2 — V2 62 = 92327 — 7.
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Toispuoleiset derivaatat

Maaritelmad 108. Funktion f: [z9,b) — R oikeanpuoleinen derivaatta
(right-hand derivative) pisteessa xq on

ooy oy (@0t h) — flwo)
filwo) = hli{(r)l-f' : h =

Funktion f: (a,z9] — R vasemmanpuoleinen derivaatta (left-hand derivati-
ve) pisteessd xy on

7 lg) = I f(xo+h) — f(ifo)'

h—0— h

Funktio on derivoituva pisteessé x( jos ja vain jos silld on x(:ssa seka vasemman-
ettd oikeanpuoleinen derivaatta ja ne ovat yhtasuuret. Talloin

f'(@o) = fL(zo) = fi (o).

Maaritelma 2.3.6. Suljetulla vélilla [a, b] mééritelty funktio f: [a,b] — R
on derivoituva (differentiable), mikéli silld on derivaatta jokaisella zq € (a, b)
ja lisiksi valin paétepisteissd on olemassa toispuoleiset derivaatat f! (a) ja

JL(0).

Funktion aariarvot

Maaritelma 109. Funktiolla f: A — R on pisteessa ¢ € A

e (globaali) maksimi, jos f(z) < f(c) kaikilla z € A,
e (globaali) minimi, jos f(x) > f(c) kaikilla z € A,

e lokaali maksimi, jos on olemassa c¢:n ymparisto [ siten, etta f(z) < f(c)
kaikilla x € I N A,

e lokaali minimi, jos on olemassa c:n ymparisto I siten, etta f(z) > f(c)
kaikilla x € I N A.

Pistettd ¢ kutsutaan ddriarvopisteeksi (minimipisteeksi tai maksimipisteek-
si) ja arvoa f(c) adriarvoksi (minimiarvoksi tai maksimiarvoksi). Funktion
f globaalia maksimiarvoa joukossa A merkitddn max, f tai max f ja mini-
miarvoa miny f tai min f.

Tyypillisesti tarkastelujoukko on suljettu ja rajoitettu véli, ts. A = [a,b].
Muistetaan lause 2.2.9: jos f on jatkuva, niin se saavuttaa suljetulla ja ra-
joitetulla vélilld [a, b] pienimmén ja suurimman arvonsa.
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globaali maksimi

lokaali maksimi y = [f(z)
a ¥

I

globaali minimi

Lause 2.3.7. Jos c on f:n lokaali ddriarvokohta ja f on derivoituva pisteessd
¢, niin f'(c) = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd ¢ on lokaali maksimipiste. Koska f on derivoituva,

min 0 = i LEFPNZFO _ o fleth) = £

h—0— h h—0+

~—

IN =

ja koska ¢ on lokaali maksimipiste, niin f(c+ h) — f(c)
pienilla h > 0 on
fleth) = f(c)

h
fle+h) = flo)
h

0 pienill& h. Siten

<0

ja niinpa

f'(c) = lim

<0.
h—0+

Vastaavasti pienilla h < 0 on

fle+h) = f(e)

>0
A >
ja siten
_ fle+h)—flc)
/ —
fie) = hli%lf h =0
Nyt f'(c) <0ja f'(c) >0, joten on oltava f'(c) = 0. ]

Maaritelma 110. Pistetté ¢, jossa f'(c) = 0 tai jossa f ei ole derivoituva,
kutsutaan f:n kriittiseksi pisteeksi (critical point).

Olemme néin saaneet perusteltua tutun dériarvojen etsintédohjeen:

Lause 111. Olkoon f: [a,b] — R jatkuva funktio. Silloin f saavuttaa pie-
nimmdn ja suurimman arvonsa, ja jos ¢ f:n ddriarvopiste, niin ¢ on joko
kriittinen piste tai valin [a,b] padtepiste.
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Differentiaalilaskennan viliarvolause ja sen sovelluksia

Differentiaalilaskennan véliarvolause on keskeinen tyokalu derivoituvien funk-
tioiden ominaisuuksien tutkimisessa. Siitd seuraa mm. funktion kasvua kos-
keva lause 2.3.13 ja I'Hopitalin sdantd. Rollen lause on tekninen apuneuvo
valiarvolauseen todistamiseksi.

Lause 112 (Rollen lause). Oletetaan, ettd f on jatkuva valilld [a,b] ja deri-
voituva vdlilla (a,b). Jos f(a) = f(b) =0, niin f'(c) =0 erddlld ¢ € (a,b).

Todistus. Lauseen 2.2.9 mukaan f saavuttaa maksiminsa ja miniminsé valilla
[a,b]. Jos max f = min f = 0, niin f on vakiofunktio ja f’(c) = 0 kaikilla
c € (a,b) (lause 99). Muutoin max f # 0 tai min f # 0. Silloin maksimi tai
minimi saavutetaan pisteessa ¢ € (a,b), koska f(a) = f(b) = 0. Lauseen 2.3.7
mukaan talléin f'(c) = 0. O

Lause 2.3.11 (Differentiaalilaskennan véliarvolause (DVAL), Mean Value
Theorem). Oletetaan, ettd f on jatkuva vdlilla [a,b] ja derivoituva vdlilld
(a,b). Silloin erddlli c € (a,b) on

f/(c) _ f(b) B f(a)

b—a
Geometrisesti lauseen véite on ilmeinen: tangentin kulmakerroin on jossakin
vilin pisteessé ¢ sama kuin pisteiden (a, f(a)) ja (b, f(b)) kautta kulkevan
suoran kulmakerroin.

Lause seuraa yleistetysté differentiaalilaskennan véliarvolauseesta (lause 2.3.10).
Annetaan sille kuitenkin téssé yksinkertainen todistus Rollen lausetta kayt-
taen.

Todistus. Funktio
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toteuttaa Rollen lauseen oletukset vélilla [a, b] (tarkastal) ja

1)~ f()

(o) = fia) - 22—

Niinpéa eraalla ¢ € (a,b) on
f(b) — f(a)

b—a
Valiarvolauseesta seuraa keskeiset funktion kulusta kertovat lauseet.

Lause 2.3.12. Oletetaan, etti f on jatkuva vdlilld |a,b] ja etta f'(z) = 0
kaikilla x € (a,b). Silloin f on vakiofunktio.

0=F(c) = f'(c) -

Todistus. Olkoon z € (a, b]. Sovelletaan valiarvolausetta vélilla [a, z]: erdaalla

c € (a,z) on
- po - S0

Siten f(z) — f(a) =0eli f(z) = f(a). O

Seuraus 113 (Integraalifunktion yksikéasitteisyys). Olkoot f ja g derivoitu-
via valilla I. Jos f'(x) = ¢'(x) kaikilla x € I, niin on olemassa vakio C' siten,
etti f(z) = g(z) + C kaikilla x € 1.

Todistus. Sovella lausetta 2.3.12 funktioon f — g. m

Lause 2.3.13. Oletetaan, ettd f on jatkuva valilld [a,b] ja etta f'(z) > 0
(f'(xz) < 0) kaikilla x € (a,b). Silloin f on aidosti kasvava (aidosti vihenevd)
valilla [a, b].

Todistus. Olkoon f’(x) > 0 kaikilla x € (a,b) (tapaus f'(z) < 0 vastaavasti).
Olkoot u ja v € [a,b], u < v. On osoitettava, etta f(u) < f(v). Sovelletaan
valiarvolausetta valilla [u, v]:

f(v) = f(u)

Vv—Uu

f'le) = & f) = flu) = f(e)(v—u).

Koska f'(c¢) > 0 jav —wu > 0, niin f(v) — f(u) > 0 ja siten f(u) < f(v). O

Huomautus 114. Korostettakoon, ettd kasvavuuteen vaaditaan f'(z) > 0
koko vililla (a,b). Esimerkiksi funktiolle

1
f() = xQSin;%—g, kun x # 0,
0, kun x = 0,

on f'(0) > 0, mutta f ei ole kasvava milldén 0:n siséltavilla valilla.
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Differentiaalilaskennan véliarvolause antaa tyokalun, jolla kaytdnnossd mo-
nesti lasketaan toispuoleiset derivaatat:

Lause 115. Oletetaan, etti f on jatkuva valilla [a,b] ja derivoituva vililla
(a,b). Jos derivaatalla on olemassa raja-arvo

L= lim f'(z), (116)

r—a+

niin silloin f:lli on a:ssa oikeanpuoleinen derivaatta f' (a) ja f\(a) = L.
Vastaava tulos patee vasemmanpuoleiselle derivaatalle f' (b).

Todistus. Olkoon = > a, z € (a,b). Sovelletaan differentiaalilaskennan vé-

liarvolausetta vélilla [a, x]: erdalla c(z) € (a,z) on

r—a
Tehdéaan néin jokaisella x € (a,b) ja tutkitaan em. erotusosaméaaran raja-
arvoa. Koska c¢(x) — a+, kun x — a+, niin

frte) = g FO D <t gt = i p0 =1 O

Esimerkki 117. Tarkastellaan itseisarvofunktiota f(z) = |z|. Koska

—z, kunz <0,
x, kun x > 0,

fx) =

niin f(x) on jatkuva R:ssd ja derivoituva, kun = # 0:

() = {—1, kun z < 0,

1, kun x > 0.

Lauseen 115 mukaan pisteessa 0 on olemassa toispuoleiset derivaatat
/ s / _ : / 1 / _

FL0) = Y fa) = =1 ja £10) = lim fx) =1
Huomautus 118. a) Lauseen 115 oletus jatkuvuudesta on oleellinen. Esi-
merkiksi esimerkin 76 funktiolle hIﬁ_ f'(x) = —1, mutta f:114 ei ole oikean-

T—
puoleista derivaattaa f’ (1).
b) Oletus (116) tarkoittaa, ettd f’ on oikealta jatkuva pisteessé a. Aina néin
ei ole derivoituvallekaan funktiolle. Esimerkiksi funktio
1
2%sin —, kun z # 0,
x

0, kun x = 0,

fz) =

on derivoituva O:ssa ja f’(0) = 0, mutta raja-arvoa 1i%1+ f'(z) ei ole olemassa.
d
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Lause 2.3.10 (Yleistetty differentiaalilaskennan véliarvolause, Generalized
Mean Value Theorem). Oletetaan, ettd f ja g ovat jatkuvia vdlilld [a,b] ja
derivoituvia valilla (a,b). Silloin erddlld ¢ € (a,b) on

(9(b) = g(a)) f'(c) = (f(b) = f(a))g'(¢). (119)

Tamé tulos yleistaa valiarvolauseen: asettamalla g(x) = x saadaan véliarvo-
lause 2.3.11. Kirjoittamalla (119) muotoon

f'(e) _ f(b) = f(a)

g(c)  g(b)—gla)
saadaan yleistetylle valiarvolauseelle seuraava tulkinta: funktioiden f ja g¢
kasvunopeuksien suhde pisteessd ¢ on sama kuin kokonaiskasvujen suhde.

Todistus. Jos g(a) = g(b), niin véliarvolauseen (lause 2.3.11) mukaan ¢'(c) =
0 erddlld ¢ € (a,b). Tamé c toteuttaa yhtalon (119).
Tapauksessa g(a) # g(b) maaritelladn funktio

F(z) = f(z) - f(a) - W@m ~ ga)).

F toteuttaa Rollen lauseen oletukset valilla [a, 8] ja

Pla) = (o) - L= o)
Niinpéa eraalla ¢ € (a,b) on

0=F'(c)=f'(c) — —F——=

Lipschitz-jatkuvuus

Maaritelmad 120. Funktio f: I — R on Lipschitz-jatkuva (Lipschitz-
continuous) valilla I, jos on olemassa M € R siten, etta

|f(z) = f(y)| < Mz —y|

kaikilla z ja y € 1.

Lipschitz-jatkuvuus on vahvempi ominaisuus kuin jatkuvuus: jokainen Lip-
schitz-jatkuva funktio on jatkuva, mutta kdanteinen tulos ei péade.

Lause 2.3.13. Oletetaan, ettd f on derivoituva vdlilld I ja derivaatta on
rajoitettu, ts. on olemassa M € R siten, etti |f'(x)] < M kaikilla x € 1.
Talloin f on Lipschitz-jatkuva vdlilla 1.

Todistus. Seuraa suoraan valiarvolauseesta 2.3.11. O



MATEMAATTINEN ANALYYSI 65

2.4 DPHopitalin saanto

Lause 2.4.1 (I'Hépitalin sdanto). Olkoot f ja g derivoituvia ja ¢'(x) # 0
pisteen a punkteeratussa ymparistossa. Oletetaan, ettd on olemassa raja-arvot

lim f(z) = lim g(z) = 0,

r—ra r—a
ja raja-arvo
/

lim 1) = L.

T—a g/(x)
Silloin on olemassa myds raja-arvo

lim M = L.

r—a g('r)

Vastaavat tulokset ovat voimassa myos tapauksessa a = oo tai L = F00.

Todistus. Oletuksista seuraa, ettd f ja g voidaan jatkaa jatkuviksi pisteessé
a ja f(a) = g(a) = 0. Niinpa voidaan soveltaa kullakin x > a yleistettyé
véliarvolausetta 2.3.10 valilla [a, z]: on olemassa ¢(x) € (a, ) siten, etta

(9(x) = g(a)) f(c(x)) = (f(x) = f(a))g(c(x)). (121)

Koska ¢":lla ei oletuksen mukaan ole nollakohtia valilld (a,z), niin véliar-
volauseesta 2.3.11 seuraa, ettd g(z) — g(a) # 0. Kun lisdksi g(a) = 0, niin
g(x) # 0 ja (121) saadaan muotoon

Kun z — a, niin ¢(x) — a, joten on olemassa raja-arvo

lim L) gy L@ g S(@)
M o)~ et~ )

Rajankaynti © — a— vastaavasti. O]

I’Hopitalin sdannolla voidaan yrittaa selvittaa raja-arvoa epamaéaraisessa ta-

0 4q5
pauksessa § tai 2.

1 g l 11
Esimerkki 122. a) lim ——— < lim 2 = lim — = -
z—1 2 — 1 z—1 Qp z—1 22 2
In(2z) = =
b) lim 22 2 21—
z—oo Inx T—00 =+ T—00

x
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Huomautus 123. Kéytannossa ’'Hopitalin sadantoa sovellettaessa kirjoite-

taan ,
lim @ = lim f,(x)
T—a g(x) Tr—a g (x)

Tarkkaan ottaen tamaé ei aina pida paikkaansa, silld vasemmanpuoleinen raja-

arvo saattaa olla olemassa, vaikka oikeanpuoleista ei olisikaan [15, Example

2.4.5).

2.5 Taylorin kaava

Palataan kaavojen (95) ja (97) lineaariseen approksimaatioon funktiolle f:
jos f on derivoituva xy:ssa, niin

f(x) = f(zo) + f'(z0)(z — 20) + €(x — x0) (2 — x0),
missd €: R — R on funktio, jolle }llin% e(h) = 0. Tassa f:44 approksimoidaan
—

ensimmaisen asteen polynomilla

Ti(x) = f(wo) + f'(xo)(z — o), (124)

jonka kuvaaja kulkee pisteen (zg, f(zo)) kautta ja jonka kuvaajan kulmaker-
toimena on f’(xg), toisin sanoen

Ti(wo) = f(x0) ja Ti(zo) = f'(x0)- (125)
Talloin arviossa f(x) ~ T (x) tehty virhe on
flz) —Ti(x) = e(x — zp)(x — xp).

Miten f:4a voitaisiin approksimoida korkeamman asteen polynomeilla ja mi-
ka virhe silloin olisi?

Maaritelma 126. Olkoon f derivoituva pisteen xy ympéristossa. Jos deri-
vaatta f’ on derivoituva xg:ssa, niin sen derivaattaa kutsutaan f:n toiseksi
derivaataksi pisteessd o ja merkitadan f”(xq) = £ (). Jos toinen derivaat-
ta f” on olemassa xy:n ympéristossa ja se on derivoituva xg:ssa, niin sen
derivaattaa kutsutaan f:n kolmanneksi derivaataksi pisteessd xy ja merki-
taan f"(z9) = f@ (o).

Yleisesti n:s derivaatta (n € N) mééritellddn induktiivisesti: fn nollas
derivaatta f© on funktio itse, ts. f© = f. Jos derivaatta f™ 1) on olemassa
T ympéristossa ja se on derivoituva zg:ssa, niin f~Y:n derivaatta xq:ssa
on f:nn:s derivaatta pisteessd xg ja sitd merkitdan £ (x0). Jos n:s derivaat-
ta on olemassa jonkin avoimen joukon S C R jokaisessa pisteessa x € S, niin
my6s funktiota f kutustaan f:n n:nmneksi derivaataksi. Usein merkitdéin

myos
_ @7

dan’

f(n)
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Huomautus 127. Jos n:s derivaatta f(™(x() on olemassa, niin méaritelma
126 vaatii, ettd kaikki alemmat derivaatat £, f/, f®, ..., £ ovat olemassa
jossakin zg:n ymparistossa.

Maaritelma 128. Jos n € N, niin maaritellidn n-kertoma (factorial) n!
asettamalla
nl=1-2.3-....n.

Lisédksi asetetaan 0! = 1.

Oletetaan nyt, ettd f:1l4 on xg:ssa n:s derivaatta f™(z,). Approksimoidaan
f:44 n:nnen asteen polynomilla

T,(2) = ap + ar(x — xg) + az(x — 20)* + -+ - + ap(z — 20)"

Z JI—IO

(129)

Huomautus 130. a) Esityksen (129) ensimmaisessi termissi (z —1x¢)° = 1,
jos x # xo. Mukavuussyista sovitaan, ettd tassia (mutta ei ilman harkintaa
muuallal) 0° = 1, jolloin ensimméinen termi on ag(z — x0)° = aq kaikilla z.
b) Miké tahansa n:nnen asteen polynomi P(z) = S-}7_, byz* voidaan esit-
tdd (r — xp):m potensseina muodossa (129). Jatetddn taméan todistaminen
harjoitustehtéavaksi.

Ehto (125) yleistyy muotoon
TW(z0) = fB(20), 0<k<n.

Ratkaistaan polynomin 7;, kertoimet a; derivoimalla 7T;, k kertaa:

n

To(z) = 3 a;(z — xo)’

J=0

)= oo oy

T :Z (7 = Day(z — x0) ™
T (@) =340 =G —2) - (= k+ Day(z —a0)’™"
ji=k

Siten
T® (20) = k(k —1)(k —2)---2 - lay = klay,
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silli (z — 2)? ™% = 0 kun = = ¢ ja k # j. Téstd ratkaistaan

(k)
n=? k(!xO)’
eli
n k
Tu(z) =) ! ;g(vxo) (z = zo)". (131)
k=0 :

Polynomia T,,(x) kutsutaan funktion f n:nnen asteen Taylorin polynomiksi
(Taylor polynomial) pisteessi xo (pisteen xo suhteen).

Huomataan, etta tapauksessa n = 1 saadaan tuttu ensimmaisen asteen
polynomi (124).

Lemma 132. Olkoon olemassa ™V (x0) (n € N) ja olkoon T, f:n astetta
n+1 oleva Taylorin polynomi pisteessd xq. Silloin T, on f':n astetta n oleva
Taylorin polynomi pisteessd x.

Todistus. Derivoidaan:

ntl ) (g B (g L
A e O R O = T

= K = (B—=1)!
n  r(k+1) T n 1\ (k) o
Y PR T T P

Lause 2.5.1. Olkoon olemassa f™(zy) (n € N) ja olkoon T,, f:m Taylorin
polynomi pisteessd xq. Silloin

lim L& =Tnl®) _ (133)
T—x0 ((E — xO)n
Todistus. Induktio.

n = 1: Oletus on nyt, ettd f on derivoituva xq:ssa. (133) patee, koska se on
derivoituvuuden maéaaritelma.

n > 1: Oletetaan, ettd (133) pétee arvolla n kaikille f, joille on olemassa
™ (z4). Olkoon nyt f funktio, jolle on olemassa f™+"(z). Silloin

lim f(l') — TnJr]_ (x) l’H(Agital 1 lim f/<x) - T7IL+1 (ZL’)
T—To (l‘ — :L'O)n+1 n _|_ 1 T—T0 (,:L' — :L‘O)n

=0

kayttamalla induktio-oletusta funktiolle f” ja sen n:nnen asteen Taylorin po-
lynomille 77, (lemma 132). O
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Lemma 2.5.2. Olkoon olemassa f™(xy) (n € N) ja olkoon T,, f:n Taylorin
polynomi pisteessd xq. Silloin

f(z) =T, (z) + ex(z — x0) (. — xo)", (134)

missd lim e(h) = 0.
h—0

Todistus. Vaite seuraa lauseesta 2.5.1 asettamalla

f(x) - Tn(x).

(x — xo)"

En(x - xO) = ]

Lause 2.5.1 tietylld tapaa yleistda derivaatan erotusosamaaramaéritelman.
Lemma 2.5.2 puolestaan yleistad lemman 2.3.2. Lisaksi nahdéaan, etté lahella
pistettd g, eli kun |z — xo| on pieni, polynomiapproksimaation virhe f(x) —
T, (x) pienenee n:n kasvaessa, jos €,(x — o) pysyy kurissa. On kuitenkin
tapauksia, joissa n:n kasvattaminen ei lainkaan paranna tarkkuutta. Nain
kay esimerkiksi esimerkissa 300, jossa kaikkien asteiden Taylorin polynomit
ovat identtisesti nollia.

y = |x — zo|™

— |z — o

Seuraava Taylorin kaava on tyokalu, jota useimmiten kédytetdan arvioidessa
polynomiapproksimaation virhetté.:

Lause 2.5.4 (Taylorin kaava). Olkoon funktiolla f: I — R olemassa deri-
vaatta fY avoimella vililli I ja olkoon xo € I. Silloin kaikilla x € I on
V01Massa

f(z) =T,(z) + Ru(x), (135)

= w@ _ Io)n—&-l,

"t 1) missi z € [wo, ) tai z € (z, 1], (136)
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Kaavaa (135) kutsutaan Taylorin kaavaksi (Taylor’s formula) ja funktiota
R, (z) Taylorin jadinndéstermiksi (Taylor remainder). Kurssikirjassa todiste-
taan ensin induktiolla laajennettu véliarvolause (Theorem 2.5.5), jonka seu-
rauksena Taylorin kaava saadaan. Annetaan téssd Taylorin kaavalle suora
todistus.

Todistus. Jos = xp, niin asia on selvi: Tp,(zo) = fO(z) = f(z0) ja
R,(z9) = 0. Olkoon siis © # z,. Méaéritelladn funktio F': I — R asetta-
malla

F(t)=> / k!(t> (x — )" + Az — )",

k=0

missa vakio A on valittu niin, ettd F'(zo) = f(x). Néin voidaan tehdé, silla

F(z0) = To(z) + Alz — z0)"" = f(z),

jos
4@ - T@)
(l’ _ ZE())n'H
Oletuksen mukaan kaikki derivaatat f*), k = 0,1,...,n, ovat derivoituvia

(ja erityisesti siis jatkuvia) vélilla I. Siten F' on jatkuva suljetulla valilla,
jonka pédatepisteet ovat x ja x¢, ja derivoituva vastaavalla avoimella valilla.
Sovelletaan differentiaalilaskennan véliarvolausetta (lause 2.3.11) talla valilla
funktioon F: on olemassa z pisteiden x ja xy vélissé siten etté

F(z) — F(xo) = F'(2)(z — z0).

Koska liséksi F'(z) = f(z) = F(xo), niin F’'(z) = 0. Lasketaan F(¢):n deri-
vaatan lauseke:

nop(ktl) n
DD SRR IFENTEDS

E(z —t)" ' — An+1)(z —t)"

k=0 k=1 k'
n_ fr(k+1) n—1 g(k+1)
— ]; O] o *) (z —t)F — ’; J(ck n 1(;) (k+1D(z -t —An+1)(z —t)"
(n+1)
:flm“hx_on_Am+¢xx—w"
(n+1)
:<fnf”_Am+n>@—wm

koska (k+1)/(k+ 1)! = 1/k!. Siten

n!

p«@:(ﬂww”—Am+n>@—@n:a
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josta ratkaistaan

FO(z)  f ()
(n+1n!  (n+1)!

Niinpa i)
£(2) = F(ao) = Tu(wo) + 1 (o — gy,

(n+1)! -

Yleensa Taylorin kaavaa kiytetéédn tilanteessa, jossa (n+1). derivaatta tiede-
tadn rajoitetuksi, ts. |f™+V(x)] < M kaikilla z. Télléin virheen itseisarvolle
patee

T — $0|n+1'

(@) = Tu(@)] = |Ru(o)] < (|
Esimerkki 137. a) Arvioi lukua €®! funktion f(z) = e” toisen asteen Tay-
lorin polynomilla 0:n suhteen.

b) Milld tarkkuudella toisen asteen Taylorin polynomi 0:n suhteen approk-
simoi e*:44 valilla [—1,1]7

c) Hae polynomi, joka approksimoi e”:44 kahden desimaalin tarkkuudella
valilla [—1, 1]. "Kahden desimaalin tarkkuudella” tarkoittaa téssé, etta virhe
< 0.005.

Ratkaisu. a) Koska nyt f*)(z) = e® kaikilla k, niin f*(0) = 1 kaikilla k.
Siten toisen asteen Taylorin polynomi 0:n suhteen on

LL’2

1
TQ(x):1+(x—0)1+2—(x—0)2:1+x+?

Kysytty arvio on siis
2

0.1
% = £(0.1) = T5(0.1) = 1+ 0.1+ —5— = 1105,

Arvioidaan téssé tehtyéd virhettd Talorin jaannostermilla:

f(2)

3!

5 €°0.1°

£(0.1) = T5(0.1) = Ry(0.1) = -

(0.1 —0)

missd 0 < z < 0.1. Koska 0 < e* < %! < e! < 3, niin
0< f(0.1) —T3(0.1) < 3 - 0.13/6 = 0.0005,

eli
1.105 < %' < 1.1055.
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b) Nyt

£(2) — To(a)] = [Ro(a)| = L3N

missa x € [—1, 1] ja z on x:n ja 0:n vilissa, joten ainakin z € (—1, 1). Voidaan
arvioida

Niinpa arviossa

tehty virhe valilla —1 < z <1 on korkeintaan 0.5.
c) Arvioidaan arvion f(z) ~ T,(z) virhettd (z, z € [—1, 1] kuten edelld):

(n+1) 2| [ |nt1 1| nt1 3
|R,(x)] = Mlx — ot = |e*]| =] < let| |
(n+1) (DU~ (1)~ (nt D)
Vaaditaan, ettéa
3
et 1) < 0.005.

Kokeilemalla havaitaan, etté epayhtélo toteutuu, kun n = 5. Siten haluttuun
tarkkuuteen paasemiseksi riittad kayttda 5H:nnen asteen Taylorin polynomia,

eli ) .
2 x xd

ex%Tg,(x):l#—x—i—%—l—g—l-ﬂ—l-@
kahden desimaalin tarkkuudella valilla —1 < z < 1.
Seuraavassa kuvassa havainnollistetaan e”:n Taylorin polynomeja 0:n suh-
teen. Kolmannen asteen polynomi approksimoi selvasti paremmin kuin toisen
asteen polynomi. Viidennen asteen polynomin kuvaaja olisi kuvan piirtotark-

kuuden rajoissa sama kuin e”:n kuvaaja.




MATEMAATTINEN ANALYYSI 73

Osoitetaan vielé, etta Taylorin polynomi on ainoa polynomi, joka approksi-
moi f:44 siten, ettd (134) patee:

Lause 138. Olkoon funktiolle f: I — R olemassa derivaatta ™1 auvoi-
mella vdlilla I ja olkoon xoy € I. Jos P on n:nnen asteen polynomi siten,
etta

f(z) — P(z) = e(x — xo)(x — x0)", (139)

missa li_)rn e(x — x9) = 0, niin P on f:n n:nnen asteen Taylorin polynomi
T—T0

pisteessa xg.
Todistus. Yhtalon (134) mukaan Taylorin polynomille T, patee
flz) =T, (z) = ex(x — x0)(z — 20)". (140)
Vihentdmalla yhtalot (139) ja (140) puolittain toisistaan saadaan
T, (z) — P(x) = (e(z — z0) — €n(x — 20) ) (x — 20)" =: e(x — x0) (2 — 20)",

missé, lim e(z—x9) = 0. Erotuspolynomi T,, — P on n:nnen asteen polynomi,
T—T0
joten se voidaan huomautuksen 130 b) mukaan kirjoittaa

n

]; ap(x — x0)* = e(z — z) (x — )", (141)

Tutkimalla raja-arvoa  — xg ndhdaan, etta on oltava ay = 0. Taman jalkeen
jaetaan yhtélo (141) puolittain (z — x¢):lla ja samalla tavoin saadaan a; = 0.
Néin jatkaen saadaan ag=---=a, =0,eli T,, — P = 0. O
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3 Riemann-integraali

Perusopintojaksoilla Riemann-integraali méariteltiin Riemannin summan ra-
ja-arvona. Tata raja-arvoa ja sen olemassaoloa eri tilanteissa ei kuitenkaan
ollut mahdollista juurikaan késitella. Talla opintojaksolla pohditaan tarkem-
min, mistd tédssd rajaprosessissa on kyse. Myohemmilld opintojaksoilla tu-
tustutaan Lebesguen integraaliin, joka on yleisempi ja moniin sovelluksiin
joustavampi integraalin kasite. Riemann-integraali on kuitenkin hyvin intui-
tiivinen ja siihen liittyvin koneiston hallinta on kaytannossa valttamatonta
yleisempien integraalikésitteiden ymmartamiseksi.

3.1 Integraalin maaritelma

Jaetaan véli [a, b] osavéleihin jakopisteilld (partition point)
a=x0<T1 < < Tp_q1 < Ty, =Db. (142)
Jakopisteiden muodostamaa joukkoa
P =A{zg,z1,...,2,}

kutsutaan valin [a, b] jaoksi (partition). Jaon normiksi (norm) || P|| sanotaan
pisimman osavélin pituutta:

|P|| = max{z; —x;1: i=1,2,...,n}.

7:nnen osavalin pituutta merkitadn Az; = x; — r;_1. Jos Ax; on sama kaikilla
i, niin jako on tasavdlinen. Valin [a, b] jako voidaan valita &dérettomén mo-
nella eri tavalla; vaikka osavélejé olisi yhtd monta, voidaan jakopisteet valita
miten tahansa, kunhan (142) pétee.

Jos vilin [a, b] jaocille P ja P’ pitee P C P’, ts. P’ on saatu P:sté lisdi-
malla jakopisteita, niin jako P" on jaon P hienonnus (refinement).

Olkoon seuraavaksi f: [a,b] — R valilla [a, b] méaaritelty funktio ja P =
{zo,...,x,} vélin [a,b] jako. Valitaan pisteet ¢ = {cy,...,c,} siten, ettd
¢; € [xi-1,x;], ts. valitaan jokaiselta osavéliltd (mielivaltainen) piste ¢;. Méé-
ritelladn funktiolle f jakoon P ja pisteisiin c¢ liittyva Riemannin summa

0= R(P,c)=Rs(P,c) = i f(ci) Ax;. (143)

=1

Seuraavassa havannollistetaan erdstéd Riemannin summaa ei-negatiiviselle funk-
tiolle.
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Maaritelma 3.1.1. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu funktio. f on Riemann-
integroituva (tai lyhyesti integroituva), jos on olemassa reaaliluku I siten,
ettd seuraava patee: kaikilla € > 0 on olemassa 0 > 0 siten, etté

|R(P,c) —I| <k, (144)

olipa P miké tahansa vélin [a, b] jako, jolle | P|| < J, jac= {ci1,...,c,} mitkd
tahansa siihen liittyvat jakopisteet. Télloin lukua I kutsutaan f:n Riemann-
integraaliksi (tai lyhyesti integraali) yli vélin [a, b] ja merkitdén

I:/abf:/abf(x)d$.

Madritelmén ehto (144) merkitddn usein lyhyesti

I ||1131\F—1>0 R(P,c). (145)
Talloin on muistettava, ettd rajankaynti tehdaén kaikkien jakojen P ja kaik-
kien siihen liittyvien pisteiden ¢ valintojen suhteen.

Kurssikirjan maaritelméassa [15, Def 3.1.1] ei suoraan vaadita, ettd f olisi
rajoitettu. Kuitenkin funktio, joka on kirjan maéritelman mukaan integroitu-
va, on aina rajoitettu [15, Thm 3.1.2]. Maaritelma 3.1.1 ja kirjan mééritelma
ovat siis yhtépitavét.

Jos f > 0, niin geometrisesti Riemannin summan (143) kukin termi
f(e;))Az; voidaan tulkita sellaisen suorakulmion pinta-alaksi, jonka alareu-
na on z-akselilla valilla [x;_ 1, ;] ja ja yldreuna korkeudella y = f(¢;). Rie-
mannin summa antaa siis arvion x-akselin ja funktion kuvaajan valiin jaavan
alueen pinta-alalle valilla [a, b]. Jos f on integroituva, niin mddritellddin, etta
kyseinen pinta-ala on olemassa ja ettéd integraali

N
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on kyseinen pinta-ala.
Vastaavasti jos f < 0 ja f on integroituva, niin f:n kuvaajan ja x-akselin
valiin jaavan joukon pinta-ala on
b
_ / f.
a

Lause 146. Vakiofunktio f(x) = C on integroituva vdlilld [a,b] ja
b
/ Cdr=Cb—a).

Todistus. Mille tahansa jaolle P ja pisteiden ¢ = {c, ..., ¢,} valinnalle pétee

f(cz) = C7 jOten

R(P,c) =) CAz; =C> Az; =C(b—a).
i=1

i=1

Vaite seuraa. O

Yla- ja alaintegraali

Riemann-integraali voidaan Riemannin summien sijaan méaaritelld yhtapita-
visti myos yla- ja alasummien avulla. Molemmilla néista tavoista on omat
hyvét puolensa. Riemannin summat on intuitiivisesti ja geometrisesti havain-
nollinen tapa ja sen vuoksi se koulussa ja peruskursseilla esitellaan, mutta sen
tarkempi tekninen kéasittely on vaikeaa kahdestakin syystd: Riemannin sum-
man pisteiden ¢ valinnan vapaus tuottaa hankaluuksia ja integraalin arvo [
maééritelméan 3.1.1 ehdossa (144) pitaisi etukéteen tietdd. Yli- ja alasummat
ovat teknisesti tehokkaampia tyokaluja integraalin tutkimiseen.

Seuraavassa annetaan ensin yla- ja alasummien seké yla- ja alaintegraa-
lien maaritelmat. Luvun 3.1 loppuosassa pohditaan annettujen maéritelmien
jarkevyytta ja geometrista tulkintaa, ja lopulta luvussa 3.2 todistetaan yla-
ja alaintegraalien yhteys integraaliin.
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Maaritelma 3.1.3. Jos f: [a,b] — R on rajoitettu funktio ja
P ={xg,z1,...,2,} vilin [a,b] jako, niin merkitaan

M; = sup{f(x): z € [x;_1, 7]} ja m; = inf{f(z): = € [z,_1, 7]}
Talloin f:n yldsumma (upper sum) jaon P suhteen on
i=1

ja fm alasumma (lower sum) jaon P suhteen on
s(P) = s¢(P) =>_ m;Au;.
i=1
fm yldintegraali (upper integral) yli valin [a,b] on

b b
/a f= /a f(z)dz :=inf {S(P): P on vilin [a,b] jako} (147)

ja fm alaintegraali (lower integral) yli véilin |a, b] on
b b
/ V= / f(z)dz :=sup{s(P): P on vilin [a, b] jako} . (148)

Maéritelmén 3.1.3 tilanteessa jokainen joukko {f(x): x € [z;_1,x;]} on sekd
alhaalta ettd ylhdalta rajoitettu, joten supremum ja infimum M; ja m; ovat
aina olemassa. Huomaa, etta yla- ja alasummien maaritelmissa jako P on
kiinnitetty, kun taas yla- ja alaintegraalien maéritelmissa infimum ja supre-
mum otetaan yli kaikkien mahdollisten jakojen P.

Jos f > 0, niin geometrisesti ylasumman kukin termi M;Axz; voidaan tul-
kita sellaisen suorakulmion pinta-alaksi, jonka alareuna on x-akselilla valilla
[zi—1,2;] ja ja ylareuna korkeudella y = M; kuvaajan ylapuolella (kuvas-
sa yhtendinen viiva). Vastaavasti alasumma on kuvaajan alapuolella olevien
tolppien yhteenlaskettu pinta-ala (kuvassa katkoviiva).
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Jos m on f:n alaraja ja M ylaraja, ts. m < f(z) < M kaikilla x € [a, b], niin
i=1 i=1 i=1

Vastaavalla tavoin alasummalle s(P) > m(b — a). Lisaksi m; < M; jokaisella
i, joten s(P) < S(P). Siten jokaiselle jaolle P pétee

m(b—a) < s(P) < S(P)< M(b—a). (149)
Taman epayhtaloketjun mukaan ylasummien muodostama joukko
{S(P): P on vélin [a,b] jako}

ylaintegraalin mééritelméssa (147) on alhaalta rajoitettu, joten silld on in-
fimum ja siten ylaintegraalin méaaritelméa (147) on jarkeva. Vastaavasti ala-
summien muodostama joukko

{s(P): P on vilin [a, b] jako}

alaintegraalin maaritelmassa (148) on ylhédalta rajoitettu, joten silld on supre-
mum ja siten alaintegraalin mééritelma (148) on jarkeva.

Seuraava lemma kertoo yla- ja alaintegraalien méaéritelmien taustalla ole-
van idean: hienontamalla jakoa alasummat kasvavat ja yldsummat pienene-
vét, ja ottamalla ndistd supremum ja infimum voidaan ajatella, ettd jakoa
"hienonnetaan rajatta”.

Lemma 150. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu funktio ja P ja P' vélin |a, b
jakoja siten, etti P C P'. Tdlloin

s(P) < s(P) ja  S(P") < S(P).

Toisin sanoen jakoa hienontamalla alasumma kasvaa ja ylisumma pienenee.
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Todistus. Todistus perustuu havaintoon, ettd jos A C B, niin supA <
sup B (infimumille vastaavasti). Tutkitaan ensin tapausta, jossa jakoon P =
{zo,x1,...,2,} lisdtddn yksi jakopiste z ja saadaan néin tiheampi jako P’ =
PuU{z}. Nyt z on erdalld valilla [z;_q,z;]. Jaetaan se kahteen osaan [z; 1, 2]
ja [z, ;] ja verrataan valilla [z;_1, x;] ylasumman termié alkuperiiselle jaolle
ja hienomman jaon vastaavia kahta termia:

sup{f(z): © € [wi—1, 2]}z — 2i-1)
=sup{f(x): © € [z;—1, x|} (z — x;—1) +sup{f(x): x € [z;—1, x|} (x; — 2)
> sup{f(z): z € [x;_1, 2] }(z — zi—1) +sup{ f(x): x € [z, 2] }(z; — 2).

Téasta seuraa S(P’) < S(P). Alasummalle vastaavasti. Yleinen tapaus (P’:ssa
n kpl enemméan pisteitd kuin P:ssd) seuraa induktiolla. O]

Lopuksi myohemmin tarvittava havainto yla- ja alasummien ja Riemannin
summan vélisesta yhteydestéd. Jos jako P on kiinnitetty, niin suoraan méari-
telmistd 3.1.3 ja (143) seuraa, ettd

s(P) < R(P,c) < S(P). (151)

Kiinnitetylld P Riemannin summa R(P, ¢) on siis seké ylhaalta ettd alhaalta
rajoitettu, joten silld on supremum ja infimum pisteiden ¢ valinnan suhteen.
Geometrisesti on helppo uskoa seuraava tulos.

Lause 3.1.4. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu ja P wvalin [a,b] jako. Tdlloin

S(P) =sup{R(P,c): ¢} ja s(P)=inf{R(P,c): c}.

3.2 Integraalin olemassaolo

Tassa luvussa todistetaan ensin yla- ja alaintegraalien yhteys integroituvuu-
teen (lause 3.2.6) ja sen jilkeen rakennetaan koneistoa integroituvuuden tut-
kimiseksi. Tahdn mennessd olemme nayttaneet vain vakiofunktion intergoi-
tuvaksi lauseessa 146. Riemannin ehdon (lause 3.2.7) avulla lopulta saadaan
todistettua, ettd esimerkiksi jatkuvat funktiot ovat integroituvia.

Aloitetaan perustelemalla yla- ja alasummien ja yla- ja alaintegraalien
(kuvasta katsoen selvalta nayttava) jarjestys.

Lemma 152. Olkoot R ja T epdtyhjid rajoitettuja reaalilukujoukkoja. Ole-
tetaan lisiksi, ettd v <t kaikilla r € R ja t € T. Silloin sup R < inf T'.
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Todistus. Epasuora todistus: oletetaan, ettd a = sup R > inf T' = b. Valitaan
e =(a—"0)/2 > 0. Nyt lauseiden 1.1.3 ja 1.1.8 mukaan on olemassa r € R ja
t € T siten, etta

r>a—e€ ja t<b+e

Tasta seuraa
r—t>(a—e¢e)—(b+e)=0,

joten r > t. Tama on ristiriita oletuksen r < t kanssa. O

Lemma 153. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu funktio ja Py ja Py vdlin |a, b
jakoja. Silloin s(Py) < S(Ps).

Todistus. Jako P = P; U P, on seka jaon P; ettd jaon P, hienonnus, joten
lemman 150 ja yhtdlon (149) mukaan

s(P) < s(P) < S(P) < S(P). O

Lause 3.2.2. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu funktio. Silloin

[r<[r

Todistus. Jos otetaan miké tahansa alkio s(Py) € {s(P): P on vilin [a, D]
jako} ja mika tahansa alkio S(P%) € {S(P): P on vilin [a,b] jako}, niin
lemman 153 mukaan s(P;) < S(P). Nyt lemman 152 mukaan

sup {s(P): P on vilin [a,b] jako} < inf {S(P): P on vélin [a,b] jako}. O

Alla olevassa kuvassa havannollistetaan alasummaa s(P;) erddlld jaolla Py ja
ylasummaa S(P,) eraalla jaolla Ps.

y=f(x) T y= f()

LoT1T2L3Ts Ts L6 Lo L1 T2 XT3 T4Ts
I I I I
a b a b

Seuraava lemma antaa rajan sille, kuinka paljon yldsumma pienenee ja ala-
summa kasvaa jakoa hienonnettaessa.
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Lemma 3.2.1. Oletetaan, etti f: [a,b] — R rajoitettu, ts. |f(x)| < M kai-
killa x € [a,b]. Olkoon P = {xy,...,x,} vdlin [a,b] jako ja olkoon P’ hie-
nompi jako, jossa on r pistettd enemman kuin P:ssd. Silloin

S(P') > S(P) —2Mr||P| ja s(P')<s(P)+2Mr|P|.

Todistus. Todistetaan ylasummia koskeva véite.
Tapaus r = 1. P:hen on lisdtty yksi piste z, eli P’ = P U {z}. Olkoon z
jaon P i:nnelld osavililla: z € (z;_1,x;). Merkitdan

M} =sup{f(z): x € [x;_1,2]} ja M} =sup{f(z): x € [z,2]}.

Yldsummissa S(P) ja S(P’) kaikki muut termit ovat samoja paitsi vélid
[x;_1, 2;] koskevat termit. Niinpa

S(P) — S(P,) = Mz(l'l — $i—1) — MZI(Z — xi—l) — MZQ(ZEZ — Z)
= (Mz — le)(Z — ZEi_l) + (MZ — ME)(ZEZ — Z)

Koska 0 < M; — M} < 2M (j = 1,2), niin
S(P) = S(P') < 2M(x; — xi-1) < 2M|| P[],

toisin sanoen S(P') > S(P) —2M || P||.
Yleinen tapaus r > 1 seuraa nyt induktiolla. O]

Lause 3.2.6. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu funktio. f on integroituva jos

ja vain jos
b b
/fz/f:[

b
ﬂmmnfz/"f

Todistus. =" Mille tahansa jaolle P ja pisteille ¢ patee

b b
[[1=1]<|[1=5) 4 1507) - RPOl + |RCP0 11
Olkoon € > 0. Oletuksen mukaan on olemassa ¢ > 0 siten, ettéd

|MR®—H<§

aina kun ||P|| < 6. Méaritelmén 3.1.3 ja lemman 150 mukaan on olemassa
jako P siten, etta ||P|| < 0 ja
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Lauseen 3.1.4 mukaan talle jaolle P voidaan valita pisteet c siten, etta
S(P) - 5 < R(P.c) < S(P).

Nain saadulle jaolle P pétee

b
/ f—1I <e.
Tama patee kaikille e > 0, joten fj’ f = I. Vastaavalla tavoin saadaan Lf f=1

"«<" Olkoon € > 0. Oletuksen ja méaritelman 3.1.3 mukaan on olemassa
vailin [a, b] jako Py siten, ettd

]gS(Po)glJr%.

Merkitadn nain kiinnitetyn jaon P jakopisteiden lukumaaraa r:1la. Valitaan
liséksi luku M > 0 siten, etta |f(x)] < M kaikilla x € [a, b].

Olkoon nyt P mielivaltainen vélin [a, b] jako ja tarkastellaan hienonnettua
jakoa P’ = PyUP. Nyt P’":ssa on korkeintaan r pistettd enemmén kuin P:ssé,
joten lemmasta 3.2.1 seuraa, etta

S(P") = S(P) —2Mr||P]|.

Siten
R(P,c) < S(P yhtélo (151)
< S(P')+2Mr| P
< S(PO) +2Mr||P|| lemma 150
<I+ 3 —|— 2Mr||P||.
1 ]\64 =: §1, niin pisteiden c¢ valinnasta
,

riippumatta

R(P,c) <I+e.

Vastaavalla tavoin alasummia tutkimalla 16ydetadn do > 0 siten, etté
I —e < R(Pc)

aina kun ||P|| < ds. Valitsemalla § = min{d;, d2} on siten
|R(P,c)—1I|<e¢

aina kun ||P|| < 6. Niinpa f on integroituva ja integraali on I. O
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Palataan geometriseen tulkintaan tapauksessa f > 0. Kukin alasumma s(P)
antaa arvion alhaalta péin kuvaajan y = f(x) ja z-akselin rajaamalle pinta-
alalle, mikali pinta-ala on olemassa. Ylasumma S(P) antaa vastaavasti pinta-
alalle arvion ylhéaltd péin. Jos f on integroituva, niin kyseinen pinta-ala on
olemassa ja lauseen 3.2.6 mukaan pinta-alojen arvioiden infimum ylhaalta
ja supremum alhaalta yhtyvat, ja pinta-ala on tdma yhteinen arvo. Vertaa
sinun 80 kuviin.

Esimerkki 154. Olkoon a < b. Osoitetaan, ettd funktio f(z) = z? on in-
tegroituva valilla [a, b] ja lasketaan integraali.

Tarkastella yksinkertaisuuden vuoksi tilannetta a > 0. Valitaan valille
[a, b] kullakin n € N tasavélinen jako P,, jonka jakopistein ovat

“—avid,  i€{0,1,2,...,n}.

IZ:CL+Z
n

Téassa jakovélin pituus Ax; = (b—a)/n =: d on vakio. f:n kasvavuudesta joh-
tuen kullakin jakovalilla f saavuttaa suurimman arvonsa vélin loppupisteessé
ja pienimmén alkupisteessa, joten ¢:nnella jakovélilla

M; = sup{f(2): @ € [w;1, 2]} = f(2:) = (a+id)* ja
m; = 1inf{f(z): v € [x;_1, ]} = f(wi1) = (a+ (i — 1)d)*.

Lasketaan ylasumma:

n n

S(P) =Y MAz; =Y (a+id)*d = dY_(a® + 2aid + i*d?)

i=1 i=1 =1
:d< a2+2ad2i+d22i2>
=1 i=1 =1

Z (n+1) 2n(n+1)(2n+1)>

+d

=d (na2 + 2adn

— —_ )2 _ )3
_ b a. +2a(b a)*n(n+ 1) n (b—a)’nn+1)(2n+1)
n n? 2 n3 6
3
— 1
— (b—a)a® +a(b—a)* + (b—a) = —(b* —a®),

3 3

kun n — oo. Téassa kdytettiin summakaavoja

En:i _ n(n2—|— 1) i 2”22,2 _ n(n + 1)6(2n + 1)’

i=1 =1

jotka voidaan todistaa induktiolla. Ylaintegraalin maaritelmasta seuraa, etta

/x2dx§ (b® —a®).

W
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Vastaavalla tavoin alasumma laskemalla voidaan perustella, ettéa

b 1
/ v? dr > g(b3 —a®).

Nyt lauseen 3.2.2 mukaan

Wl

Niinpa f on integroituva valilla [a, b] ja

b 1
/ z? dr = g(b?’ —a%).

Esimerkki 155. Samaan tapaan voidaan osoittaa, ettd lineaarinen funktio
f(z) = kz (k € R) on integroituva jokaisella vélilla [a, 8] ja

b k
/ kx dx = 5(62 —a?).

Esimerkki 156. Funktio

)1, kunzeQ,
J(x) = {—1, kun z € R\ Q,

ei ole integroituva milldén valill [a, b]: Jos P on miké tahansa vélin [a, b] jako,
niin jokaisella jakovélilla on seké rationaalisia etta irrationaalisia pisteita ja
siten m; = —1 ja M; =1, jolloin

s(P)=> (-1)Az;=—(b—a) ja S(P)= zn: 1-Az; =b—a.

i=1 i=1

Tésta seuraa, etta

/abf:—(b—a)<b—a:/abf.

Seuraavaa perustyOkalua kaytetddn mm. jatkuvien funktioiden integroitu-
vuuden ja luvun 3.3 integraalin perusominaisuuksien todistamiseen. Lause
sanoo, ettd funktio on integroituva tasmaélleen silloin, kun yla- ja alasummat
voidaan saada sopivalla jaon valinnalla mielivaltaisen l&dhelle toisiaan. Vertaa
sivun 78 kuvaan.
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Lause 3.2.7 (Riemannin ehto, The Riemann Condition). Rajoitettu funktio
f:la,b] = R on integroituva jos ja vain jos jokaiselle € > 0 on olemassa
védlin [a,b] jako P siten, ettd

S(P) — s(P) < e. (157)

Todistus. "=" Oletetaan, ettd f on Riemann-integroituva. Olkoon ¢ > 0.
Lauseen 3.2.6 ja maaritelmén 3.1.3 mukaan on olemassa jako P; siten, etta

[r=sm-3

ja jako Ps siten, etta
b €
Nyt jaolle P = P, U P, patee

S(P)§S<P1)</abf+; ja S(P)ZS(P2)>/abf—,

2
S(P)—s(P)<(/CLber;)—(/abf—;):e.

7<” Olkoon € > 0. Oletuksen mukaan on olemassa jako P siten, ettd (157)
patee. Nyt

joten

S(P) g/abf g/abf < S(P) < s(P) + e

Tésta seuraa, etta

og/abf—/abfq. (158)

(158) patee kaikilla € > 0, joten on oltava

b b
L=/
Viite seuraa nyt lauseesta 3.2.6. O

Lause 3.2.8. Jatkuva funktio f: [a,b] — R on integroituva.
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Todistus. Lauseen 2.2.8 mukaan f on rajoitettu. Olkoon P = {xg, x1,..., 2}
vilin [a,b] jako. Koska f on jatkuva jokaisella osavalilld [z;_1,x;], niin se
saavuttaa jokaisella osavililla suurimman ja pienimman arvonsa pisteissa c;
jad; € [x;_q,x1):

fle) = My =sup{f(2): x € [ziy,z]}  Ja
f(dy) =m; =inf{f(x): x € [x;_1, 2]}

Nyt

n

S(P) = s(p) = 3(f(e5) = F(ds)) i = wi1)
i=1
Kéytetaan Riemannin ehtoa (lause 3.2.7). Olkoon € > 0. f on jatkuva sulje-
tulla ja rajoitetulla valilla [a, b], joten se on tasaisesti jatkuva (lause 2.2.12).
Siten on olemassa 6 > 0 siten, etta

1(0) = f@)] < .

kun |c—d| < §. Valitaan edelld jako P siten, etté || P|| < 4. Silloin |¢; —d;| < 0
kaikilla ¢ ja siten

n €

€
(P) = 5(p) < g S =) = (0 =) =
f toteuttaa Riemannin ehdon, joten se on integroituva. O]

Lause 3.2.9. Monotoninen funktio f: [a,b] — R on integroituva.

3.3 Integraalin perusominaisuudet

Kéydaan lapi tuttujen integraalin perusominaisuuksien todistukset. Piirré
kunkin ominaisuuden kohdalla kuva, josta selvida vaitteen geometrinen tul-
kinta.

Lemma 159. Joukossa I C R rajoitetuille funktioille f ja g patee sup{ f(z)+
g(x): x € I} <sup{f(x): x € I} +sup{g(z): z € I}.

Todistus. Viite seuraa suoraan supremumin maaritelmésta 5. Merkitaan supre-
mumeja ¢, a ja b, ts, ¢ < a + b. Koska a on joukon {f(z): x € I} ylaraja,
niin f(x) < a kaikilla € I. Vastaavasti g(z) < b kaikilla z € I. Niinpa
f(z)+g(z) < a+bkaikilla x € I, eli a+b on erds joukon { f(z)+g(z): x € I}
ylaraja. O
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Lauseet 3.3.1-2 (Integroinnin lineaarisuus). Jos f ja g ovat integroituvia
valilla [a,b] ja ¢ € R, niin cf ja f+ g on integroituva valilld [a,b] ja

[en=c[r o [Gro=[1+[s

Todistus. Todistetaan summan f + ¢ integroituvuus ja integrointikaava, cf
voidaan hoidella samaan tapaan. Koska f ja g ovat rajoitettuja funktioi-
ta, niin summafunktiokin on rajoitettu. Kaytetdan Riemannin ehtoa (lause
3.2.7). Olkoon € > 0. Koska f ja g ovat integroituvia, niin on olemassa vélin
[a,b] jaot Py ja P, joille

€ . €
Sf(Pl)—Sf(Pl) < 5 Ja Sg(PQ)—Sg(PQ) < 5
Tarkastellaan hienonnettua jakoa P = Py U Py = {xg, 21, ..., z,}. Lemmasta
150 seuraa, etta
€ . €
SHP) =5 (P)< 5 Ja S,(P)—s,(P)< S

Summafunktion yldsummalle patee (ks. lemma 159)
Sp+g(P ZSup{f +9(@): @ € (w1, 2]} Aw;
< Z sup{f(z): = € [x;—1,x1]} +sup{g(x): x € [z;-1,21]}) Az,

= Zi: sup{f(z): x € [x;—1, x1] }Ax; + isup{g(m): x € [, 11|} Ax;
= S¢(P) + 54(P).

Vastaavasti alasummalle saadaan s¢.,(P) > s7(P) + s,(P). Niinpa

Stg(P) = sp49(P) < (S(P) 4 S4(P)) = (s7(P) + 54(P))
= (57(P) = s7(P)) + (S4(P) = s4(P))
< % + % = €.

f + g toteuttaa Riemannin ehdon, joten se on integroituva. Integrointikaava:
em. jaolle P patee

b € b €
| =<y <spy< [+
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ja

b € b €
[9=5<sPY<SuP) < [g+5,

joten
([74[[a) - e<siProsip) <P < [740)
<SP < 5P+ 5P < ([ 1+ [o) e

Tama patee kaikilla € > 0, joten on oltava

/(f+g /f+/g O

Lauseet 3.3.1-2 voidaan yhdistda induktiota kayttéden seuraavaan muotoon:

Lause 3.3.3. Jos f1, fa, ..., fa ovat integroituvia valilld [a,b] ja c1,ca, .. ., ¢y
ovat reaalilukuja, niin myos c1f1 + cofa + -+ + cpfn on integroituva valilla
[a,b] ja

/ab(01f1+02f2+"'+0nfn)=C1/abf1+C2/abf2+-'-+cn/abfn.

Huomautus 160. Jos f ja g: A — R (A C R), niin merkitddn seuraavaan
tapaan:

o f=0,jos f(z) =
o f=y,jos f(x)
e >0, jos f(x)
o [>g,jos f(x)

0 kaikilla x € A,
= g(z) kaikilla z € A,
> 0 kaikilla x € A,
> g(x) kaikilla z € A.

Lause 3.3.4 (Epéyhtalon sdilyminen). Jos f ja g ovat integroituvia vdlilla
[a,b] ja f(z) < g(z) kaikilla x € [a,b], niin

/abfﬁ/abg-

Todistus. Lauseen 3.3.3 mukaan funktio g — f on integroituva. Koska
— f >0, niin s,_;(P) > 0 jokaiselle jaolle P ja siten

/abg_/abfZ/ab(g—f)I/:(g—f)zsgf(P)zo. 0
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Seuraus 161. Jos f on integroituva valilld [a,b] ja m < f(x) < M kaikilla
x € [a,b], niin

m(b—a)g/abng(b—a).

Maéritelladan funktion f: [a,b] — R itseisarvo |f|: [a,b] — R asettamalla

[f1(z) = |f(2)].

Lause 3.3.5. Jos f on integroituvia vdlilla [a,b], niin myds |f| on integroi-

tuva valilla [a,b] ja
b b
[ o< [n

Todistus. Olkoon P vilin [a,b] jako. Merkitdan f:n ja |f|:n yla- ja alasum-
missa

M; = sup{f(z): x € [xi_1, 2]},
=inf{f(z): © € [x;_1, 7]},

M; = sup{[f(z)]: = € [z, w]},
=inf{|f(z)|: © € [z;_1, 2]}

Nyt (perustele!)

M; —m; = sup{|f(2)|: = € [z;1, 2]} — inf{[f(2)]: = € [2;1, 2]}
= sup{[f(@)|: @ € [wi1, m:]} +sup{—|f(2)]: © € [zi1, 2]}
= sup{|f(2)| = [fW)]: =,y € [zi—1, ]}
< supf{[f(z) = f(y)|: @,y € [wi1, z:]}
= M; —m,.

Siten jos merkitdin |f|:n yli- ja alasummia S(P) ja 5(P), niin
S(P) —3(P) < S(P) — s(P).

| f]:n integroituvuus seuraa nyt Riemannin ehdosta (lause 3.2.7). Viitteen
epayhtalon todistamiseksi todetaan, ettd —|f(x)| < f(z) < |f(z)| kaikilla
x € [a,b]. Lauseiden 3.3.4 ja 3.3.1-2 mukaan

~[n=[Ems < [
/abf‘:—/abftai

Lauseen epayhtalo seuraa tasté, silla

/abf‘:/abf. O
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Huomautus 162. a) Kéénteinen véite ei pade. Esimerkiksi esimerkin 156
funktiolle | f| = 1 on integroituva vélilla [0, 1], mutta f ei ole integroituva.
b) Epédyhtélo voi olla aito, kuten esimerkki f(z) = x vélilla [—1, 1] osoittaa.

Huomautus 163. Integroituvan funktion f: [a,b] — R kuvaajan ja z-
akselin valiin jadvan alueen pinta-ala on

[ 11

Lause 3.3.6. Jos f ja g ovat integroituvia valilld |a, b], niin myds tulofunktio
fg on integroituva vdlilli |a, b].

Todistus. Ks. kurssikirja [15]. O

Huomautus 164. Yleistd kaavaa tulofunktion integraalin laskemiseksi ei

ole. Erityisesti yleensa
b b b
/a(fg)#</a f) </a g)-

Lause 3.3.8-9 (Additiivisuus vélin suhteen). Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu
funktio ja ¢ € (a,b). Tdlloin f on integroituva valilld [a,b] jos ja vain jos f
on integroituva vdleilld |a, | ja [c,b]. Tdlldin

[i=[i+[+ (165)

Todistus. Oletetaan, ettd f on integroituva valilla [a, b]. Kaytetdén Rieman-
nin ehtoa. Olkoon € > 0. On olemassa vélin [a, b] jako P, jolle

S(P) — s(P) < e.

Voidaan olettaa, ettd ¢ € P, silld hienonnettulle jaolle P’ = P U {c} pé-
tee S(P') — s(P') < S(P) — s(P) (lemma 150). Numeroidaan jakopisteet
seuraavasti:

P=Axq,...,xn,Tpi1,..., Ty}, missd x9=a, x, =cjax, =D>.

Nyt P, = {xo,...,z,} on vilin [a, ¢| jako, jolle

e > S(P)—s(P) (M; —my)(x; — 1)

0

.
Il
—

Y

@
I
—

(Mz - mz)(xz - ZEi_l) = S(Pl) - S(Pl).
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Siten Riemannin ehdon mukaan f on integroituva valilla [a, c]. Vastaavasti
ndhdaan integroituvuus vélilla [c, b].

Toinen suunta vastaavasti. Integrointikaava voidaan perustella samaan
tapaan kuin lauseessa 3.3.1-2. O

Maaritelma 166. Jos f: [a,b] — R (a < b) on integroituva, niin méaaritel-

laan . ,
[re-fs

Mille tahansa pisteessé a madritellylle funktiolle g méaaritellaan

/g::().

Huomautus 167. Maaritelméan 166 merkinnoin lauseen 3.3.8-9 kaava (165)
on voimassa kaikille luvuille a,b ja ¢ € R niiden jarjestyksesté riippumatta,
kunhan f on integroituva ko. véleilla.

Lemma 168. Olkoon f: [a,b] — R integroituva, ¢ € |a,b] ja k € R. Tdllsin
myos funktio g: [a,b] — R,

o) = {f(.a:), kun x # c,

k, kun x = c,

on integroituva ja

[o=]r

Toisin sanoen integoituvan funktion arvon muuttaminen yksittdisessd pistees-
sa et vaikuta integroituvuuteen eikd integraalin arvoon.

Todistus. Kaytetddn Riemannin ehtoa (lause 3.2.7). Olkoon € > 0. Talloin
on olemassa vélin [a, b] jako P = {xo,...,x,} siten, ettd

€
Sf(P) — Sf(P) < §
Nyt jollekin i pétee ¢ € [x;,, x;,_1]. Merkitdédn f:n supremumeja ja infimu-
meja osavaleilla M; ja m; kuten maaritelmassa 3.1.3. Nyt
M :=sup{g(z): x € [x;y, Tiy—1]} = max{M;,, k} ja
m :=inf{g(z): © € [, Tiy—1]} = min{m,,, k}.

Jaetaan vali [x;,, z;,_1] nyt osiin siten, ettd sen osan pituus, johon ¢ kuuluu,

on alle
€

2max{M —m, 1}
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ja merkitddn tiata uutta hienonnettua jakoa P’. Nyt

Sy(P') = 5,(P') < Sp(P') = s(P') + 5 < S;(P) —sy(P) + 5 <e. O

Lemmasta 168 seuraa, ettéa vaikka integroituvan funktion f arvoja muutetaan
aarellisen monessa pisteessa, niin f sailyy integroituvana ja integraalin arvo
samana.

Lause 169. Paloittain jatkuva funktio f: [a,b] — R on integroituva.

Todistus. Paloittain jatkuvuuden mééritelman 2.2.4 mukaan véli [a, b] voi-
daan jakaa osavéleihin

3

[avb] = \ [Ci—lvci]v

=1

missi a = ¢y < ¢ < --- < ¢, = b, f on jatkuva jokaisella valilla (¢;_1,¢;) ja
f saadaan jatkuvaksi jokaisella valilla [¢;_1, ¢;], kun mééritelladan f sopivasti
osavalin paétepisteissa. Lemman 168 ja lauseen 3.2.8 mukaan f on siten
integroituva jokaisella vélilld [c;_1,¢;] ja niin ollen lauseen 3.3.8-9 mukaan
myo6s koko valilla [a, b]. O

Lauseen 169 tilanteessa , A

[r=["r (170)

a i=1"7¢-1

Tutkitaan nyt integraalin ja derivoinnin vélista yhteytta ja todistetaan ana-
lyysin peruslause 3.3.14, jonka avulla useissa kdytannon tilanteissa integraali
voidaan laskea. Esivalmisteluna tarvitaan integraalilaskennan véliarvolause.
Muotoillaan se ensin yksinkertaisemmassa muodossaan (lause 171), jonka to-
distuksessa tarvittava argumentointi on selvemmin néhtévissé ja jonka for-
muloinnista voidaan helpommin péaatella tarkea keskiarvotulkinta. Lauseen
yksinkertainen muoto seuraisi myos yleisemmasta muodosta 3.3.7 asettamal-
la g=1.

Lause 171 (Integraalilaskennan véaliarvolause, IVAL). Jos f: [a,b] — R on
jatkuwva, niin on olemassa ¢ € [a,b] siten, ettd

[ 7wy dz = 50~ a).

Todistus. Suljetulla ja rajoitetulla valilla [a, b] jatkuvana funktiona f saavut-
taa sielld pienimmaéan arvonsa m ja suurimman arvonsa M (lause 2.2.9). Nyt
m < f(xz) < M kaikilla = € [a, b], joten seurauksen 161 mukaan

m(b—a)g/abf(x)da:SM(b—a),
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josta

mgb_a/bf(x)dng.

Jatkuvien funktioiden véaliarvolauseen (lause 2.2.10) mukaan f saavuttaa
kaikki pienimman arvonsa m ja suurimman arvonsa M véliset arvot, joten
se saavuttaa erddssi pisteessa ¢ € [a, b] arvon

f0) = 1 [ ) 0

Olkoon ¢ kuten lauseessa 171. Silloin

['rte) = feyds = [ sieyde = [ fie)as

a

—/ x)dr — f(e)(b—a)

—/ dx—/f(x)dx:().

Niinpé funktion f(x)— f(c) kuvaajan ja z-akselin véliin jadvéstd pinta-alasta
on yhté paljon z-akselin ala- kuin ylédpuolella. Siten funktion f(x) kuvaajan
jasuoran y = f(c) valiin jaavistd pinta-alasta on yhté paljon suoran y = f(c)
ala- kuin ylédpuolella.

b

Talla perusteella arvoa f(c) voidaan sanoa funktion f keskiarvoksi valilla
[a, b]. Keskiarvo voidaan mééritelld myos niille integroituville funktioille, jot-
ka eivit ole jatkuvia.

Maaritelma 172. Integroituvan funktion f: [a,b] — R keskiarvo (average
value) on luku

F=rr [ @)

—a
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Integraalilaskennan véliarvolause voidaan siis muotoilla niin, ettd "jatkuva
funktio saavuttaa keskiarvonsa”.

Lause 3.3.7 (Integraalilaskennan yleistetty véliarvolause, [IYVAL). Olkoon
f:la,b] — R jatkuva, g: [a,b] — R integroituva ja g > 0. Talloin on ole-
massa ¢ € [a,b] siten, ettd

[ r9=10 [ s (173

Todistus. Suljetulla ja rajoitetulla valilla [a, b] jatkuvana funktiona f saavut-
taa sielld pienimmén arvonsa m ja suurimman arvonsa M (lause 2.2.9). Nyt
m < f(x) < M kaikilla z € [a, b] ja koska g(z) > 0, niin mg(z) < f(z)g(x) <
Mg(z) kaikilla x € [a, b]. Lauseesta 3.3.4 seuraa

m/abgﬁ/abfgéM/abg' (174)

Jos [Pg = 0, niin (173) seuraa arvioista (174) milli tahansa c:n arvolla.
Muussa tapauksessa f; g > 0 ja voidaan maéritella reaaliluku

b
_ / fg
= e, (175)
|9
(174):n mukaan m < f < M. Koska f on jatkuva, niin jatkuvien funktioiden
viliarvolauseen (lause 2.2.10) mukaan f saavuttaa kaikki pienimmaéan arvonsa
m ja suurimman arvonsa M véliset arvot, joten se saavuttaa eraéssa pisteessé

c € [a,b] arvon f(c) = f. (173) seuraa tésté. O

Yhtalon (175) luku f on fmn painotettu keskiarvo funktion g suhteen valilla
[a,b]. Lause 3.3.7 sanoo, ettd painotettu keskiarvo on aina funktion pienim-
mén ja suurimman arvon valissi ja ettd se saavutetaan, jos f on jatkuva.

Seuraavassa tutkitaan integroituvan funktion f: [a,b] — R integraalia valilla
[a, z] ylarajan x funktiona, ts. funktiota

Pla)= [ 1= [ s

Jos integroimismuuttuja merkitdan nakyviin, niin on kaytettéva jotakin muu-
ta muuttujan nimed kuin x, joka on integroinnin suhteen vakio. Geometri-
nen tulkinta tapauksessa f > 0 on f:n kuvaajan ja akselin rajaaman alueen
pinta-ala valilla [a, z].
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on jatkuva.

Geometrisesti lause vaikuttaa jarkevilté: ei-negatiiviselle f pinta-alat F'(x)
ja F(y) saadaan ldhelle toisiaan, kun x ja y ovat ldhella toisiaan.

Todistus. f on rajoitettu, ts. on olemassa M siten, ettd |f(t)] < M kaikilla
t € [a,b]. Olkoot x ja y € [a,b]. Nyt

@) - F)l=| [ r@ae— [ e
= /yaf(t)dwr/jf(t)dt’

- / () dt‘ L.3.3.89 ja H. 167
Yy
<|[ 17 dt' L. 335
Yy
< M|z —yl. u

F on siis Lipschitz-jatkuva (mééritelma 120), ja siten jatkuva.

Lause 3.3.11. Olkoon f: [a,b] — R jatkuva. Tdlloin funktio

on derioituva ja F'(x) = f(x) (pddtepisteissd toispuoleiset derivaatat).

Pohditaan véitteen jarkevyyttd ensin geometrisesti. Oletetaan, ettd f > 0 ja
ettd h > 0. Talloin erotus F(x + h) — F(z) on kuvan véritetyn alueen pinta-
ala. Jos f on jatkuva pisteessd x, niin tdméan alueen pinta-ala on likimain
sama kuin kuvaan piirretyn suorakulmion pinta-ala:

F(x +h) — F(z) = f(z)h.
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Siten P h)— F(a)

rT+h)— F(x
Téssd vasemman puolen lauseke on funktion F' erotusosaméara pisteesséa x,
joten menemélla rajalle h — 0 saadaan ilmeisesti F'(z) = f(z).

\yzf(t)

a T xz+h

Todistus. Tutkitaan F:n oikeanpuoleista derivaattaa pisteessé x € [a, b), va-
semmanpuoleiset derivaatat ja pdatepiste x = b vastaavasti. Kirjoitetaan F:n
erotusosamaéaara pisteessa x, kiytetadn tietoa

Zﬁ+hfu)dt:lef@)dt+iéf+hf@)dt

ja sovelletaan integraalilaskennan véliarvolausetta valilla [,z + h], missa

h > 0:

F(x+h})L—F(I) :;</j+hf(t)dt—/jf(t)dt>

1 rz+h
== [ rwar= r)
missd ¢ on z:n ja (x+h):m vilissa. Koska ¢ — «, kun h — 0, niin on olemassa

F(z+h) — F()

/ _ : _ : —
Plaet) = Jim =2 i f(0) = f(a),
missd viimeinen yhtdsuuruus seuraa f:n jatkuvuudesta pisteessé x. O]

Seuraus 176. Jos f: [a,b] — R on jatkuva, niin on olemassa derivaatta

< 0y i = f @)
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Maaritelma 177. Olkoon f: [ — R vélilla I C R maaritelty funktio. Funk-
tio F': I — R on funktion f antiderivaatta (antiderivative), jos

F'(z)=f(z) Vzel

(mahdollisissa paatepisteissa toispuoleinen derivaatta).

1
Esimerkki 178. Funktio F(x) = 56296 + 5 on funktion f(z) = €** antideri-
vaatta R:ssa, silla F'(z) = f(x) kaikilla x € R.

Huomautus 179. Antiderivaatta on seurauksen 113 mukaan vakiota vaille
yksikésitteinen: jos F' ja G’ ovat f:n antiderivaattoja, niin on olemassa vakio
C siten, ettd F(z) = G(z) + C kaikilla z.

Lause 3.3.14 (Analyysin peruslause, Fundamental Theorem of Calculus).
Jos f: [a,b] — R jatkuva, niin f:lld on antiderivaatta

Fow) = [ f@yt (180)
ja jos F on mikd tahansa f:n antiderivaatta, niin
b
/ f(2)dz = F(b) — F(a). (181)

Todistus. Fy on lauseen 3.3.11 mukaan antiderivaatta. Jos F' on nyt mika
tahansa antiderivaatta, niin F(x) = Fy(z) + C, joten

F(b) — Fla) = (/abf@)dﬁc) - (/aaf(x)d:r;—ir(?) :/abf(:c)dx. 0

Huomautus 182. Erotukselle (181) kédytetdan merkintojé

(luetaan 7sijoitus a:sta b:hen F'(z)”).

Esimerkki 183.

3 25 11 164
a) /1(5x2+2)d$:/1(3x3+2x>:51—<—3)23

I 1 /2 2 1 /2 1
b/id:—/id:— In(z2 +1) = ~(In5 — In 2
V1™ 2w ® 2/1 n(@ 1) =55 =2)
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Huomautus 184. Integroituvalla funktiolla ei valttamatta ole antiderivaat-
taa. Esimerkiksi hyppyfunktio

fla) = {—1, r <0,

1, z >0,

on integroituva valilld [—1, 1] (ks. lause 169 ja kaava (170)):

[ =L+ [1=¢n-0-r1-a-0=0

Kuitenkin jos F'(z) = f(x), niin

Fa) = {—:U—l—A, kun x < 0,

r+ B, kun z > 0,
joten F' ei voi olla derivoituva pisteessa = = 0. Erityisesti funktio

—xr—1, kunx <0,
x—1, kun x > 0,

%wzﬂﬁ@ﬁz{

ei ole derivoituva pisteessia x = 0.

Integroituvalla epajatkuvalla funktiolla ei siis valttdmaéatta ole antiderivaat-
taa, jota voitaisiin kayttad integraalin laskemiseen. Jos antiderivaatta kui-
tenkin on olemassa, niin osoittautuu, ettd kaava (181) on voimassa:

Lause 3.3.12. Olkoon f: [a,b] — R integroituva. Jos f:lld on antiderivaatta
F, niin

Todistus. Jos P = {xo,...,x,} on vélin [a, b] jako, niin

n

F(b) = F(a) = > (F(2:) = F(zi-1)).

i=1

Differentiaalilaskennan véliarvolauseen 2.3.11 mukaan jokaisella osavélilla on
piste ¢; € (x;_1,x;) siten, ettd

F(x;) = F(zi1) = f(ei) (@i — wio1).

Niinpa
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Tama on fn Riemannin summa valilla [a, b]. Olkoon nyt € > 0. Koska f on
integroituva, niin lauseen 3.2.6 mukaan on olemassa d > 0 siten, etta

/a " b(2) de — (F(b) — F(a))| < e, (185)

kunhan [|P|| < d. Arvio (185) pétee kaikilla € > 0, joten véite seuraa. O

Seuraus 3.3.13. Jos f' on integroituva valilld [a,b], niin

[ 7@z = £6) - (@)

Huomautus 186. a) Esimerkki epdjatkuvasta funktiosta f, joka on in-
tegroituva ja jolla on antiderivaatta F: Asetetaan

1
2 o b
F:[0,1] = R, F(z) = TR v 70,

0, x=0.
F' on derivoituva ja derivaatta on
1 1
2z sin — — — 0
o) = F'(a) = a:smx COS$, x #0,
0, =0,

(derivoi, kun & > 0 ja tutki erotusosaméaaraé, kun z = 0). Seurauksen 218
mukaan f on integroituva valilla [0, 1], mutta f ei ole jatkuva vélilla [0, 1].
b) On olemassa rajoitettu funktio f: [a,b] — R siten, ettd f:1ld on anti-
derivaatta valilld [a,b], mutta f ei ole integroituva vélilla [a,b]. Tallainen
funktio konstruoidaan Gordonin kirjan [4] lausetta 3.9 seuraavassa esimer-
kissd, jossa a)-kohdan funktio F' siirretddn ja skaalatan sopivasti dérettomén
monelle vélin [a, b] osavilille siten, ettd saadaan derivoituva funktio, jonka
derivaatan epajatkuvuuspisteiden joukko ei ole nollamittainen, eika F” siten
ole integroituva (lause 3.5.6).

Néiden hankalien esimerkkien jalkeen voimme onneksi todeta, ettd jatku-
valle funktiolle tilanne on selkeéa: jatkuva funktio on integroituva ja silla on
analyysin peruslauseen 3.3.14 mukaan antiderivaatta, jonka avulla integraa-
li voidaan laskea. Kdytamme jatkuvan funktion tapauksessa antiderivaatalle
seuraavaa nimitysta:

Maaritelma 187. Jatkuvalle funktiolle f: [a,b] — R jokaista antiderivaat-
taa

F(z) = / Ty dt+C (188)

kutsutaan integraalifunktioksi.
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Huomautus 189. a) Joissakin teksteissd nimityksella integraalifunktio tar-
koitetaan minka tahansa funktion antiderivaattaa. Tamé on kuitenkin ongel-
mallista niissd tapauksissa, joissa funktio on integroituva, mutta silld ei ole
antiderivaattaa.

b) Integraalifunktiolle kiytetdén usein merkintaa

[ fa)da.

joka tarkoittaa toisinaan jotakin f:n integraalifunktiota ja toisinaan kaik-
kia f:n integraalifunktioita. Erityisesti "integroidaan puolittain” -tyyppisisséi
paattelyissa kannattaa olla huolellinen: esimerkiksi

fllo)y =22 =5 f(a) =2
silld yhtd hyvin voisi olla f(z) = 2% + 7.

Oletetaan perusopintojaksoilta tutut sivun 182 taulukon integrointikaavat
ja lauseiden 3.3.15 ja 3.3.17 integroimiskeinot integraalifunktion hakemiseksi
tunnetuiksi. Analyysin peruslauseen kiytossé taytyy muistaa, ettd f:n taytyy
olla jatkuva integroimisvalilla. Esimerkiksi huolimattomasti voitaisiin laskea

L'l vAARIN 1< 1 > 1< 1 ) 1 1 2
— da VAT —— )=/ (~=)=-3>-2=-2 (19
L 2 /1 325) /), \ 328 3733 190

minkd taytyy olla vddrin jo sen vuoksi, etté integroitava funktio f(z) =
1/2? > 0 kaikilla x # 0. Téassa f ei ole jatkuva eikd edes rajoitettu vélilla
[—1, 1] (eiké sen epéoleellinen integraalikaan suppene valilla [—1,1]).

Lause 3.3.15 (Osittaisintegrointi, Integration by Parts). Jos f" ja ¢’ ovat
integroituvia valilla [a,b], niin

/ab f'(x)g(z) dz = /bf(x)g(x) — /abf(x)g’(x) i

Todistus. f ja g ovat derivoituvina funktioina jatkuvia ja siten integroituvia,
joten lauseisen 3.3.6 ja 3.3.1-2 mukaan myos funktio

(fg) = fg+[fd

on integroituva. Soveltamalla seurausta 3.3.13 funktioon fg saadaan

[ @t + s@f @) o= | st

josta vaite seuraa. O
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Osittaisintegrointia sovellettaessa kirjoitetaan integoitava funktio tulona, jon-
ka toinen tekija f’(x) osataan integroida ja g(z) derivoida. Jos f(z)¢'(x) osa-
taan integroida, padstadn tulokseen. Téassd f'(x):n integraalifunktio f(z) on
vain vakiota vaille yksikésitteinen. Jatetadn harjoitustehtaviksi nayttas, etta
osittaisintegrointikaava antaa saman tuloksen siita riippumatta, mika inte-
graalifunktio valitaan (sijoita kaavaan f(z):n paikalle f(z) 4 C).

1
Esimerkki 191. Laske/ xze T dx.
0

Ratkaisu. Osittaisintegroidaan valinnoilla f'(z) = e™* ja g(x) = . Télléin
¢'(x) =1 ja funktioksi f voidaan valita f(x) = —e™". Nyt

1 1 1 1 1 9
0 0 0 € 0 e

Muuttujanvaihto

Tarkastellaan seuraavassa tapaa laskea integraaleja kayttdmaélla sijoitusta
x = z(u) eli muuttujanvaihtoa muuttujasta x muuttujaan wu.

Lause 3.3.17 (Integrointi sijoituksella). Olkoon f: [a,b] — R jatkuva sekd
x: [a, B] = [a,b] derivoituva ja ' integroituva valilla (o, B]. Tdlldin

/m " by ds = / 7 () (u) du. (192)

(a) @

Todistus. Yhtalon (192) molemmat integraalit ovat olemassa. Vasemmalla
puolella f on jatkuvana funktiona integroituva. Oikealla puolella x on deri-
voituvana funktiona jatkuva, joten yhdistety funktio fox on myos jatkuva ja
siten integroituva, ja niinpa yhtélon oikean puolen funktio on lauseen 3.3.6
mukaan integroituva. Analyysin peruslauseen 3.3.14 mukaan

missd [’ on f:n integraalifunktio, ts. F' = f. Taméa yhtdlo pitee myos ta-
pauksessa x(a) > z(f). Merkitdéin G(u) = F(z(u)). Ketjusddnnon mukaan
G'(u) = f(z(u))z'(u), joten G on yhtalon (192) oikean puolen funktion anti-
derivaatta ja siten lauseen 3.3.12 mukaan
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Huomautus 193. Lauseen 3.3.17 funktion ei tarvitse olla monotoninen,
mutta yleensd funktioksi x pyritdédn valitsemaan aidosti kasvava bijektio,
jolloin @ = x(«) ja b = x(f3), ja siten

b B8
/a f(a)de = /a Fla(u))e (u) du. (194)

Kaavan (194) muistisadantonéd voidaan kayttaa (sindnséd mieletontd) laskua

;lz =2'(u) = 2'(u)du = dz.
Kaavassa (194) ajatellaan, etté sitd kiytetdan vasemmanpuoleisen integraa-
lin laskemiseen muuttamalla se oikean puolen integraaliksi, joka ensi alkuun
nayttad hankalammalta kuin alkuperédinen integraali, mutta on sopivaa si-
joitusta kayttamalla laskettavissa. Tallaisesta sijoituksesta kdytetadn joskus
nimitysta kddnteinen sijoitus (inverse substitution).

Jos vaihdetaan (194):ssa x:n ja w:n roolit, saadaan

B8 b
| fu@) () de = [ f(w)du, (195)

missa a = u(a) ja b = u(f). Tassa laskettavana on vasemman puolen in-
tegraali, josta tunnistetaan sopiva sisafunktio u(x) ja sen derivaatta u'(x).
Talloin kyseessa on suora sijoitus. Muistisaantonéd samaan tapaan kuin edella

du , ,
— =u(xr) = u(r)dr = du.

T (@) = W)

Bijektiivista sijoitusta © = x(u) < wu = u(x) kiytettdessé toisinaan keksi-
tdan ensin kdanteisfunktio. Kédanteisfunktion derivoimissaantod kayttamalla
voi kiyda niin, etté itse funktion lauseketta ei tarvitse selvittia:

RS
du _u’(a:)_ @’
dz

josta voidaan laskea sijoituksen jélkeen syntyva integraali operoimalla muut-
tujien x ja wu lisaksi myos symboleilla dx ja du ikdan kuin ne olisivat lukuja.
Esimerkki 196. Laske suoralla sijoituksella

e

2 dr 2 4 2
a) /1 (14 2x)2 b) /—1 x4—|—1d$ ) /—1/3 \3/3x+2dx
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Ratkaisu. a) Sijoitetaan u = 1 + 2z, jolloin du = 2dz. Rajat: kun x = 1,
niin v = 3 ja kun x = 2, niin u = 5 ja siten

/2 dv 1 pdu 1 /71 1
(14222 205 w2 2/, w15

b) Sijoitetaan u = x?, jolloin du = 2z dz. Rajat: kun x = —1, on u = 1 ja
kun z = 2, on u = 4, joten

2 1 /4
- ¢
/1$4+1 2/ u2+1 /1aman“

1
(arctan4 —arctan 1) = 5 arctan 4 — g

c) Sijoitetaan u = v/3z + 2 eli x = u3/3 — 2/3, jolloin dzr = u? du. Rajat:
kun z = —1/3, niin v = 1 ja kun = = 2, niin u = 2. Siten

2 203/3—2/3 1 /2
/ %dxz/ u//u2du:/(u4—2u)du
-1/3 /3x + 2 1 U 31
1 / ? <u5 2) 16
= — — — U = —.
3/, \5 15
. . e L dx
Esimerkki 197. Laske kaanteisella sijoituksella / —_ .
o (5—x2)3/2

Ratkaisu. Sijoitetaan z = /5 sin u. Motivaatio télle sijoitukselle tulee kuvan
suorakulmaisesta kolmiosta, josta paitellaan

VH—ax? . ; x
~——— ja tanu= —-—.
NG ! V5 — 22

CoOSUuU =

VH — a2

Rajat: kun o = 0, niin v = 0 =: @ ja kun x = 1, niin v = arcsin(1/v/5) =
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Lisiksi dz = v/5 cos u du, joten
/1 dx b /Heosu 1 /b du
o (5 5Ja
1

= _— du —=
—a2)32  Jo 532 cosu cos?

T 1

b 1 1
= —tanu = T = .
/u_a5 /x:05‘/5_952 10

Téssé (1/ cos? u):m integrointi onnistui muistamalla (tan «):n derivointikaava
(taulukkokirjatietoa). Lopussa siirryttiin takaisin alkuperiiseen muuttujaan
x, jota kdyttamalla sijoitus on helpompi laskea.

3.4 Epaoleellinen integraali

Edelld integraali méaariteltiin vain rajoitetulla valilla [a, b] maaritellylle rajoi-
tetulle fuktiolle. Yleistimme nyt tatd méaritelmad myos tapauksiin, joissa

 integroimisvéli on rajoittamaton, ts. a = —oo tai b = oo, tai

« funktio ei ole rajoitettu.

Maaritelma 198. Olkoon I C R (rajoitettu tai rajoittamaton) véli. Jos f
on integroituva vélin [ jokaisella suljetulla ja rajoitetulla osavalilla, niin f on
lokaalisti integoituva (locally integrable) valilla I.

Esimerkki 199. a) f(x) = 22 on lokaalisti integroituva joukossa R =
(—o00, 00), silld se on jatkuvana funktiona integroituva jokaisella valilla [a, b] C
R.

b) f(x) = 1/x on lokaalisti integroituva vililla (0, 1], silld se on jatkuvana
funktiona integroituva jokaisella vélilld [a,b] C (0, 1].

Kurssikirjassa kaikki epéoleelliset integraalit méaritellidn samassa méari-
telméssa 3.4.1. Jaetaan selvyyden vuoksi maéritelméa kahteen osaan sen mu-
kaan, onko "ongelmana” rajoittamaton integroimisvali vai rajoittamaton funk-
tio.

Rajoittamaton integroimisvali

Y
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Maaritelma 3.4.1 (a). Jos f: [a,00) — R on lokaalisti integroituva valilla
[a,00), niin maaritelladn epdoleellinen integraali (improper integral) vdlilld
[a, 00) raja-arvona

/aoo f(z)dz := lim Cf(yc) dx.

c—00 a

Vastaavasti jos f: (—oo0,b] — R on lokaalisti integroituva vélilla (—oo, b],
niin méaritelldén epdoleellinen integraali valilla (—oo, b] raja-arvona

/_boo f(z)dx := lim /cb f(z)dx.

c——00

Mikéli kyseinen raja-arvo on (darellisend) olemassa, epéoleellinen integraali
suppenee (converges), muulloin hajaantuu (diverges).

Lause 200. Olkoon a > 0 ja p € R. Tdlloin
o dx . .
/ —  suppenee jos ja vain jos p > 1.
a X
Todistus. Olkoon ¢ > a. Oletetaan ensin, ettd p # 1. Téalloin
¢ dx 1 ‘1 1 ( 1 1 ) a:p, kun p > 1,
a w? 1—p/ a7t 1—p\cr~t ar! oo, kunp<1,

kun ¢ — oo. Tapauksessa p = 1

do

C
:/ Inz=Inc—Ina — oo, kunc— oo. O
a T
a

Potenssifunktioiden integroituvuudessa vélilla [a, 00) 1/x on siis rajatapaus.
Vertaa tulosta funktioiden kuvajiin:

Y

y=1/Va

y=1/z
y=1/2*
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Huomautus 201. Hajaantuvan integraalin arvo ei vélttamétta ole oo tai

—00. Esimerkiksi
C

(&
/coszdx:/ sinx = sinc,
0

0
jolla ei ole raja-arvoa, kun ¢ — oo. Niinpé

oo
/ cosz dx
0

hajaantuu. Miten voit paétella tdman jo kosinin kuvaajasta?

Huomautus 202. Jatkuville funktioille f, joilla analyysin peruslauseen mu-
kaan on integraalifunktio F', voidaan kayttda merkintda

/a OOF(J:) = lim / CF(:C).

oo °
/ jU:/ Inz =In(occ) —Inl = 0.
1 .

Rajoittamaton funktio

Esimerkiksi

Y

y = f(x)
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Maaritelma 3.4.1 (b). Jos f: [a,b) — R on rajoittamaton, mutta lokaalis-
ti integroituva valilla [a, b), niin maaritellaan epdoleellinen integraali vililla
[a, b) raja-arvona

/a " (@) de = lim [ f(z)ds. (203)

c—b— a

Vastaavasti jos f: (a,b] — R on rajoittamaton, mutta lokaalisti integroituva
valilla (a, b], niin maaritelladn epdoleellinen integraali vililld (a, b] raja-arvona

b b
= i / .
/a f(z)dx Jim [ f(z)dx
Mikali kyseinen raja-arvo on (&érellisend) olemassa, epdoleellinen integraali
suppenee, muulloin hajaantuu.

Huomautus 204. Jos f: [a,b) — R on rajoitettu ja lokaalisti integroituva
vélilld [a, b), niin f on lauseen 217 mukaan Riemann-integroituva valilla [a, b]
ja (203) pétee. Eli vaikka f olisi rajoitettu, niin emme tulisi tassid maaritel-
leeksi uutta integraalin kasitetta.

Lause 205. Olkoon a > 0 ja p € R. Tdlloin

o dx
—  suppenee jos ja vain jos p < 1.
o P
Todistus. Samaan tapaan kuin lause 200. n
. . D 2 dx
Esimerkki 206. Suppeneeko vai hajaantuuko / W?
1 (T —
Ratkaisu. Integroitava funktio
! — k — 2
——— — 00, kunwzx -,
(z —2)?

joten kyseesséd on epéaoleellinen integraali ja

2 dx . ¢ dx ) c 1
/ ——— = lim ———— = lim —
1 (1 —-2)2 21 (2 -2)2 52—/ x—2
I ( ! 1>
= lim (— — 1) =o00.
5 00

Integraali siis hajaantuu.
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Integroimisvalin jako osiin

Maaritelma 3.4.3. Jos integroimisvali I C R on (—o0, 00) tai f on rajoit-
tamaton muualla kuin rajoitetun vélin toisessa paatepisteessa, niin integroi-
misvéli on jaettava osiin siten, ettd saadaan maaritelmissa 3.4.1 (a) ja 3.4.1
(b) késitellyt vélit, jotka ovat tyyppid

la,b), (a,b], [a,00) tai (—o0,b. (207)

Maaritelladn, ettd f:n epédoleellinen integraali valilla I suppenee, jos f:n epé-
oleellinen integraali suppenee jokaisella osavélilla. Talloin integraali yli vélin
I on em. integraalien summa. Jos f:n epéoleellinen integraali hajaantuu yh-
dellékin osavalilla, niin f epéoleellinen integraali vélilla I hajaantuu.

Esimerkki 208. Tutki suppenemista ja laske arvo, jos suppenee:

a) / - b) / 2173 / 1—|—x2

Ratkaisu. a) Integroitava funktio 1/2% — oo, kun x — 0+, joten kyseessi
on epaoleellinen integraali, joka taytyy jakaa osiin

/00 dx o dx N /OO dx
0o a2 o 22 Ja a2’
missd a > 0. Voidaan osoittaa, ettd tallaisissa tilanteissa a:n valinta ei vai-
kuta suppenemiseen ja integraalin arvoon tai hajaantumiseen. Luontevin va-

linta tassa on a = 1:
/Oodx_ 1dx+/°°dx
o 22 Jo a2 1 x?’

Lauseen 205 mukaan ensimmaéinen naista integraaleista hajaantuu, joten ky-
sytty integraali myos hajaantuu.

b) Integroitava funktio 1/2'/3 — 400, kun x — 04, joten kyseessi on epé-
oleellinen integraali, joka taytyy jakaa osiin 0:n kohdalta:

1 da:'_ 0 dx 1d:1:_1, c dx y 1 dx
[ooa= [t [ =t [ i [
c 1
—Ji%l_/lgf” +c£%l+/c PR R R

c) Integroitava funktio on rajoitettu (0 < 1/(1 + z?) < 1 kaikilla x), mut-
ta integroimisvali on molemmista paista rajoittamaton, joten integroimisvali
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taytyy jakaa kahteen osaan (misté kohtaa tahansa, mutta 0 on tdssd mukavin

valinta):
/00 dx B /0 dx . /00 dx
oo 1422 oo 1+ 22 o 1422
0 dzx ) ¢ dx

+ Iim
c——00 J. 1—|—£B2 cﬁoo01+x2
0 c
= lim / arctan z + lim / arctan x
cC——00 c— 00 0
Cc

-0-(-3)+6-)-

Huomautus 209. Parittoman funktion integraali 0:n suhteen symmetrisen
vélin yli ei ole valttaméatta nolla. Esimerkiksi

1 dx de 1dx
/ ——/ :—oo+oo,

ts. integraali hajaantuu.

Lause 3.4.4 (Epéoleellisen integraalin lineaarisuus). Oletetaan, etti fi ja
fa: [a,b) — R owvat lokaalisti integroituva. Jos integraalit [’ f(x)dz ja

[P g(x) dz suppenevat ja ¢y ja ¢; € R, niin myos [P(cif(z) + cafa(z)) da
suppenee ja

/ab(clf(x) + 2 fao(z)) = 1 /b f(x)dx + co /abg(x) dz.

a

Vastaava tulos patee kaikille vdleille (207).

Todistus. Jos a < ¢ < b, niin lauseen 3.3.3 mukaan

/aC(le( )+ cafa(w —01/ flz d$+62/ g9(x) dz.

Vaite seuraa ottamalla raja-arvo ¢ — b—. O

Ei-negatiivisen funktion epaoleellinen integraali

Lemma 210. Olkoon f: [a,b) — R kasvava funktio. Tdlldin on olemassa
raja-arvo

lim f(z) eR tai  lim f(z) = oo.

Tulos patee myos tapauksessa b = oo
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Todistus. Todistetaan tapaus b < co. Tapaus b = oo todistetaan samaan ta-
paan. Jaetaan todistus kahteen osaa sen mukaan, onko kuvajoukko f([a,b)) =
{f(z): x € [a,b)} ylhaalta rajoitettu vai ei.

(1) f(la,b)) ei ole ylhaalta rajoitettu. Olkoon M € R. Télléin on olemassa
jokin ¢ € (a,b) siten, ettd f(c) > M. Kasvavuuden nojalla

flx)>M  Yxe((cb).

Epaoleellisen raja-arvon madaritelman 2.1.8 mukaan on siten lirbn f(z) = 0.
z—b—

(2) f([a,b)) on ylhaalta rajoitettu. Taydellisyysaksiooman mukaan on ole-
massa M = sup(f([a,b))). Osoitetaan, etté

lim f(z)= M.

r—b—

Olkoon siis € > 0. Lauseen 1.1.3 mukaan on olemassa ¢ € [a,b) siten, ettd
f(e) > M — e. Kasvavuuden nojalla

flx) > M —¢ Va e (eb).

Koska lisaksi f(z) < M, niin |f(z) — M| < € kaikilla z € (¢,b). Vasemman-
puoleisen raja-arvon méaritelméan 2.1.5 mukaan on siten linbn flz)=M. O
x—b—

Lause 3.4.5. Jos f: [a,b) — R on lokaalisti integroituva ja f > 0, niin

b b
/ f(z)dx  suppenee tai / f(z)dx = oc.
Vastaava tulos patee kaikille vileille (207).

Todistus. Koska f(x) > 0 kaikilla z, niin funktio F': [a,b) — R,

on kasvava. Vaite seuraa lemmasta 210. ]

Ei-negatiivisen funktion integraali ei siis voi hajaantua muuten kuin olemalla
oo (vrt. huomautus 201). Siksi ei-negatiiviselle f > 0 integraalin suppene-
mista usein merkitdan

/bf(x) da < oo, (211)
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Lause 3.4.6 (Vertailuperiaate, Comparison Test). Jos f ja g: [a,b) — R
ovat lokaalisti integroituvia ja 0 < f < g, niin

b
/ ()dz<oo:>/ x)dr < 0o
b
/ flz)dr =00 = / g(x)dr = 00
Vastaava tulos pdtee kaikille vdileille (207).

Vrt. sivun 105 kuvaan.

Todistus. Lauseen 3.3.4 mukaan

/acf(x)dx < /acg(x)dx

kaikilla ¢ € [a,b). Viite seuraa nyt lauseesta 3.4.5 ja raja-arvon (¢ — b—)
ominaisuuksista: jos epayhtélon oikean puolen integraalilla on raja-arvo <
o0, niin myos vasemmanpuoleisella integraalilla on raja-arvo < oo. Jos taas
epayhtédlon vasemman puolen integraalilla on raja-arvo oo, niin myos oikean
puolen integraalilla on raja-arvo oco. O]

Kaytannossa lausetta 3.4.6 sovellettaessa kirjoitetaan lyhyesti

O</ dx</ x)dr < oo tal oo = / da:</

ja tehdaan téstd johtopditos suppenemisesta. Vertailufunktiona kaytetdan
jotakin tunnetusti kayttaytyviaa funktiota, kuten 1/2P (lauseet 200 ja 205).

Esimerkki 212. Suppeneeko vai hajaantuuko

a)/ \/m )/ 1+\r

=<l
1 \/m 1 a2

eli integraali suppenee.
b) Koska v/ > 1, kun x > 1, niin voidaan arvioida

/oool+\/_ /\/_+\/_ /Odex 2/ 1/2:

Integraali siis hajaantuu.

Ratkaisu. a) 0 < < 00,
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Lause 3.4.7 (Osamaaritesti). Olkoot f ja g: [a,b) — R lokaalisti integroi-
tuvia, f > 0 ja g > 0. Oletetaan lisiksi, ettd raja-arvo

~ lim 1@ (213)

a—b— g(z)

on olemassa aarellisena tai L = 0.

b b

g(x)dzx < o0, mm/ f(z)dz < cc.

a

(1) JosL<ooja/

b b

(2) J03L>0ja/ g(x)dx = 00, mm/ f(z)dx = oc.

a a

Vastaava tulos patee kaikille vdleille (207).

Todistus. (1) Oletuksista seuraa, ettd on olemassa ¢ € (a,b) siten, etta

I0) 2141 & f(o) < (L+ ()

g9(z)

kaikilla = € [c,b). Véite seuraa lauseesta 3.4.6.
(2) Samaan tapaan. O

3r — 2

dz?
241

Esimerkki 214. Suppeneeko /
1

Ratkaisu. Integroitava funktio f(x) on ei-negatiivinen ja lisiksi jatkuvana
funktiona lokaalisti integroituva. Tutkitaan integroituvuutta ensin tekemall&
seuraava karkea arvio: suurilla x vakio sekéd osoittajassa ettd nimittajassa
voidaan unohtaa, joten

3r—2 3z 1
fo) =~

»24+1 22z

J7°(1/x) de = oo, joten ilmeisesti tutkittava integraali hajaantuu. Tasta paa-
telldén sopiva vertailufunktio g(z) = 1/z osamadratestia varten:

3r — 2 5 2
f(f)_:ﬂ—i—l 3a% — 2z _§_>3
9(x) 1 z? 41 1_|_i2 7

x x

kun z — oo. Osamaiiritestin kohdan (2) perusteella tutkittava integraali
hajaantuu.
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Itseinen suppeneminen

Maaritelma 3.4.8. Olkoon f: [a,b) — R lokaalisti integroituva. Talloin
epéoleellinen integraali

/abf(x) dx

suppenee itseisesti (converges absolutely), jos integraali

[ 5@z

suppenee. Vastaavalla tavoin méaritelldan itseinen suppeneminen kaikilla vé-
leilld (207).

Lause 3.4.9. Jos epdoleellinen integraali suppenee itseisesti, niin se suppe-
nee.

Todistus. Tarkastellaan valilld [a,b) lokaalisti integroituvaa f (muut valit
(207) vastaavasti). Maaritelladn g = | f| — f. Funktio g on vélillé [a, b) lokaa-
listi integroituva (lauseet 3.3.5 ja 3.3.1-2) ja

0<g<2|f]

Koska |f|:n integraali suppenee, niin vertailuperiaatteen mukaan myés g:n
integraali suppenee. Niinpa funktion f = |f| — ¢ integraali suppenee (lause

3.4.4). ]
Esimerkki 215. Tutkitaan integraalin
/ Y e (216)
1P

suppenemista, kun p > 0.

/

kun p > 1, joten (216) suppenee itseisesti ja siten suppenee, kun p > 1.
Voidaan osoittaa, ettd arvoilla 0 < p < 1 (216) suppenee, mutta ei itseisesti
[15, Examples 3.4.13-14]. Tamé johtuu funktion oskilloinnista (”positiivinen

ja negatiivinen pinta-ala”).

Y

sinx

o 1
dxg/ — dx < 00,
T

P

[\ .

v y = (sinx)/x
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Sanotaan, etté epéoleellinen integraali suppenee ehdollisesti (converges con-
ditionally), jos se suppenee, mutta ei suppene itseisesti.

3.5 Riemann-integroituvuudesta — Lebesguen ehto

Pohditaan vield lyhyesti, millainen on vélilla [a, b] integroituvien funktioiden
joukko.

Lause 217. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu vdlilld |a,b] ja integroituva jo-
kaisella valilld [a, c] C [a,b). Silloin f on integroituva vdlilld [a,b] ja

b @
/ #— T / f.
a c—b— a
Vastaava tulos pdtee myds, jos f on integroituva jokaisella vdlilld [c,d] C
(a,b).

Todistus. Valitaan M siten, ettéd |f(x)| < M kaikilla x € [a, b]. Olkoon € > 0.
Valitaan r > 0 siten, ettd r < ¢/(4M) ja a < b — r. Koska f on integroituva

valilla [a, b—r], niin on olemassa vilin [a,b—r] jako P = {xq, ..., z,_1} siten,
etta .
S(P) — s(P) = S (M; — my)Az; < %
i=1

Nyt P’ = P U {b} on vilin [a, b] jako. Kun merkitdén b = x,,, niin

S(P') —s(P') = Z(Mz —m;)Ax; < % + (M, — m,)Azx, < % +2Mr <e.
i=1

f toteuttaa Riemannin ehdon (lause 3.2.7) valilla [a, b] ja on siten integroituva
vililld [a, b]. Kaava:

[r-f =1

kun r — 0+. ]

b
S/ |f] < Mr —0,
b—r

Seuraus 218. Jos f: (a,b) — R on jatkuva ja rajoitettu, niin f on integroi-
tuva vdlilld [a, b].

Todistus. f voidaan jatkaa rajoitetuksi funktioksi fi: [a,b] — R asettamalla
fi(z) = f(x) kaikilla = € (a,b) ja vaikkapa f(a) = f(b) = 0 (f1:n arvoilla
paatepisteissa ei lemman 168 mukaan ole vaikutusta integroituvuuteen eiké
integraaliin). On osoitettava, ettd f; on integroituva valilld [a,b]. Néin on,
koska f; toteuttaa lauseen 217 oletukset, koska se on jatkuvana funktiona
integroituva jokaisella valilla [c,d] C (a,b). O
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Lause 219. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu. Jos f:n epajatkuvuuspisteiden
joukko on daarellinen, niin f on integroituva valilla |a, b].

Todistus. Olkoot a < ¢; < ¢ < -+ < ¢, < b ne pisteet, joissa f ei ole
jatkuva. Nyt

[a,0] = [a,c1] U fer, ] U~ U fen1, ] U e, D]
(jos ¢ = a tai ¢, = b, niin jitetdan ko. yhden pisteen vili pois). f on
seurauksen 218 mukaan integroituva jokaisella naista osavaleisté, joten f on
lauseen 3.3.8-9 mukaan integroituva koko valilla [a, b]. O

Lauseen 219 tilanteessa f ei valttamattéd ole paloittain jatkuva, silla ei vélt-
tamatta ole olemassa raja-arvoja

lim f(x).

r—c;t

Siten lausetta 169 ei voida kéayttaa.

Lause 220. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu. Jos f:n epajatkuvuuspisteiden
joukko {c,: n € N} on numeroituvasti ddareton siten, ettd on olemassa

c= lim c,,
n—oo
niin f on integroituva vdlilld [a,b].

Todistus. Todistetaan tapaus, jossa ¢ € (a,b); tapaukset ¢ = a ja ¢ = b
menevat vastaavasti. Jokaisella r > 0, jolle a < ¢ —7r < ¢+ 1r < b, on
oletuksen mukaan olemassa N € N siten, ettd ¢ — r < ¢, < ¢+ r kaikilla
n > N. f:n epajatkuvuuspisteiden joukko on siten darellinen seka valilla
[a,c — r] ettd vililla [c + r,b], joten lauseen 219 mukaan f on integroituva
nailla véleilld. Koska néin kay kaikilla pienilla » > 0, on f lauseiden 219 ja
217 mukaan integroituva véleilld [a, c] ja [c, b], ja siten koko vélilla [a, b] (lause
3.3.8-9). m

Merkitéén seuraavassa vélin I = (a,b) pituutta Al = b — a.

Maaritelma 221. Joukko A C R on nollamittainen, jos jokaiselle € > 0 on
olemassa (darellinen tai direton) kokoelma {Ij} avoimia véleja I}, siten, etta

ACUIk ja ZA]k<€.
k k
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Vaaditaan siis, ettéd jokaisella € > 0 joukko A voidaan peittdéd avoimilla vé-
leilla Iy, joiden yhteenlaskettu pituus on alle e.

Esimerkiksi jokainen numeroituva joukko A = {aj,as,...} on nollamit-
tainen: jos € > 0, niin voidaan valitaan valit

I € €
k—(ak—W,ak—Fw);

o
joille selvésti A C U I ja
k=1

© s € e X 1 €
E Al = E 2 = — E — = - < e
k=1 ’ k=1 2k2 2 k=1 28 2

Toisaalta ylinumeroituva joukkokin voi olla nollamittainen. Mittoihin pala-
taan tarkemmin mitta- ja integraaliteorian opintojaksolla.

Lopulta vastaus kysymykseen, millainen on integroituvien funktioiden
joukko. Todistus on melko syvéllinen, ks. esimerkiksi [14, Thm 6.29] tai [11,
Thm 24.4].

Lause 3.5.6 (Lebesguen ehto). Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu. f on in-
tegroituva jos ja vain jos f:n epdjatkuvuuspisteiden joukko on mollamittai-
nen.
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4 Jonot ja sarjat

4.1 Lukujono
Lukujonon raja-arvo ja perusominaisuudet
Jos jokaista luonnollista lukua n € N vastaa reaaliluku a,, niin paattyma-

tonta jarjestettya luetteloa

(ah Qg, as, . . ) = (GN) = (an>zo:1

kutsutaan lukujonoksi (sequence). Luvut a, ovat lukujonon termejdi (term)
(tai alkioita). Indeksointi voidaan aloittaa mistd tahansa kokonaisluvusta.

Lukujono (a,)22, voidaan samastaa funktion f: N — R, f(n) = a,,
kanssa.

Esimerkki 222. a) (2n)2°, = (0,2,4,6,...)
b) (2n—1)2, =(1,3,5,7,...)
o) ((=1)m2)” = (-2,4,-8,16,-32,..)

1\ 111
) =(15>,= ...
) (7)., 357 )

Joskus lukujonon termeille ei anneta (tai ei voida antaa) edellisen esimerkin
mukaista kaavaa.

Esimerkki 223. a) Kasvavaan jarjestykseen asetetut alkuluvut muodosta-

vat jonon
(2,3,5,7,11,13,...).

b) Maarittely a; = 1 ja a, = 2a,-1 + 3, kun n > 1, tuottaa lukujonon
(1,5,13,29,61,...).

c) Maéérittely a3 = az = 1 ja a, = ap_1 + ay_2, kun n > 2, tuottaa ns.
Fibonaccin jonon
(1,1,2,3,5,8,13,21,...).

Kohdissa b) ja c) on kyse rekursiivisesti (induktiivisesti) mééritellysta luku-
jonosta, joka asetetaan méaaradmalla, kuinka kukin termi riippuu edellisesté
tai edellisista termeisté.

Lukujonoa (a,) voidaan havainnollistaa geometrisesti piirtamaélla sita vastaa-
van funktion f(n) kuvaaja.
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Huomautus 224. Joskus lukujono esitelladn listaamalla muutama ensim-
maéinen termi, esimerkiksi

(1,2,3,...). (225)

Téallainen méaérittely ei kuitenkaan ole yksikésitteinen, esimerkiksi jono (225)
voisi olla
(n+1)2,=1(1,2,3,4,5,6,...)

tai vaikkapa

1 3 >
(—n3 +-n?+ 1) =(1,2,3,1,-7,—24,...).

Maaritelma 4.1.1. Lukujono (a,,) suppenee (converges) kohti raja-arvoa (li-
mit) L € R, jos

Ve>03dNeN:n>N = |a,— L| <e.
Talloin merkitdan
nh_)rrolo an, = L tai a, — L, kun n — oo.

Jos lukujono ei suppene, se hajaantuu.

Seuraavan kuvan tilanteessa valitulla € voidaan valita N = 4.

Y
R I oo Rt
L . .

L — € q-mmmmmmmmmmmmmmm oo n oo e EETEREEREERE

— .
(N}
w
B~
(@)
(@]
-3
(0.¢]
Nej
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Lause 4.1.2. Jos on olemassa raja-arvo li_>m ay,, nitn se on yksikdasitteinen.
n o0

Todistus. On osoitettava, etta jos

lim a, = a ja lim a, = b
nsoo " J n—=oco !

niin ¢ = b. Olkoon ¢ > 0. Maaritelmén mukaan on olemassa N; € N ja
Ny € N siten, etta

la, —a| < (226)

kun n > Ny ja
€

lan bl < 5 (227)
kun n > N,. Jos valitaan N = max{N;, N>}, niin seké (226) ettd (227) ovat
voimassa, kun n > N. Niinpa

la—b] = |a — an + an — b| < |a— an| + |an — b| < %—l—%:e,
kun n > N. Jokaiselle € > 0 pitee siis, ettd |a — b| < €. Jos olisi a # b,
niin valinnalla € = |b — a| > 0 olisi |a — b| > €. Néin ei ole, joten on oltava

a=>. O
Esimerkki 228. a) Vakiojono suppenee: jos a,, = ¢ kaikilla n, niin nhﬁrrolo ay =
¢, silld |a, — ¢| = |¢ — ¢| = 0 kaikilla n.

3n+1
b) Jos a, = L, niin on olemassa lim a, = 3:
n 2 n—r00

Olkoon € > 0. Nyt

|an_3| =

n—2

3n+1_3m—2)_‘ 7’
n—2 n—2 | ’

Jos siis valitaan N € N siten, ettd N > 7/e + 2, niin |a,, — 3| < € aina kun
n > N.

Lause 4.1.8. Jos (a,) ja (b,) suppenevat ja ¢ € R, niin seuraavat raja-arvot
ovat olemassa ja
L) Ji feng) = 2 [lm @,
(2) lim (a, £b,) = lim a, £ lim b,,
n—oo n—oo n—oo
(3) Jixn(anba) = lizg, an - lim br,

- lim a,
(4) lim = ="2<_—" jos lim b, # 0.

n—oo b, lim b, n—00
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Todistus. Todistetaan (2) summalle a,, + b,. Merkitaén

a= lim a ja b= lim b,,.
n—oo n J n—oo n

Olkoon € > 0. Maaritelman mukaan on olemassa N7 ja Ny € N siten, etta

lan — a| < % (229)
kun n < NVq ja
b, — b| < g (230)

kun n > N,. Jos valitaan N = max{N;, N>}, niin seké (229) etté (230) ovat
voimassa, kun n > N. Niinpa kolmioepayhtélon nojalla

[(an +bn) — (a+b)| = [(an — a) + (b, — D)
<la, — a| + b, — b|
€ €

< 4=
_2+2 €,

kun n > N. Siten summalla a,, + b, on raja-arvo a + b. O

Huomautus 231. a) Jonon suppenemiseen ja mahdolliseen raja-arvoon ei
aarellisen monella jonon alkupaén termilld ole merkitysta.

b) Lauseen 4.1.8 kohdassa (4) ehdosta lim b, # 0 seuraa, ettd on olemassa
N € N siten, ettd b, # 0 kaikilla n > N: kun valitaan raja-arvon maééritel-
méssé € = |b| > 0, niin on olemassa N siten, etté kaikilla n > N pétee

b, — b| < |-

Téasta seuraa —|b] < b, —b < |b] eli b — [b] < b, < b+ |b]. Jos b > 0, niin
saadaan b, > 0, ja jos b < 0, niin saadaan b, < 0, kun n > N. Siten jono
(an,/bn) on maaritelty, kun n > N.

Rajoitettu ja monotoninen lukujono

Maaritelma 4.1.3. Lukujono (a,) on ylhddltd rajoitettu (bounded above),
jos on olemassa luku M, jolle a,, < M kaikilla n. Vastaavasti méaritellaan
alhaalta rajoitettu (bounded below) lukujono. Lukujono on rajoitettu (boun-
ded), jos se on sekd alhaalta ettd ylhdélta rajoitettu.
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Maaritelma 4.1.5. Tarkastellaan lukujonoa (a,). Jos kaikilla n péatee

e a, < a,41, niin lukujono (a,) on kasvava (increasing, nondecreasing),
® a, < 4,1, niin kukujono (a,) on aidosti kasvava ((strictly) increasing),
® 4, > a,41, niin lukujono (a,) on vihenevd (decreasing, nonincreasing),

® a, > a,.1, niin lukujono (a,,) on aidosti vahenevd ((strictly) decreasing).

Lukujono on monotoninen (monotone), jos se on kasvava tai vihenevi. Vas-
taavasti aidosti kasvavaa tai aidosti vahenevéda lukujonoa sanotaan aidost:
monotoniseksi (strictly monotone).

Esimerkki 232. a) Vakiolukujono (1,1,1,...) on kasvava, viheneva ja ra-
joitettu.
b) Jos
1
Cm2 4T
niin lukujono (a,) on vihenevé, silli 2n? + 7 on kasvava joukossa n € N.

Lisaksi lukujono on rajoitettu, silla selvastikin 0 < a,, < 1 kaikilla n.
c) Jos

Qp

n -+ 2
n+ 13’

niin lukujono (a,) on kasvava, silld funktion

Ay =

T+ 2
H@) =3
derivaatta on 1
/ —
J@) =g >0

kaikilla x > 1. Lukujono on lisidksi rajoitettu: kasvavuuden nojalla a,, > a; =
3/14 ja koska n 4+ 2 < n + 13 kaikilla n, niin a,, < 1 kaikilla n.

Lause 4.1.4. Suppeneva lukujono on rajoitettu.

Todistus. Olkoon le a, = a. Valitaan lukujonon raja-arvon maaritelmassa
n [e.e]
e = 1. Silloin on olemassa N siten, etté

la, —al <1
kaikilla n > N. Siten

|an| = lan —a+a| < lan —al +[a] <1+ lal,
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kun n > N. Asetetaan M = max{|ai|, |azl, ..., |an|,1+ |a|}. Nyt
—-M<a, <M
kaikilla n € N. O

Taydellisyysaksioomalla on tarkea seuraus:

Lause 4.1.6. (a) Ylhddltd rajoitettu kasvava lukujono suppenee.
(b) Alhaalta rajoitettu vihenevd lukujono suppenee.

Todistus. Todistetaan (a). Olkoon (a,) kasvava ja ylhéaélta rajoitettu. Mer-
kitaan S = {a, : n € N}. Joukko S on ylhéélta rajoitettu, joten taydellisyy-
saksiooman mukaan on olemassa a = sup S. Osoitetaan, ettd a = 7}1_)11{)10 G -
Olkoon € > 0. Lauseesta 1.1.3 seuraa, ettd on olemassa N € N siten, etta
a—e€ < ay < a. Koska lukujono on kasvava, on ay < a, < a kaikilla n > N.

Siten a — € < a,, < a, josta seuraa |a, —a| < €, kun n > N. O
Y
M
@ A -
. % % : : : : : —
1 2 3 4 ) 6 7 8 9

Hajaantuminen kohti daretonta

Maaritelma 233. Lukujono (a,,) hajaantuu kohti ddretontd (diverges to in-
finity), merkitdan

lim a,, = oo
n—oo ’

jos jokaisella M on olemassa N € N siten, ettd a, > M kaikilla n > N.
Vastaavasti maaritelladn hajaantuminen kohti miinus ddretontd.

Esimerkki 234. Tarkastellaan jonoa (a,).

a) Jos a, = sin(n), niin jono on rajoitettu, mutta hajaantuu.

b) Jos a, = (—n)?, niin jono ei ole rajoitettu, ei suppene, eikd hajaannu
kohti daretonta tai miinus daretonta.

c¢) Jos a, = —n?, niin jono hajaantuu kohti miinus ddretonta: 1}13010 a, = —00.
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Lauseesta 4.1.6 seuraa suoraan:
Seuraus 235. Kasvavalla jonolla (a,) joko on raja-arvo ILm a, € R tai se
n—oo

hajaantuu kohti ddretonta: 7}1_)1210 ay = Q.

Lause 4.1.7. Olkoon olemassa xllﬁ\rgo f(z) =L, missi L € R tai L = 00, ja
olkoon a,, = f(n) jostakin n:n arvosta lihtien. Silloin on olemassa

lim a, = L.
n—oo

Kaytamme tata lausetta usein tapauksissa, joissa lukujonon termeille on an-
nettu lauseke a, = f(n) ja f:n raja-arvo saadaan selvitettyd vaikkapa deri-
vaattatarkastelulla tai I’Hopitalin sdannolla. "Kaédnteinen” tulos ei pade, ts.
(a,):114 voi olla raja-arvo, vaikka jollakin vastaavalla funktiolla ei olisikaan,
kuten esimerkki a,, = sin(nm) osoittaa.

Cauchyn suppenemiskriteerio

Osoitettaessa jono suppenevaksi méaritelméaa kayttéaen taytyy raja-arvo ol-
la etukdteen tiedossa. Seuraavalla kriteeriolla jonon suppenemista voidaan
tutkia ilman tietoa raja-arvosta.

Maaritelméa 236. Lukujono (a,) on Cauchy-jono, jos

YVe>0dIN eN: nm>N = |a, —an| <e.

Lause 4.1.13 (Cauchyn suppenemiskriteerio lukujonolle). Lukujono (ay)
suppenee jos ja vain jos se on Cauchy-jono.

Todistus. =" Helppo harjoitustehtava.

7<" Oletetaan, ettéa (a,) on Cauchy-jono. Todistetaan ensin, etté (a,) on
rajoitettu. Valitaan Cauchy-jonon maéritelméssa e = 1. Silloin on olemassa
N siten, etté |a, — a,,| < 1, kun n,m > N, ja siten

|an| = |an — an + an| < |a, — an| + |an| < 1+ |an],
kun n > N. Siten

|an| S maX{|a1|7 |a2|7 sy ’a’N|7 I+ |1N|}
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kaikilla n, eli (a,) on rajoitettu.
Kaytetaan seuraavaksi luvun 4.2 tietoja osajonoista. Lauseen 4.2.5 mu-
kaan on olemassa suppeneva osajono: klim an, = a. Osoitetaan, ettd on ole-
—00

massa h_}m a, = a. Kiinnitetdan € > 0. Nyt on olemassa kj siten, etta
n o0
€
lan, —al < Y kun k& > k.

Toisaalta Cauchy-ehdon mukaan on olemassa N siten, etté
€
lay, — am| < 2 kun n,m > N.
Valitaan [ > kg siten, ettd n; > N. Jos nyt n > N, niin

€ €
\an—a|:\an—anl—|—am—a|g\an—anl\+|anl—al<§+§:e. O

Neperin luku

Lemma 237. Lukujono (a,), missd

1 n
an:<1+) ,
n

on kasvava ja ylhadlta rajoitettu.

Todistus. Bernoullin epéayhtélon (lause 11) nojalla
1 n+1 1 n+1 n4+2\ n+1
ane _ (14 747) (14 1) L+ (14 1) =
ay, (1 + l)n n 1+ % n ”TH
1\ (n?+2n+1—1\"" 1\ ((n+1)2=1\""
—(1+-) (1 ) (P
n (n+1)2 n (n+1)2

= (1+71l) <1—(n+11)2>n+12 (1+71L) <1—(n—|—1)(n+11)2> =1,

joten jono (a,) on kasvava. Vastaavalla tavoin voidaan osoittaa, ettd myos

jono
1 n
bn_(l—)
n

on kasvava. Nyt
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eli (a,) on ylhdalta rajoitettu. O

Lauseen 4.1.6 mukaan lemman lukujonolla on raja-arvo. Talla raja-arvolla on
keskeinen asema eksponenttifunktioiden teoriassa, joten sille annetaan oma
nimi:

Maaritelma 238. Raja-arvoa

e := lim (1 + 1) =2,71828...
n

n—oo

kutsutaan Neperin luvuksi.

4.2 Jatkuvien funktioiden ominaisuudet jonojen avulla

Lause 4.2.6 (Jatkuvuuden jonokarakterisointi). Funktio f: I — R on jat-
kuva pisteessd xog € I jos ja vain jos

f(wo) = lim f(z2)
jokaiselle vdlin I jonolle (z,,), jolle nhﬁrrolo Ty, = Tg.

Todistus. Seuraa melko suoraan lauseesta 2.2.2. O

Jatkuvuuden jonokarakterisointi antaa vaihtoehtoisen tavan tutkia jatkuvien
funktioiden ominaisuuksia. Todistetaan jonojen avulla, etta suljetulla ja ra-
joitetulla valilla jatkuva funktio on rajoitettu ja saavuttaa suurimman ja
pienimmaén arvonsa (lauseet 2.2.8 ja 2.2.9). Aloitetaan esivalmisteluilla.

Maaritelmé 4.2.1. Lukujonon (a,) osajono (subsequence) on jono (ay,),
missa ng < ng < ng < ---.

Lause 4.2.5. Rajoitetulla jonolla on suppeneva osajono.

Todistus. Olkoon (a,)2, rajoitettu jono. Merkitdéin S = {a,: n € N}, ts.
kaikkien jonon termien muodostama joukko. Jaetaan tarkastelu sen mukaan,
onko S &darellinen vai aareton.

(1) Jos S on &dérellinen, ts. S = {by,bs,..., by}, niin jokin b € S esiintyy
jonossa (a,) ddrettoman monta kertaa (perustele epdsuoralla todistuksella).
Talloin voidaan valita osajono (a,, ) siten, ettd a,, = b, jolloin

lim a,, = 0.
k—o0 Tk
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(2) Jos taas S on déreton, niin Bolzanon ja Weierstrassin lauseen 1.3.8 mu-
kaan joukolla S on kasautumispiste a. Osoitetaan, ettd on olemassa osajono
(an, ), joka suppenee kohti pistettd a. Haetaan téllainen osajono induktiivi-
sesti.

k = 1: Koska a on joukon S kasautumispiste, niin voidaan valita a,, € S
siten, ettd |a — a,,| < 1.

k = 2: Koska a on joukon S kasautumispiste, niin voidaan taas valita a,, € S
siten, etté |a — a,,| < 1/2. Mutta téssid mikaan ei takaa, ettd olisi ng > n;.
Néin valinta voidaan kuitenkin tehda, silla jos olisi |a — a,,| > 1/2 kaikilla
n > ny, niin @ ei olisi S'n kasautumispiste. (Rakenna télle tarkka perustelu!)
k = 3: Kuten edelld, voidaan valita a,, € S siten, ettd ng > ng ja |a — a,,| <

1/3.

Niin jatkaen 1oydetéén osajono (a,, ), n1 < ng < ng < ---, jolle
la — an, | < 1/k jokaisella k € N. Tésta seuraa klim A, = Q. O
—00

Lemma 239. Olkoon (x,,) suppeneva jono, jonka alkiot kuuluvat suljetulle ja
rajoitetulle vdlille: x, € |a,b] kaikilla n. TdllGin jonon raja-arvo ¢ = nlggj Tn

on myds valilld [a,b].

Todistus. Epésuora todistus: oletetaan, ettéd ¢ & [a, b]. Talloin ¢ < a taic > b.
Tarkastellaan tapausta ¢ < a (tapaus ¢ > b vastaavasti). Valitaan lukujonon
raja-arvon maéritelméssa e = a — ¢ > 0. Talloin on olemassa N € N siten,
etta kaikilla n > N on |z, — ¢| < €, josta seuraa =, — ¢ < a — c eli z, < a,
mika on ristiriidassa oletuksen kanssa. O

Lause 4.2.7. Suljetulla ja rajoitetulla vdlilld [a,b] jatkuva funktio f on ra-
joitettu valilld [a, b].

Todistus. Epésuora todistus: oletetaan, ettda f ei ole rajoitettu valilla [a, b].
Silloin jokaisella n € N on olemassa x,, € [a, b] siten, etté

|f ()] > n. (240)

Jono (z,) on rajoitettu, joten silld on lauseen 4.2.5 mukaan suppeneva os-
ajono (z,, ). Merkitaan

= Jim .
Koska z,, € |a,b], niin ¢ € [a,b] (lemma 239). Nyt jatkuvuuden jonokarak-
terisoinnin (lause 4.2.6) mukaan on olemassa raja-arvo

Jono (f(xn,)),, siis suppenee ja on siten lauseen 4.1.4 mukaan rajoitettu.
Niin ei kuitenkaan ehdon (240) mukaan ole. Ei siis voi olla niin, etta f ei ole
rajoitettu valilld [a, b]. O
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Lause 241. Suljetulla ja rajoitetulla vdlilla jatkuwva funktio f: [a,b] — R
saavuttaa SuuTiMmMan ja pienimman arvonsa.

Todistus. Lauseen 4.2.7 mukaan f on rajoitettu, joten on olemassa M =
sup{f(z): = € [a,b]} ja m = inf{f(z): z € [a,b]}. On osoitettava, ettd on
olemassa ¢ ja d € [a,b] siten, ettd f(c) = M ja f(d) = m. Todistetaan ensin
mainittu.

Supremumin perusominaisuuksien mukaan (lause 1.1.3) jokaisella n € N
on olemassa x,, € [a, b] siten, etta

M- 711 < f(xn) < M. (242)

Jono (z,,) on rajoitettu, joten silla on suppeneva osajono (x,,) (lause 4.2.5),
jonka raja-arvo klim Ty, = c on Vililla [a,b] (lemma 239). Nyt jatkuvuuden
—00

jonokarakterisoinnin (lause 4.2.6) mukaan

fle) = lim f(zp,).

k—o00

Toisaalta arviosta (242) seuraa, ettéa

lim f(x,, )= M.

k—o0

Siten f(c) = M. O
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4.3 Vakiotermiset sarjat

Maaritelméa 4.3.1. Olkoon (ax) lukujono. Muodollista summaa
al—i—ag—l—ag%—--‘:Zak
k=1

kutsutaan sarjaksi (series). Luku ay on sarjan k:s termi. Sarjan ensimmaisten
termien summa indeksiin n saakka on sarjan n:s osasumma (partial sum).
Osasummaa merkitaan S, ts.

Sp=a1+ay+az+--+a, =Y a.
k=1

Jos osasummien S,, muodostama jono (.5,)5%, suppenee ja sen raja-arvo on

S = lim S,

n—00

niin sanotaan, ettd sarja suppenee (converges) ja ettd sen summa (sum) on
S. Talloin merkitaan -

Z ap — =

k=1

Jos (S,)22; hajaantuu, niin sanotaan, etta sarja hajaantuu (diverges). Ta-
pauksissa le S, = oo merkitdan
n o0

Z ap — +o00.
k=1
Esimerkki 243. Sarjan
11 1 1 > 1
yTitstEt Tl
nelja ensimmaéistéd osasummaa ovat
1
Sl - §
11 3
2=t
11 1 7
S = — — _—= -
PT271787 8
27478716 16
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Korostettakoon, ettéd sarja voi hajaantua muutenkin kuin kohti + aédretonta,
jos osasummien jono (.S,)52 ; oskilloi kuten esimerkiksi esimerkissé 244 b).

Esimerkki 244. a) Osoita, etta sarja

1 1 1

S|
Z;Mk+n“y2+24{+&4+”'

suppenee ja laske summa.
Ratkaisu. Muodostamalla osamurtokehitelmé nahdéaan, etté yleinen termi
voidaan kirjoittaa muodossa

1 1 1
ak‘ziz——i

k(k+1) k k41

joten osasummalle S,, pétee
1 1 1 1 1
=(1-2= = —_Z
s=(1-9)+(5-3)*G-2)+
o) G
n—1 n n n+1

1
=1- — 1, kunn — oo.
n+1
Siten sarja suppenee ja i # =1

b) Osoita, etta sarja

(—DF ' =1-141-1+---

NE

k=1

hajaantuu.

Ratkaisu. Ensimmaéiset osasummat ovat
S =1
So=1—-1=0

Sy=1-1+1=1
Sy=1-141-1=0

Néhd&én, ettd osasummien jono on (1,0,1,0,1,0,...), jolla ei ole raja-arvoa.

Huomautus 245. Sarjan indeksointi voidaan aloittaa muustakin indeksistéa
kuin 1, esimerkiksi

SIS S
Z(i—-42 409 '
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Tamaéan sarjan osasummat ovat

1 3 11 49
S5 . Se +4 7 Sz +4+9 36

Maaritelmd 246. Sarja Y. aj on geometrinen sarja (geometric series), jos
k=0

on olemassa r € R siten, etta
Qg1 = Tag

kaikilla k, ts. ensimmadisen termin jalkeen kukin termi saadaan edeltévéstéa
termista kertomalla suhdeluvulla (ratio) r.

Jos geometrisen sarjan ensimmaista termia merkitaan a:lla, niin sarjan termit

ovat ay = a, a; = ar, a; = ar®, a3 = ar’® jne. Niinpi geometrinen sarja

voidaan kirjoittaa muodossa

zark:a—l—ar—l—ar2+ar3+--'- (247)
k=0

Lause 248. Jos |r| < 1, niin geometrinen sarja (247) suppenee ja

o0

a
Zark: : )
k=0 =

Jos |r| > 1 ja a # 0, niin geometrinen sarja hajoantuu.

Todistus. Kirjoitetaan n:s osasumma ja kerrotaan yhtalo puolittain suhdelu-
vulla:

Sp=a+ar+ar*+---+ar"

rS, = ar +ar® + -+ ar™ + ar™tt
Vahentamalla nama yhtéalot puolittain saadaan
(1-7)S, =a—ar"*,
joten

1 — n+1
S = a(l_rr ), kun r # 1,

(n+ 1)a, kun r = 1.
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Kun |r| < 1, niin lim "™ = 0, joten
n—oo

S = lim S, = a

n—00 1—17

Kun |r| > 1, niin raja-arvoa hm "1 ei ole olemassa ja silloin sarja hajaan-
tuu, mikali @ # 0. My6s tapauk31ssa r ==+1, a # 0, sarja hajaantuu. O

Geometrisen sarjan indeksointia ei aina aloiteta nollasta. Silloin paras tapa
lukea lauseen 248 kaava on

1. termi

Z ar® = 1 — suhdeluku

k=p

(p € N). (249)

Geometrisen sarjan osasummaa S, kutsutaan geometriseksi summaksi, jolle
edellisen todistuksen mukaan

Zark:a+ar+ar2+~--+a7’"=_7 (r#1). (250)
k=0

Lause 4.3.3. Jos sarjat Z a ja Z bi. suppenevat ja ¢ on vakio, niin myos
k=1 k=1

sarjat Z cay, ja Z (ax + by) suppenevat ja
k=1 k=1

Y cap=c> a ja > (ar +by) = ZalﬂLZbk
k=1 =1 k=1

Todistus. Sarjan summa on osasumimien jonon raja-arvo, joten viite seuraa
lauseesta 4.1.8. O

Esimerkki 251. Sarja, joka voidaan esittda suppenevien geometristen sar-
jojen summana:

S((5) +5) 2 () g ()
-1/3 1/e 1 T

:2~ = —— _
(13 "1-1je 2 -1

Lause 4.3.6. Jos ) aj suppenee, niin klim ar = 0.
k=1 —00

Kurssikirjassa tdma lause saadaan sarjojen Cauchyn kriteerion seurauksena.
Annetaan téssi sille maéritelméaédn perustuva todistus.
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Todistus. Merkitadn S = > ag. Silloin S = 1Lm S, = ILm Sh_1, joten
h—1 n—00 n—r00

p, =8, —Sp-1— S5 —5=0, kunn — oc. O

Seuraus 252. Jos klim a, # 0 tai raja-arvoa klim ay el ole olemassa, niin
—00 —00

> ax hajaantuu.
k=1
Huomautus 253. Lauseen 4.3.6 kddnteinen véite ei pade, ts. > ax voi ha-

k=1
jaantua, vaikka olisi klim ar = 0. Esimerkiksi tastd kday harmoninen sarja
— 00

x 1
> — (lause 260).
k=1 k
. . © k—1_ . . k=1 1
Esimerkki 254. ) 7 hajaantuu, silla =1- z — 1 # 0, kun
k=1
k — oo.

Maaritelma 255. Sarjan Y ap n:s jaanostermi (remainder) on sarja
k=1

o0
> ag. Jos jadnnostermi suppenee, niin sen summaa merkitain R,,.
k=n+1

Seuraava lause toteaa sen ilmeisen seikan, ettéd suppenevan sarjan summa S
voidaan jakaa osiin

S:al+a2+"'+an+an+1+an+2+"':Sn+Rn
:STL :Rn

ja etta sarja suppenee jos ja vain jos jaannostermi suppenee.

Lemma 4.3.4. Y aj suppenee < Y. ai suppenee kaikilla n > 0.
k=1

k=n+1
Suppenevassa tapauksessa
Z Qap = Zak T Z Qg . (256)
k=1 k=1 k=n+1

Todistus. "<" Selvé (valitse n = 0).

[e.°]
"=" Koska Y aj suppenee, niin on olemassa raja-arvo (seuraavassa m > n)
k=1

S—S,= lim S, — S, = lim (S, — S,

m—0o0
m oo
= lim ay = =
lim Y apr= ) a=R,
k=n+1 k=n+1

Tamé yhtélo todistaa samalla kaavan (256). O
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Lemmasta seuraa erityisesti, ettd mikdan darellinen méara sarjan alkupaan

o0
termeja ei vaikuta sarjan suppenemiseen. Jos tutkitaan sarjan Y a; sup-

k=1
penemista eiké olla kiinnostuneita tarkasta summasta, niin monesti sarjaa

merkitadn lyhyesti > ay.

Positiivitermiset sarjat

Maaritelma 257. Sarja > ap on posititviterminen, jos a > 0 kaikilla k.

Positiiviterminen sarjojen kayttaytyminen on sikali selkedd, etté sarja joko
suppenee tai se hajaantuu kohti daretonté, koska osasummien jonon oskil-
lointia ei voi esiintyd (lause 4.3.8). Tésta seuraa, ettd téllaisen sarjan sup-
penemisen tutkiminen on yleista tapausta helpompaa ja kaytossa on useita
suppenemistesteja, joita kiydadn seuraavassa lapi.

Lause 4.3.8. Posititviterminen sarja > ay joko suppenee tai Y. ap = 00.

Todistus. Osasummien jono on kasvava: S,11 = S, + a,+1 > 5, jokaisella n,
silla a,1 > 0. Viite seuraa nyt lauseesta 4.1.6. O]

Positiivitermisille sarjoille on useita suppenemistesteja. Ensimméisessa sar-
jan summaa verrataan sopivaan integraaliin.

Lause 4.3.10 (Integraalitesti, The Integral Test). Olkoon %oj ay positiiviter-
k=1
minen sarja sekd f: [1,00) — R wihenevd funktio, jolle f(k) = ay kaikilla

k > 1. Tdlloin

o (0@
> ay suppenee & / f(z)dx suppenee.
k=1 L

Todistus. Perustellaan véite ensin kuvan avulla: Oheisissa kuvissa k:nnen
suorakulmion pinta-ala on kanta x korkeus =1 x f(k) = aj. Sarjan summa
on siis suorakulmioiden yhteenlaskettu pinta-ala. Integraalin pinta-alatulkinta
huomioiden vasemmanpuoleisesta kuvasta voidaan nyt paitella, etta jos

J7° f(x) dz hajaantuu, niin myds Y32, ax hajaantuu ja oikeanpuoleisesta ku-
vasta, ettd jos [ f(x)dx suppenee, niin myds > 72, ax suppenee ja siten
myos Y po ax suppenee.
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—

T — T
1 2 3 4 5 6 7 12 3 4 5 6 7

Tarkempi todistus: Oletetaan ensin, ettd I = [7° f(x)dz suppenee. Koska
f(z) on vihenevé, niin ax; < f(z) vélilla £k <z < k + 1. Niinpi

k1 k1
Aji1 :/k g1 dx §/k f(z)dx.

Siten osasummalle S,, patee

n n+1
Sn:al+a2+...+an:a1+2ak+1§a1+/1 f(ilf)d.fl?é(ll—FI
k=1

Tassd viimeinen arvio perustuu siihen, etta ei-negatiiviselle jatkuvalle in-
tegroituvalle funktiolle f(z) integraalifunktio

Ply) = [ f@)do

on kasvava ja silld on ylarajana integraalin arvo

lim F(y) = /1OO f(z)dx.

Y—00

S, on siis kasvava ja ylhailta rajoitettu lukujono ja niin ollen se suppenee.
Vastaavalla tavoin paatellaan, ettd jos [7° f(x)dz hajaantuu, niin myos
> ieq ax hajaantuu. ]

Maaritelma 258. Olkoon p > 0. Tarkastellaan p-sarjaa (p-series)
> 1
Z —. (259)
il

e Jos p < 1, niin (259) on aliharmoninen sarja.
e Jos p =1, niin (259) on harmoninen sarja.

e Jos p > 1, niin (259) on yliharmoninen sarja.
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Lause 260. p-sarja (259) suppenee jos ja vain jos p > 1. Toisin sanoen
harmoninen ja aliharmoninen sarja hajaantuvat ja yliharmoninen sarja sup-
penee.

Todistus. Tutkitaan suppenemista eri p:n arvoilla integraalitestia (lause 4.3.10)
kayttaen. Testin funktioksi kelpaa f(z) = 1/2P. Lauseen 200 mukaan inte-

graali
[
I

suppenee jos ja vain jos p > 1, joten sarja (259) suppenee jos ja vain jos
p> 1. ]

=1 1 1
Esimerkki 261. —=14+—=+—+--
NG V2 V3

on aliharmoninen sarja ja hajaantuu,

if—1+1+1+
=k 23

on harmoninen sarja ja hajaantuu ja

S Loyl
=k 409

on yliharmoninen sarja ja suppenee.

Seuraavissa kahdessa suppenemistestissi tutkittavaa sarjaa verrataan sopi-
vaan tunnettuun sarjaan.

Lause 4.3.9 (Vertailuperiaate, The Comparison Test). Oletetaan, ettd
0 < ap < by kaikilla k.

(1) Jos > by suppenee, niin Y- aj suppenee (majoranttiperiaate).

(2) Jos X ay hajaantuu, niin Y- by hajaantuu (minoranttiperiaate).

Todistus. (1) Merkitdan S = Y by. Nyt
da <> b <8,
k=1 k=1

joten sarjan )" a, osasummien jono on kasvava ja ylhéalta rajoitettu ja siten
suppenee.

(2) Jos Y by suppenisi, niin kohdan (1) mukaan myos Y- aj suppenisi.
Sarjan ) by tdytyy siis hajaantua. m
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Esimerkki 262. Tutki, suppeneeko vai hajaantuuko

< < Ink
a) Y ——— b) S .
Ly P X

Ratkaisu. a) Sarja suppenee, silla

0< L L
T2k 1 T 2k

IA

ja 3(1/2)* on suppeneva geometrinen sarja.
b) Verrataan harmoniseen sarjaan > (1/k). Inz on kasvava funktio ja Ine =
1, joten Ink > 1, kun k > 3. Siten

Ink _ 1
s -
E— k
kaikilla & > 3. Koska sarja Y (1/k) on hajaantuu harmonisena sarjana, niin

myos tutkittava sarja hajaantuu.

Huomautus 263. Vertailuperiaatteen kayttamiseksi taytyy loytad nimen-
omaan suurempiterminen sarja, joka suppenee, tai pienempiterminen sarja,
joka hajaantuu. Esimerkiksi sarjan

1

];2’“—1

suppenemisen tutkiminen ei edellisen esimerkin vertailusarjaa 3°(1/2%) kéiyt-
tamalla suoraan onnistu, koska

1 - 1
2k —1 7 2K

Témé arvio ei ole kiyttokelpoinen, silld pienempiterminen sarja 3°(1/2%) sup-
penee, joten vertailuperiaatteen mukaan tutkittava sarja voi supeta tai ha-
jaantua. Téllaisia tilanteita voi tutkia seuraavilla testeilla.

Lause 4.3.12 (Osamaéérétesti, The Limit Comparison Test). Olkoot Y- ay ja
> by positiivitermisia sarjoja ja olkoon

olemassa aarellisend tai L = oo.

(1) Jos L < oo ja X by suppenee, niin Y ay suppenee.
(2) Jos L >0 ja X by, hajaantuu, niin Y- a hajeantuu.
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Todistus. (1) Isoilla indekseill& by # 0 ja

%SL—FL ts. akS(L+1)bk,

by
joten Y ar < (L+1)> by < 0.
(2) Samaan tapaan. O
Esimerkki 264. Suppeneeko f: 3k = 27
- PP k1

Ratkaisu. Tutkitaan ensin asiaa tekemaélla seuraava arvio: suurilla k vakio
seké osoittajassa ettd nimittajasséa voidaan unohtaa, joten

3k—2 3k 3

R+l Rk
> (1/k) hajaantuu harmonisena sarjana, joten ilmeisesti tutkittava sarjakin
hajaantuu. Tama ei vield riitd todistamaan hajaantumista, mutta péaattely
antaa sopivan vertailusarjan > (1/k) osaméadaratestia varten:

3k — 2 2

el 3k -2 3% ;
LR RS
K 2

kun k£ — oo. Osaméérétestin kohdan (2) perusteella tutkittava sarja hajaan-
tuu.

Seuraavassa testissa ei tarvita vertailusarjaa, vaan sarjan suppeneminen tai
hajaantuminen paatellaan sarjan termien kayttaytymisesté.

Lause 4.3.15 (Suhdetesti, The Ratio Test). Olkoon Y ay posititviterminen
sarja ja olkoon

L ES
L = lim
k—oco ak

olemassa aarellisend tai L = oo.

(1) Jos L < 1, niin sarja suppenee.

(2) Jos L > 1, niin sarja hajaantuu.
Tapauksessa L = 1 voi kaydd kummin vain.

Todistus. (1) Valitaan r € (L, 1). Raja-arvon mééritelmén mukaan on ole-
massa K € N siten, etta kaikilla £ > K patee

ap + 1
K <7 ts. apy1 < agr.

ay
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Siten

ax+1 < agr

ar1o < ag1r < aKr2

ar13 < Arqor < aKr3

ja yleisesti

ar i < agrt.

&)

axr® on suppeneva geometrinen sarja (suhdeluku r € (—1,1)), joten

k=1

&) &) 00
Ry = Z ak:ZCLK+k§ZCLKTk<OO.

k=K+1 k=1 k=1

Siten io: ay suppenee (lemma 4.3.4).
k=1

(2) Suurilla k on a; > 0 ja Skt1 > 1, jolloin 0 < a; < agyq. Ei siis voi olla
a

k
klim ar = 0, eiké sarja siten suppene (lause 4.3.6).
—00

Harmoniselle sarjalle >>(1/k) ja yliharmoniselle sarjalle >>(1/k%) on L =
1, mutta ensin mainittu naistd hajaantuu ja toinen suppenee. Tapauksessa

L =1 tama testi ei siis anna tulosta. O
Esi kki 265. S k 3 10k?
simerkki . Suppeneeko kz_:l R

Ratkaisu. Sarja on positiiviterminen. Kéytetaén suhdetestia:

10k+1
appr  (K+DY kK10 k(k—1)---2-1 "
aw 108 (k+1)! 100 (k+Dk(k—1)---2-1
Kk
10

=— =
k+1

0,

kun k — oo, joten sarja suppenee.
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Vuorottelevat sarjat ja itseinen suppeneminen

Maaritelma 266. Sarja on vuorotteleva (alternating), jos sen termit ovat
vuorotellen positiivisia ja negatiivisia, ts. sarja on muotoa

SN (-1 ap =a1 —az+ a3 —as +az— - (267)
k=1

tai -
Z(—l)kak: —CL1+CL2—(13+CL4—G5+"' 5 (268)
k=1

joissa ap > 0 kaikilla k.

On huomattava, etta téssa merkinnassa ag:lla ei merkita k:tta termié, vaan
k:nnen termin itseisarvoa.

Lause 4.3.22 (Leibnizin testi). Jos vuorottelevalle sarjalle (267) tai (268)
patee, etta
® > Ak+1 kaikilla k j(l

e lim ap =0,
k—oo

niin sarja suppenee. Silloin jadinndstermille R, pdtee

|Rn| S An+1,

toisin sanoen jadnndstermin itseisarvo on pienempi kuin ensimmdisen pois-
jatetyn termin itseisarvo.

Todistus. [15, Thm 4.3.20-22]. m
Esimerkki 269. Vuorotteleva harmoninen sarja
i’é(—l)’““_1 1+1 1+1
- k2 3 45
suppenee, silla
1 1
U =2 2 > [ k1
1
kaikilla & ja hm ap = hm — = 0. Lisaksi esimerkiksi arviossa
k—oco
00 k+1 10 k+1 747
Z ) Z ) ~ 0,65
= = T 1157

tehdylle virheelle patee |Rip| < aq; = 1/11 < 0,091.
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Maaritelma 4.3.18. Sarja Y ax suppenee itseisesti (converges absolutely),
jos sarja Y |ay| suppenee.

Lause 4.3.19. Jos sarja suppenee itseisesti, niin se suppenee. Toisin sanoen
jos X |ax| suppenee, niin 3 ay, suppenee.

Todistus. Koska

ag, jOS ag Z Oa

|ax| = :

—ak, )OS ak < 07

niin
0< |ak| +ap < |6Lk| + |ak| = 2|ak|.
Niinpa sarja
> (lax| + ax) (270)

on positiiviterminen ja silld on majoranttina sarja Y- 2|a|. Oletuksen mukaan
tama sarja suppenee, joten myos sarja (270) suppenee. Nyt sarja

S ap =3 ((Jael +ax) = laxl) = 3 (] + ax) = 3 Jal

voidaan esittdan kahden suppenevan sarjan erotuksena, joten se lauseen 4.3.3
mukaan suppenee. m

Kéaanteinen tulos ei péde, silla esimerkiksi vuorotteleva harmoninen sarja
suppenee, mutta sen itseisarvosarja on harmoninen sarja, joka hajaantuu.
Tallaista sarjaa, joka suppenee, mutta ei suppene itseisesti, sanotaan ehdol-
lisesti suppenevaksi (conditionally convergent).

Esimerkki 271. Suppeneeko kz: ( 2,3 ?
=1

Ratkaisu. Tutkitaan itseistd suppenemista suhdetestilla:

k+1
lag11] okt 1 1k+1 1< 1) 1
|| k 2 k A 2’
ok

kun k — o0, joten sarja suppenee itseisesti. Niinpa se suppenee.

Muokataan suhdetesti (lause 4.3.15) muotoon, jota voidaan kayttdd suoraan
kaikille (my0s ei-positiivitermisille) sarjoille:
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Lause 272 (Suhdetesti). Olkoon Y- ay sarja ja olkoon

Ag+1
ag

L = lim

k—o0

olemassa aarellisend tai L = co.

(1) Jos L < 1, niin sarja suppenee itseisesti.

(2) Jos L > 1, niin sarja hajaantuu.

Tapauksessa L = 1 voi kiydd kummin vain.

Todistus. Sarja Y |ax| on positiiviterminen, joten viite (1) seuraa suoraan
lauseesta 4.3.15. Kohdassa (2) soveltamalla lauseen 4.3.15 todistuksen péét-
telyd sarjaan Y |ax| ndhdédén, ettd ei ole 1im la,| = 0. Siten ei my6skaan ole
7}1_)11(;10 a, = 0, joten sarja ) aj ei suppene. O

4.4 Funktiojonot ja -sarjat

Tutustutaan funktiojonoihin ja sarjoihin, joiden n:s termi riippuu muuttu-
jasta x. Niilla z, joilla jonolla on raja-arvo tai joilla sarja suppenee, kyseinen
raja-arvo tai summa maarittelee x:n funktion. Tutkitaan tdman rajafunk-
tion olemassaoloa ja ominaisuuksia. Eraana tarkeanéd sovelluksena saadaan
potenssisarjojen derivointi ja integrointi termeittain.

Maaritelma 273. Olkoon D C R. Jos jokaista n € N vastaa funktio
fn: D — R, niin jonoa

(f17f27f37 ° 0 ) - (fn> = (fn)ﬁil

kutsutaan joukon D funktiojonoksi (sequence of functions).

Maaritelmé 4.4.1. Joukon D C R funktiojono (f,,)5°, suppenee pisteittdin

(converges pointwice) kohti rajafunktiota f: S — R joukossa S C D, jos

jokaisella x € S jono (f,())2, suppenee kohti lukua f(z), toisin sanoen jos
f(z) = lim folz) VYzes.

Huomautus 274. Lauseesta 4.1.2 seuraa, etta pisteittdin suppenevan funk-
tiojonon (f,,) rajafunktio f on yksikésitteinen.
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Esimerkki 275. a) Maaritelladn jokaisella n € N funktio f,: [0,1] — R,
folz) = 2" Jos 0 < o < 1, niin f,(x) = 2™ — 0, kun n — oo. Liséksi
fn(1) = 1 kaikilla n, joten jono (f,) suppenee pisteittéiin kohti funktiota

0, kin0<z<1,
€T) =
/() {1, kun z = 1.

f X

1

b) Maaritelladn jokaisella n € N funktio f,: R — R,
1
o) =

Pééttelemélla samaan tapaan kuin a)-kohdassa nahdéén, etta jono (f,,) sup-
penee pisteittain kohti funktiota f: R — R,

1, kun |z| < 1,

f(x)=141/2, kun |z| =1,
0, kun |z| > 1.

% % x

1 1

Kohdissa a) ja b) funktiot f,, ovat jatkuvia ja derivoituvia, mutta rajafunktio
ei ole jatkuva (eikd siten derivoituva).
c) Maaritelldan jokaisella n € N funktio f,: [-1,1] — R, f,(z) = nz. Nyt
—o00, kun — 1<z <0,
lim f,(x) =<0, kun z = 0,

n—oo
0, kun 0 < x < 1.
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Jono (f,,) suppenee pisteittain vain joukossa {0} (vaikka jokainen funktio f,
on rajoitettu joukossa [—1,1]).
d) Maaritelldén jokaisella n € N funktio f,: [0, 1] — R asettamalla

0, kunz =0,
folx) =4¢n, kan 0 <z < 1/n,
0, kunl/n<z<1.

Jos x = 0, niin f,,(z) = 0. Jos taas > 0, niin suurilla n on 1/n < z ja siten
fn(z) = 0. Niinpa jono (f,,) suppenee pisteittéin kohti funktiota f = 0. Téssa
esimerkissa seké jokainen f,, ettd rajafunktio f ovat integroituvia, mutta

s [ f=120= s

e) Numeroidaan vélin [0, 1] rationaaliluvut: [0,1] N Q = {q1, ¢o, . ..}, missa
¢ # ¢j, kun i # j. Mééritellddn jokaisella n € N funktio f,: [0,1] — R
asettamalla

]' k E Y Yty IN g

0  muulloin.

Nyt (f,) selvisti suppenee pisteittain kohti funktiota f: [0,1] — R,

1, kun z € Q,
f(x) = .
0 muulloin.

Tassé jokainen f,, on integroituva, koska kukin f,, eroaa nollafunktiosta vain
aarellisen monessa pisteessi. Rajafunktio f ei sen sijaan ole integroituva (ks.
esimerkki 156).

Funktiojonon tasainen suppeneminen

Oletetaan, ettd joukon S C R funktiojono (f,) suppenee pisteittain kohti
funktiota f: S — R. Keskeinen kysymys on, mitka funktioiden f,, ominai-
suudet periytyvéit rajafunktiolle f.

e Jos jokainen f, on jatkuva, niin onko f jatkuva?

e Jos jokainen f,, on derivoituva, niin onko f derivoituva?

e Jos jokainen f, on integroituva, niin onko f integroituva?

Esimerkki 275 osoittaa, etta vastaus jokaiseen naisté kysymyksistd on kiel-
teinen. Tarvitaan vahvempi raja-arvon kasite.
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Lemma 276. Joukon S funktiojono (f,) suppenee pisteittdin kohti rajafunk-
tiota f: S — R jos ja vain jos

Ve>0Ve e SINeN: n>N=|fu(zx)— f(z)] <e (277)

Todistus. Kirjoita maéritelma 4.4.1 ja lukujonon raja-arvon méaritelma 4.1.1
auki. O

Maaritelma 4.4.3. Joukon S funktiojono (f,,) suppenee tasaisesti joukossa
S kohti rajafunktiota f: S — R, jos

Ve>03IN eNVzeS: n>N=|fulz)— flx)] <e

Téssé tiukennettiin ehtoa (277) vaatimalla, ettd sama N toimii kaikille z, ts.
jostakin n:n arvosta alkaen kaikki funktiot f,, kulkevat koko méaarittelyvalilla
rajafunktion ldhelld "e-putken” sisélla.

Kurssikirjassa [15] mééritelmé kirjoitetaan méérittelemalla ensin funktiolle
g: S — R supremum-normi

lglls = sup{|g(z)|: = € S}.

Téalléin (f,) suppenee tasaisesti joukossa S kohti f:44 jos ja vain jos

lim [|f = fulls =0,

n—o0

toisin sanoen
Ve>03dNeN: n>N=|f.—flls<e

(ks. kurssikirjan lause 4.4.4 (b)).

Suoraan madritelmista seuraa, ettd jos funktiojono (f,) suppenee tasai-
sesti kohti funktiota f, niin se suppenee pisteittain kohti funktiota f. Kaan-
teinen ei pade, kuten seuraavat esimerkit osoittavat.
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Esimerkki 278. a) Tarkastellaan funktioiden f,(z) = z/n muodostamaa
jonoa. Joukossa R jono suppenee pisteittdin kohti funktiota f = 0, silla jo-
kaisella z € R f,,(z) — 0, kun n — oo.

Jono (f,) el kuitenkaan suppene tasaisesti R:ssd, silld valitsemalla esi-
merkiksi € = 1 jokaiselle n 10ytyy = € R siten, etté | f,(z) — f(x)| = | fu(z)] =
|z|/n > 1. Piirrd kuva funktioista fi, fa,...!

Jos rajoitutaan esimerkiksi vélille I = (—1, 2], niin (f,) suppenee tasai-
sesti kohti f:44: Olkoon € > 0. Jos valitaan N € N siten, ettd 2/N < ¢, niin
kaikilla x € I on

) — f) = T <2

n n

aina kun n > N.
b) Esimerkin 275 a-kohdan funktiojono ei suppene tasaisesti joukossa [0, 1],
eikd edes joukossa [0,1): jos siina valitaan € = 1/2, niin jokaiselle n 16ytyy
x < 1siten, ettd |f,(x) — f(x)] = fu(x) > €.

Sen sijaan suppeneminen on tasaista véleilla [0, b), missd 0 < b < 1, silld

() = f(2)] = 2" < b" =0,

kun n — oc.
c) Tarkastellaan funktioita f: [0,00) = R, f,(z) = z%e™"*. Derivaatasta
fi(z) =na"™ e (x — 1)

n

paatelladn, ettd f,:n maksimi saavutetaan pisteessa x = 1, joten
1
en

kun n — oo. Jono (f,,) suppenee siis tasaisesti kohti funktiota f = 0 valilla
[0, 00).

X

Seuraavassa yleistetdan Cauchyn suppenemiskriteerio lukujonon suppenemi-
selle (mééaritelma 236 ja lause 4.1.13) koskemaan funktiojonon tasaista sup-
penemista. Ideana on, etta voidaan tutkia tasaista suppenemista, vaikka ra-
jafunktiota ei tiedeta.
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Lause 4.4.6 (Cauchyn suppenemiskriteerio tasaiselle suppenemiselle). Jou-
kon S funktiojono (f,) suppenee tasaisesti joukossa S jos ja vain jos

Ve>03INeNVzeS: nm>N=|f.(x)— f(2)] <€ (279)

Todistus. "=" Oletetaan, etté (f,) suppenee tasaisesti vélilla S kohti funk-
tiota f. Olkoon e > 0. T&ll6in on olemassa N siten, etta kaikilla x € S

€
| fr(z) = f(2)] < B
kun k£ > N. Niinpé kaikilla x € S

110(@) = Sn @) < 1fal@) = F @] + 1/ @) = @) < 5+ 5 < e

kun n,m > N.

7<" Oletetaan, ettd (279) patee. Lauseesta 4.1.13 vakiolukujonoille seu-
raa, ettd jono (f,(x)) suppenee jokaisella z, ts. (f,) suppenee pisteittédin
kohti rajafunktiota f. Osoitetaan, ettd suppeneminen on tasaista.

Olkoon siis € > 0. Arvioidaan kolmioepayhtalolla:

[fu(z) = f(2)] < |fal2) = fm@)| + [fm(2) — f(2)]

Oletuksen (279) mukaan on olemassa N siten, etta

Fal@) = fn(@)] < 5

kaikilla = € S ja kaikilla n,m > N. Pisteittiisestd suppenemisesta seuraa,
etta kullakin z on olemassa m > N siten, etta

fnla) = f@)] < 5.

Tassd m:n arvo riippuu x:std, mutta joka tapauksessa kaikilla n > N ja
kaikilla x € S kyseinen m on olemassa ja patee

[fu(z) = f(z)| <e

Siten (f,) suppenee tasaisesti kohti f:4a. O

Tasaisessa suppenemisessa periytyvat ominaisuudet

Lause 4.4.7. Oletetaan, ettd funktiojono (f,) suppenee tasaisesti kohti funk-
tiota f joukossa S. Oletetaan lisiksi, ettd jokainen f, on jatkuva pisteessd
xo € S. Talloin myds rajafunktio f on jatkuva pisteessd xg.
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Todistus. Jos x € S jan € N, niin kolmioepayhtalon nojalla

[f(2) = fxo)| < [f(@) = ful@)] + [fal) = fulzo)] + [fn(x0) = f(0)l-

Koska suppeneminen on tasaista, on olemassa indeksin n arvo NN siten, etta
kaikilla x € S on |f(z) — fn(x)] < €/3, erityisesi my0s |fn(zo) — f(x0)] <
¢/3. Koska fy on jatkuva pisteessé xg, niin on olemassa § > 0 siten, ettéd
|fn(x) — fn(z0)| < €/3 aina kun |z — zo| < 0. Niinpa

[f(x) = flzo)| <€

aina kun |r — xo| < 4. O

Seuraus 4.4.8. Oletetaan, ettd funktiojono (f,) suppenee tasaisesti kohti
funktiota f joukossa S. Oletetaan lisdksi, ettd jokainen f,, on jatkuva joukossa
S. Talloin myds rajafunktio f on jatkuva joukossa S.

Lause 4.4.10. Oletetaan, ettd funktiojono (f,) suppenee tasaisesti kohti
funktiota f wvdlilla [a,b]. Oletetaan lisiksi, ettd jokainen f, on integroituva
valilla [a,b]. Silloin myds rajafunktio f on integroituva vdlilld [a,b] ja

[r=tm [

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd lukujono ( f; fn)oo
n

_, suppenee. Olkoon n >

0. Lauseen 4.4.6 mukaan on olemassa N siten, ettd kaikilla z € la,b] on
|fu(z) = fn(z)| <, kun n,m > N. Siten

[ 5[ 5

kun n,m > N. Lukujono ( ff fn) _, on siis Cauchy-jono ja siten se suppenee

[ Ga= )| < [(1a = ul < 06— a),

(lause 4.1.13). Merkitddn raja-arvoa L. Osoitetaan seuraavaksi, ettd f on
integroituva ja etté ff f=1L.

Olkoon € > 0. Koska (f,,) suppenee tasaisesti kohti f:44, on olemassa N
siten, etta kaikilla z € [a,b] on | f,(x)— f(x)| < €, kunn > N. Edella todetun
perusteella on edelleen olemassa m > N siten, etta

[

Koska f,, on integroituva, on olemassa d > 0 siten, etti

< €.

< €

Ry (Pe) = [ fo
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aina kun P on vélin [a, b] jako, jolle || P|| < ¢ (lause 3.2.6). Jos P = {zq, ..., xx}
on valin [a,b] jako ja ¢ = {¢i, ..., ¢} Riemannin summaan liittyvét pisteet,
niin | f,(¢;) — f(ci)| < € kaikilla 4. Siten

Z: fm(ci) — f(e))Ax;

=1

k
Z cz)|sz§€Zsz—e(b—a)
=1

=1

|Rfm(P,C) Rf P C

Niinpéa

b
AP0 = L1 < R (P.0) = R (o) + Ry, () = [

+ /abfm—L‘

aina kun P on vélin [a, b] jako, jolle ||P|| < d. Lauseen 3.2.6 mukaan f on
integroituva ja [’ f = L. O

<elb—a)+e+e,

Esimerkki 280. Vilill [a, b], missd 0 < a < b < 1, derivoituvien funktioiden

fn(x) = 2" sin e
muodostama jono suppenee tasaisesti kohti funktiota f = 0 valilla [a, b], silla
[fn(z)] < 2™ <" =0,

kun n — oco. Kuitenkin

/ _ -1 _:
fi(x) = nz" " sin o + (1 —n)cos pr—

joten (f!(x)) ei suppene millddn x € [a, b].

Derivoituvuus ei siis periydy edes tasaisessa suppenemisessa. Seuraava tulos
kuitenkin riittdd meille funktiosarjojen tutkimiseen.

Maaritelma 281. Funktio f: I — R on jatkuvasti derivoituva vdlilld I, jos
se on derivoituva ja f’ on jatkuva valilld .

Lause 4.4.11. Olkoon (f,) jono vilin [a,b] jatkuvasti derivoituvia funktioita
siten, ettd (fn(xo)) suppenee jollakin xy € [a,b] ja (f)) suppenee tasaisesti
kohti rajafunktiota g vdlilla [a,b]. Silloin (f,) suppenee tasaisesti kohti funk-
tiota f walilld [a,b], f on derivoituwva ja ' = g vdlilla |a,b].
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Funktiosarjat

Maiaritelma 4.4.12. Olkoon (fx)72, joukon D funktiojono. Muodollista
summaa

fitfotfat =3 fi
k=1
kutsutaan funktiosarjaksi (series of functions) joukossa D. Funktiosarjan en-

simmaisten funktioiden summa indeksiin n saakka on funktiosarjan n:s osa-
summa. Osasummaa merkitdan F),, ts.

Fom fit fot fototfa=3 f
k=1

Kukin osasumma F), on funktio F,,: D — R, joten ne muodostavat joukon
D funktiojonon (£,)52 . Jos tamé funktiojono suppenee pisteittéin joukossa

S C D kohti funktiota F', niin sanotaan, ettd funktiosarja > fr suppenee
k=1

pisteittain joukossa S kohti funktiota F', ja merkitaan

N
k=1

Jos osasummien jono (F,,)%°, suppenee tasaisesti joukossa S kohti funktiota
o0

F, niin sanotaan, etta funktiosarja . fi suppenee tasaisesti joukossa S kohti
k=1

funktiota F'.

Funktiosarja > fi siis suppenee pisteittain joukossa S, jos sarja
k=1

> il

suppenee jokaisella x € S.

Esimerkki 282. a) Sarja
=1
=

suppenee, kun z > 1 (yliharmoninen sarja) ja hajaantuu, kun x = 1 (harmo-

o0
ninen sarja) tai kun x < 1 (aliharmoninen sarja). Siten funktiosarja > fi,
k=1

missd fy(z) = 1/k*, suppenee pisteittain valilla (1,00) ja hajaantuu valilla
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(_007 1]
b) Tarkastellaan funktiosarja

oo
>t
k=0

valilla R. Kullakin = kyseessid on geometrinen sarja, joten (250):n mukaan
osasummat ovat

1 — xn—l—l
— . k 1
F.lx)=% 1—a ’ w71,
n+1, kun z = 1.
Sarja suppenee pisteittdin kohti funktiota
1
F =

kun |z| <1 (ts. valillda (—1,1)) ja hajaantuu, kun |z| > 1 (lause 248). Ts.

o0 1
k
= — —-1l<x<l). 283

Tutkitaan vield tasaista suppenemista laskemalla erotus
| QZ‘n—H

C1l—x

|Fn () = F ()]

Kullakin n tdman raja-arvo on oo, kun lahestytaan 1:sté ja toisaalta lahes-
tyttdessd —1:std raja-arvo on 1/2. Suppeneminen ei siis ole tasaista véleilla
[—7, 1) eiké véleilla (—1,7], missd 0 < r < 1. Sen sijaan véleilld [—r, r], missé
0 < r < 1, suppeneminen on tasaista, silla kaikilla = € [—r, ] pétee

’m‘n-&-l T.n-l—l

—0
l—2z " 1—=1r ’

kun n — oo.

Funktiosarjan tasaisen suppenemisen testaaminen

Todistetaan Weierstrassin testi, joka antaa méaaritelmaa 4.4.12 suoraviivai-
semman menetelmén tutkia tasaista suppenemista. Téma testi soveltuu mm.
potenssisarjoille, joihin monisteen loppuosa keskittyy.

Maaritelma 284. Funktiosarja Y. fi suppenee itseisesti (converges abso-
k=1

o0
lutely) joukossa S, jos itseisarvofunktioista muodostettu funktiosarja > | f|
k=1

suppenee joukossa S.
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o0
Funktiosarja > fi siis suppenee itseisesti joukossa S, jos vakioterminen sarja
k=1

S i)
k=1

suppenee jokaisella z € S. Itseisesti suppeneva funktiosarja siis suppenee
(lause 4.3.19).

Lause 4.4.15 (Weierstrassin M-testi). Olkoon (fy) joukon S funktiojono.
Olkoon jokaisella k € N olemassa luku M, € R siten, ettd

Jos Y My < oo, niin funktiosarja Y. fi suppenee itseisesti ja tasaisesti
k=1 k=1
joukossa S

Todistus. Itseinen suppeneminen seuraa vertailuperiaatteesta (lause 4.3.9),
silla jokaisella x € S on

o o0
0< 3 1fule)] < 35 My < o
k=1 k=1
Kaytetaan tasaisen suppenemisen todistamiseksi Cauchyn suppenemiskritee-

rioita (lauseet 4.1.13 ja 4.4.6). Olkoon e¢ > 0. Merkitédén sarjan § M, osa-
k=1

summia S,:114 ja funktiosarjan Y fi osasummia F,:1la. Koska (.S,) on sup-
k=1

peneva jono, on se Cauchy jono,}oten on olemassa N € N siten, etta
|Sp — S| < €

aina kun n,m > N. Osoitetaan, ettd sama N kelpaa ehtoon (279). Olkoot
siis n,m > N ja x € S. Voidaan olettaa, ettd n > m. Nyt

n

< > | fw(@)]

k=m-+1

A

k=m+1

| Fn() = Fin(2)] =

S Z Mk:Sn—Sm<€. D

k=m+1
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Funktiosarjan jatkuvuus, derivoituvuus ja integroituvuus

Lause 4.4.18. Oletetaan, ettd funktiosarja > fr suppenee tasaisesti joukos-
k=1
o0
sa S. Oletetaan lisiksi, ettd jokainen fi on jatkuva joukossa S. Talloin > fi
k=1
on jatkuva joukossa S.

Todistus. Jokainen osasumma
n
Fo=)_fi
k=1

on adrellisend jatkuvien funktioiden summana jatkuva ja jono (F,) suppenee

tasaisesti joukossa S kohti funktiota F' = Y fi, joten viite seuraa seurauk-
k=1

sesta 4.4.8. ]

Lause 4.4.19. Oletetaan, ettd funktiosarja > fi suppenee tasaisesti vdlilld
k=1
[a,b]. Oletetaan lisiksi, ettd jokainen fy on integroituva valilla [a,b]. Silloin

myos § fr on integroituva valilld [a,b] ja
k=1

'S h=

¢ k=1 k 1
Talloin siis "sarja voidaan integroida termeittain”.
Todistus. Jokainen osasumma
=D [
k=1

on aéarellisend integroituvian funktioiden summana integroituva valilla [a, b]
ja jono (F),) suppenee tasaisesti vélilla [a, b] kohti funktiota F' = %o: fx, joten
viite seuraa lauseesta 4.4.10. = [
Lause 4.4.20. Olkoon (fx) jono vdlin [a,b] jatkuvasti derivoituvia funktioita

siten, ettd Z fr(xo) suppenee jollakin xg € [a,b] ja Z fi. suppenee tasaisesti

valilld |a, ] Silloin Z fr suppenee tasaisesti vdlilli [a,b], rajafunktio on

derivoituva valilla |a, b] ja

i 2 ) =3 A
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Talloin siis "sarja voidaan derivoida termeittain”.

Todistus. Jokainen osasumma
n
Fo=>fk
k=1

on aarellisena jatkuvasti derivoituvien funktioiden summana jatkuvasti deri-
voituva ja

Fo=2_1i
k=1

joten jono (F) suppenee tasaisesti valilla [a, b] kohti funktiota G(x) = % fi(x).
k=1
Lisaksi jono (F,(zg)) suppenee. Niinp4 lauseen 4.4.11 mukaan (F},) suppenee
tasaisesti kohti derivoituvaa funktiota F' = § fr ja F'(x) = G(x). O
k=1

4.5 Potenssisarjat

Maaritelma 4.5.1. Muuttujasta x € R riippuvaa funktiosarjaa
Z ak(:v — l’o)k = Qg + al(a: — iﬁ()) ar QQ(ZL‘ — 1’0)2 ar ag(ZL' — 1’0)3 SFooo (285)
k=0

kutsutaan potenssisarjaksi (power series) pisteen xo suhteen. Luku a; on

k:sta riippuva kerroin ja xo € R on kehityskeskus.

Téssd ensimméinen termi on ag(z — x¢)° = ag kaikilla z (vrt. huomautus 130
a)).

Esimerkki 286. Sarja

on potenssisarja pisteen 0 suhteen (ar = 1/k!). Suhdetestilla ndhdéén, etta
sarja suppenee itseisesti, kun x # 0:

e
(k+1)! ||
= —0
xk E+1 ’
k!

kun £ — oo. My6s pisteessd x = 0 sarja suppenee itseisesti, joten sarja
suppenee itseisesti kaikilla x € R.
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Lause 287. Jos potenssisarja
o0
Z aka:k
k=0

suppenee jollakin x = z # 0, niin sarja suppenee itseisesti kaikilla x, joille
—|z| <z < |2|.

Todistus. Olkoon x € (—|z|,|z|) ja merkitdén r = |x/z| < 1. Koska sarja
suppenee pisteessé z, on oltava limy_,. az2* = 0 ja siten on olemassa indeksi
K siten, etti |a,2*| < 1 kaikilla k > K. Nyt

00 o) LL'k
> || = Y Jandt| |5
k=K k=K <

Seuraus 288. Potenssisarjalle (285) pdtee tasmdlleen yksi seuraavista:

o0
SZrk<oo. O
k=K

e Sarja suppenee vain kun x = xg.
e Sarja suppenee itseisesti kaikilla x € R.

o Fridlle R > 0 pdtee: sarja suppenee itseisesti, kun xg— R < x < xo+ R
ja hajaantuu, kun |z — xo| > R.

Todistus. Viite seuraa edellisestd lauseesta asettamalla t = x — xg, jolloin
viite palautuu sarjan 3 a;t* tutkimiseksi. O

Lukua R € [0,00) tai R = oo kutsutaan sarjan suppenemissdteeksi (radius of
convergence). Niiden pisteiden joukkoa, joissa sarja suppenee, kutsutaan sup-
penemisvaliksi (interval of convergence). Jos R € (0,00), niin paatepisteissa
r9 — R ja g + R sarja voi supeta tai hajaantua. Potenssisarjan suppene-
misvéli on siis {zo}, (¢ — R,z0 + R), [v0 — R,x0 + R), (z0 — R, 20 + R],
[zo — R,z + R] tai R.

Suppenemissade selvida usein suhdetestilla. Paatepisteet xo— R ja xo+ R
on tutkittava erikseen.

Esimerkki 289. Selvita potenssisarjan suppenemisvéli:

e 2x+5

DS w Sa(l) oy B

Ratkaisu. a) Tamé on potenssisarja, Jolle ag = 0 ja ar, = 1/k muilla k seké
xo = 0. Tutkitaan suppenemista suhdetestillé (z # 0):
k41

1

T

k

|z = |z,

—"_ R—
j k41
k
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kun k£ — oo. Sarja siis suppenee itseisesti, kun |z| < 1, ts. kun z € (—1,1)
(ja hajaantuu, kun |z| > 1). Tutkitaan vield péétepisteet: Kun x = 1, sarja
on harmoninen sarja ja siten hajaantuu. Kun z = —1, sarja on vuorotteleva
harmoninen sarja ja siten suppenee. Sarjan suppenemisvéli on siis [—1, 1).

b) Muokkaamalla

> \" X nl
) -5 e

%3 ~ Ly

ndhdaan, etta kyseessa on potenssisarja, jolle a, = n!/2" ja o = 0. Tutkitaan
suppenemista suhdetestilla (z # 0):

(n+1)!

n+1
2n+1 n + 1
[
2n

kun n — oo. Sarja siis suppenee vain kun x = 0.
c) Nyt

(245" & 2%(w—(—5/2)"
2 (n?+1)3" nz::o (n? +1)3n

n=0

Tamén potenssisarjan kehityskeskus on xy = —5/2. Suhdetesti (z # —5/2):

2n+1(x _ (_5/2>)n+1
((n+ 1) + 1)37+1
2"(x — (=5/2)"
(n2 +1)3"

n? 41
(n+1)24+1

= o~ (=5/2)] > Sla — (=5/2)],

kun n — oo. Sarja suppenee itseisesti, kun

2 3

§|a: —(=5/2)|<1 < |x—(-5/2)|< 3
Suppenemisside on siis R = 3/2 ja sarja suppenee ainakin valilla (—=5/2 —

3/2,—5/2 + 3/2) = (—4,—1). Padtepisteet: Pisteessi © = —4 sarja tulee
muotoon

$ 1y
—n?+l
Tama suppenee itseisesti, silla
= < — < 0.
nZ::an—kl ;W—i—l_;nz
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Pisteessa x = —1 sarja tulee muotoon

i 1

n=0 n? + 1’

joka ndhdaan suppenevaksi samalla arviolla kuin edelld. Kysytty suppene-
misvali on siis [—4, —1].

Lause 4.5.2. Olkoon R potenssisarjan (285) suppenemissdde.

(1) Jos R = o0, niin sarja suppenee tasaisesti jokaisessa rajoitetussa jou-
kossa S C R.

(2) Jos 0 < R < oo, niin sarja suppenee tasaisesti jokaisella suljetulla
valilla [xg — ryz0 + 1] C (0 — R, 0 + R).

Todistus. Todistetaan (2), (1) menee vastaavasti. Kéytetddn Weierstrassin
M-testia (lause 4.4.15):

lag(z — xo)k| < ]ak|rk =: M,

kaikilla x € [zg — 7, 7o +7]. Liséiksi 3> M}, < oo, silli termit axr* ovat potens-
sisarjan (285) termeja x:n arvolla x = o + r, jolla sarja suppenee itseisesti
(seuraus 288). O

Potenssisarjan maidraaméan funktion ominaisuudet

Lause 4.5.4. Olkoon potenssisarjan
f(@) =Y ale - o)t (200)
k=0

suppenemisside R > 0 tai R = oo. Silloin f on jatkuva ja derivoituva vdlilld
(o — R,x0 + R) ja

f(x) = i kay(z — 20)*! (291)

kaikilla © € (xg — R, zo + R). Toisin sanoen potenssisarja voidaan derivoida
termedttain.

Todistus. Kaytetaan lausetta 4.4.20 véleilla [xg — 7, 2o+ 7], missd 0 < r < R.
Funktiot fi(z) = ax(x — 29)* ovat jatkuvasti derivoituvia, koska ne ovat zm
polynomeja, ja sarja (290) suppenee x:n arvolla xy. Lauseen 4.5.4 todista-
miseksi riittadd siten osoittaa, ettd sarja (291) suppenee tasaisesti jokaisella
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valilla [xg — r, 29 + 7).

Olkoon siis » € (0, R). Valitaan s siten, ettd r < s < R. Seurauksen
288 mukaan sarja 3" |ax|s® suppenee, joten myds sarja 3 |ax|s*~! suppenee.
Liséksi kaikilla « € [z — r, 29 + ]| on

S

k-1
kg (2 — 20)5Y] = klag||z — zo|! = |ag|s"! [k: (‘5”””0‘) ]
< |ag|s"™t = M,
suurilla k. Perustelu: |z — xo|/s < 1/s < 1, joten klim k(r/s)k=1 =0, ja siten
—00
jostakin k:n arvosta lahtien hakasulkulauseke < 1 kaikilla . Weierstrassin
M-testin (lause 4.4.15) mukaan sarja (291) suppenee tasaisesti vélilld [zo —

r, o+ 1] O

Lause 4.5.5. Olkoon potenssisarjan (290) suppenemisside R > 0 tai R =
oo. Silloin f:lld on kaikkien kertalukujen derivaatat ja jokaisella n € N

f(")(:c) = i_o: k(k—1)---(k—n+ ag(z — 20)*™ (292)

kaikilla x € (xg — R,z + R).

Todistus. Sovelletaan lausetta 4.5.4 n kertaa. Jokaisen derivoinnin jalkeen
syntyy uusi potenssisarja, jonka suppenemissade on R:

f(x) = i kay(x — z0)F!

£(@) = 3 bk = Dan(e = 20)*

F(2) = i B(k—1)(k—2)- (k- (n— Daple —z0)*" O
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Seuraus 4.5.7 (Potenssisarjan yksikésitteisyys). Jos

=Y ap(x — x0)"
k=0
valilli (xg — R, xo + R), niin

f(n) (z0)

Ap — |
n:

kaikilla n > 0.

Taman lauseen mukaan funktion potenssisarjaesitys on yksikésitteinen, silla
jos

fa) = gam—mo)k o f(@) = kibk(x—xo)k,

niin a, = f*(z0)/k! = by, kaikilla k.

Todistus. Sijoittamalla sarjaan = = o saadaan f©(x) = f(2) = ao, josta
véite seuraa n:n arvolle 1. Kun n > 0, sijoitetaan x = ¢ sarjaan (292), jolloin
sarjasta jad jiljelle vain indeksid k = n vastaava termi. Saadaan f(x,) =
nla,. O

Lause 4.5.8. Olkoon potenssisarjan (290) suppenemisside R > 0 tai R =
o0. Silloin f on integroituva jokaisella valilla [xo—r, xo+7] C (xo— R, 20+ R)
ja

k+1

ak(x—xo)
dt
[ s@a=3 25

kaikilla x € (xg — R, xo + R). Toisin sanoen potenssisarja voidaan integroida
termeuttain.

Todistus. Seuraa suoraan lauseista 4.5.2 ja 4.4.19. [

Huomautus 293. Lauseissa 4.5.4 ja 4.5.8 f:n, sen derivaatan ja integraalin
potenssisarjojen suppenemisvélit voivat padtepisteiden osalta olla erilaiset ja
asia taytyy tapauskohtaisesti erikseen tutkia. Varmuudella sarjat suppenevat
vain avoimella valilla (zg — R, zo + R).

Esimerkki 294. Tutkitaan geometrista sarjaa (283), eli potenssisarjaa

1
l1—=x

=Y =1l+a+a2>+2°+-- (-l<z<1) (295)
k=0
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Lauseen 4.5.4 mukaan (295) voidaan derivoida puolittain kaikilla xz € (—1,1):

1 o0
k=1

Toisaalta lauseen 4.5.8 mukaan (295) voidaan integroida puolittain O:sta
z:4dn kaikilla z € (—1,1):

=1 1 1 1
—In(1—2z)=>)_ R R R R A SR
okl 2" T3t Ty

Sijoitetaan téssd zm paikalle —x (=1 <z < 1):

© (—1)* 1 1 1
1n(1+x)zz( )xk+1:x—fx2+fx3—fm4+---. (297)
i k+1

2 3 4

Léhtien funktion 1/(1 — z) potenssisarjaesityksestd saatiin potenssisarjaesi-
tykset funktioille 1/(1 — x)? ja In(1 + z).
Taylorin sarjat

Maaritelméa 298. Jos funktiolla f(z) on pisteessd x = z kaikkien kertalu-
kujen derivaatat f®*)(z,), niin seurauksen 4.5.7 méiirdamis potenssisarjaa

©  f&)(z, . @) (g )
f k(' >(a:—:v0)’“ :f(:vo)%—f(xo)(a:—xo)—i—if 2<' )(.x—xg)
=0 ' ' (299)
F® (o) V.
+ (x —x)” +

kutsutaan funktion f Taylorin sarjaksi (Taylor series) pisteen xy suhteen. Jos
xo = 0, niin sarjasta kiytetdan myos nimitystd Maclaurinin sarja (Maclaurin
series).

Vertaa Taylorin sarjaa Taylorin polynomiin (131).
Vaikka sarja (299) suppenisi pisteessd x, niin se ei valttdméatta suppene
kohti funktion arvoa f(x).

Esimerkki 300. Olkoon

e Y7 kun z #£ 0,
flx) =
0, kun z = 0.
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f on jatkuva myo6s 0:ssa, silla

. T ,1/1«2 o
oy fr) =i =0

Kun z # 0, niin

2
fl(z) = —36_1/’”2.
T

Muuttujanvaihdolla ¢ = 1/2% nihdéén, etta

—1/x2 13/2
lim f'(x) = 2 lim =2 lim — = 0. (301)

z—0 z—0 t—oo e

Lauseen 115 mukaan f:n jatkuvuudesta ja (301):sta seuraa, ettd on olemassa
f(0) = 0. f'(z) on siten kaikkialla jatkuva ja kun z # 0, niin vastaavalla
tavoin kuin edella saadaan

6 4N ..
(@) = (—$4+x6)e et L,

kun z — 0. Siten on olemassa f”(0) = 0. Néin jatkaen nidhdéén, etta f:114 on
kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat ja ettd ne ovat kaikki nollia O:ssa:
f®)(0) = 0. Niinpé f:1l4 on kaikilla z € R suppeneva Maclaurinin sarja

= M) 4
162::0 I z© = 0.

Kuitenkin f(x) # 0 kaikilla x # 0, joten sarja esittda f:44 vain 0:ssa.

Luvun 2.5 Taylorin kaava (lause 2.5.4) antaa keinon tutkia, milloin Taylorin
sarja suppenee kohti funktiota. Jos funktiolla f on avoimella vélilla I kaikkien
kertalukujen derivaatat ja xy € I, niin Taylorin kaavan mukaan Taylorin
sarja (299) suppenee ja esittdd funktiota f niilla x € I, joilla virhetermin
raja-arvo on nolla, ts.

o F0) (2,
f) =5 T gy

k=0

jos ja vain jos

lim R,(x) = lim

_ n+l _

Esimerkki 302. Etsi funktion f(z) = e potenssisarjaesitys pisteen z = 0
suhteen.
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Ratkaisu. Koska D(e?) = e, niin f®(0) = ¢ = 1 kaikilla k ja siten fn

Maclaurinin sarja on

oo:L.k

=0 k!

Suppeneeko tdma, ja jos suppenee, suppeneeko kohti e*:447 Kaikilla z € R
pitee f("T1(z) = e < €Il joten

F(e)
(n+1)!

+1
|zt < el =" -0

0% IR0 | < et o,

kun n — oo (lemma 304). Niinpé sarja suppenee kohti funktiota kaikilla z:

. ooxk .1'2 1’3 1'4
e:§521+x+5+§+1+--- (z €R) (303)

Lemma 304. Olkoon ¢ > 0. Silloin

'

Todistus. (1) Tutkitaan, milloin a,; < an, ts. apy1/a, < 1:

Cn+1
|
An41 _ (’I’L 4;1) _ C < 1’
Ay, i n -+ 1~
n!

kunn > c¢— 1.
(2) Olkoon m = |¢| = c:n kokonaisosa. Silloin kaikilla n > m

c cc c c c c c c
= ... *SA*—)O,
n! 12 mm-+1m-+2 n—1n n
N e N—— N——
=:A€R <1 <1 <1
kun n — oo. O

Esimerkki 305. Etsi funktion f(x) = sin x potenssisarjaesitys pisteen z = 0
suhteen.
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Ratkaisu. Lasketaan f:n derivaattoja pisteessad z = 0:

f(z) =sinx f(0)=0
f'(z) = cosx F0)=1
f"(z) = —sinx f(0)=0

fO(x) = —cosx f(3 (0) =
f9(z) =sinz @(0) =

Neljéas derivaatta on sinz, joten funktiot ja arvot alkavat toistua syklisesti.

Nyt [f®™(2)] < 1 kaikilla z, joten

f(nJrl)(Z) . |$|”H
0<|R, = [ ——Z ||zt — — 0,
N e T L ey
kun n — oo. Niinpa
S (—1)F 2%k+1 __ a® $5 x7
Vastaavalla tavoin voidaan johtaa
B 9] (_1)k % xz :E4 126
Cosx_,;)(%)!x —1—5—#1—5—1— (z € R)

(306)

(307)
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A Liitteet

A.1 Potenssifunktio
Kerrataan potenssifunktion méaritelmé rationaalieksponenteille.

Maaritelma 308. Luonnollisille luvuille n potenssifunktio (power function)
f:R—=R, f(x)=2", méaritellddn asettamalla

"=xz-x---x.
-
n kpl

Lukua x kutsutaan kantaluvuksi ja lukua n eksponentiksi. Tapauksille n = 2

ja n = 3 on erityisnimitykset: 22 on x:n nelié ja x® on x:n kuutio.
oo y
T g x?
2T ! IS e x?
I \ 1
/ \ i
14 L3+
d ! !
-2 -1 ) | ;'
|
: _— o — T L2 ,’
y 1 2 | |
P I
14 14+
I \ A
rl \\ /
I N 7
24 : — C T
i -2 -1 0 1 2
xr:n parittomat potenssit x:n parilliset potenssit
Maéaritelmastd 308 seuraa suoraan, etté
M =g.x-x=(x- v --x)(z-x--x) =™

n+m kpl n kpl m kpl

My6s muut tutut laskulait voidaan helposti johtaa méaaritelmasta:

" = g™ (™)™ =2"" ja  (xy)" =a"y", (309)

missa z,y € R jan,m € N.

Maaritelma 310. Negatiivisille eksponenteille —n, missd n € N, potenssi-
funktio =" maaritelladn asettamalla

7w = L (x #0).

:L-n

Liséiksi sovitaan, ettd 20 = 1 kaikilla x # 0.
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Néin ollaan saatu potenssifunktio f(z) = 2™ maééritellyksi kaikilla n € Z.
Kun n <0, on f:n méérittelyjoukko R\ {0}.

On melko suoraviivaista todistaa, etta laskulait (309) ovat voimassa kaikilla
n,m € Z. Tarkastellaan esimerkiksi ensimméista lakia tapauksessa n > 0 ja
m < 0:

n kpl n—(—m) kpl
— e —— .
T-T- -1 T T T, JOST > —m
" = ——— = 1 : =",
T T Tr-p Josn<-—m
_mkpl —m—n kpl

Potenssifunktio 2", n € N, on aidosti kasvava joukossa z € [0,00), jos n on
parillinen ja joukossa x € R, jos m on pariton. Tama ndhdaan tarkastele-
malla méaritelméan 308 tuloa z - x - - - z: ei-negatiivisilla x tulo kasvaa, kun z
kasvaa. Parittomien n tapauksessa negatiivisilla x tulo on negatiivinen ja se
kasvaa, kun x kasvaa. Niinpa potenssifunktiolla x™ on kadnteisfunktio jou-
kossa [0, 00), kun n on parillinen ja joukossa R, kun n on pariton.

Maaritelma 311. Potenssifunktion 2™, n € N, kidanteisfunktiota merkitadn
o¥/™ tai /x ja sitd kutsutaan juurifunktioksi (root function). Tapauksessa
n = 2 juurifunktiota merkitddn ¥z = \/x ja sitd kutsutaan nelidjuureksi.
Jx on kuutiojuuri.

Juurifunktio /z on aidosti kasvavan funktion ™ kaanteisfunktiona aidosti
kasvava (lause 45). Koska 2" ja {/x ovat toistensa kdanteisfunktioita, niin

y=a" & =y (312)

ja

Vor—r ja (V)" =v. (313)
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missa parittomilla n z ja y € R ja parillisilla n x ja y € [0, 00).
x on siis yhtélon y = 2™ ratkaisu eli juuri (root) tdsmaélleen silloin kun

ac:(/@.

Maaritelma 314. Rationaalisille eksponenteille » = m/n, missa n,m € Z
ja n > 0, maaritellaan

R

missa z € R parittomilla n ja = € [0,00) parillisilla n. Lisdksi x # 0, jos
m < 0.

2" on siis yhdiste funktioista g(x) = 2'/" ja f(y) = y™. Tarkastellaan mono-
tonisuutta joukossa x > 0. f on aidosti kasvava, jos m > 0 ja aidosti vihene-
vé, jos m < 0. g on aidosti kasvava. Niinpé lauseen 46 mukaan =" on aidosti
kasvava, kun r > 0 ja aidosti viaheneva, kun r < 0. Seuraavassa kuvassa hah-
motellaan potenssifunktion f(z) = 2" kuvaajan kulkua eri eksponenttien r
arvoilla joukossa x > 0.

Yy
>1

44 " r=1

3T y=2a"

2t O<r<l1

1 r=20
r <0

: % % — T
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Juurifunktion mééritelméasta ja ominaisuuksista (309) voidaan johtaa lasku-
lait my0s rationaalisille eksponenteille r, s € Q:

o't =21t (") =2" ja (zy) =a"y". (315)

Todistus. Todistetaan viimeinen laki kolmessa osassa:
(2) (@) =0 = (V)"

kaikilla n € N, silld a” ja a'/™ ovat toistensa kidnteisfunktioita.

n, 1/n\" (309) n\" n\" (@)
(b) (gt ) =0 () () Z
Niinpéa (korota puolittain potenssiin 1/n ja kiyta (a)-kohtaa)

1/n _ 1/n

at/my (zy)

(c¢) Nyt voidaan laskea

(xy)” = (o)™ = ())& (&V/myt/m)" ) ()" ()"

m/n, m/n

=a""y =z"y". O

Laskusdantojen (315) nojalla

™/ = (:cl/")m = (™)™ (316)

Maéritelmassa 314 maérittelyjoukko valitaan siten, ettd kumpikin yhtalon
(316) lausekkeista (xl/ ”)m ja (™)™ on madritelty. Jos m ja n ovat parilli-
sia, niin lauseke (xm)l/ " on maaritelty kaikilla x # 0, mutta (:vl/ ”)m ei ole
maéaritelty negatiivisilla x. Télloin ei ole jarkevad pitda myoskaan funktiota
2™/ méariteltyna, koska eksponentin laskusédinnot eivit ole silloin voimassa.
Esimerkiksi

1=1%2 = (12)1/2 = ((—1)2)1/2 =(-1)'=-17

Syy: funktiot 22 ja 2!/ eivit ole toistensa kaanteisfunktioita, kun = < 0. Itse

asiassa
0\ 1/2

2
Esimerkki 317. Funktio 2%/3 = (ml/ 3) on madritelty kaikilla z € R.
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y = 22/

T

Maaritelma 318. n. asteen polynomi (polynomial) p: R — R on muotoa
() = an2™ + ap_12” "t + - -+ ag2® + a1z + ag

oleva funktio, missa kertoimet (coefficients) ag,as,...,a, € R ovat vakioita
(ja a, # 0, jos n > 0).

Maaritelma 319. Rationaalifunktio (rational function) on muotoa

oleva funktio, missa p ja q ovat polynomeja. f on méaritelty joukossa

{z €eR: ¢q(x) # 0}.

A.2 Eksponentti- ja logaritmifunktiot

Maaritelladén eksponenttifunktio ja pohditaan potenssi- ja eksponenttifunk-
tion maaritelmia irrationaalisille eksponenteille.

Maaritelma 320. Eksponenttifunktioksi (exponential function) kutsutaan
funktiota

f(z) =d”,
missa kantaluku (base) a > 0.

Potenssifunktiosta todetun perusteella eksponenttifunktio on maéritelty kai-
killa eksponenteilla x € Q:

a’ =1,
a*=a-a---a, kun x € N,

—_—

x kpl

- 1
a’ = , kun z € Z_,

a*I
a® = (a™)’" = Vam, kunx=— € Q, missi n € N,

n
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ja sille péatevit seuraavat laskusdannot (z,y € Q):

a” v = a"aY, (@) =a™ ja a "=—. (321)

Lause 322. Eksponenttifunktio f: Q — R, f(z) =a" on

(1) aidosti kasvava, jos a > 1,
(2) aidosti vihenevd, jos 0 < a < 1,
(3) wakio =1, jos a = 1.

Todistus. (1) Olkoon ensin x > 0 ja merkitddn x = m/n, missd m,n € N.
Koska a™ > a > 1 ja y'/" on aidosti kasvava, niin

o = gl = (@™)" > 1 = 1,
Olkoon nyt z,y € Q, y > «x. Silloin y — z > 0 ja edelld todetun perusteella
a?”% > 1 ja siten
a? = a® ) = ¢%a¥" > o,
(2) todistetaan vastaavasti ja (3) on selva. O

Eksponenttifunktion f(x) = a” kuvaaja eri a:n arvoilla:

Y

Eksponenttifunktion méarittely voidaan laajentaa koko reaalilukujen jouk-
koon kayttamaélla taydellisyysaksioomaa. Kun a > 1, niin joukko {a" : r €
Q, r < x} on lauseen 322 mukaan ylhdélta rajoitettu. Niinpa silld on supre-
mum:

Maaritelma 323. Olkoon a > 1. Kun z € R\ Q, niin asetetaan
a® =sup{a”: r€Q, r <z},

Tapaus 0 < a < 1 vastaavasti.
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Voidaan osoittaa, ettd ndin maéritelty eksponenttifunktion laajennus kaikille
reaaliluvuille toimii juuri niin kuin pitadkin:

Lause 324. Funktiolle f: R — R, f(x) = a”

(1) laskulait (321) pdtevat kaikilla x ja y € R,
(2) kuna # 1, niin f on aidosti monotoninen koko reaalilukujen joukossa,

(3) f:n arvojoukko on f(R) = (0, 00).
Todistuksen sivuutamme.

Huomautus 325. Maéaritelma 323 on hyvin intuitiivinen, mutta kéytan-
nossa sen avulla lauseen 324 todistaminen on hankalaa. Vaihtoehtona olisi
maéaritelld eksponenttifunktio potenssisarjana
00 " .T2 x?) $4
e _Zn! =lte+ ottt
n=0
tai voitaisiin madritella ensin logaritmifunktio asettamalla

z dt
Inz = —
1t

ja eksponenttifunktio e” sen kadnteisfunktiona. Naitd madritelmia kayttéden
voitaisiin helpommin todistaa eksponenttifunktion perusominaisuuksien li-
siksi derivaattaa koskevat tulokset. Namé tavat vaatisivat ensin paljon ana-
lyysin koneistoa, jota kasitellaén vasta myohemmin. Haluamme kuitenkin
eksponenttifunktion kaytt6on jo tédssd vaiheessa.

My6hemmin lauseessa 347 todistamme, ettd eksponenttifunktio on jatkuva.
Siita seuraa, ettd jos (z,) on rationaalilukujono, jolle lim 2, = = € R, niin
n—oo

lim a®* = a”.
n—oo

Esimerkki 326. Tarkastellaan lukua 27. 7 = 3,141592. .. on irrationaalilu-
ku, jota voidaan approksimoida rationaaliluvuilla

(1 :3, 7”2:3,1, 7'3:3,14, T‘4:3,141,
Luvulle 2™ saadaan rationaalisia eksponentteja kayttaen arviot
23 =8, 2% =8574187..., 231 =81815240..., 2% =82821353...

ja lopulta raja-arvona saadaan 2™ = nh_{lgo 2 = 8,824977 .. ..
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Maéritelmassa 238 maériteltiin Neperin luku e.

Maaritelma 327. Funktiota e* = exp(x) kutsutaan luonnolliseksi ekspo-
nenttifunktioksi.

Eksponenttifunktio a® on aidosti monotoninen, kun a # 1, joten silld on
kaanteisfunktio.

Maaritelma 328. Olkoon a > 0 ja a # 1. Funktion f: R — (0,00), f(z) =
a®, kadnteisfunktiota f~1: (0,00) — R kutsutaan a-kantaiseksi logaritmi-
funktioksi (base a logarithm function) ja sitd merkitdan f~!(z) = log, =.

Koska a” ja log, x ovat toistensa kaanteisfunktioita, niin

‘y:@x & leogay‘ (329)

ja

log,(a®) =2 ja a'°%¥ =y (330)

kaikilla z € R ja kaikilla y € (0, 00). Toisin sanoen luku = = log,y on se
luku, johon a pitaa korottaa, jotta saadaan y.
Lauseista 322 ja 45 seuraa:

Lause 331. Logaritmifunktio log, x
(1) on aidosti kasvava, jos a > 1,

(2) on aidosti vahenevd, jos 0 < a <1,

(3) ei ole madritelty, jos a = 1.

Koska a” = 1, on log, 1 = 0 kaikilla a. Seuraavaan kuvaan on hahmoteltu
log,:n kuvaaja eri a:n arvoilla. Vertaa vastaavaan eksponenttifunktion a”
kuvaajaan; kuvaajat ovat peilikuvia suoran y = x suhteen.

Y

a>1

O<ax<xl1
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Maaritelma 332. Luonnollisen eksponenttifunktion e” kédanteisfunktiota
log, = kutsutaan luonnolliseksi logaritmiksi (natural logarithm) ja sitd mer-
kitadn In x = logx = log, x. Kymmenkantaista logaritmifunktiota kutsutaan
Briggsin logaritmiksi ja sitd merkitaan 1gx = log, x.

Kun jatkossa puhutaan pelkasta eksponenttifunktiosta tai logaritmifunktios-
ta tdsmentaméttd kantalukua, niin tarkoitetaan aina funktioita e® ja Inz,
joille patee

In(e”) =2 ja "=y (333)

kaikilla z € R ja kaikilla y € (0, c0).
Ominaisuuksista (321) seuraa logaritmille seuraavat laskulait (z,y > 0):

log,(ry) = log, ¥ + log, y
log,(z") = ylog, x (334)

log,, - log, x —log, y
)

Todistetaan kaavoista ensimméinen luonnolliselle logaritmille: koska
zy = @) ja toisaalta ay = eMTMY = MTHINY

niin
6ln(xy) — 6ln z+Iny )

Eksponenttifunktion aidosta kasvavuudesta seuraa, ettéd on oltava
In(zy) =lnx +Iny.

a-kantaisten eksponentti- ja logaritmifunktioiden kasittely voidaan palauttaa
e-kantaisiksi kaavoilla

In .
P grine log, © = ——. 335
a e ja 0g, T o (335)

Néista ensimmainen voidaan perustella suoralla laskulla
x ( lna):C _ xlna
a® = (e ="

Toinen saadaan ottamalla yhtélostd 2 = a'°8«® luonnollinen logaritmi puolit-
tain ja kayttdmalla kaavoja (334):

Inz =1In (aloga “”) =log, zIna.

Luvussa A.1 méériteltiin potenssifunktio f(x) = 2" (x > 0) rationaalisille
ekponenteille r € Q. Eksponenttifunktion avulla méaritelmé voidaan yleistaéd
kaikille reaalilukueksponenteille.
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Maaritelma 336. Olkoon a € R. Maaritella yleinen potenssifunktio z* aset-
tamalla

7% = (elnx>a _ ealn:c ([lﬁ' > 0)

A.3 Trigonometriset funktiot

Kerrataan trigonometristen funktioiden yksikkéympyrian avulla annettava
maéaritelmaé.

Ympyrasektorin kulma (angle) 6 méaaritellddn sektorin kaaren pituuden s
suhteena séteeseen 7:

Tutkitaan seuraavassa suunnattuja kulmia (directed angles) xy-koordinaatis-
ton origokeskisessd 1-séiteisessa ympyréssé eli yksikkoympyrassa (unit circle)
siten, etta sektorin alkukylki on positiivisella xz-akselilla. Jos 8 > 0, niin kier-
retddn vastapéividn (positiivinen kiertosuunta), ja jos < 0, niin kierretdan
my6tapaivadn (negatiivinen kiertosuunta). Koska sidde = 1, on koko kierros
vastapéivaan 27, puoli kierrosta 7 ja neljanneskierros 7/2. Jos 6 > 27 tai
6 < —2m, niin ajatellaan kierretyn useampia kierroksia.

Kulma on yksikoton suure, mutta toisinaan selvyyden vuoksi kaytetdan
yksikkona radiaania (radian), jolloin yksi kierros on 27w rad. Kulman yksik-
koné kéytetaan myos astetta (degree), jolloin yksi kierros on 360°. Niinpa

1 rad =180°/7  eli 1° = 7/180 rad.

Radiaanit | 0 «/6 «/4 «/3 w/2 2x/3 3w/4 b5m/6 7w 3w/2 2«
Asteet 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 270° 360°

Maaritelma 337. Merkitdaan yksikkéympyrasséd kulmaa 6 vastaavaa kehé-
pistetta (z,y). Maaritellidn sini (sine) ja kosini (cosine) seuraavina funk-
tiolna:

sin: R > R, sin(f) =y ja
cos: R = R, cos(f) = x.
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sin(f) on siis kehapisteen y-koordinaatti ja cos(6) z-koordinaatti:

Y

(cos B, sin b))

Jos sekaannuksen vaaraa ei ole, niin voidaan merkita lyhyesti sin(f) = sin 6
ja (sin(@))™ = sin™ @ (cos ja tan vastaavasti).

Maaritelma 338. Médaritellaan tangentti (tangent) funktiona

sin 6
tan: R 2 : Z R, tanf = .
an: R\ {r/2+nr: neZ} - R, tan o

Huomautus 339. Voisimme maéritelld myos trigonometriset funktiot ana-
lyyttisesti esimerkiksi sarjojen avulla (vrt. huomautus 325). Tyydymme téssé
vaiheessa kuitenkin intuitiivisiin méaaritelmiin 337 ja 338.

Pythagoras’n lauseen sovelluksena saadaan trigonometrian peruskaava
‘sin2 0+ cos* 0 = 1. ‘ (340)

Jos kulma ei ole vélilla 0 < 6 < 7/2, niin trigonometrisen funktion arvon
laskeminen voidaan palauttaa télle valille seuraavien palautuskaavojen avulla.

sin(f + 2n7) = siné (neZ)
cos(f + 2nm) = cos 6 (neZ)
tan(f + nmr) = tan 6 (ne€Z)
sin(—f#) = —siné
cos(—0) = cos b (341)
sin(m 4+ 0) = —sin 6
cos(m + 6) = —cos @
cosf) = —sin(0 — w/2) = sin(w/2 — 0)
sinf = cos(0 — 7/2) = cos(n/2 — 0)

Kaavat voidaan paatella yksikkoympyrésté, silld esimerkiksi
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e kulmia 6 ja 6 + 27n vastaa samaa kehapiste kaikilla n € Z ja

e kulmia 0 ja —0 vastaavilla kehapisteilla on sama z-koordinaatti mutta
y-koordinaatit ovat toistensa vastalukuja.

Palautuskaavojen mukaan trigonometriset funktiot ovat jaksollisia, sinin ja
kosinin jaksona 2w, tangentin jaksona 7. Yksikkéympyrian avulla voidaan
piirtda trigonometristen funktioiden kuvaajat:

Y
JPSE y =sinx JUEE T,

\ - . > - b > — T
—TTN\_ - AN N 2m Noom
- _1 4 ST S~

Y = CoSXT

Y

Yy =tanx
-7 m 27

Koska trigonometriset funktiot ovat jaksollisia, on niistd kullakin kaénteis-
funktio vain rajoittumalla sellaiselle méarittelyjoukon osavilille, jolla funktio
on aidosti monotoninen.

Maaritelma 342. Seuraavilla vileilla maaritelladn trigonometristen funk-
tioiden kadnteisfunktiot arkussini, arkuskosini ja arkustangentti.

Funktio Kaanteisfunktio
sin: [-7/2,7/2] = [-1,1] arcsin =sin~': [-1,1] = [-7/2,7/2]
cos: [0, 7] = [=1,1] arccos = cos™': [—1,1] — [0, 7]

tan: (—m/2,7/2) — R arctan = tan™!: R — (—m/2,7/2)

Muuttuja merkitdan trigonometristen funktioiden tapaan yleensé ilman sul-
kuja, esimerkiksi arctan(x) = arctan x.
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Koska sin(x) ja arcsin(z) ovat toistensa kéénteisfunktioita, niin

y =sin(x) < z = arcsin(y) (343)

ja

arcsin(sin(x)) =z ja sin(arcsin(y)) =y (344)

kaikilla € [-7/2,7/2] ja y € [—1, 1]. Vastaavasti kosinille ja tangentille.
Koska funktion ja kadnteisfunktion kuvaajat ovat peilikuvia suoran y = x
suhteen, niin arkusfunktioiden kuvaajat ovat seuraavan nékoisié:

y Y
T
— 1 v -+
2
Y
m
i — T i 2
~1 1 2
x
T J{ 7r
—— 1 % F— o T —Z
2 -1 1 2
Yy = arcsinx 1 = arccos T y = arctan x

A.4 Alkeisfunktioiden jatkuvuus

Alkeisfunktioiden jatkuvuuden tutkimisessa keskeisessié asemassa on lause
2.2.15, jonka mukaan jatkuvan funktion kdanteisfunktio on jatkuva.

Lause 345. Potenssifunktio ", r € Q, on jatkuva mddrittelyjoukossaan.

Todistus. Tapausr = 1/n,n € N. 2" on aidosti kasvava ja jatkuva (esimerkki

72), joten 2" = x'/™ on sen kiinteisfunktiona jatkuva (lause 2.2.15).
Tapaus 7 = m/n, n € N. 2" = (z'/")™ on kahden jatkuvan funktion

g(x) = 21/ ja f(y) = y™ yhdiste ja siten jatkuva (lause 2.2.7). ]

Lause 346. sinz, cosx ja tanx ovat jatkuvia mddrittelyjoukoissaan.
Todistus. Todistetaan véaite ensin sinille. Olkoon a € R. On osoitettava, etté
lim sin x = sin a.

r—a

Merkitsemalla x = a + h huomataan, ettd on yhtapitavia todistaa, etté

lim sin(a + h) = sina.
h—0
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Kéytetaan sinin summakaavaa:
sin(a + h) =sinacosh + cosasinh — sina - 1 4+ cosa -0 = sina,

kun h — 0, silld sinin ja kosinin maaritelmien mukaan }llir% sinh = 0 ja
H
lim cos h = 1. Kosinia koskeva viite todistetaan vastaavalla tavoin. Tangentti

h—0
on jatkuva, silla

]

Lause 347. Eksponenttifunktio a® (a > 0) on jatkuva R:ssd.

Todistus. Oletetaan lauseen 324 tulokset eksponenttifunktion perusominai-
suuksista (laskusdannot, monotonisuus) tunnetuiksi. Todistetaan tapaus a >
1 (a =1 selvd, 0 < a < 1 vastaavasti).

(1) Jatkuvuus O:ssa: Olkoon z € (—1,1). Valitaan suurin n € N, jolle

1 1
—— <r < —.
n n

Aidosta kasvavuudesta seuraa, etté
a V< a® < a'/m,

Kun x — 0, niin n — oo, jolloin juurifunktion ominaisuuksista (luku A.1)
seuraa, etta arvion laitimmaiset lausekkeet lahestyvét lukua 1. Niinpa kuris-
tusperiaatteen nojalla on olemassa

lima* =1=a"
z—0
ja eksponenttifunktio on siten jatkuva 0:ssa.
(2) Jatkuvuus pisteessa xy € R: eksponentin laskusdannoisté ja kohdasta (1)

seuraa, etta

lim ¢ = lim (a"”oa’”_mo) = a® lim a® ™ = ¢™a’ = ™,
r—x0 T—xT0 T—T0
joten eksponenttifunktio on jatkuva pisteesséa x. O]

Koska trigonometriset funktiot ja eksponenttifunktio ovat jatkuvia, niin myos
niiden kéanteisfunktiot eli arkusfunktiot ja logaritmifunktio ovat lauseen
2.2.15 mukaan jatkuvia.
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A.5 Alkeisfunktioiden derivaatat

Lauseessa 106 todistettiin potenssifunktion derivoimiskaava
D(x") = ra" ! (reQ, =#0).
Kéaydaéan lapi muidenkin alkeisfunktioiden derivoimiskaavat.

Lemma 348. On olemassa raja-arvo %in&(l + )Yt =e.
—

Todistus. Kayttamalla muuttujanvaihtoa x = 1/t riittaa osoittaa, ettd on
olemassa raja-arvot

1 x
lim (1 + ) =e, (349)
x

r—+o0

missa rajankédynti tehdaén yli reaalilukujen . Lemman 237 ja méaaritelmén

238 mukaan 1\ "
lim (1 + ) = e,
n—oo n

missa rajankaynti tehdédan yli luonnollisten lukujen n. Merkitadn reaaliluvun
x > 1 kokonaisosaa [z|:1la. [z] € N ja [z] <z < [z] + 1, joten

(o) (o) <(vm)

1\ 1
=|14— 1+ — ] —e-1=e¢,
(2] 2]
kun x — oo. Toisaalta

(H;)m = (” [x]1—|—1>$ - (” [x]1+1>m
1

N (” [$]1+1>m+1 (” m+1)_1 cetTe

kun z — oo. Niinpé kuristusperiaatteen nojalla (349) pétee, kun x — oo.
Olkoon nyt z < —1 reaaliluku. Merkitédén y = —x ja sovelletaan (349):sta

y:lle:
1\" 1\ " I
lim (1 + ) = lim (1 — ) = lim <1 + >
T——00 T Y—00 Y Y—00 Yy — 1

1\ 1
=lim (1+ —— 1+—— | =e-1=c¢e. ]
y—oo y—1 y—1
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Lause 350. D(e”) = ¢e”

Todistus. Tutkitaan erotusosamadrid pisteessd z. Merkitddn ¢t = e — 1, ts.
h = In(1+t). Eksponentti- ja logaritmifunktioiden ominaisuuksia (luku A.2)
ja lemmaa 348 kayttamalla

erth — et el — ¥ Leh—1 . t . 1
h h h In(1+¢) TIn(1+1¢)
1
—ef T et T %
¢ In ((1+4¢)1/t) “e <
kun h — 0, silla talloin ¢ — 0. O]

Esimerkki 351. a) D(e3m2) = D (322) = 6xe®”.

——  D(1+ %) 2e% e
) ( ) 2vV1+er  2y/1+e¥*  J14e>

1
Lause 352. D(lnz) = —
T

Todistus. Funktion f(x) = Inx kidnteisfunktio on f~!(y) = €Y, joten kidin-
teisfunktion derivoimissdénnon mukaan

1 1 1 1
D,(Inz) = S —— O
( Ill') Dy(ey) ey elnz T
. 1
Lause 353. D (a”) =a"Ina ja D (log, z) =
zlna

Todistus. Kaavoista (335) saadaan

D (a*)=D (e’”ln“> =e"™™D(zlna) =a*lna ja

Inx D(lnx) 1
— = . O]
Ina zlna

D (log, z) = D (

Ina

Esimerkki 354. a) D(3%") = 3*"In3D(2?) = 223*" In 3

5 DWil+a?) — D+a®)
B) Dn(VI+o) = = e = o i s 142
c) D(ln(lnx))zD(lnx): !

Inz zlnz

Lause 355. D (z%) = az** (a €R, z>0)
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Todistus. Méaaritelméin 336 mukaan

D (z*)=D (6“1“) =" D(alnz) = z°

a
— =az" L. m
x
Esimerkki 356. D(exe) =¥ D(2°) = ex® "t
sin 6
=1

0
Todistus. Todistetaan lause geometrisesti. I’Hospitalin sadntoé ei voida kayt-
tdd tdmén todistamiseen, koska sinin derivointikaavan todistamisessa tarvit-
semme tata tulosta.

Lause 357. lim
6—0

sin 0 tan 0

cos

Oletetaan, ettd 0 < § < /2. Oheisesta kuvasta péaitellaan, etta
pienen kolmion pinta-ala < sektorin pinta-ala < ison kolmion pinta-ala.

1-séteisen kiekon pinta-ala on 7 - 12 = 7, joten sektorin, joka on 6/(27)-osa
kiekosta, pinta-ala on 7-0/(27) = 6/2. Kolmion pinta-ala on § xkanta x korkeus,
joten

1 6 1 1 sinf
5cos€sin€§§§§~1-tan6:§%,
josta
inf
cosfsinf <60 < St )
cos

Jakamalla sin :lla ja ottamalla kdénteisluvut saadaan
1 sin 6
>

> cos 0.
cos — 0
Koska éil% cosf = 1, niin kuristusperiaatteen (lause 60) nojalla
—
in ¢
lim O — 1.
6—0+ 0

Tapaus —7/2 < 0 < 0 késitellaan vastaavasti ja saadaan

in 6
sinf _ O

elgcr)lf 0
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1 —
Lemma 358. lim ST COST 0.
z—0 78

Todistus. Lavennetaan (1 + cosz):114, kiytetdin tietoa sin?x + cos?x = 1 ja
lausetta 357:
l—cosz 1 —cos’z _sinz  sinz 0

= = —1-—— =0, kunaxz — 0.
x z(1 + cosx) x 1l4cosx 1+1

]

Lause 359. Trigonometriset funktiot ovat derivoituvia mdarittelyjoukois-
saan ja

Dsinz = coszx

Dcosx = —sinzx

5 1
Dtanx =1+ tan“z = —
cos? x

Todistus. Kirjoitetaan erotusosamaara sinille ja kaytetaan summakaavaa,
lausetta 357 ja lemmaa 358:

sin(x +h) —sinz  sinzcosh +sinhcosx — sinx

h h

. 1—cosh+ sin h
= —sinyx——— +coszx
h h

— —sinx-0+4+cosz-1=cosz, kunh — 0.

Kosinin derivointikaava todistetaan vastaavasti. Tangentin derivointikaava
saadaan nyt osamaaran derivoimissaannolla:

. 2 .9
sin CoS sin 1
Dtanx:D(1$> T+ sin“x

2 - 2 .0
cos T COs“ x Ccos“ T

missd viimeinen vaihe voidaan sieventad myos

2 ) : 2

cos“x 4+ sin“x sinx

— 1+< ) :1—|—tan2:v. O
CcOs“ T COsS T

Lause 360. Arkusfunktioiden derivoimiskaavat:

1
Darcsinx:ﬁ (—l<x<1)
1
Darccosx:—ﬁ (-l<x<1)
1

D arctanx = (x € R)

1+ 22
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Todistus. Funktiolla y = sinz on valilld z € [—7/2, 7/2] kd4nteisfunktio z =
arcsiny. Valillda = € (—n/2,7/2) (vastaten valid y € (—1,1)) on Dsinx =
cosz # 0, joten kdanteisfunktion derivoimissdannén mukaan

1 1 1 1

D, arcsiny = = = = :
Y Y= Dsinz _ cosz V1—sin?z  V1—19?

Tissé toiseksi viimeinen vaihe seuraa kaavasta sin? z + cos? x = 1 ottamalla
huomioon, ettd cosz > 0 valilla z € (—n/2,7/2). Vastaavalla tavoin voidaan
paatella derivoimiskaavat arkuskosinille ja arkustangentille. O]
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Derivointikaavoista johdetut perusintegraalit

f(x) F(x) Vili
", neZ\{-1} L3L'”+1+C R
’ n+1
1
a R -1 a+1
%, a € R\ {-1} P +C (0, 00)
1
- In|z| +C (—00,0) tai (0, 00)
x
e’ e’ +C R
a®, a>0jaa#1 ¢ +C R
Ina
sinx —cosx + C R
cosx sinx + C R
tan x —In|cosz|+C (—g+nﬂ,g+nﬂ),neZ
1
—_ arcsinz + C' —-1,1
— (-1,1)
1
arctanx + C' R
1+ a2
1
—_ arsinhz + C' R
Va2 +1 =In (x+\/x2+1)+0
1
arcoshz + C (—o0, —1) tai (1,00)
Va2 —1 zln‘m+\/x2—1’+0
1
T artanhz + C (—1,1)
1 x+1

+C

= —1In
2 -1
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aidosti kasvava funktio, 26
aidosti kasvava lukujono, 121
aidosti monotoninen funktio, 26
aidosti monotoninen lukujono, 121
aidosti vaheneva funktio, 26
aidosti vaheneva lukujono, 121
alaintegraali, 77

alaraja, 7

alasumma, 77

alhaalta rajoitettu joukko, 7
aliharmoninen sarja, 134
alipeite, 20

alkeisfunktio, 22

alkio, 12, 117

alkukuva, 22

analyysin peruslause, 97
antiderivaatta, 97

argumentti, 22

Arkhimedeen lause, 8
arkuskosini, 174

arkussini, 174

arkustangentti, 174
arvojoukko, 22

aste (kulman yksikkond), 172
aste (polynomin), 167

avoin joukko, 16

avoin peite, 20

Bernoullin epayhtélo, 11
bijektio, 23

Bolzanon lause, 47
Briggsin logaritmi, 171

Cantor, 15
Cauchy-jono, 123

de Morganin lait, 13, 16
derivaatta, 51
korkeammat derivaatat, 66

toispuoleinen, 59
derivoituvuus

avoimessa joukossa, 51

pisteessa, 51

suljetulla valilla, 59
diagonaaliargumentti, 15
differentiaalikehitelmé, 53

ehdollinen suppeneminen, 114
ehdollisesti suppeneva sarja, 140
eksponentti, 163
eksponenttifunktio, 167
epaoleellinen integraali, 105, 107
epaoleellinen integraali, 104
erillinen piste, 41

erilliset joukot, 13
erotusfunktio, 28

erotusjoukko, 13
erotusosamaara, 51

Fibonaccin jono, 117
funktio, 22
funktiojono, 141
funktiosarja, 149

geometrinen sarja, 130
geometrinen summa, 131
graafi, 26

hajaantuva
integraali, 105, 107, 108
lukujono, 118, 122
sarja, 128
harmoninen sarja, 134
Heinen ja Borelin lause, 20
hienonnus (jaon), 74
hyppéaysepajatkuvuus, 43

indeksijoukko, 15
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induktioperiaate, 10
induktiotodistus, 10
infimum, 9
injektio, 23
integraali, 75
epéaoleellinen, 104
integraalifunktio, 99
integraalitesti, 133
integroituva funktio, 75
irrationaaliluku, 9
itseinen suppeneminen, 113, 140
itseisarvo (funktion), 89

jako, 74

jakopiste, 74

jatkuvasti derivoituva funktio, 148

jatkuvuus, 40, 41
jonokarakterisointi, 125

jatuvasti derivoituva funktio, 148

joukko, 12

joukkoperhe, 15

juuri, 165

juurifunktio, 164

jarjestysaksioomat, 7

jarjestysrelaatio, 6

jaannostermi, 132

kantaluku, 163, 167
kasautumispiste, 19
kasvava funktio, 26
kasvava lukujono, 121
kehityskeskus, 153
kertoma, 67
keskiarvo, 93

painotettu, 94
ketjusdanto, 57
kokonaisluvut, 14
kolmioepéyhtélo, 7
kompakti joukko, 20
komplementti, 13
kosini, 172

kriittinen piste, 60
kulma, 172
kunta-aksioomat, 6
kuristusperiaate, 34
kuutio, 163
kuutiojuuri, 164
kuvaaja, 26
kuvajoukko, 22
kuvaus, 22
kaénteinen sijoitus, 102
kaanteisfunktio, 24

Lebesguen ehto, 116

Lebesguen integraali, 74

Leibnizin testi, 139

leikkaus, 13, 15

I’'Hopitalin sdanto, 65

liitantalaki, 6, 13

lineaarikuvaus, 54

lineaarinen approksimaatio, 54
linearisointi, 54
Lipschitz-jatkuvuus, 64
logaritmifunktio, 170

lokaalisti integroituva funktio, 104
lukujono, 117

luonnollinen eksponenttifunktio, 170
luonnollinen logaritmifunktio, 171
luonnolliset luvut, 14

maalijoukko, 22
Maclaurinin sarja, 159
mahtavuus, 15
majoranttiperiaate, 135
maksimi, 7, 45, 59
minimi, 7, 45, 59
minoranttiperiaate, 135
monotoninen funktio, 26
maéarittelyjoukko, 22
méaratty integraali, 74

nelio, 163
neliojuuri, 164
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Neperin luku, 125 Riemannin summa, 74
nollamittainen joukko, 115 Rollen lause, 61
numeroituvasti aareton joukko, 14

sarja, 128
oikeanpuoleinen derivaatta, 59 sekantti, 52
osajono, 125 sijoitusmenetelma integroinnissa, 101
osajoukko, 12 sini, 172
osamadrafunktio, 28 sisus, 16
osamaaratesti, 112, 136 sisapiste, 16
osasumma, 128, 149 sisafunktio, 25
osittaisintegrointi, 100 suhdeluku, 130
osittelulaki, 6, 13, 16 suhdetesti, 137, 141

sulkeuma, 19
summa (sarjan), 128
summafunktio, 28
suora sijoitus, 102
suppenemisside, 154
suppenemisvéli, 154

painotettu keskiarvo, 94
palautuskaava, 173

paloittain jatkuvuus, 43

pisteittain suppeneva funktiojono, 141
pisteittain suppeneva funktiosarja, 149
poistuva epajatkuvuus, 43

. suppeneva
polynon@, 16_7 . funktiojono, 141, 144
positiiviterminen sarja, 133 funktiosarja, 149
potenssifunktio, 163, 172 integraali, 105, 107, 108
potenssisarja, 153 lukujono, 118

p-sarja, 134 :

sarja, 128
supremum, 8
supremum-normi, 144
surjektio, 23

punkteerattu ymparisto, 18

radiaani, 172
raja-arvo, 30
epéoleellinen, 37, 38 tangentti, 173
lukujonon, 118

) ) tangenttiapproksimaatio, 54
toispuoleinen, 35

- . tangenttisuora, 52
rajoitettu funktio, 45 tasainen jatkuvuus, 47

rajo%tettu jOUkl,{O’ 7 tasaisesti suppeneva
rajoitettu lukujono, 120 funktiojono, 144

rationaalifunktio, 167
rationaaliluvut, 14
reaaliluvut, 6, 14

funktiosarja, 149
Taylorin kaava, 69
o ) Taylorin polynomi, 68
rekursiivinen lukujono, 117 vksikéisitteisyys, 73
reuna, 19_ ) Taylorin sarja, 159
R%emann-%ntegra‘ah, 75 . termi, 117, 128
Riemann-integroituva funktio, 75 tihed joukko, 9
Riemannin ehto, 85
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toispuoleinen derivaatta, 59
transitiivisuus, 7
trigonometrian peruskaava, 173
tulofunktio, 28

tyhja joukko, 12

ulkofunktio, 25
ulkopiste, 19

vaihdantalaki, 6, 13
vasemmanpuoleinen derivaatta, 59
vertailuperiaate
integraaleille, 111
sarjoille, 135
virhetermi, 54
vuorotteleva harmoninen sarja, 139
vuorotteleva sarja, 139
viahenevé funktio, 26
vaheneva lukujono, 121
vali, 14
véliarvolause
differentiaalilaskennan, 61, 64
integraalilaskennan, 92, 94
jatkuvien funktioiden, 47

Weierstrassin M-testi, 151

yhdiste, 13, 15

yhdistetty funktio, 25
yksikkéympyré, 172
ylhaalta rajoitettu joukko, 7
ylinumeroituva joukko, 14
ylaintegraali, 77

ylaraja, 7

ylasumma, 77

ymparisto, 16

aarellinen joukko, 14
aareton joukko, 14
aariarvo, 59
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