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LUKU 1

Tausta-ajatuksia

1. Matematiikka ja ohjelmointi

Ohjelmoinnin oppimisen haasteita ovat Bentonin, Hoylesin, Kalasin ja Nossin' mukaan ol-
leet kielen syntaksi ja siitd johtuvat virheilmoitukset, niiden ymmartdminen ja korjaaminen,
sekd luokan rajoittunut teknologia. Uudet ohjelmointiymparistot ja -kielet ovat huomat-
tavasti korjanneet tilannetta varsinkin, kun oppilaiden kanssa on voitu kdyttdd graafista
ohjelmointia. Teknologiarajoitteetkin ovat vidhentyneet, kun useita ohjelmointiympaéristoja
voidaan kdyttdd verkkopohjaisina. Ohjelmointiosaamisen voi jakaa esimerkiksi seuraaviin
osa-alueisiin:

(1) Ohjelmallinen (algoritminen) ajattelu.

(2) Peruskaskyt ja -elementit: muuttujat, funktiot, for/whileja if -kédskyt, aritmeettiset
ja loogiset operaattorit.

3) Tietorakenteet.

4) Ohjelmointikielen syntaksi.

5) Erikoiskdskyt (usein erillisend pakettina toteutetut).

6) Ohjelmointiympériston toiminta.

o~~~

Lye ja Koh® jakavat ohjelmallisen ajattelun kolmeen dimensioon: ohjelmalliset késitteet, oh-
jelmalliset kdytdnteet ja ohjelmalliset ndkokulmat. Ohjelmallisia kiisitteitd ovat ohjelmoijan
kayttamat kasitteet kuten muuttujat ja silmukat. Ohjelmallisia kiiytinteiti ovat ongelmanrat-
kaisuun liittyvat menetelmat, joita tarvitaan ohjelmointiprosessin aikana kuten iterointi, tes-
taus, uudelleenkdytto ja yhdistely, abstrahointi ja modularisointi. Ohjelmallisella nikokulmalla
Lyeja Koh tarkoittavat oppilaiden kdsityksid itsestddn osana teknologisoituvaa yhteiskuntaa
ja mahdollisuuksia tarkastella sitd kriittisesti. Lyen ja Kohin mielestd visuaaliset ohjelmointi-
kielet helpottavat ndiden kolmen dimension omaksumista, silld ne eivit sisdlld tarpeettomia
syntakseja, kuten puolipisteitd ja sulkeita, vaan vahentdviat oppilaiden kognitiivista kuor-
maa: ndin oppilaiden on helpompi omaksua ohjelmallisia kasitteitd. Oppilaat myos oppivat
ohjelmallisia kédytédnteitd, koska visuaalisessa ohjelmointiympéristdssd ohjelman toiminta
ndkyy heti animoituina objekteina ja testaus ei edellytd niin paljon kognitiivista tydskente-
lya. Silloin opitaan helpommin my6s ongelmanratkaisua. Kun oppilailla on mahdollisuus
rakentaa multi-mediaa sisdltdvid digitaalisia tuotteita, he voivat myos ilmaista luovia aja-
tuksiaan, kehittdd digitaalista lukutaitoaan ja toimia aktiivisina teknologian kaytt&jina.

Kun tarkastellaan ohjelmoinnin historiaa, havaitaan, ettd ohjelmallinen ajattelu ja ohjelmoin-
nin peruskédskyt ja -elementit ovat padosin sdilyneet ennallaan sitten 1970-luvun. Jos otetaan
huomioon, ettd tdméan pdivan koululaisten pitdd parjatd tyoeldamaéssa 2060 tai 2070-luvulle
asti, on mielestimme perusteltua ohjelmoinnin opetuksessa panostaa nimenomaan néaihin
kestdviin perustuksiin. Voi sanoa, ettd kohdat (1) ja (2) muodostavat perustan, josta jokainen
innovatiivinen ohjelma muodostuu. Jos haluaa kulkea polkua, joka on jo valmiiksi tallat-
tu, niin ndyttdvampid tuloksia saa erikoiskédskyilld. Oppilaiden motivointi vaatii koulussa
ehkd ndiden kahden elementin yhdistamistd. Ndistd syistd emme pidd erityisen tdrkedna
mydskddn kysymystd siitd, mitd ohjelmointikieltd opetuksessa kdytetdan.

1Bridging primary programming and mathematics: Some findings of design research in England, 2017

Review on teaching and learning of computational thinking through programming: What is next for K-12?
2014
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Kuva 1. Tietokoneita 1970 ja 2010-luvuilla.

Téassd monisteessa olemme kéyttaneet graafista Scratch -ohjelmointiymparistod. Mielestam-
me se sopii hyvin myos yldkouluun, varsinkin oppilaille, joilla ei ole paljon ohjelmointiko-
kemusta. Graafinen ohjelmointiympéristo mahdollistaa tutkivamman ldhestymistavan, eika
aikaa tuhlaannu syntaksivirheiden tekemiseen ja etsimiseen. Scratchin etu on my®os, ettd
kaikki kédskyt ovat valmiina saatavilla valikosta, joten erillisid oppaita ei tarvitse opiskella.
Téastd huolimatta Scratch on ylldttdvan monipuolinen, ja siind pystyy ratkomaan monenlaisia
ongelmia. On toki sanottava, ettd ongelmien monimutkaisutessa rupeaa Scratchista jossain
vaiheessa ollemaan enemman haittaa kuin hyotyd; tima on se vaihe, jossa on luonnollista
siirtyyd tekstipohjaiseen kieleen. Erityisesti lausekkeisen tekeminen ja muuttujien seka tie-
torakenteiden hallinnointi on Scratchissa hankalampaa. Valitettavaa on my6s debuggerin
puuttuminen Scratch -ympaéristostd; luvussa 4 on yksi esimerkki, miten timéan puutteen voi
kiertda.

Misfeldt ja Ejsing-Duun’ ovat havainneet, ettd matematiikan ja ohjelmoinnin yhdistamisella
voidaan saavuttaa kolmenlaisia oppimistuloksia:

(1) oppilas asemoituu uudella tavalla tiedon tuottajaksi tai tuotteen laatijaksi,
(2) yhdistaminen tukee abstraktia ajattelua ja
(3) yhdistaminen kehittda algoritmista ajattelua.

Schanzer, Fisler, Krishnamurthi ja Felleisen® toteavat kuitenkin, etti tietotekniset lahesty-
mistavat (ml. ohjelmointi) eivit ole juuri tuottaneet haluttua matemaattista osaamista. On-
gelmana on puutteellinen siirtovaikutus yhdesta kontekstista toiseen. Tutkimusten mukaan
siirtovaikutus edellyttdd syvallisid rakenteellisia yhteyksid eri kontekstien vélilld sekd nimen-
omaista opetusta siitd, miten kasitteet toisesta kontekstista soveltuvat toiseen kontekstiin.
Opettajan rooli on siis keskeinen.

A. Stylianides’ on esittanyt, miten péaéttely voi olla osa matematiikan opetusta alusta al-
kaen, kunhan maéritelmat on sovitettu kohdejoukon tasolle. Tdm&dn monisteen tehtdvissa
lahdetaan liikkeelle koulusta tutun késitteen tarkemmalla méaaritelmalla. Maaritelmien tar-
koituksena on mahdollistaa tutun kaavan perusteleminen. Perusteleminen on tarkoitettu
haastavaksi tehtdvaksi. Tassda kohtaan mukaan astuu ohjelmointi. Perustelussa vaadittavia
elementtejd tuodaan esiin ohjelmointitehtdvissd. On tdrkedd huomata, ettd ohjelman las-
kemat esimerkit, kuten muutkaan empiiriset havainnot, eivit muodosta matemaattisesti
pdtevad perustelua. Sen sijaan ohjelmoinnin avulla oppilaat hahmottavat (opettajan avus-
tuksella), niitd maaritelmien ominaisuuksia, joita perusteluun voidaan kdyttdaa. On opettajan
vastuulla varmistaa, ettd kaikki oppilaat ymmartavat, ettd matemaattisesti pateva perustelu

3Learning mathematics through programming: An instrumental approach to potentials and pitfalls, 2015
Transferring Skills at Solving Word Problems from Computing to Algebra Through Bootstrap, 2015
°The notion of proof in the context of elementary school mathematics, 2007
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etenee méaaritelmistd deduktiivisin askelin haluttuun lopputulokseen. Kun formalismin taso
on sopiva, on tutkimuksissa osoitettu, ettd jo pienetkin lapset kykeneviit tillaiseen deduk-
tiiviseen paittelyyn’. Tédssd monisteessa sekd matemaattista ettd ohjelmallista tehtdvad on
lahestytty ongelmanratkaisun keinoin. Vaikka monisteessa on vain muutama tehtava, kulu-
nee niiden tekemiseen useampi oppitunti. Eriyttiminen perustuu Swanin® ”Differentiating
by level of support” -ldhestymiseen (s. 47): eri oppilasryhmille annetaan eri tasoista tukea
vihjeiden, ohjeistuksen ja vertailutehtdvien muodossa. Vihje-heuristiikat on tirkedd antaa
sellaisessa yleisessd muodossa, ettd oppilaat saavat itse harjoitella strategista suunnittelua
(eli heuristiikan soveltamista yksittdiseen tilanteeseen).

2. Ongelmanratkaisu

Leppaahon’ méérittelyn mukaan ongelmatehtiva on sellainen tehtdvé jota oppilas ei kykene
valittomasti ratkaisemaan, mutta hinelld on kuitenkin valmiudet ratkaisun saavuttamiseen
ajattelun ja opiskelun avulla. Ongelmatehtdva eroaa tavallisesta suljetusta tehtdvastd monin
tavoin. Yeo® esittid, ettd suljetussa tehtivassa on yksiselitteinen ratkaisu, jonka saamiseen on
vain yksi mahdollinen menetelmd, se on riittdvan helppo kaikille oppilaille ja sitéd ei voida
laajentaa. Tehtdvan avoimuus sen sijaan voi ndyttdytyd monin eri tavoin. Avoimen ongel-
matehtdvén tavoite voi olla hyvin maédritelty ”“etsi niin monta kuin pystyt” tai epatarkasti
madritelty “tutki”. Avoin ongelmatehtdva voi my®0s olla tutkiva tehtdvi, jossa ldhtokohta on
madritelty, mutta tuloksena voi olla erilaisia ratkaisuja. Nama ratkaisut voivat olla objektiivi-
sia ja odotettavia (esimerkiksi piin méadrittdiminen erilaisia ympyrélierioita tarkastelemalla)
tai subjektiivisia kuten useat todellisen elamdn ongelmatehtavit. Edellisten lisdksi avoimet
ongelmatehtavit voivat olla menetelmallisesti avoimia tai niitd voidaan syventda tai laajen-
taa ja ndin lisdtd niiden kompleksisuutta tai mahdollisuutta etsid yleista ratkaisua.

Tiivistetysti ongelmanratkaisussa on kyse siitd, miten toimit, kun kohtaat ennalta tunte-
mattoman tilanteen, johon aiemmin harjoittelemasi menetelmit eivdt suoraan toimi. On-
gelmanratkaisutilanteesta selvidminen vaatii perustaitojen lisdksi sinnikkyyttd, strategista
toiminnan suunnittelua, sekd metakognitiota. Nama ovat taitoja, jotka ovat tulevaisuuden
tyotehtdvissd ehdottoman tarpeellisia. Nama ovat taitoja, joita on haasteellista omaksua, sil-
14 niiden kehittyminen vaatii pitkdaikaista tyoskentelyd ja ponnistelua sekd oppilaalta etta
opettajalta. Nama ovat taitoja, joita voi oppia ohjelmoinnin ja matematiikan avulla.

Ongelmanratkaisun ensimmdinen vaihe on valmisteluvaihe. Tédtd vaihetta oppilas ei yleensa
née, vaan tdssd vaiheessa opettaja valitsee ongelmatehtdvan. Swan® ehdottaa, ettd valites-
saan ongelmatehtdvaa opettajan tulisi kdyttda rikastuttavia tehtavid. N&itd kuvastaa se, etta
niissd pddsee heti alkuun, mutta ne ovat laajennettavissa. Ne ovat hauskoja ja yllatykselli-
sid ja oppilaat saavat niitd tehdessdan itse tehda paatoksid. Rikastuttavat tehtavat haastavat
oppilaat testaamaan, todistamaan, selittimé&én, pohtimaan ja tulkitsemaan. Ne aktivoivat
keskustelua ja rohkaisevat yksilollisiin ratkaisuihin ja keksint6ihin. Rikastuttavissa tehtdvis-
sd yhdistelldan eri matematiikan osa-alueita toisiinsa ja usein niissd kdytetadn myos sopivasti
teknologiaa. Valmisteluvaiheessa opettaja tutustuu valitsemansa ongelmatehtdvan taustalla
olevaan matemaattiseen sisdltoon, kisitteisiin ja sddntoihin, ja miettii, miten esittdisi ongel-
matehtdvan oppilailleen.

Ongelmanratkaisun toinen vaihe on ongelman esittdiminen. Tédssd vaiheessa opettajan on
tarkeintd varmistaa, ettd oppilaat ymmartavat, mitd tehtdavassa on tarkoitus tuottaa. Usein
tehtdvananto sisdltdd myos motivoivia elementtejd. Nama ovat tarkeitd, silld ongelmanrat-
kaisuun liittyy paljon tunnetiloja. Tyoskentely vaatii pitkdjanteisyyttd ja saattaa tuntua joskus

Collaborative Learning in Mathematics, A Challenge to our Beliefs, 2006

"Matemaattisen ongelmanratkaisutaidon opettaminen peruskoulussa: ongelmanratkaisukurssin kehittiminen
ja arviointi, 2007
8Development of a framework to characterise the openness of mathematical tasks, 2017
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jopa turhauttavalta. Ongelman esittdmisvaiheessa opettaja yleensd my0s organisoi tydsken-
telyn, ajoittaa sen ja jakaa tarvittavat materiaalit. Swan® ehdottaa, ettd opettaja kayttaisi
ongelmanratkaisutehtdvissd yhteisollistd pienryhmétydskentelyd.

Kolmas ongelmanratkaisun vaiheista on ongelman parissa tydskentely. Kun oppilaat tyos-
kentelevit ongelmatehtdvan kimpussa joko pareina tai pienryhmind, opettajan rooli muut-
tuu ohjaajan rooliksi. Han tukee tyoskentelyd sekd emotionaalisesti ettd tiedollisesti. Emotio-
naalisen tuen tarkoituksena on kannustaa, rohkaista, kohottaa itseluottamusta ja lisita teh-
tavaan sitoutumista. Opettajan tulee havainnoida tydskentelyd niin, ettd tunnistaa erilaiset
tuen tarpeet. Pehkonen ja Ahtee’ kutsuvat tatd empaattiseksi kuuntelemiseksi ja korostavat,
ettd tirkedmpdd kuin antaa ohjeita tai jakaa ideoita, on saada oppilaat kertomaan omista
ideoistaan ja jasentdd niitd. Swan® suosittelee, ettd opettaja rakentaa tyoskentelyé ja ohjaa-
mista oppilaiden tietojen ja taitojen varaan. Opettajan on hyva nostaa esiin ja keskustella
oppilaiden uskomuksista. Onko matemaattinen osaaminen sitd, ettd ratkaisee tuossa tuo-
kiossa jonkin tehtdvan vai sitd, ettd jaksaa tyoskennelld ongelman kimpussa luovuttamatta.
Téassd vaiheessa opettajan kannattaa panostaa kysymysten laatuun ja antaa oppilaille riitta-
vésti aikaa vastata. Hyvid ohjaavia keskustelunavauksia ovat: Kerro esimerkki. Mika virhe
tdssd on, miten korjaat sen? Mitd eroa ja mitd yhtéldisyyttd ratkaisuilla on? Tamé on eri-
koistapaus, mutta mistd? Pitadko tdmad aina paikkansa? Perustele. Voitko olla varma, ettd ...?
Voitko vakuuttaa minut? Tyoskentelyvaiheessa opettajan kannattaa arvostaa pikemminkin
menetelmid kuin vastauksia.

Lye ja Koh? esittdvit opettajan ohjaukselle kuusi roolia:

(1) Rekrytointi — opettaja ylldpitdd oppilaiden kiinnostusta tehtavaan

(2) Vapausasteiden rajaaminen — opettaja muokkaa tehtdavan hallittavaksi

(3) Suora tuki — opettaja pitdd oppilaat kiinni tyossa

(4) Kriittisten ominaisuuksien merkitseminen — opettaja korostaa ominaisuutta, jolla on
merkitystd tehtdvan ratkaisemisessa

(5) Turhautumisen kontrolli — opettaja antaa oikea-aikaista ohjausta, jotta oppilaat eivit
turhaudu ja luovuta

(6) Havainnollistaminen — opettaja toimii roolimallina ongelmanratkaisussa

Viimeinen ongelmanratkaisun vaiheista on tdrkein, mutta useimmin kiireen vuoksi sivuu-
tettu. Tassd vaiheessa koko luokka osallistuu ongelman purkamiseen. On hyvd, jos opet-
taja on tyoskentelyn aikana tehnyt havaintoja siitd, miten kukin ryhmé on edennyt ja osaa
poimia erilaisia oppilaitten ratkaisuja esille. Yleensd kannattaa aloittaa esittelemdlld niiden
ryhmien ratkaisuja, jotka ovat edenneet tehtdvéssd vihiten ja lisdtd niihin uusia oivalluksia
pidemmille edenneiltd ryhmiltd. Yhteenvedon tarkoituksena ei ole kuitenkaan vain esitel-
14 eri ratkaisuja, vaan myos punnita niiden matemaattista laadukkuutta, kuulla oppilaiden
selityksid ja perusteluja. Opettajan tarkein tehtdva on luoda myonteinen ilmapiiri, rakentaa
kiinnostava keskustelu sekd huolehtia kaikkien osallistumisesta keskusteluun.

Miten opettaja tukee oppilaan ongelmanratkaisua sulkematta tehtdvaa? Jos tehtdva on avoin
ongelma eli sithen ei valittomasti ole olemassa yhta oikeaa ratkaisumallia ja ratkaisua, opetta-
jan on varottava, ettei vahingossa esitd ongelmaa liian suljetussa muodossa tai sulje tehtdvaa
tydskentelyn aikana.

Ongelmatehtdvaa valitessa ndin voi kidydé, jos opettaja kokee, ettd tehtdva ei vastaa oppitun-
nin tavoitteita tai hdn ajattelee, ettd oppilaat tarvitsevatjoitain lisdtietoja voidakseen ratkaista
tehtdvan. Saattaa myos olla, ettd opettajat lykkdavat ongelmatehtdviaa siihen vaiheeseen, jol-
loin se jo lakkaa olemasta ongelmatehtdvd, vaan muuttuu pikemminkin rutiinitehtavaksi.
Yleensd hyvat ongelmatehtdvit ovat sellaisia, joihin oppilailla on valmiuksia, mutta ei vield
opittuja menetelmid. Opettaja voi tahtomattaan sulkea avoimen tehtdvan myos esittdessadn

Levels of teachers’ listening in working with open problem, 2006
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ongelmatehtdvda luokalle. Han on saattanut opettaa tehtdvan edellyttdmia tekniikoita juu-
ri edelliselld oppitunnilla ja yrittdd nyt aktiivisesti palauttaa niitd oppilaiden mieleen juuri
ennen tehtdvdnantoa. Yleensd avoin ongelmatehtdva kannattaa antaa oppilaille valmiiksi
muotoiltuna, ilman erityistd pohjustusta tai selittimistd ja huolehtia tyoskentelyn alkaessa,
ettd kaikki ymmartavit tehtdvanannon ja padsevit alkuun.

Avoimet ongelmatehtdvat muuttuvat joskus suljetuiksi myos kesken tyoskentelyn. Néain
voi tapahtua, kun opettaja huomaa, ettei tehtdva edisty hdanen toivomaansa tahtia, luokas-
sa ilmenee levottomuutta tai oppilaiden motivaatio laskee. Silloin opettaja saattaa lopettaa
tyoskentelyn ja antaa lisdohjeita tai vinkkeja ohjatakseen oppilaiden ajattelua, tai jopa opet-
taa jonkin asian yhteisesti koko luokalle helpottaakseen tydskentelyd. Han voi my0s pédattaa
lyhentdd tyoskentelyaikaa palauttaakseen tydrauhan. On hyvi, jos opettaja tdssd vaihees-
sa pitdd mielessddn ongelmanratkaisun tunteisiin liittyvit ndkokohdat ja tukee oppilaita
emotionaalisesti kannustaen ja rohkaisten, mieluummin kuin kognitiivisesti ohjaten.

Ongelmatilanteen luominen on haaste, josta opettaja on pitkalti vastuussa. Tilanne, joka toi-
selle oppilaalle on juuri sopivan haasteellinen, onkin toiselle oppilaalle niin helppo, ettei
se edistd sinnikkyyttd mitenkddn. Malcolm Swan on kirjassaan Improving learning in mat-
hematics: challenges and strategies listannut useita strategioita, joita opettajat voivat kayttaa
haastavien tilanteiden luomiseen.

3. Heuristiikkoja matematiikkaan ja ohjelmointiin

Ongelmanratkaisuun kuuluu my®os yleisesti kdytettyjd strategioita eli heuristiikkoja. Heu-
ristilkka on nyrkkisddntd, joka on osoittautunut olevan useassa ongelmatilanteessa hyo-
dyllinen. Useissa tutkimuksissa on havaittu, ettei niiden suora opettaminen tuo toivottuja
etuja, vaan tehokkaampi tapa on saattaa oppilaita tietoisiksi kdyttdmistddan heuristiikoista
ja valikoida ongelmatehtdvid niin, etti eri tekniikoille tulee kayttoa. Schoenfeldin'® mukaan
tieto heuristiikasta ei auta ongelmanratkaisussa, vaan heuristiikan kdyttd on taito, jota pi-
tda harjoitella. Luokkahuone- tai ryhmékeskustelussa opettaja voi nostaa esille yksittdisen
ratkaisun taustalla olevan heuristiikan, jolloin oppilaat ndkevit, miten sitd on sovellettu
yksittdistapauksessa.

Kéaytetyin ongelmanratkaisustrategia on “arvaa ja tarkista”. Se ei edellytd mitdan valmiste-
lua. Tavoitteena on vain tehdd valistunut arvaus ja tarkistaa, pitiko se paikkansa. Hyodylli-
seksi tdimd heuristiikka muuttuu vasta, kun saatua tietoa kdytetdan tehtdessa uutta, parem-
paa arvausta. Toinen suosittu menetelmé on asettua tehtdvan hahmon rooliin tai tilanteeseen
ja esittdd tai kokeilla, mitd tehtdvéssa tapahtuu.

Ongelmatehtdvén jasentelyyn liittyvid strategioita ovat ”piirrd kuva tai kaavio” ja “laadi
jarjestetty lista tai taulukko”. Nama auttavat hahmottamaan tilannetta ja kdsittelemaan sita.
Samalla huomataan, mité tietoa puuttuu ja mitd vield tarvitaan. Lisdksi esimerkiksi listasta
havaitsee helpommin yhtenevyyksid ja sidnnonmukaisuuksia. Tahan liittyy myos “mita tie-
toja tarvitaan?” -heuristiikka: mitd tietoja tallennetaan muuttujiksi (valitaan vapaaksi muut-
tujaksi) ja mitéd tietoja johdetaan néista erilaisilla kaavoilla (sidottuja muuttujia). Esimerkiksi
suorakaiteesta voi tallentaa alavasen kulma seka leveys ja korkeus, tai vaihtoehtoisesti ala-
vasen sekd yldoikea kulma. Toisessa tilanteessa toinen voi olla hyodyllistempi ja toisessa
toinen.

Jos ongelmatehtdvéssd on sarja vaiheita tai laskutoimituksia voidaan heuristiikaksi valita
lopusta alkuun tai alusta loppuun tydskentely. Téllainen peruuttamistekniikka sopii esimer-
kiksi ratkaistaessa tuttua Hanoin torni -ongelmaa.

10\Mathematical Problem Solving, 1985
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Joskus ongelmatehtdvaan padsee kasiksi, kun sen muotoilee omin sanoin. Se saattaa auttaa
ymmartdmdan ongelman paremmin ja tunnistamaan oleelliset tekijdt. Samantapainen heu-
ristiikka on yksinkertaistaa ongelmaa esimerkiksi muuttamalla kdytetyt luvut pienemmiksi
tai helpommiksi késitelld tai vahentdmalla tehtdvan asioiden lukumaéédraa. Yleensd yksinker-
taisemman tehtdvan ratkaiseminen helpottaa myos monimutkaisemman tehtavan ratkaisua.
Lisdksi voi pilkkoa monimutkaisen ongelman pienemmiksi osaongelmiksi ja ratkaista ensin
niistd yksinkertaisin.

Ohjelmoinnissa ja ongelman ratkaisussa voi usein hyddyntéda "hajoita ja hallitse” -strategiaa,
jossa ongelma (tai ohjelma) jaetaan pienempiin osaongelmiin (tai osaohjelmiin) ja lopuksi
osat yhdistetddn yhdeksi kokonaisuudeksi. Ennen osiin jakamista ongelma tai ohjelmointi-
tehtdva tulee analysoida ja samalla hahmottaa pienemmait osat. Kuten ongelman ratkaisussa
myds ohjelmoinnissa on useita eri ratkaisuvaihtoehtoja.

Tarkastellaan esimerkkind seuraavaa ongelmaa: arpalipukkeessa on kokonaisluku valilta 1,
..., 200. Jarjestd 70 satunnaista arpalipuketta suuruusjarjestykseen.

Tapa 1. Etsi suurin arpalippu ja siirrd se toiseen pinoon. Jdljelle jaa 69 ar-
palipuketta. Etsi jdljelld olevista suurin ja aseta se toisen pinon paalle. Jatka
ndin, kunnes jéljelld on enda yksi arpalipuke, joka on pienin. Siirrd se toisen
pinon péille ja lipukkeet ovat suuruusjdrjestyksessa.

Tapa 2. Siirrd ensimmadinen arpalipuke toiseen pinoon. Ota seuraava arpali-
puke ja laita se toisen toiseen pinoon suuruusjirjestyksen mukaan oikeaan
kohtaan. Jatka ndin, kunnes kaikki arpalipukkeet ovat toisessa pinossa.

Tavassa 1 tarvitaan osaohjelma, joka osaa etsid arpalipukkeista suurimman. Tavassa 2 tar-
vitaan osaohjelma, joka osaa sijoittaa arpalipukkeen suuruusjirjestyksen mukaan oikeaan
kohtaan.

Viimeisend heuristiikkana tdssa esitetddn “vertaa ja aseta vastakkain”. Tédssd heuristiikassa
ongelmatehtdvin rinnalle otetaan jokin toinen vastaava jo tuttu tehtdva ja tutkitaan on-
gelmaa sithen verraten. Kun oppilaat ovat ratkaisseet useita ongelmatehtévia, heille karttuu
varastoa, johon verrata uutta ongelmaa ja katsoa, ratkeaisiko se samoja menetelmid kayttaen.

Ainakin seuraavat heuristiikat voivat tulla kayttoon timan monisteen tehtdvid tehdessa.

(1) Piirrd kuva/aja ohjelma

(2) Mité tietoja tarvitaan?

(3) Ratkaise ensin osaongelma

(4) Ratkaise ensin helpompi ongelma

(5) Ratkaise ensin se ongelma jonka osaat

Tehtdvien yhteydessd on tarkempia ohjeita siitd, miten mikdkin heuristiikka voisi soveltua
kyseiseen tehtavaan.

Ongelmanratkaisussa ehka keskeisin neuvo 16ytyy kuitenkin Linnunradan késikirja liftareil-
le takakannelta: Don’t Panic.

Tarkastellaan seuraavaksi erdstd yksinkertaista ja erdstd monimutkaista esimerkkid. Aloite-
taan yksinkertaisesta.

Ohjelmointitehtdva 3.1. Kirjoita ohjelma, joka laskee niiden vélilld 1 ja n olevien koko-
naislukujen summan, jotka eivit ole jaollisia kolmella.

Tarkastellaan miten Ohjelman 3.1 ratkaisua voisi lahestya
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(1) Piirrd kuva/aja ohjelma: luonnollinen tapa on kirjata ylos summia esim. arvoilla
n=1n=2n=3,n=4jan = 5. Nditd tuloksia voi myds hydodyntdd ohjelman
oikeellisuuden tarkistamisessa.

(2) Mitd tietoja tarvitaan? Tarvitaan tieto, onko luvut 1,2,. .., n jaollisia kolmella. Rat-
kaisutavasta riippuen voidaan tarvita myos summakaava luvuille 1,2, ..., n.

(3) Ratkaise ensin osaongelma: osaongelma voi olla esim. testaaminen onko luku jaol-
linen kolmella.

(4) Ratkaise ensin helpompi ongelma: voidaan esim. laskea kolmella jallisten summa
3+6+---+3[3].

(5) Ratkaise ensin se ongelma jonka osaat: voidaan esim. laskea summa 1+2+---+n.

Siirrytddn lopuksi monimutkaisempaan ohjelmointiongelmaan. Ongelma on otettu kansain-
vilisestd ohjelmoinnin joukkuekilpailusta (International Collegiate Programming Contest,
IPCP). Tarkoitus on néyttdd, ettd kun etsitddn huippuohjelmoijia, niin ratkaisevaa on nime-
nomaan matemaattistyyppinen pééttely ja sen konkretisointi sopivin algoritmein ja tietora-
kenteineen, ei niink&dan eri paketteihin liittyvien yksityiskohtien tietdmys.

Ohjelmointitehtiva 3.2. Tasapainoinen ruokavalio (ICPC 2016, Problem A)

Pekka ostaa joka pdivad yhden karkin ja syo sen. Kaupassa on m erilaista karkkia, jotka on
numeroitu 1,...,m. Pekka tietdd, ettd tasapainoinen ruokavalio on tdrked ja noudattaa
sitd karkkeja ostaessaan. Jokaiselle karkille i hdn on asettanut tavoiteluvun, joka on
murtoluku f; (0 < f; < 1). Han haluaa, ettd karkkia i on sy6ty noin fi-osa kaikista hanen
syomistddn karkeista. Hinen sydmaénsa karkit ovat tasapainossa, jos jokaiselle

nfi—1<s<nfi+1,

missi s; kertoo kuinka monta i-karkkia Pekka on syonytjan = )., s; on syotyjen karkkien
kokonaismaara.

Pekka on ostanut ja syonyt karkkeja jo jonkin aikaa ja koko ajan hdnen ruokavalio on ollut
tasapainossa. Kuinka kauan hédn voi vield sydda karkkeja horjuttamatta tasapainoa? Jos
tavoiteluvut f; ja tdhdn asti syotyjen karkkien mééarat s; on annettu, niin médaritd kuinka
monta karkkia Pekka voi vield ostaa ja syoda niin ettd tasapaino sdilyy.

Ohjelman syéte koostuu: luvuista m ja k (1 < m,k < 10°), luvuista ay, ..., a,, missd
fi = %, ja kokonaisluvuista by, ..., by, missd b; € {1,...,m} on i:ntend pdivand syoty
=14

karkki. Syotteen mukaiset arvot tayttavat karkkien tasapainoehdon.

Ohjelman tuloste on kuinka monta karkkia Pekka voi enintddn syoda rikkomatta tasa-
painoa. Jos Pekka voi syoda karkkeja loputtomasti, niin tuloste on “loputtomasti”.

Esimerkkisyote 1: Esimerkkisyote 2:

65 64

216353 216353

12535 1253

Ohjelman tuloste: 1 Ohjelman tuloste: loputtomasti

4. Mitd oppimateriaali sisadltaa?

Matemaattiselta ndkokulmasta tdssd monisteessa kerrotaan tarina dimensosta eli ulottuvuu-
desta. Tavoitteena on esittdd matemaattisesti johdonmukainen ja oppilaiden kisitettdvissa
oleva, mutta haastava kokonaisuus. Perusosan (Luku 2) tarkoitus on syventdd oppilaiden
ymmarrystd geometrisista suureista pituus ja pinta-ala. Laajennusosa (Luku A), joka voisi
toimia lukion paikallisena syventdvana kurssina, ndytettdan, miten timd johtaa fraktaalei-
hin, joissa dimensio ei ole kokonaisluku.
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Karkeasti ottaen dimensio d tarkoittaa, ettd kappallen K mitta on verrannollinen sen l4pi-
mitaan potenssiin d, |K| ~ (diam K)?. Ensimmaéinen askel on oppia ymmartiméaan verran-
nollisuutta kun d # 1. De Bock, Verschaffel ja Janssens'' ovat usean tutkimuksen satjassaan
osoittaneet, ettd oppilaat (ja myos aikuiset) on erittdin huonoja kayttamaan geometrisissa
ongelmissa muuta kuin suoraa verrannollisuutta. Em. tutkimuksessa he esittivit oppilaille
mm. seuraavat kysymykset (vapaasti suomennettuna):

e Tarvitset noin 6 tuntia purjehtiaksesi pyoredn saaren, jonka halkaisija on 70 km,
ympari. Kuinka monta tuntia tarvitset purjehtiaksesi pyOreédn saaren, jonka halkaisija
on 140 km, ympari?

e Tarvitset noin 400 grammaa siemenid pyoredd kukkaistutusta varten, jonka halkaisija
on 10 metrid. Kuinka monta grammaa siemenid tarvitset pyoredd kukkaistutusta
varten, jonka halkaisija on 20 metrid?

Heidén testissddn noin 90 % 12-13 vuotiaista osasi ensimmadisen, mutta vain 5 % jalkimmai-
sen tehtdvan. Valtaosa vastasi myos jalkimmadiseen suoraan verrannollisuuden perusteella
800 g, siindkin tapauksessa, ettd kdytossa oli tilannetta esittdva kuva.

Toisessa ryhméssd 15-16 vuotiaista edelleen vain 20 % vastasi oikein jdlkimmadiseen teh-
tavaan. Toisessa kysymyksessd, jossa ei voinut kdyttdd kaavaa laskuun (kyse oli epdsadan-
nollisestd geometrisesta muodosta) vain 7 % tdstd ryhmaésta osasi soveltaa verrannollisuutta
oikein. On ilmeistd, ettd kaavojen kdyttd mallitehtdvien tyyppisissa tapauksissa ei tuo sellais-
ta geometristd ymmarrystd, joka mahdollistaisi tarkoituksen mukaisen kdyton vaihtelevissa
tilanteissa.

Erés tavoite tdssd materiaalissa omaksutulla ldhestymistavalla on, ettd parannettaisiin oppi-
laiden edellytyksid onnistua edelld mainitun tapaisissa verrannollisuuden kdytt6d mahdol-
listavissa tilanteissa. Kun kulkee tédtd polkua, pddsee kuin varkain myos fraktaalien ihmee-
lisen maailman portille.

Oppimateriaali-luvun teksti on osoitettu ensi sijassa opettajalle. Kuten tdssa luvussa on esi-
tetty, on tutkimuksissa todettu, ettd jo alkuopetuksen oppilaat pystyvét suorittamaan mate-
maattisia paattelyjd ja puhumaan maaritelmista ja konjekturista kun heitéd oikealla tavalla oh-
jaa. Paattetlyn mahdollistamiseksi on avainkasitteille esitetty tdssd monisteessa maaritelmat.
Opettajan harkintaan jdd, milld tavoin hdn niiden sisdllon oppilaille esittdd, ml. kdyttaako
sanaa mdaritelma vai ei.

Yksi toimintatapa on kirjoittaa maaritelmaét taululle sopivine esimerkkipiiroksineen. Tehta-
vit ovat my0s lyhyitd, eli ne voi esittdd taululle kirjoittamalla, jos kdyttdd tutkivaa ldahes-
tymistapaa ylld olevien ideoiden mukaisesti. Opettaja voi myos lisdtd annetun kehyksen
ympdrille motivoivia elementtejd, sen mukaan, minka arvioi ryhmalle sopivaksi.

Monisteessa sekd vertailutehtdvissa on esitetty Scratchilld tehtyjd ohjelmia ja ohjelmapat-
kid. Jos opettaja haluaa esittdd joitain niistd luokalle suosittelemme, ettd hdn rakentaa oh-
jelman raahaamalla palikat paikoileen jakaen ndyttonsa koko luokan katsottavaksi. Tdlloin
han mallintaa oppilaille ohjelman syntyprosessia eika vain lopputulosta. Mahdollisesti ndin
tulee tehtyd joku virhe joka pitdd debuggauksen kautta paikallistaa ja korjata. Oppilaat tar-
vitsevat my0s aikaa omaksua ohjelma, joka tulee luonnollisesti kun he ndkevét sen syntyvén
kdsky kerrallaan. Kun ohjelman kirjoittaa on myos mahdollista lisdtd sopiviin paikkoihin
taukoja ja muuttujien arvojen tulostamisen jotta ohjelman toiminta on helpompi hahmottaa.
Esimerkkind on seuraavalla sivulla esitetty “animaatio” viisikulmion piirtdmisestd, jota voi
kayttaa Ohjelmointitehtdvan 2.10 yhteydessa.

Pedagogiselta kannalta on mainittava erityisesti vertailutehtdvat, jotka on koottu kadyttdooh-
jeineen lukuun 3. Perusmateriaalissa on esitetty lyhyesti tilanteeseen liittyva tehtdvananto

The predominance of the linear model in secondary school students’ solutions of word problems involving
length and area of similar plane figures, 1998
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ohjelmonititehtdva -laatikossa. Laatikossa on my®s linkki vastaavaan vertailutehtdvéaan, jos-
sa on esitetty, miten Kalle ja Leena ovat ratkaiseet kyseisen ongelman.

Vertailutehtavid voi kédyttdd ainakin kahdella ta- W

valla. Ne voi antaa suoraan oppilaille ja pyytad — [EEEE 50
heitd kdymaan lapi vertailutehtdvian sekd vastaa-
maan siind oleviin kysymyksiin. Vertailutehtdvan
voi periaattessa tehdd ilman ohjelmointia, mutta g cmseal
luonnollinen toimintatapa on usein kopioida ver-
tailutehtdvan koodi tietokoneelle seka selvittdd sen
eri osien toiminnallisuus systemaattisella muok-
kaamisella. V4 pen down

Vaihtoehtoisesti, opettaja voi itse lukea vertailuteh-
tavan ja sitd kautta saada idea siitd, mitd kullakin
tehtdvalld haetaan. Oppilaille voi antaa vain mo-
nisteen ytimekkadn tehtdvanannon, ja opettaja voi
yrittdd 10ytdd luokan eri oppilaiden/ryhmien tuo-
toksista sellaisia, joita vertailemalla saa tuotua esil-
le tehtdvian keskeisen idean kuten valmiissa vertai-
lutehtavassa.

Ensimmadinen ldhestymistapa lienee oppilaille hel-
pompi, joten sitd voi kdyttdd, jos tehtavat tuotta-
vat oppilaille liian suuria vaikeuksia. Mahdollista
on myds aloittaa ytimekkailld tehtdvanannolla, ja
jonkun ajan kuluttua antaa vertailutehtdva niille
oppilaille, jotka eivat padse tehtdvan kanssa eteen-
pain.

Tehtdvien ajankdytto riippuu sekd kdyttotavasta et-
tda luokka-asteesta. Tukimuksissa on todettu, ettd
tutkiva ldhestymistapa johtaa syvéllisempaan ym-
marrykseen mutta vie myds enemman aikaa. Yh-
den ohjelmointitehtavan kasittely vie 10 minuutis-
ta tuntiin.




LUKU 2

Opetusmateriaali

1. Kulmat

Ennen kulmiin liittyvaa ohjelmointia oppilaita voi haastaa miettimédan kulman késitetta.

Pohdintatehtiva 1.1. Jos huoneen ovi on raollaan, niin miten voit selittdd sanallisesti
kuinka paljon se on raollaan niin, ettd toinen henkild pystyy kuvauksesi perusteella
asettamaan oven samaan asentoon?

Vihjeet ja neuvot (Pohdinta 1.1): Tehtdvédn voi ratkaista usealla tavalla. Esimerkiksi voi

e piirtda siitd yksinkertainen kuva kahden samasta pisteesta ldhtevén janan avulla
asettamalla paperi oven saranoiden kohdalle;

e mitata viivottimella oven kulman etdisyyden ovenkarmista;

e sopia omasta mittayksikostd, esim. jos ovi/ikkuna on kiinni, niin se saa arvon 0.
Jos se taas on tdysin auki, niin se saa arvon 4.

Tehtdvéaa voi ldhestyd myos toiminnallisesti. Voitte pelata pelid, jossa on kysyjd ja arvaa-
ja. Kysyja piirtdd raollaan olevan oven ja antaa toiselle sitd vastaavan numeron. Arvaaja
piirtdd numeroa vastaavan raollaan olevan oven. Lopuksi verrataan piirrustuksia. Vuo-
rotelkaa arvaajaa.

Harjoitellaan vield kulmaan liittyvéda intuitiota sekd terminologiaa. Tavoitteena olisi kdyttaa
luokittelussa vain kulman suuruutta, ei muita seikkoja kuten sivujanojen pituuksia. Lisdksi
pitdisi havaita tietyt erikoistapaukset (nollakulma, suorakulma, oikokulma, tiysi kulma). Naiden
neljan erikoistapauksen viliin jadvia kulmia kutsutaan teriviksi, tylpiksi ja kuperiksi. Huomaa,
ettd oppilaat (sopivalla johdattelulla) voivat keksid e.m. luokat tai osan niistd, mutta nimié ei
voi tutkivasti selvittdd, silld ne perustuvat mielivaltaiseen sopimukseen, toisin kuin luokat
itse.

Pohdintatehtiva 1.2. Kulma - luokittelu, katso sivu 25.

Vihjeet ja neuvot (Pohdinta 1.2): Suorakulmassa on nelién muotoisen kulmamerkinnan
sijasta poikkeuksellisesti kaareva kulmamerkinta tehtdvan mielekkyyden sdilyttdmises-
ki.

Tehtdavdn vastaukset:

Koveria kulmia ovat kulmat 1, 2, 5, 6, (8), 9 & 10 ja kuperia kulmia ovat kulmat 4 & 7.
Terdavid kulmia ovat kulmat 2, 6, 9 & 10 ja tylppid kulmia ovat kulmat 1 & 5.

Kulma 3 on oikokulma ja kulma 8 on suorakulma.

Keskendan yhtdsuuria kulmia ovat kulmat 2, 6 & 9, kulmat 1 & 5 ja kulmat 4 & 7.
Kulmien erisuuruuteen vaikuttavat ainoastaan niiden asteluvut. Sivujen pituudet tai
kulman suuntautuminen eivét vaikuta kulmien erisuuruuteen.

12
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Maaritelldan seuraavaksi, mita tarkasti ottaen tarkoitamme kulmalla. Tdassa on mahdollisuus
erilaisille valinnolle. Mdéritellaanko kulma kahden samasta pisteestd lahtevén janan avulla?
Vai olisiko parempi maédritelld kulma kolmen pisteen avulla? Entd méaritetaanko kulmalle
suunta?

Maaritelmd 1.3. Henkilo seisoo pisteessd A ja katsoo kohti pistettd B. Kulman /BAC
suuruus kertoo kuinka paljon henkilén on on kdannyttavé, jotta han katsoo kohti pistetta
C.

B

@)

Kun tiedetddn mité tarkoitetaan kulmalla, voidaan siirtyd kysymykseen kulman mittaami-
sesta. Olet aiemmin tutustunut pituuden mittaamiseen. Tietyn esineen pituutta voi mitata
viivottimella tai mittanauhalla. Mittaamiseen voi kdyttaa erilaisia yksikoitd, kuten senttimet-
rejd, metrejd, tuumia, jne. Eri yksikot liittyvit usein toisiinsa; esimerkiksi senttimetri saadaan
jakamalla metrin mitan sataan (100) yhtd suureen osaan. Kulman suuruuden maarittamises-
sd kdytetddn yleisimmin astetta.

Mairitelma 1.4. Henkil6 seisoo pisteessd A ja katsoo kohti pistetta B. Han kdantyy ympari
yhden kokonaisen kierroksen jolloin hédn katsoo taas pistettd B. Taman kulman suuruus
madritellddn kolmeksisadaksi kuudeksikymmeneksi asteeksi (360°). Yksi aste on siis koko
kulman kolmassadas kuudeskymmenesosa (ﬁ).

Esimerkki 1.5. Suoran kulman suuruus on 90°, silld se on neljdsosa tdydestd kulmasta, ja
90 on neljasosa luvusta 360.

Pohdintatehtdva 1.6. Piirrd paperilla kulma, jonka suuruus on 15° jakamalla tdysi kulma
(tai suora kulma) sopivaan moneen yhtd suureen osaan. Tarkista tuloksesi vertaamalla
sitd kilpikonnagrafiikalla piirrettyyn samansuuruiseen kulmaan.

Vihjeet ja neuvot (Pohdinta 1.6): Tehtdvaa voi helpottaa tekemdlld ensin 45° kulma.
Tehtdvén voi tehdé piirtdmisen sijaan myos taittamalla paperia.



14 2. OPETUSMATERIAALI

Seuraavaksi harjoitellaan kulman piirtimisté kilpikonnagrafiikan avulla.! Scratchissa® (ver-
sio 3.0) tdhdn tarvitaan kynd, jonka saa lisdttyd painamalla ensin vasemman alareunan Lis&da
laajennus -nappia ja sitten valitsemalla ilmestyvista valikosta Kyni-laajennuksen.’

maarittele  Uusi kuva

Uusi kuva
, kyna ylos -
liiku @ EELGIE]

/7 pyyhi kaikki

DT ILDES o v 0 liku @ askelta

osoita suuntaan @ -
7/ kyna ylos

/ kyna alas

aseta koko arvoon @ %

Pohdintatehtdva 1.7. Kopioi edelliset koodinpatkét Scratchiin. Mitd kukin kasky tekee ja
miten kokonaisuus toimii?

Vihjeetjaneuvot (Pohdinta 1.7): Ohjelmoinnissa voi hyddyntaa systemaattista kokeilua:
tee kjo

Téssd ohjelmassa aloitetaan madrittelemalld Uusi kuva -lohko, jota kdytetddn sen jdlkeen
apuna seuraavassa koodinpéatkédssd. Kyseistd lohkoa tullaan kdyttdimddn apuna myds
monessa timdn monisteen vertailutehtdvassa.

My®6s ohjelmoinnilla voi harjoitella kulmien luokittelua.

Ohjelmointitehtava 1.8. Piirra kilpikonnagrafiikalla erilaisia ja eri kokoisia kulmia.
Vertailutehtiva: Kulma - erisuuruiset kulmat, katso sivu 26.

Huomaa ero tdimdn kulman maééritelmén ja kilpikonnan nakokulman valilla: Kilpikonna
kulki pisteestd B pisteeseen A, jolloin se katsoi ldhtotilanteessa pdinvastaiseen suuntaan
kuin kulman maéaritelmén henkilo. Tésta syysta kilpikonnalle kerrottava kulman suuruus
on halutun kulman suplementti.

Ohjelmointitehtava 1.9. Piirrd kilpikonnagrafiikalla 45 asteen kulma
Vertailutehtavi: Kulma - suplementti, katso sivu 27.

Pythonilla kilpikonnagrafiikkaa voi harjoitella esim. osoitteissa http://trinket.io/turtle ja http://
turtleacademy.com.

2http ://scratch.mit.edu/projects/editor/

3Englanninkielinen ohjevideo 1oytyy osoitteesta http: //www.youtube . com/watch?v=eyTfQuwSHWEw.


http://trinket.io/turtle
http://turtleacademy.com
http://turtleacademy.com
http://scratch.mit.edu/projects/editor/
http://www.youtube.com/watch?v=eyTfQwSHWEw

2. SAANNOLLINEN MONIKULMIO 15

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 1.9): Tdssa tehtdvdssd on tdrkedd, ettd oppilas itse oival-
taa suplementin kdyton ja merkityksen. Oppilasta voi johdatella seuraavilla neuvoilla,
paljastamatta oikeaa tulosta.

e Minkd kokoisen kulman Leenan ohjelma oikeasti piirtda?
e Miten tilanne muuttuisi, jos Kallen ja Leenan tehtdvana olisikin piirtda 135 asteen
kulma?

Lopuksi oppilaalta voi kysy4, ettd osaisiko tima nyt tehda ohjelman, joka piirtdd 30 asteen
kulman.

2. Siinnollinen monikulmio

Piirretddn seuraavaksi monikulmioita kilpikonnagrafiikalla. Kilpikonnagrafiikalla moni-
kulmion sivu piirretddn liikuttamalla kilpikonnaa 1iiku x askelta -komennolla suoraan
eteenpdin (kynd alas tilassa). Kulma muodostuu, kun kilpikonna piirtda yhden sivun, kdan-
tyy (kdanny x astetta -komennolla), ja piirtdd seuraavan sivun, ks. Kuva 1. Piirtdmisteh-
tavissd pitdd valita sivujen pituudet ja kddnnosten suuruudet sopivasti, jotta muodostuu
haluttu muoto.

P pyvhi kaikki
mene sijaindin x: m ' m
osoita suuntaan @

7 kyna alas

Kuva 1. Kilpikonnagrafiikassa 135° kulmaan tarvitaan 180° — 135° = 45° kdannos.

Ohjelmointitehtava 2.1. Piirra kilpikonnagrafiikalla kolmio, jonka ensimmaéinen sivu on
80 ja ensimmdinen kdadannos 90.

Kokeile toisen sivun pituudeksi 60 ja toiseksi kdannokseksi 143.

e Kuinka pitkd kolmannen sivun tulee olla?
e Kuinka suuria ovat kolmion kulmat?

Kokeile muita sivun pituuksia ja kulmia.

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 2.1): Téssd tehtdvéassa kokeillaan geometrisen kuvion piir-
tamistd kilpikonnagrafiikalla. Tavoite on ymmartaa eri kédskyjen ja tuotetun geometrisen
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kuvion vilinen yhteys. Kolmannen sivun pituuta ei tarvitse osata laskea tarkasti (se vaatii
sini- tai kosiinilauseen kayttod).

Monessa tapauksessa kuvion piirtdminen onnistuu useilla eri kidskyilla. Joissakin tapauksissa
toinen kdsky saattaa olla toista kdtevampi— tdmén arvioiminen on strateegisen joustavuuden
ydinta.

Ohjelmointitehtava 2.2. Piirra kilpikonnagrafiikalla kayrd, joka yhdistdd origon pistee-
seen (100, 100).
Vertailutehtava: Monikulmio - kahden pisteen vilinen kdyrd, katso sivu 28.

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 2.3): Jos oppilas tekee havainnon, ettd hiiret katsovat eri
suuntiin, kannattaaa tdltd kysya mistd tdma johtuu.

Nadiden tapojen lisdksi on vield esimerkiksi olemassa tapa, missd osoitetaan suuntaan
ja liikkutaan. Tdtd tapaa voidaan kayttdd sekd Kallen tavalla liikkua suoraan haluttuun
pisteeseen ettd Leenan tavalla liikkua haluttuun pisteeseen kahden janan avulla.

Nelio koostuu yhté pitkistd sivuista ja sen jokainen kulma on 90 astetta. Huomioi, ettd
kun piirrdt monikulmioita, on kilpikonnan kddnndsmaéara 180 — haluttu kulma, ks. kuva 1.
Kaikki tdmé&n luvun ohjelmointitehtdvét voi ratkaista kuvan késkyilld. Joissain tehtdvissd on
kuitenkin hyodyksi osata kdyttdd myos toisto- eli looppirakennetta.

Ohjelmointitehtava 2.3. Piirra kilpikonnagrafiikalla nelio, jonka sivun pituus on 100.
Vertailutehtiava: Monikulmio - nelio, katso sivu 29.

Vihjeet janeuvot (Ohjelma 2.3): Jos oppilailla on vdahdn ohjelmointikokemusta, tehtavaa
voi ldhestyd kopioimalla ensin kuvan esimerkkiohjelma ja muokkaamalla sitd. Oppilaat
voivat selvittdd kokeilemalla, mitd kukin kasky tekee.

e Jos liikkuu liian vdhén, ja hahmo on liian iso, voi jana jddda hahmon taakse
piiloon. (varoitus)

e Piirrd paperille kdsin, vaiheittain. (vihje)

e Osaatko tehda ohjelman, joka piirtdd yhden janan? Kaksi janaa? (vihje)

e Montako kertaa pitdd kdantya? (vihje)

e Paljonko pitdd kaantya? (vihje)

e Kumpaan suuntaan pitda kdantya? (syventava)

Maaritelma 2.4. Kaksi geometrista kuviota ovat yhtenevii jos toisen saa muutettua toiseksi
siirtdmalld, kiertdmadlld ja peilaamalla.

Ohjelmointitehtava 2.5. Piirrd kilpikonnagrafiikalla kaksi neliotd, jotka ovat yhtenevia
sekd kaksi kolmiota, jotka ovat yhtenevia.



2. SAANNOLLINEN MONIKULMIO 17

Vertailutehtavit:
Monikulmio - yhtenevit neliot, katso sivu 30.
Monikulmio - yhtenevit kolmiot, katso sivu 31.

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 2.5): Téssd, kuten monessa muussakin tehtdvassd, voilahted
liikkeelle muokkamalla aiemmassa kohdassa tehtyd ohjelmaa.

Leena kumittaa ensin piirretyn nelion ylimaardisellda Uusi kuva-lohkolla.

Kolmio-vertailutehtdvassd Kallen koodi tuottaa kddnnetyn kolmion ja Leenan peilatun
kolmion.

Vihjeetjaneuvot (Yhtenevyydestd): Edellinen méaaritelma-ohjelmointitehtdava pari muo-
dostaa kokonaisuuden, jossa ohjelmaa kdytetddn méaaritelman havainnollistamiseen ja
siten parempaan ymmartdmiseen.

e Mikd esimerkkiohjelmassa/nelidtehtdvdssa méaardd, mihin kulma/nelio piirtyy?
(vihje)

e Mika esimerkkiohjelmassa/nelidtehtdavassa maarad, mihin suuntaan kulma/nelio
piirtyy? (vihje)

e Miten peilaamisen voi toteuttaa ohjelmassa? (syventava)

e Voitko ohjelmalla piirtdd nelion joka ei ole alkuperdisen kanssa yhteneva? (sy-
ventava)

Tasasivuisessa kolmiossa kulman suuruus on & = 60 astetta. Kuinka paljon kilpikonnan
tulee kddntyd, jotta sisikulmaksi tulee 60 astetta?

Ohjelmointitehtdva 2.6. Piirra kilpikonnagrafiikalla tasasivuinen kolmio, jonka sivu on
100.

Vihjeet janeuvot (Ohjelma 2.6): Ohjeista oppilaita tarkistamaan (kirjasta/verkosta) mita
tasasivuinen kolmio tarkoittaa, jos eivit sitd muista.

e Tee ensin ohjelma, joka piirtdd kolmen janan kédyréd, ja murehdi kulmista my®o-
hemmin. (vihje)

e Paljonko pitdad kaantyd, ettd tulee kolmio? (vihje)

e Kumpaan suuntaan pitdd kdantya? (vihje/syventava)

e Kuinka paljon kddntymista tuli yhteensd, jos lasket kaikki kddnnoksissd olevat
kulman suuruudet yhteen? (syventdva)

e Myds kolmion osalta voi tarkastella yhteyttd yhtenevyyden kanssa. (syventava)

Seuraavaksi jatketaan yleisempiin monikulmioihin.

Madiritelma 2.7. Murtoviiva on kdyrd, joka koostuu ddrellisestd méadrdstd janoja (vasen
kuva). Monikulmio on sulkeutuva murtoviiva eli se alkaa ja pddttyy samaan pisteeseen
(oikea kuva).
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Ohjelmointitehtava 2.8. Piirra kilpikonnagrafiikalla kaksi murtoviivaa, joista toinen on
sulkeutuva ja toinen ei ole.

Vertailutehtavit:
Monikulmio - sulkeutuva murtoviiva (1), katso sivu 32.
Monikulmio - sulkeutuva murtoviiva (2), katso sivu 33.

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 2.8): Oppilaalta voi kysyd, miten kolmion kulmien summa
liittyy Kallen ratkaisuun. Leenan ratkaisussa viimeinen kddntyminen on turha.

Vihjeet ja neuvot (Murtoviivasta): Edellinen méaéaritelméa-ohjelmointitehtdava pari muo-
dostaa kokonaisuuden, jossa ohjelmaa kédytetddn maaritelman havainnollistamiseen ja
siten parempaan ymmartamiseen.

e Tehtdvéssd on paljolti kyse siitd, ettd osaa yhdistdd uuteen késitteeseen jo tehtyja
ohjelmia. Miten voit kdyttda hyvéksi aiemmin tekemiési ohjelmia? (vihje)

e Kun ymmartdd yhteydet, voi tuntua siltd, ettd tehtdvéassa ei ole mitdan tekemista.
Tama olisi hyvd kokemus matematiikan syvillisemmén oppimisen kannalta.
(syventava)

e Sulkeutuva murtoviiva voi olla vaikeampi piirtdd. Yhtenevyystehtdavassa kysy-
mys oli miten nelion aloittaa tietysta pisteestd, nyt pitdisi osata lopettaa tiettyyn
pisteeseen. Analogia voi auttaa oppilaita erdédn ratkaisun keksimiseen. (vihje)

Mairitelma 2.9. Sidnnollinen monikulmio on monikulmio, jonka kaikki kulmat ovat yhtd
suuria ja kaikki sivut yhta pitkia.
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Saannollisessd viisikulmiossa jokainen sivu on yhté pitké jajokainen kulma yhtd suuri. Koska
yhteensi kilpikonnan tulee kidntya 360 astetta, niin yhden kddnnoksen suuruus on 3 = 72

astetta.” Seuraavalla sivulla on kaksi ohjelmaa, jotka piirtavit erikokoisia viisikulmioita.
mene sijaintiin x: o y: o mene sijaintiin x: @ y: o
osoita suuntaan @ osoita suuntaan @

/7 kyna alas 7/ kyna alas

Ohjelmointitehtdva 2.10. Tarkastellaan sdadnnollisten monikulmioiden piirtamistd. Va-
litse ensin sopiva sivun pituus ja maarita sitten kaidnnoksen suuruus. Miten saisit aikaan

e sidnnollisen kuusikulmion?
e siadnnollisen 8-kulmion?
e sidnnollisen 13-kulmio?

Vertailutehtdva: Monikulmio - epdsadannollinen monikulmio, katso sivu 34.

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 2.10):

e Miten voit hyddyntédd aikaisempia ohjelmia, nelittd ja kolmiota? (vihje)

e Mihin sivun pituus vaikuttaa? (vihje)

e Mika on oikea kulma? Kuinka paljon kilpikonnan tulee kdadntya? (vihje)

e Ei sddnnollinen monikulmio voi olla vaikeampi piirtdd. Tdssd toimii sama ana-
logia kuin sulkeutuvan murtoviivan vihjeessa. (vihje)

Voit hahmottaa seuraavan tehtavan ratkaisua paperilla tai kilpikonnagrafiikalla.

Pohdintatehtdva 2.11. Anna esimerkki monikulmiosta, joka ei ole sddnnollinen, mutta
joko

(1) sen kaikki kulmat ovat yhta suuria, tai
(2) sen kaikki sivut ovat yhtd suuria.

Vihjeet ja neuvot (Pohdinta 2.11): Tehtdvan ratkaisua voi helpottaa, jos kdyttdd aiem-
min tehtyjd ohjelmia apuna. T4dlloin on hyvd, jos ohjelmassa silmukat kirjoitetaan auki,
esimerkiksi kuusikulmiossa toistetaan samat kaskyt (liiku+kaanny) kuusi kertaa, ja sit-
ten lahtee jotakin niistd muokkaamaan. Tama toimii hyvin yhdessa seuraavien vihjeiden
kanssa:

4Johdannon luvussa 4 on versio ohjelmasta jossa taukojen avulla selkeimmin havainnollistetaan ulkokulmien
summa.
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e Valitse jokin sivun pituus ja piirra erilaisia monikulmioita kdyttden vain valittua
sivun pituutta. Milta tilanne ndyttaa? (vihje)

e Valitse jokin kulma ja piirré erilaisia monikulmioita kdyttden vain valittua kul-
maa. Miltd tilanne ndyttaa? (vihje)

e Jos oppilaat tarjoavat pelkkdd ohjelmaa tai piirrettyd kuvaa, haasta heidat perus-
telemaan asia my0s matemaattisesti: mistd tiedét, ettd kulmat/sivut ovat tdsmal-
leen, eikd vaan melkein, yhtd suuria? (syventdva)

Ohjelmointitehtdavéassa 2.10 huomasimme, ettd sddnnollinen monikulmio ldhestyy ympyras,
kun sivujen lukumaééra kasvaa.

Pohdintatehtava 2.12. (Syventdva tehtdvd) Miten voi perustella, ettei monikulmio kos-
kaan ole ympyrd, vaikka sivujen maara olisi kuinka suuri?

Vihjeetjaneuvot (Pohdinta 2.12): Kun sivumadéara kasvaa, ndyttdd sidnnollinen monikul-
mio ympyraltd. Tama tehtdva korostaa tasmallisen padttelyn merkitystd matematiikassa,
ja luo yhteyden seuraavaan kokonaisuuteen (Mystinen luku ).

e Jos oppilaat esittdvat epamaddrdisen perustelun, kysy heiltd, ovatko he varmoja.
On tdrked esittdd kysymys riippumatta siitd, onko heidan perustelu oikein vai ei.
(syventava)

e Miten ympyrd maééritelldadan? (vihje)

3. Mystinen luku nt

Koulussa meille on opetettu, ettd r sdteisen ympyrdan ymparysmitta on 27tr ja sen pinta-ala
on 7tr%. Mutta mitd timé tarkemmin ottaen tarkoittaa ja miten nimai vaittdmét voi perustella?

Jotta voitaisiin perustella véite tarkasti, pitdd meidéan tietdd, mitd tarkoitetaan kdyran pituu-
della.

Pohdintatehtdva 3.1. Kuinka kaukana vihred ja musta piste ovat toisistaan oheisessa
labyrintissa? Kuvan koko on 800 kertaa 500 pikselia.

o |

—
L

Vertailutehtava: Mystinen luku 7 - kahden pisteen vdinen etdisyys, katso sivu 35.
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Vihjeet ja neuvot (Pohdinta 3.1): Matkan voi mitata monella tavalla. Linnuntieta pitkin
matka selvidd Pythagoraan lauseella. Labyrintissa pitdd liikkua 3 askelta vasemmalle,
askel alas, askel vasemmalle, askel ylos, jne. Jokaisen askeleen pituus on 100 pikselia. Jos
merkitddn ndin muodostuva polku, saadaan murtoviiva, jonka pituus on 1700 piskelid.

Maaritelma 3.2. Murtoviiva on kdyrd, joka koostuu &darellisestd méadrastd janoja. Murto-
viivan pituus on kyseisten janojen pituuksien summa.

Maidritelmdd kannattaa selventdd esimerkeilld, kuten seuraavassa ohjelmointitehtdvassa teh-
daan.

Ohjelmointitehtiva 3.3. Seuraava ohjelma piirtdd erddn murtoviivan, jonka pituus on
150 (yksikkod):

sekunnin ajan

Kirjoita ohjelma, joka piirtdd murtoviivan ja ilmoittaa Méadritelmédn 3.2 mukaisesen pi-
tuuden.

Pohdintatehtdva 3.4. Mystinen luku 7 - murtoviivan pituus, katso sivu 36.

Vihjeet ja neuvot (Pohdinta 3.4): Ensimmadisen murtoviivan pituus on 230 (yksikkod) ja
jalkimmadisen murtoviivan pituus 280 (yksikkod).

Muun kdyran pituus saadaan maariteltyd kayttamalla murtoviivaa joka kulkee ldhelld kay-
rad. Tarkemmin ottaen:

Maaritelma 3.5. Kédyra voidaan approksimoida murtoviivalla valitsemalla kayralta darelli-
nen madrd pisteitd jarjestyksessd ja yhdistamalla perdkkaiset pisteet janoilla.

Kayrén pituus saadaan kdyrdd approksimoivien murtoviivojen pituuksista kun murto-
viivan janojen pituus pienenee kohti nollaa.

Edellinen maééritelmd perustuu siihen ajatukseen, ettd tiedimme mikd on janan pituus, ja
muun kdyrdn pituus madritetddn sitd kdayttamalla. Kyseessd on approksimaatioon perustuva
madritelmd, missd monimutkaista objektia (kdyrd) arvioidaan kayttdimalla suurta madraa
yksinkertaisia objekteja (jana). Tdma on tyyppillinen ldhestymistapa myos tietotekniikassa,
silld tietokoneelle on ominaista késitelld juuri suuria méaarid yksinkertaisia objekteja.
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Matematiikassa mééritelmd on ldhtokohta, joka kertoo, mitd jokin késite tarkoittaa. Sik-
si médritelmid ei voi todistaa tai perustella matemaattisesti. Méaritelmien jarkevyyttd voi
kuitenkin arvioida tarkastelemalla, antaako se tutuissa tapauksissa sen tuloksen, jota odot-
tamme.

Maéritelmédssd 3.5 annetaan kdyrdan pituudelle méddritelmd approksimoivan murtoviivan
avulla. Méadritelmd on matemaatisesti pateva, mutta siihen liittyy useita hienovaraisuuksia,
joita ei tdssd ruodita. N4itd ovat ainakin:

e Mité tarkoitetaan kdyralla?

e Antaako approksimaatioprosessi aina saman lukuarvon, riippumatta siitd, miten
pisteet valitaan kdyralta?

e Madritelmd on prosessiluonteinen (mika sopii hyvin yhteen tietokoneimplementaa-
tion kanssa), joten siind valtetddn raja-arvon kasitetta.

Ohjelmointitehtava 3.6. Kirjoita ohjelma, joka piirtdd sdannollisen

e kuusikulmion
e kahdeksankulmion
e kymmenenkulmion

ja ilmoittaa Méddritelméan 3.2 mukaisesen pituuden.

Vertailutehtava: Mystinen luku - piirtoalue, katso sivu 37.

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 3.6): Jos ryhmilld on vaikeuksia, niin tehtdvad kannattaa
jakaa piirtdmiseen ja laskemiseen. Piirtdmisessd voi hyodyntdd aikaisemmassa luvussa
tehtyjd ohjelmia.

Vertailutehtdvassa Leenan monikulmiossa Scratchin piirtotila loppuu kesken. Hiiri luu-
lee etenevinsd, mutta todellisuudessa se kulkee vain rajaa pdin. Kuviosta tulee timan
johdosta epdmuodostunut. Ongelma poistuu, kun sivun pituutta pienennetdan.

Edellisen ohjelmointitehtdvan monikulmiot ldhestyvit ympyrad, joka voidaan tasmallisesti
madritelld seuraavasti.

Maiiritelma 3.7. Ympyrii on tasojoukko jonka pisteet ovat yhta etédalla (eli sdteen padssa)
annetusta pisteestd. Ympyran ympirysmitta on sen kdyran pituus, joka kiertdd ympyraa
yhden kierroksen.

Seuraavaksi laaditaan ohjelma, joka approksimoi ympyran piirid eli ymparysmittaa. Téassa
pitdd tukeutua edellisiin médaritelmiin.

Ohjelmointitehtiva 3.8. Kirjoita ohjelma, joka approksimoi Maaritelmén 3.5 mukaisesti
ympyrdn ymparysmittaa. Ohjelman tulee tulostaa approksimaatiolla ympérysmitan ja
ympyran halkaisijan suhde.

Voit ldhted liikkeelle ohjelmointitehtaviasta 3.6 ja kdyttaa monikulmiota ympyraa approk-
simoivana murtoviivana.

Vertailutehtava: Mystinen luku 7 - monikulmion halkaisija, katso sivu 38.
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Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 3.8):

(1) Hahmota ensin paperille, mitd haluat tehda.
(2) Jos haluat ohjelmassa kdyttdd jotain tietoa, pitdd se laittaa talteen tallentamalla
se muuttujaksi.

Edellisen ohjelmointitehtdvan tuloksen voi havaita, ettd ympyran ymparysmitan ja sdteen
suhde ei vaikuta riippuvan sdteestd. Taméa empiirinen havainto ei kuitenkaan ole matemaat-
tisesti pateva peruste. Maaritelmia kdyttden voidaan nyt osoittaa, ettd tuttu kaava 2mr pétee.
Siihen tarvitaan vield yksi méaritelma.

Maaritelma 3.9. Luku 7w méaritellddn sellaisen ympyrdan ymparysmittana, jonka sdde on
1, eli lapimitta on 1.

Pohdintatehtadva 3.10. (Syventdva tehtavd) Ohjelmointitehtdvassd 3.8 ndhtiin, miten ym-
pyrdan ymparysmittaa voidaan laskea monikulmioiden avulla.

(1) Piirrd sama monikulmio kahden erisdteisen ympyran sisélle.

(2) Etsi kahdesta monikulmiosta yhdenmuotoisia kolmioita.

(3) Osoita, ettd kahden ympyrdn ympéarysmitan ja sdteen suhde on sama.
(4) Osoita, ettd ympyrén, jonka sdde on r > 0, ympérysmitta on 27r.



LUKU 3

Vertailutehtavat

Vertailukeskustelun kdayminen

Miksi keskustella matematiikasta?

e Syventdd oppijoiden ymmarrystd matemaattisesta sisdllosta
e Vahvistaa oppijoiden osallisuutta ja kiinnostusta matematiikkaa kohtaan

Mitd opettaja voi tehdd mahdollistaakseen hyvian matemaattisen keskustelun?

Ennen keskustelua:

¢ Ratkaise ajatuksella tehtdvit, joista keskustellaan
e Ennakoi oppijoiden vastauksia, virheitd ja haasteita
¢ Suunnittele millaisia kysymyksid kysyt ja millaisia jatkotehtdvid voit antaa

Keskustelun aikana:

¢ Kysyavoimia kysymyksid, esimerkiksi seuraavanlaisia kysymyksid kdyttamallad voit
yrittdd heradttdd ja jatkaa keskustelua:
— Oletko samaa mieltd Leenan kanssa? Miksi?
— Voitko tiivistdd, mitd Kalle sanoi?
— Voisitko antaa toisen esimerkin?
— Kuvailisitko vield viahdn tarkemmin ajatustasi?
— Mita tarkoitat sillg, ettd ... ?
— Miten sind teit sen?
— Mikaé saattaisi olla himmentdvaa tassd esimerkissa?
¢ Toista ja tiivista oppijoiden ideoita (tai pyyda toista oppijaa tekeméan se), keskus-
telun vauhdittamiseksi ja selkeyttamiseksi
— Kuulin sinun sanovan, etta . ... Ymmarsinko oikein? / Sitdko tarkoitit?
— Tarkoitatko, etti ...
— Haluaisin ymmartdd vield vahdn paremmin mité tarkoitat. Voitko selittda viela
uudestaan?
e Ohjaile keskustelun kulkua siten, ettd useat ihmiset ja nikokulmat ovat lasna
e Osallista mahdollisimman monia oppijoita keskusteluun
— Houkuttele keskusteluun mukaan oppijoita, joiden on vaikeaa osallistua (esim.
arpomalla seuraavan vuoro tai heittelemédlld puheenvuoro-pehmolelua, jonka
saa heittdaa kenelle haluaa)
e Vastuuta oppijoita toisten ymmartavaan kuuntelemiseen.
— Timo, voitko selittdd Emilian ajatuksen vield omin sanoin?
e Anna tunnustusta toivotusta kidytoksestd: kuuntelemisesta, oman ajattelun kuvai-
lusta, perustelemisesta, omaperdisyydestd ym.
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Pohdintatehtiavia 1.2. Kulma - luokittelu

Kulmien tyyppien luokittelu
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1. Mitka kulmista ovat keskendén yhtésuuria?

2. Mitké edellisistd kulmista ovat koveria? Enta kuperia?

3. Mitka koverista kulmista ovat terdvia kulmia? Enté tylppia?
4. Millaisia kulmia jéljelle jadneet kulmat ovat?

5. Mitka asiat vaikuttavat kulmien erisuuruuteen? Mitka asiat eivat vaikuta?

6. Mité opit néistéd vertailuista?

. n
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Vertailutehtiva: Kulma - erisuuruiset kulmat

Kalle ja Leena ovat piirtidneet erisuuruiset kulmat eri tavoilla.

Kallen tapa

Piirrdn kulman
liikkumalla,
kaantymalla ja
liikkumalla
uudestaan.

Piirrén toisen
kulman
vahentamélla
liikkuttavia
askeleita
viiteenkymme-
neen.

Leenan tapa

Uusi kuva

litku @ askelta

liku @ askelta

Uusi kuva

liiku @ askelta

kaanny O @ astetta
iiku @ askelta

Uusi kuva

litku @ askelta
kaanny C* @ astetta
liku @ askelta

liku @ askelta
kaanny O @ astetta
lilku @ askelta

Uusi kuva
-aliohjelma
vaikuttaa,
kétevalta, joten
aloitan sill&.
Sitten piirrén
kulman, joka
koostuu
kahdesta
suorasta ja
joiden véliin
tulee kdannos.

Muodostan
toisen kulman
jatkamalla
edellistd koodia
vastaavalla
tavalla, mutta
muokkaamalla,
kadnnoksen
suuruutta.

®,

1. Millaiset tulosteet Kallen koodit tuottavat? Enta Leenan?

2. Mitéd samanlaista ja mité erilaista heiddn tavoissaan on?

3. Kumman tapa on oikein? Miksi?

4. Mité opit téstd vertailusta?
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Vertailutehtdvia: Kulma - suplementti

Kalle ja Leena ovat piirtdneet 45° kulman eri tavoilla
kilpikonnagrafiikalla.

Kallen tapa

Kokeilemalla
huomasin, etta
laittamalla
kiadnnosméaaraksi
135 saadaan 45
asteen kulma.

Tassé on
tuloste.

Leenan tapa

Uusi kuva

liiku @ askelta

liku @ askelta

Uusi kuva

liku @ askelta

kaanny C* @ astetta

liku @ askelta

Koska pitia
piirtaa 45
asteen kulma,
niin laitan
kainnosméaariksi
45.

Minusta tdma
ei ndyta 45
asteen
kulmalta.

&

1. Miten Kalle ratkaisi tehtdvan? Entd Leena?
2. Kumman tapa on oikein? Miksi?
3. Mité etuja Kallen tavassa on? Enté Leenan?

4. Mitéa opit tésté vertailusta?
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Vertailutehtédva: Monikulmio - kahden pisteen vélinen kayra

Kalle ja Leena ovat piirtineet kiyrin origosta pisteeseen (100, 100)
kilpikonnagrafiikalla eri tavoilla.

Kallen tapa

Leenan tapa

Loysin késkyn,

joka liikuttaa

hiiren suoraan
haluttuun
kohtaan.

Jostakin syysta
hiiri ei katso
piirtdméani
janan
suuntaisesti.

pyyhi kaikki

mene sijaintiin x: o y: o
osoita suuntaan @

kyna alas

/7
mene sijaintiin x: @ y: @

kyna ylos

/

Uusi kuva

lilku @ askelta

kaanny ) @ astetia

lilku @ askelta

Liikun ensin
sata askelta,
oikealle ja
sitten sata
askelta,
ylospéin.

Tuloste on
téssd. Yhdistin
vaaditut pisteet

kahden janan
avulla.

&

4. Olisiko

2. Kumman tapa on parempi? Miksi?

vield jotain muuta tapaa?

5. Mitéa opit téasté vertailusta?

1. Miten Kalle ratkaisi tehtdvan? Enta Leena?

3. Mité etuja Leenan tavassa on? Entd Kallen?
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Vertailutehtiava: Monikulmio - nelio

Kalle ja Leena ovat piirtdneet nelion kilpikonnagrafiikassa eri tavoilla.

Kallen tapa Leenan tapa
( A ( A

Uusi kuva
osoita suuntaan @

Huomasin, etta Uusi k i @ Ajattelin nelion

kaksi kiiskyé usi kuva liiku askelta J VO LIEH
: ==y ' plirtamista sivu

toistuvat, kun : .

e i £ osoita suuntaan kerrallaan.
nelion piirtas D -- o
kilpikonnagra: : i Uil

i &ta liku @ Sl oikealle, sitten
fiikalla. Siksi ; e .
- . alaspéin, sitten
teen nama osoita suuntaan @ .
8 TRl - vasemmalle ja
kaksi kéiskya - b3 viimeiseksi
sisaltivan tois- - — liku @ askelta o
ylospéain.
torakenteeen.
osoita suuntaan o
iiku () asketta

Téssé on Lopputulos on

valmis nelio. tallainen.
¢ J ¢ J

&

1. Miten Kalle ratkaisi tehtédvén? Entd Leena?

2. Mitéa samanlaista ja mité erilaista heiddn tavoissaan on?
3. Kumman tapa on parempi? Miksi?

4. Mita etuja Leenan tavassa on? Entd Kallen?

5. Mité opit téstd vertailusta?
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Vertailutehtédva: Monikulmio - yhtenevit neliot

Kalle ja Leena ovat piirtineet yhtenevit neliot eri tavoilla
kilpikonnagrafiikalla.

Kallen tapa

Leenan tapa

Kopioin
edellisessé ver-
tailutehtavéssa

tekeméni

koodin.

Sitten kirjoitan
koodin toiselle
neliclle eri
lahtopisteelld ja
lopuksi liitéan
nidma kaksi
koodinpatkas
yhteen.

Uusi kuva
foista o kertaa
liiku askelta

mene sijaintiin x: @ y: @
/ kyna alas

toista ° kertaa
liku . @ askelta

Uusi kuva
foista o kertaa
liku askelta

Uusi kuva

7/ kyna ylos
mene sijaintiin x: @ y: @
osoita suuntaan @

/ kyna alas

Kalle oli
16ytanyt
edellisessa
tehtéavéssa
helpon tavan
piirtdé neliGitéa.

Kaytan toiselle
neliclle samaa
neliénpiirtamis-
rakennetta eri
lihtopisteelld ja
lahtosuunnalla.

4. Kumman tapa on oikein? Miksi?

5. Mité opit téstd vertailusta?

2. Miten Kalle ratkaisi tehtavan? Enta Leena?

3. Mitd samanlaista ja mité erilaista heidén tavoissaan on?

&

1. Pystytko paatteleméddn millaiset tulosteet Kallen koodit tuottavat? Enta Leenan?
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Vertailutehtidva: Monikulmio - yhtenevét kolmiot

Kalle ja Leena ovat saaneet valmiin koodin kolmiolle ja piirtineet sille
yhtenevit kolmiot eri tavoilla kilpikonnagrafiikalla.

Kallen tapa

Teen
saamastani
koodista uuden
lohkon, jonka
nimeksi annan
Piirréd kolmio.
Sitten kiytin
sitd kahdesti,
mutta muutan
véilissé hiiren
lahtosuuntaa.

Eri vériset
sivut
helpottavat
koodin
hahmottamista.

Leenan tapa

madrittele  Piirra kolmio

- > -/-
, aseta kynan vanksi

kaanny ) @ astetta
liku @ askelta

/7 aseta kynan vanksi .

kaanny ) @ astetta
liiku @ askelta

o asetakynan variksi ]

kaanny ) @ astetta
liku @ askelta

Uusi kuva

Piirra kolmio

kaanny C* @ astetta

Piirra kolmio

Uusi kuva
Piirré kolmio

o asetakynan variksi

iiku () asketta
kaanny ) @ astetta

/ aseta kynan variksi .
iiku (BT asketta
kaanny *) @ astetta

o asetakynan varksi (

liiku @ askelta
kaanny *) @ astetta

Maérittelen
saamastani
koodista lohkon
samalla tavalla
kuin Kalle.
Sitten piirrén
sille peilikuvan
piirtdmalld sen
sivut
painvastaisessa
jarjestyksessé.

Lopputulos on
peilikuva
alkuperaisesta
kolmiosta.

[,

1. Miten Kalle ratkaisi tehtavan? Enta Leena?

2. Miksi nama kummatkin tavat toimivat?

3. Mité opit tésta vertailusta?
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Vertailutehtédvi: Monikulmio - sulkeutuva murtoviiva (1)

Kalle ja Leena ovat piirtdneet sulkeutuvat murtoviivat eri tavoilla
kilpikonnagrafiikalla.

Kallen tapa

Leenan tapa

Kaytan
murtoviivan
piirtdmisen

apuna kolmion
kulmien
summaa
40 + 60 4 80 =
180. Kirjoitan
k&adnnoksien
suplementit
tallaisien
miinuskéskyjen
avulla, jotta
koodin ideasta
tulee
selkedmpi.

Mutta miten

saan kolmion

sivut sopivan
pituisiksi?

Uusi kuva

lilku @ askelta

liku @ askelta

kaanny ) @ 5 @ asteita
liku (@) asketta
kaanny ) @ - @ astetta

maarittele Kaanny

kaanny *)  valitse satunnaisluku valita o - @ astetta

Uusi kuva

liku @ askelta

Kaanny

liku @ askelta

Kaanny

liku @ askelta

Kaanny

liiku @ askelta

Kaanny

mene sijaintiin x: o y: o

Aloitan
liikkumalla
satunnaisesti
neljé janaa
eteenpéin. Sen
jilkeen palaan
alkupisteeseen
mene sijaintiin
-komennon
avulla, silla en
tiedd milla
muulla tavalla
padsisin
takaisin aloi-
tuspisteeseen.

Lopputuloksessa
kuvion sivut
leikkaavat
toisiaan, mutta
se ei ole
ongelma.

[,

2. Kumman tapa on oikein? Miksi?

3. Mité opit téstd vertailusta?

1. Miten Kalle ratkaisi tehtavan? Enta Leena?
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Vertailutehtévi: Monikulmio - sulkeutuva murtoviiva (2)

Kalle ja Leena ovat piirtdneet sulkeutuvat murtoviivat eri tavoilla
kilpikonnagrafiikalla.

Kallen tapa

Leenan tapa

Uusi kuva
LT @ astetta

liku @ askelta

kaanny C* @ astetta
Lisésin tuttuun

nelion liiku @ askelta

piirtédmiskoodiin
yhden sivun ja
kok(?}ler‘nalla ik @ askelta
16ysin
viisikulmiolle kaanny C* a astetta
sopivan kulman
suuruuden. liiku @ askelta
kaanny C* @ astetta
liiku @ askelta
Téssé on
tuloste.

Uusi kuva

liku @ askelta

liku @ askelta

liku @ askelta

kaanny O @ astetta

litku @ askelta

kaanny O a astetta

liiku @ askelta

liku @ askella

Mietin, etta
miten
nelionkoodista
saisi muokattua
koodin
viisikulmiolle.
Kokeilemalla
16ysin sopivan
kulman.

Kuva néyttaa
oikealta.

&

1. Miten Kalle ratkaisi tehtavan? Enta Leena?

3. Kumman tapa on oikein? Miksi?

4. Mité opit tésta vertailusta?

2. Mitéa samanlaista ja mité erilaista heiddn tavoissaan on?

J
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Vertailutehtidva: Monikulmio - epésddnnoéllinen monikulmio

Kalle ja Leena ovat ovat piirtineet episidinnolliset monikulmiot eri
tavoilla kilpikonnagrafiikalla.

Kallen tapa

Piirran kahdek-
sankulmion,
jossa on kahden
pituisia sivuja.

Tulos on ”puo-
lisaannollinen”
monikulmio.

Leenan tapa

Uusi kuva

oista (@) kertaa

kaanny C @ astetta

liiku 6 askelta

kaanny O @ astetta

liiku 6 askelta

valitse satunnaisluku valilta @ 5 @

Uusi kuva

mene sijaintiin x: o ¥ o

Koska
tavoitteena on
piirtad
epasaannollinen
monikulmio,
niin kéytan
apuna kaskyé,
joka valitsee
satunnaisluvun
halutulta
vélilta.

Lopputulos
vaihtelee. Talla
suorituskerralla

lopputulos on
tallainen.

[®,

4. Mité opit téstd vertailusta?

3. Miksi naméa kummatkin tavat toimivat?

1. Miten Kalle ratkaisi tehtavan? Enta Leena?

2. Mitéd samanlaista ja mité erilaista heiddn tavoissaan on?
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Vertailutehtidva: Mystinen luku 7 - kahden pisteen vélinen etéisyys

Kalle ja Leena ovat laskeneet labyrintissi olevien vihrein ja mustan
pisteen vilisen etidisyyden eri tavoilla.

(A

B
L

Kuvan koko on 800 kertaa 500 pikselii.

Kallen tapa

Leenan tapa

Liikun
vihrealta
pisteelta
mustalle

pisteelle sadan
pisteen
mittaisissa
askeleissa.

[ Tndinal ] LRl

L

T_

t
\
'

Askeleita tuli
yhteensé seit-
seméntoista.
Vastaus on
tassa.

1700

Lasken
pisteiden
vélisen
etaisyyden
kiiyttamailld
Pythagoraan
lausetta

22 442 = 22,

L

Sijoitan
kateettien x ja
y paikalle
labyrintin
mitat ja
ratkaisen
hypotenuusan
z.

V8002 + 5002 = 22

Saan
vastauksen.

&

943

1. Miten Kalle ratkaisi tehtavan? Enta Leena?

2. Kumman tapa on jarkevampi? Miksi?

3. Mité opit téstd vertailusta?
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Pohdintatehtiava 3.4. Mystinen luku 7 - murtoviivan pituus

Murtoviivan pituus

Uusi kuva

lilku @ askelta

kaanny C* @ astetta

liiku @ askelta \‘

kaanny ) @ astetta

liiku @ askelta

kaanny C* @ astetia

liku @ askelta

kaanny *) @ astetia

liku @ askelta

Uusi kuva

liiku G askelta ’7

kaanny O o astetta

s
EEND @ asteita

liku @ askelta

kaanny ) @ astetta

liku @ askelta

1. Kuinka pitkia edelliset murtoviivat ovat?
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Vertailutehtidva: Mystinen luku 7 - piirtoalue

Kalle ja Leena ovat ovat piirtidneet erikokoiset monikulmiot.

Kallen tapa Leenan tapa

Uusi kuva Uusi kuva
Piirrén toista o kertaa toista 0 kertaa Kéytén vanhaa
monikulmion tuttua
kéayttamaélla liiku @ askelta liiku @ askelta loop-rakennetta
loop- i r monikulmion
rakennetta. kaanny C* @ astetia piirtdmiseen.
Jostakin syysté
Tuloste on hiiri ei palaa
tassé. takaisin aloi-

tuspisteeseen.

&,

1. Miten Kalle ratkaisi tehtdvan? Entd Leena?
2. Mita samanlaista ja mité erilaista heiddn tavoissaan on?
3. Miksi Kallen ratkaisu toimii mutta Leenan ei?

4. Mité opit téstd vertailusta?
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Kalle ja Leena ovat maarittaneet kahdeksankulmion vastakkaisten
pisteiden valisen etaisyyden kahdella eri tavalla.

Kallen tapa Leenan tapa
r \ r \
Uusi kuva
osota swuntaon () 1 @€ Tein ohjelman,
Tein ohjelman joka piirtaa
q T Uusi kuva @@ ool
joka piirtaa sadnnollisen
puolikkaan osoita suuntaan () kahdeksankul-
saannollisen : : oy O €2 1 @) esters mion ja
kahdeksankul- o > tallentaa
mion, koska | | (= e it matkan
silloin hahmo kaanny C* () astetta _ n puolivalissa
on paatynyt i e fEss hahmon
lahtopisteen s, (o - o x-koordinaatin
vastakkaiseen muuttujan
pisteeseen. "halkaisija’
o O . O arvoksi.
Hahmoni Hahmoni
ilmoitti lopuksi o - ilmoitti lopuksi
e s Halkaisija on Halkaisija on I,
sdénnollisen 108 63961030678928 117.59066683867389 sddnnollisen
kahdeksankul- kahdeksankul-
mion mion
vastakkaisten vastakkaisten
pisteiden pisteiden
vélisen vélisen
etaisyyden. etaisyyden.
L ) L )

{2

1. Miten Kalle ratkaisi tehtévin? Entd Leena?

2. Mitéa samanlaista ja mité erilaista heiddn tavoissaan on?

3. Kumman tapa on oikein? Miksi oikea tapaa toimii? Miksi vaéra ei toimi?

4. Mita hyvid ja mitd huonoja puolia ohjelmissa on?

5. Mité opit tésta vertailusta?
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LIITE A

Korkeampi ulottuvuus ja fraktaalit

4. Pinta-ala, eli 2-alotteinen tilavuus

Seuraavaksi kdsittelemme pinta-alaa. Edellisessd kappaleessa ldhtokohtana oli janan pituus,
joka oletettiin tunnetuksi. Nyt puolestaan ldhdetddn nelion pinta-alasta, ts. nelion, jonka
sivun pituus on 4, pinta-ala on a?. Esimerkiksi, jos nelién sivun pituus on 1 cm, niin sen
pinta-ala on 1 cm?.

Maairitelma 4.1. Asetetaan tasoon sddnnollinen ruudukko, jossa ruudun koko on a X a.
Tasoalueen E, a-pinta-ala mééaritellddn laskemalla yhteen niiden ruutujen pinta-alat, jotka
eivdt ole kokonaan tasoalueeseen E ulkopuolella.

Tasoalueen E pinta-ala mééaritellddn a-pinta-alojen arvona kun a pienenee kohti nollaa.

Tehd&an seuraavaksi ohjelma, jota voidaan hyddyntdd myohemmmin pinta-alaa laskettaes-
sa.

Ohjelmointitehtdva 4.2. Tee ohjelma, joka piirtdd ruudukon annetulla ruudun sivulla.

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 4.2):

(1) Hahmotelkaa ruudukosta kuva paperille.
(2) Mitd kuviota toistetaan?
(3) Mitkd muuttujat ohjelmalle tulee antaa?

Harjoituksena voit tarkistaa méaaritelman mielekkyyden laskemalla sen avulla suorakaiteen
pinta-alan.

Ohjelmointitehtdava 4.3. Lataa valmis ohjelma suorakaide.sb2 ja aja se. Sinun pitdisi
ndhdéd ruudukkoja suorakaide S. Laske (ruudusta katsoen) kuinka monta ruutua eivit ole
kokonaan S:n ulkopuolella ja médéritd S:n a-pinta-ala. Toista timd muutamalla muuttujan
a eri arvoilla. Miten a-pinta-alat kdyttaytyvit, kun a pienenee?

Vihjeet ja neuvot (Pohdinta 4.3): Tee taulukko, johon merkitddn

(1) kédytetyn nelion sivu b,

(2) pinta-ala b?,

(3) suorakaiteen b-pinta-ala ja
(4) suorakaiteen a-pinta-ala.

Kasvata ja pienennd lukua b esim. b = 2a ja a/2. Miten a-pinta-ala muuttuu?

39



40 A. KORKEAMPI ULOTTUVUUS JA FRAKTAALIT

Ohjelmassa 4.3 ruudukko oli asetttu suorakaiteen sivujen suuntaisesti. Tehtdvaa voi muokata
kiertamalla suorakaidetta. Muuttuuko tehdyt havainnot?

Tarkastellaan seuraavaksi ympyran sisddn rajaaman alueen (eli ympyrékiekon) pinta-alaa.

Madritelma 4.4. Ympyritkiekko on tasojoukko, jonka pisteet ovat yhta etaalla tai ldhempana
annetua pistetta.

Huomaa, ettd ympyrdkiekon reuna on ympyra. Aloitetaan ympyrékiekon tutkiminen teke-
maélld alustavia havaintoja.

Ohjelmointitehtava 4.5. Lataa valmis ohjelma ruudukko . sb2 ja aja se. Sinun pitdisi ndhda
ruudukko ja ympyrékiekko Y. Laske (ruudusta katsoen) kuinka monta ruutua eivit ole
kokonaan Y:n ulkopuolella ja mééritd Y:n a-pinta-ala. Toista tdmad muutamalla muuttujan
a eri arvoalla. Miten a-pinta-alat kdyttaytyvét, kun a pienenee?

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 4.5): Tee taulukko, johon merkitddn

(1) kédytetyn nelion sivu b,

(2) pinta-ala b?,

(3) suorakaiteen b-pinta-ala ja
(4) suorakaiteen a-pinta-ala.

Kasvata ja pienennd lukua b esim. b = 2a ja a/2. Miten a-pinta-ala muuttuu?

Vaikuttaako ruudukon kiertdminen tulokseen kuten suorakaiteen tapauksessa?

Tarkastele, miten edellisessd ohjelmassa ruudukko oli rakennettu. Ihmisen on helppo havaita
geometrisia sédnnénmukaisuuksia globaalilla tasolla, silld ihmisen ndkoaisti on erikoistunut
tdhédn. Sen sijaan tietokone toimii taas kerran paremmin, kun silld on késiteltdvanaan suuri
madra yksinkertaisia objekteja, tdssd tapauksessa ruutuja. Tdama on erds huomioitava seikka
seuraavaa ohjelmointihaastetta ratkottaessa. Kuten aiemmin, ohjelman suunnitteleminen
kannattaa jakaa pieniin osiin. Opettaja antaa tarvittaessa vihjeitd, minkélaisilla periaatteilla
osat voisi muodostaa, sen jdlkeen kun olette itse niitd jonkin aikaa pohtineet.

Lasketaan seuraavaksi ympyrékiekon pinta-ala.

Ohjelmointitehtava 4.6. Kirjoita ohjelma, joka laskee Maédritelméan 4.1 mukaisesti ympy-
rakiekon pinta-alan.

Yleistd ja arvioi:

e Kuinka tarkka on ohjelman laskema arvo?

e Antaako ohjelma sekd yla- ettd alarajan arvolle?

¢ Toimiiko ohjelma mielivaltaiselle keskuspisteelle ja siteelle?

e Vertaa erilaisten ympyrakiekkojen séteitd ja pinta-aloja. Mitd havaitset?
e Miten ldhestyin ongelmaa, mitd vaikeuksia kohtasin, ja miten ne hoidin?

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 4.6):



5. :N PALUU 41

(1) Piirtakaa tilanteesta kuva paperille. Miten ruudukko asetetaan suhteessa ympy-
raan?

(2) Mitd parametreja ohjelmalle tulee antaa?

(3) Kun ohjelma on valmis, niin taulukoikaa pinta-aloja erilaisille ympyrékiekoille.

Téssa haastavassa tehtdvassa voi antaa ainakin seuraavat vihjeet:

(1) Ratkaise ensin osaongelma: yksi kiekko ja yksi nelio, leikkaako vai ei?

(2) Ratkaise ensin helpompi ongelma: milloin nelion keskipiste on kiekon sisalla?

(3) Ratkaise ensin se ongelma jonka osaat: nelién ylanurkka (jos ryhma on keksinyt
taméan tapauksen, mutta empii ldhted toteuttamaan sitd).

(4) Mita tietoja tarvitaan? 100 nelittd vai 10*10 ruudukko: ero tiedon méaéarassa.

Ohjelmista 4.5 ja 4.6 huomataan, ettd a-pinta-ala antaa aina yldrajan tasoalueen pinta-alalle.
Miten a-pinta-alan méadritelmaa tulisi muuttaa, ettd sen avulla saisi laskettua alarajan tasoa-
lueen pinta-alalle?

Pohdintatehtava 4.7. Muokkaa a-pinta-alan méaritelméaa (Méaaritelma 4.1) sellaiseksi, ettd
se antaa tasokuvion pinta-alalle alarajan.

Vihjeet ja neuvot (Pohdinta 4.7):

(1) Piirtdakaa renkaasta kuva paperille.
(2) Mita tarkoittaa, ettd "a on pieni verratuuna lukuun r'?

Kuten edellisessd luvussa, empiirinen aineisto tukee otaksumaa, ettd ympyrékiekon pinta-
ala on suoraan verrannollinen sdteen nelidon. Seuraavaksi tehtdva on osoittaa tima, maari-
telmiin perustuen.

Pohdintatehtivi 4.8. Osoita, ettd ympyrékiekon, jonka sdde on on r > 0, pinta-ala on cr?,
missd ¢ > 0 on vakio.

Vihjeet ja neuvot (Pohdinta 4.8):

(1) Piirtdkaa tilanteesta Méaaritelmien 4.1 ja 4.4 mukainen kuva paperille.
(2) Miten ympyrékiekon a-pinta-alaa voi arvioida?
(3) Miten mddritelman avulla voi arvioida ympyrakiekon pinta-alaa?

5. m:n paluu

Edellisessa kappaleessa on osoitettu, ettd ympyrdakiekon pinta-ala on suoraan verrannollinen
sdteen nelioon. Téassa kappaleessa osoitetaan, ettd verrannollisuuden vakio on sama luku 7,
joka esiintyy ympyrén pituuden yhteydessa.

Maiiritelma 5.1. Rengas on tasojoukko, jonka pisteiden etdisyys annetusta pisteestd ovat
kahden annetun positiivisen luvun viélild. Lukujen erotus on renkaan paksuus.
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Tarkastellaan renkaan pinta-alaa.

Ohjelmointitehtava 5.2. Kirjoita ohjelma, joka laskee Maéaritelmén 4.1 mukaisesti ren-
kaan pinta-alan.

Yleistd ja arvioi:

e Kuinka tarkka on ohjelman laskema arvo?

¢ Antaako ohjelma sekd yla- ettd alarajan arvolle?

e Toimiiko ohjelma mielivaltaiselle keskuspisteelle ja siteelle?

e Vertaa erilaisten renkaiden séteitd ja pinta-aloja. Mitd havaitset?

e Miten ldhestyin ongelmaa, mitd vaikeuksia kohtasin, ja miten ne hoidin?

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 5.2):

(1) Piirtdkaa renkaasta ja a-pinta-alan laskemisesta hahmotelma paperille.

(2) Voiko ohjelmassa hyodyntdaa ympyrakiekon pinta-alan laskevaa ohjelmaa (Oh-
jelm 4.6)?

(3) Mitkd muuttujat ohjelmalle tluee antaa?

(4) Taulukoi ohjelman laskemia pinta-aloja eri sdteilld ja keskipisteilla.

Pohdintatehtdva 5.3. Osoita, ettd rengas, jonka sdde on on r > 0 ja paksuus b, pinta-ala
on noin 7trb kun b on pieni verrattuna lukuun 7.

Vihjeet ja neuvot (Pohdinta 5.3):

(1) Piirtakaa renkaasta kuva paperille.
(2) Mitad tarkoittaa, ettd "b on pieni verratuuna lukuun "?

Ympyrékiekko voidaan ajatella myos koostuvan dérellisestd maarasta renkaita. Siten kiekon
pinta-ala voidaan laskea renkaiden pinta-alojen avulla.

Pohdintatehtivi 5.4. Osoita, ettd ympyrikiekko, jonka sdde on on r > 0, pinta-ala on 72,
missd 7 > 0 on mddritelty ylla.

Vihjeet ja neuvot (Pohdinta 5.4):

(1) Piirtdkaa tilanteesta hahmotelma paperille.
(2) Miten renkaiden avulla voi "tdyttda"ympyrakiekon?
(3) Voiko Pohdintaa 5.3 hyodyntada?

Ympyrikiekon pinta-alaa voi ldhestyd myds seuraavan tehtdavin avulla:

Ohjelmointitehtdva 5.5. Tee nelio 2r ja sen sisddn ympyrd sdde r. Sitten arpomalla mer-
kitdan pisteitd nelioon. Lopuksi lasketaan ympyrén sisdlld olevien pisteiden suhteellinen
osuus. Miten tdma liittyy lukuun 7t?
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Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 5.5):

(1) Piirtdkaa tilanteesta hahmotelma paperille.
(2) Valitse ohjelmaa varten sopiva r (esim. 100)
(3) Piirra pisteet kuvaan eri véreilld ympyran sisd- ja ulkopuolelle

6. Rekursio

Rekursiivinen médritelma esiintyy matematiikassa sddnnéllisesti. Tavoitteemme on tarkas-
tella fraktaaleita, joista yksinkertaisimmat mddritellddn rekursion avulla. Ensimmdinen re-
kursioon liittyva esimerkki on kertoman laskeminen positiiviselle kokonaisluvulle. Vaikka
kasite on tuttu, niin rekursiivisen ohelman tekeminen voi olla haastavaa. Tavoitteena on

e ymmartdd miten rekursio toimii
¢ milloin rekursio lopetetaan (jos kyseessd on ddrellinen méara iteratioita) ?
e miten rekursiota voi hyddyntédéd (ongelman ratkaisussa ja ohjelmoinnissa) ?

Rekursiossa ohjelma kutsuu itseddn uudestaan yksinkertaisemmalla syotteelld. Esimerkiksi
rekursiivinen lukujonon jdrjestiminen (Tapa 1 sivulla 3). Rekursiivinen ohjelma on usein
helpompi toteuttaa ja se tukee rinnakkaislaskentaa.

Tarkastellaan postiivisen kokonaisluvun n kertoman n! =1-2-... - n laskemista. Silmukan
avulla toteutettu ohjelma voisi olla toteutettu seuraavasti

kertomal(n):
alusta tulos arvolla 1
toista luvuilla k = 1,2, ..., n lasku tulos=tulos -k
palauta tulos

Rekusrsiivisessa ohjelmassa kutsutaan itse ohjelmaa uudelleen

kertoma2(n):
jos n on 1, niin palauta 1
jos n on suurempi kuin 1, niin palauta n- kertoma2(n — 1)

Ohjelmointitehtiva 6.1. Kirjoita silmukan avulla ohjelma, joka laskee positiivisen koko-
naisluvun kertoman.

Kirjoita avulla ohjelma, joka laskee rekursiivisesti positiivisen kokonaisluvun kertoman.
Yleistd ja arvioi:

e Mitd ero on ohjelmilla on?

e Mitkd ovat kummankin ohjelman hyvit ja huonot puolet?

e Miten ohjelmat toimivat, jos syote ei ole kokonaisluku?
e Miten ohjelmat toimivat, jos syote on negatiivinen?

Ohjelman 6.1 tekemisessd oppilaille voi olla hyodyllistd laskea paperilla konkreettinen esi-
merkki vaikka 7!.

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 6.1): Jos ryhmailld on vaikeuksia hahmottaa rekursiivista
ratkaisua, voit kdyttaad seuraavia neuvoja:

(1) Laske kertomat 1!, 2!, 3!, 4! ja 5!.
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(2) Miten luvun kertoma n saadaan palautettua luvun n — 1 kertomaan?
(3) Mitéd ohjelma palauttaa kunn = 1?

Vastauksia kysymksiin:

e Toinen suorittaa laskun yhdelld funktiokutsulla ja toinen useammalla.

e For-silmukan hyva puoli on sen selkeys. On helppo ymmartdd, ettd ohjelma
toimii oikein. Silmukkaratkaisun huono puoli on sen hitaus.
Rekursiivisen ohjelman hyva puoli on sen lyhyt toteutus. Lisdksi suurella luvulla
n laskennan voisi jakaa useammalle prosessorille ja ndin nopeuttaa laskemista.
Rekursiivisen ohjelman oikeellisuus on vaikeampi tarkistaa ja ikuisen silmukan
mahdollisuus on suurempi.

e Jos n ei ole kokonaisluku, niin molemmat ohjelmat toimivat samalla tavalla vaa-
rin.

e Jos n on negatiivinen, niin molemmat ohjelmat toimivat vadrin ja rekursiivinen
ohjelma joutuu mahdollisesti ikuiseen silmukkaan.

Seuraavaksi tarkastellaan Cantorin joukkoa. Kyseessd on yksikkojanan osajoukko, joka saa-
daan muodostettua seuraavasti:

Mairitelma 6.2. Mddritelldan joukot C,,.

(1) joukko Cy: jana pisteestd (0, 0) pisteeseen (1,0)

(2) joukko C;: poista edellisen kohdan janasta keskimmdinen kolmannes, jolloin
jaljelle jaa janat pisteestd (0, 0) pisteeseen (1/3,0) ja pisteestd (2/3,0) pisteeseen
(1,0)

(3) joukko C,: poista edellisen kohdan janoista keskimmainen kolmannes

Cantorin joukko C saadaan raja-arvona C = lim,,_,o, C,,.

Huomataan, ettd Cantorin joukon méaritelmd on rekursiivinen. Joukko C; muodostuu yh-
destd janasta. Sen jalkeen seuraava joukko C, saadaan edellisestd korvaamalla jokainen jana
kahdella lyhyemmalld janalla.

— — — — — — [ - [ ——

Kuva 1. Joukot C;, Cy, C3 ja Cy. Jokaisessa joukossa pisteet (0,0) ja (1, 0) on merkitty.

Cantorin joukon C maédritelméssd ehto (2) on esitetty ymmartdmisen helpottamiseksi. Se
on yliméddrdinen, koska se sisdltyy ehtoon (3). Ideana rekursiivisessa ohjelmassa on kutsua
ohjelmaa uudestaan kahdesti: kerran vasemman puoleiselle ja kerran oikean puoleiselle
janalle. Kun haluttu iteraatiosyvyys n on saavutettu piirretdadn yksi jana. Iteraatio syvyydelle
kannattaa luoda muuttuja, jota kasvatetaan jokaisella iteratiivisella kutsulla.

Ohjelmointitehtidva 6.3. Tee ohjelma, joka piirtdd edelld esitetyn maaritelman mukaan
joukon C,,.

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 6.3): Jos ryhmadlld on vaikeuksia hahmottaa tilanne, voit
kayttad seuraavia neuvoja:

(1) Piirtdkdd hahmotelma joukoista C;, C; ja C; paperille.
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(2) Mikd mddritelmdn kohdista on lopetusehto? Ja minka avulla muodostetaan ite-
raatio?

(3) Mitd ohjelman tulee tehdédédn, kun lopetusehto tayttyy?

(4) Kuinka monta kertaa ohjelmaa kutsutaan uudestaan yhdelld iteraatiolla?

Funktiolle kannattaa antaa muuttujaksi janan péatepisteet ja kokonaisluku, joka vastaa
joukon Cj arvoa k.

Ohjelma 6.3 piirtdd joukon C,. Indeksin n kasvaessa piirretty C,, muistuttaa enemman Can-
torin joukkoa C. Joukkoa C ei voi piirtés, silld se koostuu yksittdisistd pisteistd ja jokainen C,
koostuu lyhyista janoista.

Joukko C; on jana, jonka pituus on 1, ja joukkojen C, janojen yhteispituus on enintddn 1.
Seuraavaksi tarkastelemme janojen yhteispituutta.

Pohdintatehtdva 6.4. Kuinka monta janaa on joukossa C,? Mikd on joukon C, janojen
yhteispituus?

Vihjeet ja neuvot (Pohdinta 6.4):

(1) Piirtdkda hahmotelma joukoista C;, C,, C; ja C4 paperille.

(2) Laskekaa janojen lukumaéra piirretyissa joukoissa. Kuinka monta janaa on jou-
kossa C,?

(3) Minka pituisia janoja on joukossa Cy, Cs ja C4? Kuinka pitkid ne ovat?

(4) Hyddynna janan pituuksia ja janojen lukumadaraa janojen yhteispituuden maa-
rittdmiseen.

(5) Voitko hyédyntda ohjelmointitehtdvén ratkaisua (mahdollisesti hieman muokat-
tuna) ratkaisusi tarkastamiseen?

Muistuta tarvittaessa ryhmid geometrisen sarjan summakaavasta.

7. Fraktaali

Fraktaalin mddritteleminen matemaattisesti on melko monimutkaista ja emme tee sitd tés-
sd materiaalissa. Tarkoitamme fraktaalilla joukkoa, jonka dimensio (katso seuraava luku) ei
ole kokonaisluku. Esimerkiksi Cantorin joukko on tdssd mielessd fraktaali. Dimensio vaa-
timuksesta seuraa, ettd fraktaalilla on tietynlainen rakenne riippumatta siitd kuinka paljon
suurennamme sitd. Seuraavaksi tarkastelemme kahta eri tason fraktaalia. Usein fraktaali
madritellddn kuten Cantorin joukko, raja-arvona iteratiivisesti muodostetuista joukoista.

Ensimmadinen tason fraktaali on Sierpifiskin kolmio. Se muodostetaan tasakylkisten kolmioi-
den avulla.

Madiritelma 7.1. Médritelldan joukot S,,.

(1) joukko S;: tasakylkinen kolmio

(2) joukko S,,1: muunna jokainen kuvion S, tasakylkinen kolmio kuvan 2 mukaisesti
kolmeksi uudeksi pienemmaksi taskylkiseksi kolmioksi

Sierpinskin kolmio S saadaan raja-arvona S = lim,,_, Sj,.
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Kuva 2. ]OUkOt Sl, 52, S3, 54 ja 55.

Sierpiniskin kolmio on mdaritelty yksinkertaisesti tasakylkisten kolmioiden avulla. Ennen
joukkojen S, piirtdmistd anna oppilaiden tutkia méaritelmadd madrittamalld kolmioiden lu-
kumddrid ja sijainteja. Niiden tutkiminen auttaa myos mydhemmin dimension ymmartami-
sessa.

Huomataan, ettd joukkojen S, mééritelmé on rekursiivinen.

Pohdintatehtdva 7.2. Kuinka monta kolmiota on joukossa S,,?

Vihjeet ja neuvot (Pohdinta 7.2): Jos ryhmailld on vaikeuksia hahmottaa tilanne, voit
kdyttdd seuraavia neuvoja:

(1) Piirtdkdd hahmotelma joukoista Si, S; ja S3 paperille.

(2) Mita tapahtuu kolmiolle S;, kun muodostetaan S,?

(3) Mita tapahtuu yksittdiselle kolmiolle joukossa S,, kun muodostetaan S;?
(4) Kuinka monta kolmiota yhdestd kolmiosta tulee?

Ennen Ohjelman 7.3 tekemistd kannattaa tehdd ohjelma, joka piirtda tietyn kokoisen tasa-
kylkisen kolmion tiettyyn paikkaan. Tamé voidaan antaa oppilaille valmiina tai se voi olla
ohjelma, jonka oppilaat ovat tehneet aiemmin.

Ohjelmointitehtdva 7.3. Tee iteratiivinen ohjelma, joka piirtdd edelld esitetyn maaritel-
méan mukaan joukon S,,.

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 7.3): Jos ryhmadlld on vaikeuksia hahmottaa tilanne, voit
kdyttaad seuraavia neuvoja:

(1) Piirtakda hahmotelma joukoista S;, S; ja S3 paperille.

(2) Mitd tapahtuu yhdelle kolmiolle, kun siirrytdaan joukosta S; joukkoon S,? Kuinka
monta kolmiota yhdesta tulee? Missa uudet kolmiot sijaitsevat? Minka kokoisia
uudet kolmiot ovat?

(3) Milloin rekursio lopetetaan? Mita silloin piirretdan?

Seuraavaksi esittelemme fraktaalin, jota kutsutaan nimelld Kochin lumihiutale.

Mairitelma 7.4. Mddritelldan joukot K,,.
(1) joukko Kj: tasakylkinen kolmio, joka muodostuu kolmesta janasta
(2) joukko K,.1: tee jokaiselle kuvion K, janalle kuvan 3 mukainen kulmamuunnos

Kochin lumihiutale K saadaan raja-arvona K = lim,,_,« K,,.
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Kuva 3. Kulmamuunnos, joukot K, K, K3 ja Ky.

Kochin lumihiutaleessa keskeisend asiana on kolmiomuunnos. Ennen Ohjelmaa 7.5 on hyva
tehdd ohjelma, joka piirtdd annetulle janalle kolmiomuunnoksen. Tdméa ohjelma voidaan
tatrvittessa antaa oppilaille valmiina.

Ohjelmointitehtava 7.5. Tee iteratiivinen ohjelma, joka piirtdd edelld esitetyn maaritel-
méan mukaan joukon K,,.

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 7.5): Jos ryhmadlld on vaikeuksia hahmottaa tilanne, voit
kdyttad seuraavia neuvoja:

(1) Piirtdkda hahmotelma joukoista Kj, K; ja K3 paperille.
(2) Mika on rekursion lopetusehto? Mita silloin piirretddn?

Tarkastellaan lopuksi joukkojen K, janojen lukumaéaraa. Kuten Cantorin joukon tapauksessa,
tama tarkastelu auttaa maaritelmédn ymmaértamistd ja helpottaa myohemmin dimension
laskemista. Huomataan, ettd kulmamuunnoksessa kolmion poistaminen (ja uloimien janojen
sdilyttdminen) tuottaa Cantorin joukon.

Pohdintatehtdva 7.6. Kuinka monta janaa on joukossa K;,? Mitd yhteistd on Kochin lumi-
hiutaleella ja Cantorin joukolla?

Vihjeet ja neuvot (Pohdinta 7.6): Jos ryhmaélld on vaikeuksia hahmottaa tilanne, voit
kdyttad seuraavia neuvoja:

(1) Kuinka monta janaa yhdesté janasta tulee kulmamuunnoksessa?

(2) Piirtdkda hahmotelma joukoista Kj, K ja K3 paperille. Kuinka monta janaa jou-
koissa on?

(3) Kochin lumihiutaleessa kdytettiin kulmamuunnosta. Minkédlainen muunnos on
Cantorin joukon konstruktiossa?

Kochin lumihiutaleesta voidaan tehdd helposti muunnoksia muuttamalla kolmiomuunnos-
ta. Muunnoksessa keskimmadinen kolmannes voidaan korvata esim. neliolla. Kolmimuun-
noksen kolmion kokoa voidaan my6s muuttaa: kolmanneksen sijaan valitaan neljannes.
Kolmiomuunnosta muokatessa tulee varmistua, ettei fraktaalin kédyra leikkaa itseddn.

8. Dimensio

Tarkastelemme dimensiota. Esimerkiksi pisteen dimensio on 0, suoran tai janan dimensio on
1ja tason tai ympyréakiekon dimensio on 2. Edelld esitetyt fraktaalit edustavat yksinkertaisia
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konstruktioita, joiden dimensio ei ole kokonaisluku. Cantorin joukon dimensio on “enem-
méan” kuin pisteen, mutta “vdhemman” kuin suoran. Sierpiriskin kolmion ja Kochin lumi-
hiutaleen dimensio on “enemman” kuin suoran, mutta “vihemman” kuin tason. Dimensio
voidaan maéaéritelld usealla eri tavalla, joista erds on Minkowskin dimensio. Se perustuu eri
kuvion peittdvien r-sédteisten ympyrakiekkojen lukumdaradn, kun r 1dhestyy nollaa.

Mairitelma 8.1. Olkoon E tason joukko. Sanomme, ettd joukko E voidaan peittdd joukoilla
A1, Ag,. .., Ay, jos

Merkitdan luvulla N, (E) pienintd méaara r-sateisid ympyrakiekkoja, joiden avulla voidaan
peittdd joukko E.

Joukon E dimensio on
. . log N,(E)
dim(E) = lim ————

r—0 —logr

Kuva 4. Sininen monikulmio on peitetty saman séteisillda ympyroilla.

Tarkastellaan Mééritelméssa 6.2 esitetyn joukon C, peittamista r-sateisilla ympyrékiekoilla.

Joukossa C, on 2""! kappaletta 3!™" pituista erillistd janaa (tdimaé laskettiin Pohdinnassa 6.4).
Merkitdan r; = 3. Joukko C; voidaan peittdd 3! kiekolla, joiden side on ;. Joukko C,
voidaan peittdd 2, ri-sdteiselld ympyrékiekolla, jos i < 2, ja 2" - 372, jos i > 2. Joukko Ci
voidaan peittdd 2"}, r;-siteisellda ympyrikiekolla, jos i < n,ja 2" - 377 jos i > n.

Ohjelmointitehtdva 8.2. Tee ohjelma, joka laskee kuinka monella r-sdteiselld ympyrakie-
kolla voidaan peittdd C,.

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 8.2): Jos ryhmalld on vaikeuksia hahmottaa tilanne, voit
kdyttdd seuraavia neuvoja:

(1) Joukot C, koostuvat janoista. Miten jana voidaan peittdd ympyrakiekoilla?

(2) Hahmottele kuva joukoista C, ja niiden peittdvistd ympyrakiekoista arvoilla n =
1,2,3.

(3) Jos peittdiminen tuottaa ongelmia, niin kertaa Luku 4.

(4) Laske ympyrakiekkojen méara ensin paperilla.

(5) Miten sdteen r arvo vaikuttaa joukon C, peittamiseen?
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Pohdintatehtdva 8.3. Osoita, ettd Cantorin joukon dimensio on log 2/ log 3.

Pohdinnassa 8.3 lasketaan Cantorin joukon dimensio. Sen laskeminen perustuu Ohjelman 8.2
yhteydessa laskettuun arvoon N(C,).

Pohdintatehtdva 8.4. Voiko médritelméassd kayttdd ympyrdakiekkojen sijaan nelioitd tai
tasakylkisid kolmiota?

Tarkastellaan tilannetta k = i. Silloin

log 2i-1 i —1 log?2 log2 log2

dim(C,) = lim L = lim : %87 _ im °8< _ 98 .
im0 —log 37 inw1-i-log3 io~log3 log3

Vihjeet ja neuvot (Pohdinta 8.4): Jos ryhmalld on vaikeuksia hahmottaa tilanne, voit
kdyttdd seuraavia neuvoja:

(1) Jos ympyrakiekon koko méaériteltiin sdteen r avulla, niin miten nelién ja kolmion
koko kannattaa maaritella?

(2) Miten yksittdinen ympyrdkiekko avulla voidaan peittdd yhdelld neliolla tai kol-
miolla? Hahmottele tilannetta kuvan avulla.

(3) Miten yksittdisestd tapauksesta padstdan koko joukon peittdamseen? Hahmottele
tilannetta kuvan avulla.

Koska Cantorin joukko on suoran osajoukko, niin sen dimension on enintddn 1. Pohdin-
nan 8.4 mukaan dimensio on log2/log3 = 0,63. Sierpiriskin kolmio ja Kochin lumihiutale
ovat tason osajoukkoja, joten niiden dimensio on enintdan 2.

Lasketaan seuraavaksi Sierpifiskin kolmion dimensio.

Ohjelmointitehtdva 8.5. Tee ohjelma, joka laskee kuinka monella r-sdteiselld ympyrakie-
kolla voidaan peittdd S,,.

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 8.5): Jos ryhmalld on vaikeuksia hahmottaa tilanne, voit
kdyttdd seuraavia neuvoja:

(1) Joukot S, koostuvat tasakylkisistd kolmioista. Miten tasakylkinen kolmio voi-
daan peittdd ympyrakiekoilla?

(2) Piirrd kuva joukoista S,, n = 1,2, 3, ja niiden peittdmistd ympyrakiekoista.

(3) Mika sateen r arvo vaikuttaa joukon S, peittdmiseen?

Pohdinnassa 8.6 lasketaan Sierpinksin kolmion dimensio. Sen laskeminen perustuu Ohjel-
man 8.5 yhteydessé laskettuun arvoon N(S,,).

Pohdintatehtdva 8.6. Osoita, ettd Sierpinskin kolmion dimensio on log 3/ log 2.
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Vihjeet ja neuvot (Pohdinta 8.6):

(1) Hahmottele tilanteesta kuva paperille.
(2) Miten N(S,) lasketaan? (Ohjelma 8.5)
(3) Miten dimensio lasketaan? (Mé&aritelma 8.1)

Lopuksi lasketaan Kochin lumihiutaleen dimensio.

Ohjelmointitehtidva 8.7. Tee ohjelma, joka laskee kuinka monella r-siteiselld ympyrakie-
kolla voidaan peittdd K,,.

Vihjeet ja neuvot (Ohjelma 8.7): Jos ryhmadlld on vaikeuksia hahmottaa tilanne, voit
kdyttaa seuraavia neuvoja:

(1) Joukot K, koostuvat janoista. Miten jana voidaan peittdd ympyrakiekoilla?
(2) Piirrd kuva joukoista K,,, n = 1,2, 3, ja niiden peittamistd ympyrakiekoista.
(3) Mika sateen r arvo vaikuttaa joukon K, peittdimiseen?

Pohdinnassa 8.8 lasketaan Kochin lumihiutaleen dimensio. Sen laskeminen perustuu Ohjel-
man 8.7 yhteydessa laskettuun arvoon N(K,,).

Pohdintatehtdva 8.8. Osoita, ettd Kochin lumihiutaleen dimensio on log4/ log 3.

Vihjeet ja neuvot (Pohdinta 8.8):

(1) Hahmottele tilanteesta kuva paperille.
(2) Miten N(S,) lasketaan? (Ohjelma 8.7)
(3) Miten dimensio lasketaan? (Méaaritelma 8.1)



