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INSINOORIMATEMATIIKKA 1 & 3 1

Alkusanat

Tama moniste on laadittu TTY:n opintojaksoille Insin66rimatematiikka 1 ja
3. Moniste ei ole kattava itseopiskelupaketti, vaan se on tarkoitettu kéytet-
tavaksi luentojen seuraamisen ja harjoitustehtdvien ratkomisen tukena.

Matematiikan oppiminen on valitettavasti tyolasta. Pelkka luentojen kuun-
teleminen ja luentomonisteen tai kurssikirjan toistuvakaan lapilukeminen
ei johda oppimiseen. Oppimisen kannalta tarkeintd on itsendinen tyonteko:
luentomuistiinpanojen ja monisteen paattelyiden, todistusten ja esimerkkien
kayminen lapi kynéa ja paperia kdyttaen seka harjoitustehtavien ratkominen.
[tsendisen tyon suuri osuus kannattaa ottaa huomioon ajankdyttod suunni-
tellessa. Omalla ajalla tyoskentelyyn saattaa kulua sama tuntiméard miké
istumiseen luennoilla ja harjoituksissa.

Itsendinen tyonteko ei valttamatta tarkoita yksinaista puurtamista. Har-
joitustehtavia on usein hedelmallista pohtia pienessa ryhmaéssa. Jokaisen on
kuitenkin pidettava huoli omasta oppimisestaan, sillé tietyn kurssin osan hal-
litsee vasta, kun pystyy itsenaisesti kasitteleméén siihen liittyvid tehtavia.

Kurssikirjoina ovat Edwardsin ja Penneyn kirja [5] sekd Poolen kirja [13]
(ks. 1dhdeluettelo sivulla 256). Kirjojen kiayton helpottamiseksi otsikoissa vii-
tataan kurssikirjojen vastaaviin kohtiin: esimerkiksi viittaus [5, 1.1] tarkoit-
taa Edwardsin ja Penneyn kirjan [5] lukua 1.1.

Kommentteja painovirheista ja monisteesta yleisemminkin voi lahettaa
sahkopostitse kirjoittajalle: janne.kauhanen@tuni.fi.

Janne Kauhanen
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1 Joukko-opin, logiikan ja todistamisen pe-
rusteita

Luvussa 1 kerrataan ja esitelladn kaikilla matematiikan opintojaksoilla tar-
vittavia matemaattisia merkint6ja ja peruskasitteita seka todistustekniikkaa.
Keskeiset késitteet:

e Implikaatio ja ekvivalenssi.

e Joukko, joukkojen yhdiste, leikkaus, erotus ja komplementti.

e Olemassaolo- ja kaikkikvanttorit.

e Suora ja epasuora todistus, induktiotodistus.

Tavoitteena on oppia kiyttamadn em. merkintoja oikein ja lukemaan ja kir-
joittamaan yksinkertaisia todistuksia.

1.1 Lauselogiikan lause

Lauselogiikan peruskasite on lause, jonka totuusarvo on joko tosi (merkitdan
1 tai t) tai epatosi (merkitdén 0 tai e). Lauseita merkitdén p,q,r,... tai
A, B,C,.... Otetaan kidyttoon seuraavat viisi konnektiivia:

- negaatio ("ei”)
konjunktio ("ja”)
disjunktio ("tai”)

I < >

implikaatio
< ekvivalenssi

Lauseista voidaan muodostaa uusia lauseita konnektiivien avulla:

_|p 77ei p77
PAq "pjaq”
pVq "p tai q”
p—q ”jos p niin ¢q”

"p:sta seuraa q”

"p vain jos q”

”q aina kun p”

"p on riittdva ehto ¢:lle”

”q on valttaméaton ehto p:lle”
"p implikoi ¢:n”
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P4 q "p jos ja vain jos q”
"p ja q ovat yhtépitdavia”
"p ja q ovat ekvivalentteja”

Néita lauseita voidaan yhdistaa konnektiivien avulla esimerkiksi lauseiksi

(p)AN(pVae ja  (peq)VI(-g),
ja edelleen
(k)N (pVa) = ((p @)V (mg)) (1.1)

jne. Sovitaan konnektiiveille vahvuusjarjestys
(1) -
(2) Aja V (yhtd vahvoja)
(3) — ja <> (yhta vahvoja)

Talloin esimerkiksi lauseesta (1.1) voidaan jattda sulkuja pois:

APV =PV
Esimerkki 1.2. Jos z € R ja y € R (ts. z ja y ovat reaalilukuja), niin
seuraavat ovat lauseita:
p: 1z €N (ts. z on luonnollinen luku)
qg: y*=2
r: x+y>0
Naista voidaan muodostaa esimerkiksi lauseet
pVq: x on luonnollinen luku tai y? = 2.
ar: x4y <0
r—p: Josx+y >0, niin z on luonnollinen luku.
pA—q— —r: Jos z on luonnollinen luku ja y? # 2, niin = +y < 0.

Sen sijaan seuraavat eivat ole lauselogiikan lauseita, koska niilla ei ole to-
tuusarvoja:

b
x2+y2+22, a—2k7 T+ V.
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1.2 Totuusarvo ja totuustaulukko

Jos lauseiden p, q,r, ... totuusarvot on kiinnitetty, niin niistd konnektiiveja
kayttaen muodostettujen monimutkaisempien lauseiden totuusarvot maaray-
tyvit seuraavasta totuustaulukosta:

p q|-p PAqG pVqg p—q psg
1 1] 0 1 1 1 1
1 0,0 0 1 0 0
01/ 1 0 1 1 0
0 0/1 0 0 1 1

Matematiikassa siis sovitaan, ettd p V ¢ on tosi myos silloin, kun molem-
mat lauseet p ja ¢ ovat tosia. Luonnollisessa kielessa "tai” tulkitaan milloin
mitenkin, kuten esimerkeistd "Liittymislahjaksi saat repun tai puseron” ja
"Opiskelemaan péésee, jos kirjoittaa laudaturin matematiikasta tai saa yli
kymmenen pistettd padsykokeesta” voi havaita.

Implikaation maaritelméa voidaan perustella seuraavalla esimerkilla:

p: x>3
q: T >2

On jéarkevéa sopia, etta lause p — ¢ eli
>3 =z >2

on aina tosi, sijoitettiinpa luvun x paikalle mika tahansa reaaliluku.

Esimerkki 1.3. Tutki totuustaulukon avulla, milloin lause (p — ¢)A(q — p)
on tosi ja milloin epatosi.

Ratkaisu. Puretaan lause auki ja taytetdan totuustaulukkoa sarake kerral-
laan:

p ¢\p=>q gq—=p (pP—=>q9A(@—Dp)
T 1] 1 1 1
1 0| 0 1 0
01| 1 0 0
00| 1 1 1

Huomataan, etta kysytty lause on tosi, kun p ja ¢ ovat molemmat tosia tai
kun p ja g ovat molemmat epétosia. Muulloin lause on epétosi.

Esimerkki 1.4. Osoita, etta lauseella

Jos sataa, niin jaan kotiin
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on aina sama totuusarvo kuin lauseella
Ei sada tai jaan kotiin.

Ratkaisu. Merkitdan p : Sataa ja ¢ : Jadn kotiin. Rakennetaan totuustau-
lukko lauseille A = (p — ¢q) ja B = (—p V q):

P q|p—q —p —pVgq
1 1 1 0 1
1 0 0 0 0
0 1 1 1 1
0 0 1 1 1

Lauseilla A ja B on siten jokaisella rivilla sama totuusarvo.

Esimerkin 1.4 tapauksessa sanotaan, etta lauseet A ja B ovat loogisesti ekvi-
valentteja:

Maaritelma 1.5. Lausetta, joka on aina tosi riippumatta siina esiintyvien
lauseiden totuusarvoista, kutsutaan tautologiaksi.

Jos A <+ B on tautologia, niin sanotaan ettd A ja B ovat loogisesti ekvi-
valentteja ja merkitddn A < B.

Vastaavasti jos A — B on tautologia, niin sanotaan ettd B on A:n loogi-
nen seuraus ja merkitain A = B.

Korostetaan vield nédiden merkintoéjen eroa. Merkintda A — B tarkoittaa
lauselogiikan lausetta, jonka totuusarvo voi A:sta ja B:sta riippuen olla joko
tosi tai epéatosi. Merkitsemalld A = B tarkoitetaan sité, ettd lause A — B
on aina tosi, ts. B on tosi aina kun A on tosi. Merkintd on tiarked matema-
tiikassa, missd matemaattiset lauseet voidaan yleensa esittad implikaationa
A = B, missi A:ta kutsutaan oletukseksi ja B:té vditteeksi: jos oletus A on
tosi, niin viite B on myo0s tosi.

Tautologiat ovat keskeinen tyokalu matemaattisessa paattelyssa, kun to-
distetaan jotakin vaitetta tai muokataan sitd muodosta toiseen.
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Lause 1.6 (Paattelysaantoja).

e P& D (kaksoisnegaation poisto)
e pNVqg&qgVp ja pAgESqgAp (vaihdantalait)
e pVigVr)& (pVaq)V ja (liitintdlait)
A(gAr) & (p/\q)/\
e pA(gVr)e (A V(DAT) ja (osittelulait)
Vigar) e (pvagApVr)
e =(pVqg)e pAq  ja (de Morganin lait)
~(pAqg) & Vg
e pg (=9 N(@g—p) (ekvivalenssilaki)
s pA(p—4q) =¢ (suora todistus)
e (p—=q) & (—~g——p) ja (epdsuora todistus)
[pA((pA—g) = (rA-m))] = q

Nama sdannot voidaan todistaa suoraviivaisesti kirjoittamalla totuustauluk-
ko. Kaytannossa sdantoja ei pida eikd tarvitse opetella ulkoa, silld ne ovat
taysin arkiajattelun mukaisia.

Esimerkki 1.7. Olkoon
p : n on parillinen kokonaisluku ja ¢:n <O0.
Talloin véitteen
n on parillinen tai n < 0

negaatio =(p V q) on ensimméisen de Morganin lain mukaan loogisesti ekvi-
valentti lauseen —p A —q kanssa, eli negaatio on

n on pariton ja n > 0.

Huomautus 1.8. a) Liitdntalakien nojalla voidaan merkitdi pV gV r ja
PAgGNAT.

b) Suora todistus luonnollisella kielelld: Jos p on tosi ja p:sta seuraa ¢, niin
silloin ¢:n on oltava tosi.

c) Epésuora todistus luonnollisella kielelld: Jos p on tosi ja —¢ yhdessé ole-
tuksen p kanssa johtaisi johonkin (mihin tahansa) ristiriitaan = A —r, niin
talloin ¢:n on oltava tosi.



INSINOORIMATEMATIIKKA 1 & 3 10

1.3 Boolen algebra ja loogiset virtapiirit

Maaritellaan alkioille p ja ¢ € {0,1} komplementti p, tulo pq ja summa p+ q
seuraavan taulukon mukaisesti:

P q9|P pPg Ptq
1 110 1 1
1 0]0 O 1
0 1]1 O 1
0 0|1 O 0

Joukko {0, 1} varustettuna naill&d laskutoimituksilla on erds esimerkki ns.
Boolen algebrasta. Huomataan, etta komplementointi vastaa negaatiota (ei),
tulo konjunktiota (ja) ja summa disjunktiota (tai). Namé laskutoimitukset on
helppo muistaa, koska ainoana erona tavallisiin laskusaantoihin on 14+1 = 1.

Lause 1.9. Jokainen lauselogiikan lause voidaan esittad sellaisessa loogisesti
ekvivalentissa muodossa, jossa esiintyy vain konnektiiveja —, N ja V.

Todistus. (1) Kaikki implikaatiot voidaan esittdéd véitetyssa muodossa, silld
esimerkin 1.4 mukaan

(p—q) & (-pVa).

(2) Ekvivalenssilain ja kohdan (1) mukaan

peq)e (=N g—=p) e (-pVaA(-gVp)). O

Lauseen 1.9 mukaan kaikki lauselogiikan lauseet voidaan esittdéd Boolen al-
gebrassa ja siten lauseen totuusarvo voidaan selvittaa totuustaulukon ohella
myos em. laskusaannoilla.

Esimerkki 1.10. a) Selvitd lauseen =(=(p A q) A (¢ V7)) totuusarvo, kun
q ja r ovat tosia ja p epatosi.

b) Todista lauseen 1.6 suoran todistuksen saant6é p A (p — ¢q) = g Boolen
algebran avulla.

Ratkaisu. a) Nyt ¢ =r =1 ja p =0, joten

Lause on siis epatosi.
b) On osoitettava, ettd p A (p — ¢) — ¢ on aina tosi. Muokataan lause
muotoon, jossa ei esiinny implikaatioita:

pA(p—q)—dq =N (PVe =
& [H(pA(=pVa)Vd
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eli Boolen algebrassa p(p + ¢) + q. Nyt

riippumatta p:n arvosta, ts. lause on aina tosi.

Boolen algebran lauseet voidaan esittaa graafisesti loogisena virtapiiring, joka
koostuu seuraavista kolmesta alkeisverdjdsta:

p%ﬂp h—= )>—rre B >—»va

NOT AND OR

Tassa p ja q ovat ottoja ja —p, pAq ja pVq antoja. Usein kaytetadn myos veré-
jid XOR (jompi kumpi mutta ei molemmat) ja NAND (ei molemmat). Kéy-
tdnnossa verdjiat voidaan toteuttaa kayttamalla esimerkiksi releitd ja tran-
sistoreja ja sopimalla, etta jannite 0 V vastaa totuusarvoa 0 ja jannite 5 V
totuusarvoa 1.

Esimerkki 1.11. Lause p V (—p A ¢) loogisena virtapiirina:

p > | pV(=pAq)
g |

Huomataan, etta osittelulain mukaan

pV(pAQl < [(pV-p)APVaelepVy.

Sama toiminta saadaan siis aikaiseksi yhdella verajalla:
Ep et

1.4 Joukko [13, Appendix A]

Maaritelma 1.12. Joukko (set) on kokoelma olioita (joita nimitetdén jou-
kon alkioiksi tai jaseniksi (element, member)) siten, etti

o joukon alkioista voidaan sanoa, ovatko ne samoja vai eivéit, ja

» mista tahansa oliosta voidaan sanoa, onko se joukon alkio vai ei.
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Joukkoja merkitdan usein isoilla kirjaimilla A, B,C, ..., X,Y, Z ja alkioita
pienilla kirjaimilla a,b,c, ..., z,y, z. Joukko voidaan ilmaista luettelemalla
sen alkiot, esimerkiksi

{2,4,6,8}  tai  {2,4,6,...}

tai ilmaisemalla muutoin joukkoon kuulumisen valttaméaton ja riittava ehto,
esimerkiksi
{z : x on suomalaisen aakkoston vokaali}.

Merkintoja:
xr =1y alkiot z ja y ovat samoja,
x #y alkiot x ja y eivit ole samoja,
r €A x kuuluu joukkoon A, eli x on A:n alkio,
€ A x ei kuulu joukkoon A, eli x ei ole A:mn alkio,
ACB Aon B:n osajoukko: © € A= x € B,
A ¢ B A eiole B:n osajoukko,

A =B joukot A ja B ovat samoja: vt € A< x € B
(ts. AC Bja B CA),

0 tyhja joukko eli joukko, joka ei sisalla yhtddn alkiota.

Joukkoa, joka ei ole tyhja joukko, sanotaan epdtyhjiksi. Lisdksi joukko on
dadrellinen, jos se on tyhja joukko tai siind on vain aérellisen monta alkiota,
muutoin joukko on ddreton.

Huomautus 1.13. a) Aina ) C A ja A C A.

b) Viite A = B on usein helpointa todistaa kahdessa osassa: osoitetaan,
ettdi A C Bja B C A.

c) Osajoukolle voidaan kayttaa myos merkintdd A C B. Jos halutaan koros-
taa, ettd A on B:n aito osajoukko, niin voidaan merkitd A C B.

Muistetaan tutut perusjoukot:

N={1,23,...} luonnolliset luvut
Z=4...,-2,-1,0,1,2,...} kokonaisluvut
Q= {m - meZ, neljan# 0} rationaaliluvut

n

R = reaaliluvut (mééritelmé sivuutetaan)

Naille joukoille pitee N C Z C Q C R. On sopimuskysymys, kuuluuko 0
joukkoon N vai ei, minkad vuoksi kdytanto tulee kunkin tekstin yhteydessa
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tarvittaessa tarkastaa. Lisdaksi positiivisille ja negatiivisille kokonaisluvuille
kaytetdan yleisesti merkintoja Z, = {1,2,3,...} jaZ_ ={-1,-2,-3,...}.
Josa € RjabelR, a<b, niin maaritellian rajoitetut vdlit

(a,b) ={z €R: a<x<b} avoin véali
[a,b] ={r eR: a <z <b} suljettu vali
(a,b) ={x €eR: a <z <b} puoliavoin véli
la,b) ={z €R: a <z <b} puoliavoin véali

(a,00) ={zx €R: z>a} avoin vali

la,00) ={zx eR: =z >a} suljettu vali
(—oo,b) ={zeR: z < b} avoin véli
(—o00,b] ={zr eR: = <b} suljettu vali

Edelleen voidaan kirjoittaa (—oo,00) = R.

Esimerkki 1.14. a) {n: n=2k—-1, ke N} ={2k—-1: ke N} =
(1,3,5,...)

b) {n: n=2k—1,keN, k<50} ={2%k—1: k=1,23,...,50} =
{1,3,5,...,99}

c) {zeR: 22 —8x+15=0} = {3,5}
d) {reR: 22 -8r+15 <0} =(3,5)
e) {reR: 22+ +15=0} =10

f) {(z,y): v €R, yeR, y=_2x} on zy-tason suora

Esimerkki 1.15. Jos A = {1, 3,5}, niin

le A {1,2,3} ¢ A
2¢ A {1,3,5} c A
{1}c A {3,1,1,5,3} = A
{1,5} c A {1,2,3} £ A

Esimerkki 1.16. Olkoon

A ={n € Z: luvun n kaksi viimeistd numeroa ovat 24} ja
B ={n€Z: non jaollinen 4:1la}.

Osoita, ettd A C B.
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Todistus. Olkoon n € A. On osoitettava, ettd talloin n € B. Oletuksen
mukaan
n = 100k + 24

jollakin £ =0,1,2,... tai

n = 100k — 24
jollakin k£ = 0, —1, —2,... (esimerkiksi 30 124 = 301 - 100 4 24 tai —30 124 =
(—301) - 100 — 24). Nyt

n = 4(25k +6).

Koska 25k 4+ 6 € Z, niin n on jaollinen 4:114 ja siten n € B. O]

Edella asetettu joukon méaritelmé on melko epatdasmallinen, mutta se riit-
taa kaytannon matemaatikolle ja soveltajalle. Yleensé kasittelemdmme jou-
kot ovat reaalilukujen osajoukkoja tai niista johdettuja joukkoja, eika joukon
méaritelmén kanssa tule ongelmia. Joukon méaritelmén ongelmallisuutta ha-
vainnollistaa Russellin paradoksi: Onko niiden joukkojen kokoelma, jotka ei-
vit ole itsensa alkioita, joukko? Ts. onko

E={A: A¢ A}

joukko? Ei ole! Jos néet olisi £ € E, niin olisi £ ¢ E. Jos taas olisi £ € F,
niin olisi & € E. Ki siis voida sanoa, kuuluuko F kokoelmaan E vai ei.

Kevyempi versio Russellin paradoksista: Eraassa kylassa asuva parturi
viittaa, etta "Leikkaan tasmalleen niiden kylalaisten hiukset, jotka eivat leik-
kaa omia hiuksiaan.” Leikkaako parturi omat hiuksensa?

1.5 Joukko-operaatiot [13, Appendix A]

Maaritelma 1.17. Joukkojen A ja B yhdiste (union) AU B, leikkaus (in-
tersection) AN B ja erotus A\ B mééritelldén asettamalla

AUB={z: z € Ataix € B},
ANB={x: z € Ajaz € B},
A\B={z: v € Ajax ¢ B}.

Joukot A ja B ovat erillisid eli pistevieraita (disjoint), jos joukoilla ei ole
yhteisia alkioita, ts. AN B = @. Jos A C X, niin joukon A komplementti
(complement) A¢ (tai A) perusjoukon X suhteen on

A=X\A={zeX: x¢gA}
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Joukko-operaatioita voidaan havainnollistaa seuraavien Vennin kaavioiden

avulla:

AUB AN B
A\ B Ac

Esimerkki 1.18. a) Jos A ={0,2,3,4} ja B = {1,2}, niin

AUB ={0,1,2,3,4} A\ B ={0,3,4}
ANB={2} A\Z =1

b) Jos A= (1,3] ja B=(2,5), niin

AUB = (1,5) A\ B = (1,2]
ANB = (2,3 R\ A= (—o00,1]U(3,00)

Piirra kuvat!
Lause 1.19. A\ B= AN B°.

Todistus. Vakuuttaudu ensin tuloksesta Vennin kaavion avulla. Maaritelmiin
perustuva todistus:

reA\BeorcAjar¢gB (erotuksen méaaritelma)
sSreAjare B (komplementin madritelma)
sSreANB° (leikkauksen maaritelmé) O
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Listataan seuraavassa lauseen 1.6 paéttelysadntoja vastaavat joukko-opin tu-
lokset, joissa yhdiste vastaa tai-konnektiivia ja leikkaus ja-konnektiivia:

Lause 1.20 (Joukko-operaatioiden laskulakeja). Olkoot A, B ja C joukkoja.
Talloin

. (4 = A

« AUB=BUA jao ANB=BNA (vaihdantalait)

« AUBUC)=(AUuB)UC ja (liitantdlait)
AN(BnC)=(AnB)NnC

e« AN(BUC)=(ANB)U(ANC) ja (osittelulait)
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

e (AUB)*=A°NDB° ja (de Morganin lait)

(AN B)* = A°U B

Todistus. Viitteiden todistukset palautuvat logiikan paattelysaantoihin. To-
distetaan 1. osittelulaki. Missa kohti kdytetadn joukko-operaatioiden méari-
telmid ja missé lauseen 1.6 osittelulakia?

re AN(BUC) < rxeAjaxre (BUC)
szreAja(reBtaize ()
S(xeAjareB)tai (z€Ajaxel)
SreANBtaizre ANC
sre(ANB)UANC)

Todista my6s piirtdmalla Vennin kaavio! O
Liitdntalakien nojalla voidaan merkita AU BUC ja AN BNC.

Esimerkki 1.21. Sievennd a) AU (A°N B),

b) (A\B)U(ANB)U(B\A).

Ratkaisu. Piirrd ensin Vennin kaaviot. Nahdaan, ettd a-kohdassa yhdiste
A U B on jaettu kahteen erilliseen osaan A ja A° N B, b-kohdassa yhdiste
AU B on jaettu kolmeen erilliseen osaan A\ B, AN B ja B\ A.

a) Kéytetdin ensin osittelulakia ja huomataan, ettd AU A° on koko avaruus:

AU(A°NB) = (AUAN(AUB) = AUB.
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b) Kaytetaan osittelulakia kahdesti:

(ANB)U(ANB)U (BN A9 = (AN (B°U B)) U (BN A°)

=AU (BN A°
=(AUB)N (AU A9
=AUB.

1.6 Avaruus R”

Alkioista aq, as, . . . , a, muodostetulle jdarjestetylle joukolle kdytetadn merkin-

taa (a1, ag,...,a,). Talloin
(a1, a2,...,an) = (b1, ba, ..., by)

jos ja vain jos a; = by, ag = bo, ..., a, = b,. Erona yleiseen joukkoon on se,
ettd nyt jarjestykselld on vélid. Esimerkiksi

{L.2,¢} ={2,¢,1,2},

mutta
(1,2,¢) # (2,¢,1).

Maaritelladn joukot

R*={(z,y): v €RjayeR} (zy-taso)
R*={(z,y,2): 1 €R,y € RjazeR} (xyz-avaruus)

ja yleisesti n-ulotteinen avaruus
R™ = {(z1,22,...,2,) : x; € R}.

Avaruuden R™ alkiota (x1, zo, ..., z,) kutsutaan pisteeksi ja alkioita x; koor-
dinaateikst.

Esimerkki 1.22. Joukko
A={(x,y) cR?: (x—1)2+(y+2)2 =4}

on niiden zy-tason pisteiden (z,y) € R? muodostama joukko, jonka koor-
dinaateille z ja y patee (z — 1)* + (y + 2)? = 4. A on siis (1, —2)-keskinen
2-sateinen ympyra.
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1.7 Predikaattilogiikkaa

Predikaattilogiikassa tutkitaan lauseiden lisiksi lausumia (predikaatteja)
p(z),q(z),p(z,y), ..., joissa on yksi tai useampi muuttuja x,y, z, . . .. Lausu-
malla sindnsa ei ole totuusarvoa, vaan sen totuusarvo riippuu muuttujien
arvoista. Predikaattilogiikassa kaytetdan konnektiivien lisaksi kvanttoreita

YV kaikkikvanttori, "kaikilla”, "for VI1” ja
d  olemassaolokvanttori, "on olemassa”, ”JIxists”.

Lausumasta voidaan muodostaa lause sitomalla muuttujat kvanttoreilla. Esi-
merkiksi

Va: p(x) 7kaikilla  on ominaisuus p(z)”
Jx: p(x) “on olemassa x, jolla on ominaisuus p(x)”

Jos néissa halutaan rajata x johonkin joukkoon L, voidaan merkita Vo € L :
p(x)jadz e L: p(x).

Esimerkki 1.23. Tosi vai epatosi?

a) VreR: <3 b) dJzeR: 2<3 ¢) Ve eN: x> -7

Samassa lauseessa voi esiintyd useampia kvanttoreita, esimerkiksi Vo Jy :
p(z,y) tal Iz Jy: p(z,y).

Esimerkki 1.24. a) Vo € R 3n € N: n > x. "Jokaisella x € R on
olemassa n € N siten, ettd n > x.” Lause on tosi.

b) 3n e NVz € R: n > z. ”On olemassa n € N siten, etta jokaisella x € R
n > x.” Lause on epéatosi.

Esimerkin 1.24 mukaan kvanttorien jarjestysta ei saa vaihtaa.
Lause 1.25 (Negaation ja kvanttorin vaihtosaanto).

-(Vz: p(z)) & Jx: —p(r) ja

-(Jz: p(z)) & Vz: —-p(z).
Esimerkki 1.26. a) Tarkastellaan lausetta 3z € R : 2? < 0, joka on
epatosi. Muodostetaan lauseen negaatio vaihtosaannon avulla:

-(FreR: 2*<0) & VreR: ~(z?<0)
eVzeR: 2°>0
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Negaatio on tosi, kuten sen pitdakin olla, kun negatoitava lause on epatosi.
b) Muodostetaan esimerkin 1.24 b lauseen negaatio:

“(AneNVzeR: n>z)eVneN-(VzeR: n>ux)
&VneNdzeR: =(n>ux)
SVneNdzeR: n<a.

Negaatio on tosi.

Usein kéytetddn seuraavankaltaista sekakieltas:

Ja < 0 siten, ettd |z| =3 (Jz<0: |z| =3)
2 >0Vr#£0 (Vo #£0: 2* >0)
JdreRse |z >eVe>0 (FzeRVe>0: |z|>¢€)

Monesti kaytetdan myos merkintoja
A 7ei ole olemassa”

3! tai 31 ”on olemassa tdsmélleen yksi”

1.8 Todistusmetodeja [13, Appendix A]

Matematiikassa lauseet voidaan yleensa esittdd implikaationa p = ¢, ts.
oletuksesta p seuraa vaite q. Eraita yleisimpia todistustapoja ovat:

o Suora todistus, jossa oletuksesta paadytaén viitteeseen suoralla paat-
telyketjulla p = p1 = po= - = p, = q.

o FEpdsuora todistus, jossa oletetaan —¢q (ns. vastavdite eli antiteesi) ja
paadytaan ristiriitaan oletuksen kanssa (—p) tai saadaan aikaiseksi jo-
kin muu ristiriita (—r A 7).

o Vastaesimerkksi.

e Induktiotodistus.

Ekvivalenssi p < ¢ voidaan lauseen 1.6 ekvivalenssilain nojalla todistaa kah-
dessa osassa todistamalla erikseen p = ¢ ja ¢ = p.

Esimerkki 1.27. Osoita, ettd 22 + z + 1 > 0 kaikilla z > 0.
Ratkaisu. Oletetaan, ettd 2 > 0. Silloin 22 > 0, > 0 ja 1 > 0, joten niiden
summalle péitee 22 + 2+ 1 > 0. ]
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Esimerkki 1.28. Osoita, ettd jos n € Z ja n? on parillinen, niin n on paril-
linen.

Ratkaisu. Oletus: n? on parillinen.

Viite: n on parillinen

Todistus: Kéytetadn epasuoraa todistusta ja tehdéan vastaviite: oletetaan,
ettd n onkin pariton, ts. n = 2k + 1 jollakin k£ € Z. Silloin olisi

n? = (2k +1)* = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1,
ts. m? olisi pariton. n ei siis voi olla pariton, joten se on parillinen. O]

Esimerkki 1.29. Osoita, ettd /2 on irrationaalinen.
Ratkaisu. Tehdddn vastaviite, eli oletetaan, ettd v/2 on rationaalinen, ts.
V=",
n
missd m ja n € Z. Oletetaan lisaksi, ettd ™ on supistetussa muodossa, eli
m:11a ja n:lla ei ole yhteisia tekijoita. Nelioidaédn:
2= :;Lj = m? = 2n?
= m? on parillinen
= m on parillinen, ts. m =2k, k€ Z
= m? = 4k*> = 2n?
= n? = 2k*
= n? on parillinen
= n on parillinen

Siten m ja n ovat jaollisia 2:1la. Tdméa on ristiriita sen kanssa, ettd ™ on

supistetussa muodossa. ]

Esimerkki 1.30. Piteeko a? — 3ab + b* > 0 kaikilla a, b > 07
Ratkaisu. Ei pade, mika voidaan todeta vastaesimerkilla a = b = 1:
12-3-1-1+12=-1<0.

Suoran todistuksen implikaatioketjun suunnan kanssa tulee olla huolellinen.
Olkoon tésté esimerkkiné esimerkin 1.30 véitteen "todistus”:
a’?—3ab+b>>0
= a?—2ab+1*>0
= (a—b)?*>0
Viimeisen rivin epayhtélo on aina tosi, joten vaite patee. X

Tamé todistus on virheellinen (vaikka jokainen implikaatio sinénsa on
tosi). Mika on vikana?
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1.9 Induktiotodistus [13, Appendix B

Induktioperiaate. Olkoon p(n) luonnollista lukua n koskeva véite. Jos
(1) p(1) on tosi ja jos

(2) kaikilla k € N siité, ettd p(k) on tosi (induktio-oletus), seuraa etta myos
p(k + 1) on tosi,

niin p(n) on tosi jokaisella n € N. Kohtaa (1) kutsutaan alkuaskelecksi ja
kohtaa (2) induktioaskeleeksi.

n(n+1)

Esimerkki 1.31. Osoita, ettd 1+24+3+---4+n = kaikilla n € N.

Ratkaisu. Todistetaan vaite induktiolla.
(1) Alkuaskel. Tapauksesa n = 1 véite tulee muotoon

L1+
-

mika on tosi.
(2) Induktioaskel. Tehddén induktio-oletus, etta véite patee n:n arvolla k, ts.

k(k+1)

L2434+ k==

On osoitettava, etta téalloin véite patee myos n:n arvolla k + 1, ts.

(k+1)((k+1)+1)
5 .

I+24+34+--+k+(k+1)=
Lasketaan:

142434 +k+(k+)=04+2+3+ - +k) +(k+1)
k(k+1
= (2H+k+1 (induktio-oletus)
k(k+1)+2(k+1)
2
kK 4+3k+2  (k+1)(k+2)
B 2 B 2

. g

Esimerkki 1.32. Todista Bernoullin epdyhtdlo: jos 1 + x > 0, niin

(I+x)">14nzr VneN.
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Ratkaisu. Todistetaan vaite induktiolla n:n suhteen.
(1) Alkuaskel. Tapauksesa n = 1 viite patee, silld (1 +z)! > 1+ .
(2) Induktioaskel. Oletetaan, etti (1 + z)* > 1+ kz. Silloin

(1+2)" = (1+2)" (1 +x)
> (1+kz)(1+ x)
=1+ +kx + ka?
>1+a+ ke
=1+ (k+1z. O

Induktioperiaatteessa voidaan lahtea liikkeelle muustakin n:n arvosta kuin 1.

Esimerkki 1.33. Tutki, mistd n:n arvosta (n € N) lahtien péatee 2" < n!
ja todista vaitteesi induktiolla. Tassd luvun n € N kertoma (factorial) n!
madritelldan asettamalla

Ratkaisu. Kokeillaan:

2! > 1

22 >1-2

23>1-2-3

21<1.2.3-4
Todistetaan induktiolla, etta 2™ < n! kaikilla n > 4.

(1) Alkuaskel. Kun n = 4, niin 2 = 16 < 4! = 24.
(2) Induktioaskel. Tehdédn induktio-oletus: 2¥ < k!, k > 4. T&llsin

ok+l _ o ok
<2k
=2-k-(k—=1)---2-1
<(k+1)-k-(k—1)---2-1
=(k+1! O

2 Funktio-oppia [5, 1.1, 1.2 ja 4.3]

Luvussa 2 kdydéaan lapi ensin funktion maaritelma ja peruskasitteet yleisesti
ja sitten reaalifunktioihin liittyvia perusasioita. Keskeiset kéasitteet:

e Funktio, méarittely-, maali- ja arvojoukko, alkukuva.
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e Injektio, surjektio, bijektio.
e Kaanteisfunktio ja yhdistetty funktio.

e Reaalifunktio, kuvaaja, monotonisuus.

Luvun 2 tulokset mahdollistavat mm. luvussa 3 alkeisfunktioiden maérittelyn
ja niiden perusominaisuuksien tutkimisen.

2.1 Funktio [5, 1.1]

Maaritelma 2.1. Olkoot A ja B epatyhjid joukkoja. Funktio eli kuvaus
(function, mapping) f: A — B on olio, joka liittd4 jokaiseen mddrittelyjou-
kon (domain) A alkioon x tdsmélleen yhden maalijoukon B alkion y, jota
merkitddn y = f(x). Méérittelyjoukon alkiota x kutsutaan argumentiksi ja
vastaavaa maalijoukon alkiota f(x) kuvaksi tai arvoksi (value).
A f B

— T

Eraita peruskésitteitas:

e Joukon C' C A kuvajoukko on f(C) = {f(z): z € C}.
e Joukko f(A) on fmn arvojoukko (range).
e Alkion y € B alkukuva on f~1(y)={z € A: f(x) =y}

f~Yy) luetaan ”f miinus 1 y”.

f B A f B
joukon C' kuvajoukko alkion y alkukuva

fm madrittelyjoukkoa merkitdén M, tai Dy ja arvojoukkoa Ay tai Ry. Maa-
ritelldan, ettd funktio f: A — B on

e injektio, jos f kuvaa eri alkiot eri alkioiksi eli 1 # xo = f(z1) # f(x2),
tai yhtapitavésti f(x1) = f(z2) = 1 = @,
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e surjektio, jos fm arvojoukko on koko maalijoukko eli f(A) = B,

e bijektio, jos f on seké injektio etta surjektio.
Huomataan, ettd f: A — B on

e injektio jos ja vain jos jokaista y € B vastaa korkeintaan yksi x € A
siten, etta f(z) = v,

e surjektio jos ja vain jos jokaista y € B vastaa vahintdan yksi x € A
siten, etta f(z) = v,

e bijektio jos ja vain jos jokaista y € B vastaa tédsmaéilleen yksi x € A
siten, etta f(z) = y.

Yleensé maarittely- ja maalijoukkoja ei erikseen mainita, vaan ilmoitetaan
vain funktion lauseke. T&ll6in maarittelyjoukko ymmaérretaén mahdollisim-
man laajaksi.

Esimerkki 2.2. a) Funktion f(x) = 2? + 1 méérittelyjoukko on R, maa-
lijoukko R ja arvojoukko f(R) = [1,00) (oletetaan polynomin kulun tutki-
minen tunnetuksi). Joukon (—1,2] kuvajoukko on f((—1,2]) = [1,5]. Eraita
alkukuvia:

f72)
)
=7

b) Funktion f((z,y)) = f(z,y) = x + y médrittelyjoukko on R? ja maali-
joukko R. Alkion 1 alkukuva on

) =A{(z,y) eR*: x4y =1},

ts. suora. f ei siten ole injektio. f on kuitenkin surjektio, silld olipa z € R
miké tahansa reaaliluku, niin valitsemalla x = 2z ja y = 0 on f(x,y) = z.

{-1,1} (eiké funktio siten ole injektio)

{0}

(eikd funktio siten ole surjektio)

Esimerkki 2.3. Maaritelldén lattiafunktio (floor) f(x) asettamalla
f(z) = |z| = suurin n € Z, jolle n < x.

Nyt esimerkiksi f(23) = 2, f(2) = 2 ja f(—23) = —3. Méarittelyjoukko on R
ja maalijoukoksi voidaan ottaan R, ts. f: R — R. Arvojoukko on f(R) = Z.
Eraita kuvia ja alkukuvia:

f([_172]) = {_1’07 172}7 f_1<%) = ®v f71(2) = [2’3)'
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Y
3+
2 -+ e— o0
1+ e— o0
—— —t—F— 7
-3 -2 -1 1 2 3
PR
o—0—2 +
e— 0 —3 +

Esimerkki 2.4. Miké on funktion f(z) = maarittelyjoukko?

1
Vr +4
Ratkaisu. Juurrettavan taytyy olla ei-negatiivinen, ts.

20+4>0 & x> -2
Lisaksi jakaja ei saa olla 0: 2z +4 # 0, ts. x # —2. Méaarittelyjoukko on siten
(—2,00).
2.2 Kaanteisfunktio [5, 3.8]

Edella todettiin, ettd f: A — B on bijektio jos ja vain jos jokaista y €
B vastaa tésmélleen yksi x € A siten, ettd f(x) = y. Tami vastaavuus
méaérittelee kadnteisfunktion (inverse function)

f':B—= A fy) ==z
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Funktiolle ja sen kdanteisfunktiolle siis patee

y=flx) & v=f"(y) (2.5)

ja

@)=z ja f(f7 () =y (2.6)
kaikilla x € A ja kaikilla y € B.
Esimerkki 2.7. Osoita, ettd funktio f: [0,00) — [1,00), f(z) = 2?41 on
bijektio ja madrita kaanteisfunktion lauseke.
Ratkaisu. Olkoon y € [1, 00). Tall6in
fla)=yer*+1=y

srt=y—1(>0)

Sr=yy—1 tai v =—y—1
On siis olemassa tésmaélleen yksi z € [0,00) siten, ettd f(z) = y. Niinpa f
on bijektio, ja kadnteisfunktio on

f_l: [1700)_)[0700)7 f_l(y): vy — L

Tarkastetaan vield yhtélot (2.6):
FU W) =Wy -1 +1=@y-1+1=y

) =@ 41 - 1= Ve = ol =a

2.3 Yhdistetty funktio [5, 1.4]

Jos f: A — Bjag: B — C ovat funktioita, niin voidaan mééritella yhdistetty
funktio (composition) go f: A — C asettamalla

(g0 f)(x) =g(f(x)).
Funktiota f sanotaan sisdfunktioksi ja funktiota g ulkofunktioksi. Sulut voi-
daan jattda poiskin g o fn ympariltd ja merkitd (go f)(z) = go f(x). go f
luetaan "g pallo "

f B g C
— A P

A

gof
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Esimerkki 2.8. a) Olkoon f(z) = 2* + 3 ja g(z) = /z — 1. Voidaan muo-
dostaa yhdistetyt funktiot

(fog)a)=f(Va-1)= Vo -1)+3=(2-1"+3 (z21)
(90 F)(&) = 9(a®+3) = 3 +3) — 1 = VaT T2 @2 -9
b) Olkoon f(z) :ija g(x) :i' Nyt

2 2(1—x)

(fog)(x) = flg(x)) =

11—z xr

Jotta siséfunktio g(z) olisi méaritelty, on oltava x # 1. Toisaalta ulkofunk-
tion médrittely vaatii, ettd g(z) # 0, ts.  # 0. Yhdistetyn funktion f o g
maadrittelyjoukko on siis My, = R\ {0,1}. Samalla tavoin yhdistetyn funk-
tion

(g0 f)x) =g(f(z) =
maéarittelyjoukoksi saadaan My.r = R\ {0,2}.
Esimerkki 2.9. Olkoon

[iR? =R, f(ay,22) = (af, 2122, 21 + 1) ja
g:R* = R, g(a1, 20, 73) = T10273.

Talloin voidaan muodostaa yhdistetty funktio g o f: R? — R,
(g © f)(xlax2) = g(f(xlva)) = g(x%wxlx%xl + 1) = -CE% c LT - (-Tl + 1)7
mutta f o g ei ole madritelty.

Joukon A identtinen kuvaus on funktio ids: A — A, jolle id4(z) = x kaikilla
x € A. Télléin ehdot (2.6) voidaan ilmoittaa muodossa

flof=ida ja fof'=idp.

2.4 Reaalifunktio

Funktio f: A — B on reaalifunktio, jos A C R ja B C R. Tyypillisesti
reaalifunktiolle maarittelyjoukko A on véli ja maalijoukko B = R.

Maaritelma 2.10. Reaalifunktion f: A — R kuvaaja eli graafi (graph) on
tasojoukko

Gr={(z,f(x)) ER*: € A} ={(v,y) €R?*: z€ A, y= f(z)}.
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T

Esimerkki 2.11. Piirrd funktion f: [-1,4] — R, f(x) = 2® — 522 + = ku-
vaaja.

Ratkaisu. Lasketaan joitakin f:n arvoja: f(—1) = =7, f(0) =0, f(1) = -3,
f(2) = =10, f(3) = —15 ja f(4) = —12. fmn kuvaaja kulkee siis mm. pis-
teiden (—1,—7), (0,0), (1,-3), (2,—10), (3,—15) ja (4,—12) kautta. Mi-
td tiheampéaan pisteitd lasketaan, sitd paremmin funktion kuvaaja saadaan
hahmoteltua. Myohemmin tarkastellaan funktion kuvaajan kulun tutkimista
derivaatan avulla.

Maaritelma 2.12. Olkoon f: A — R reaalifunktio. Jos kaikilla = ja y € A

o r <y= f(z) < f(y), niin f on kasvava,

o r <y= f(z) < f(y), niin f on aidosti kasvava,
o r <y= f(z) > f(y), niin f on vihenevd,

o r <y= f(x)> f(y), niin f on aidosti vihenevd.

Funktiota, joka on kasvava tai vihenevéa, sanotaan monotoniseksi. Vastaa-
vasti aidosti kasvavaa tai aidosti vahenevad funktiota sanotaan aidosti mo-
notonisekst.
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aidosti kasvava funktio kasvava funktio

Lause 2.13. Aidosti monotoninen reaalifunktio f: A — R on injektio.

Todistus. Jos x # y, niin x < y tai y < x. Siten f(x) < f(y) tai f(y) < f(z),
erityisesti f(z) # f(y). O

Funktiosta f: A — B saadaan aina surjektio, jos maalijoukoksi muutetaan
arvojoukko, ts. tarkastellaan funktiota f: A — f(A). Niinpa arvojoukkoa
muuttamalla mistd tahansa injektiosta saadaan myos surjektio ja siten bi-
jektio. Esimerkiksi funktiolla f: [0,00) — R, f(z) = 2% + 1 ei ole kdénteis-
funktiota, silla f ei ole surjektio, mutta funktiolla f: [0,00) — [1,00), f(z) =
22 4+ 1 on esimerkin 2.7 mukaan kiinteisfunktio. Téssd mielessi lause 2.13
sanoo, etta aidosti monotonisella reaalifunktiolla on kaanteisfunktio.

Lause 2.14. Jos reaalifunktiolla f on kddnteisfunktio =1, niin fm ja f~'m
kuwvaajat y = f(x) jay = f~1(x) ovat peilikuvia suoran y = = suhteen.

Todistus. Kaytetaan kuvaajille standardimerkintoja Gy ja Gy-1. Pisteen
(x,y) peilikuva suoran y = x suhteen on (y,x), joten on osoitettava, etta
(z,y) € Gy jos ja vain jos (y,z) € Gy-1.

"=7 Jos (x,y) € Gy, niin y = f(x) ja siten x = f~(y). Niinpa (y,z) =
.17 (0) € Gy

7«<=" Vastaavasti. O]

Lause 2.15. Jos reaalifunktio f on aidosti kasvava (aidosti vihenevd) ja silld
on kddnteisfunktio f=1, niin f=1 on myds aidosti kasvava (aidosti vihenevd).

Todistus. Oletetaan, etté reaalifunktio f: A — B on aidosti kasvava bijektio.
Olkoot = ja y € B siten, ettd o < y. Jos olisi f~'(x) > f~'(y), niin f:n
aidon kasvavuuden nojalla olisi f(f~*(z)) > f(f~*(y)), ts. z > y. Taméi on
ristiriita oletuksen z < y kanssa. On siis oltava f~!(z) < f~'(y) ja f~! on
siten aidosti kasvava. Aidosti vihenevan funktion tapaus todistetaan samaan
tapaan. ]



INSINOORIMATEMATIIKKA 1 & 3 30

Lause 2.16. Olkoot f: A — B ja g: B — C reaalifunktioita.

(a) Jos f ja g ovat kasvavia, niin g o f on kasvava.

(b) Jos f on kasvava ja g on vihenevd, niin g o f on vihenevd.

Enté jos f ja g ovat vihenevié tai f vaheneva ja g kasvava?

Todistus. Todistetaan (b): Olkoot x ja y € A, z < y. Koska f on kasvava,

niin f(z) < f(y). Siten g:n vahenevyyden nojalla g(f(x)) > g(f(y)), ts.
(go f)(x) > (go f)(y). Niinpa g o f on viheneva. O

3 Alkeisfunktiot

Luvussa 3 maéaritellaédn seuraavat alkeisfunktiot, joiden avulla suuri osa luon-
nontieteiden ja tekniikan funktioista voidaan ilmaista.

e Potenssi- ja juurifunktio.

e Sini, kosini ja tangentti.

e Arkussini, arkuskosini ja arkustangentti.

e Eksponentti- ja logaritmifunktio.

Naiden funktioiden peruslaskusdannot ja kuvaajien kulku on jatkoa ajatellen
tarkeaa hallita.

3.1 Potenssi- ja juurifunktiot [5, 1.3]

Maaritelma 3.1. Luonnollisille luvuille n potenssifunktio (power function)
f:R—= R, f(x)= 2", méaritellddn asettamalla

"=xz-x---x.
—_—
n kpl

Lukua x kutsutaan kantaluvuksi ja lukua n eksponentiksi. Tapauksille n = 2
ja m = 3 on erityisnimitykset: 2% on x:n nelié ja x* on x:n kuutio.
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g
i -2 -1 0 1 2
z:n parittomat potenssit x:n parilliset potenssit

Maéaritelmastéa 3.1 seuraa suoraan, etta
M =g.x-cx=(x-v--x)(z-x-x) =™
n+m kpl n kpl m kpl

My6s muut tutut laskulait voidaan helposti johtaa méaaritelmasta:
(xy)" = z"y", (3.2)

missa x,y € R jan,m € N.
Maaritelma 3.3. Negatiivisille eksponenteille —n, missa n € N, potenssi-

funktio =™ maaritellddn asettamalla
n 1
= — (x #0).

mn

Liséiksi sovitaan, ettd 2° = 1 kaikilla x # 0.
Néin ollaan saatu potenssifunktio f(x) = 2™ maééritellyksi kaikilla n € Z

Kun n <0, on f:n méérittelyjoukko R\ {0}.
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On melko suoraviivaista todistaa, etta laskulait (3.2) ovat voimassa kaikilla
n, m € Z. Tarkastellaan esimerkiksi ensimméistéa lakia tapauksessa n > 0 ja
m < 0:

n kpl n—(—m) kpl
P . — .
T-1T-- -1 T-T---T, JOST > —mM
" = = 1 . = gt
T T X Tz Josn<-—m
R —_——
—mkpl —m—n kpl

Potenssifunktio ™, n € N, on aidosti kasvava joukossa = € [0, 00), jos n on
parillinen ja joukossa x € R, jos n on pariton. Tamé nahdaéan tarkastelemalla
madaritelmén 3.1 tuloa x-x - - - x: ei-negatiivisilla x tulo kasvaa, kun = kasvaa.
Parittomien n tapauksessa negatiivisilla x tulo on negatiivinen ja se kas-
vaa, kun x kasvaa. Niinpa potenssifunktiolla ™ on kaénteisfunktio joukossa
[0,00), kun n on parillinen ja joukossa R, kun n on pariton.

Maaritelma 3.4. Potenssifunktion 2", n € N, kadnteisfunktiota merkitadn
/™ tai /x ja sitd kutsutaan juurifunktioksi (root function). Tapauksessa
n = 2 juurifunktiota merkitdén ¥z = /x ja sita kutsutaan nelidjuureksi.
Jx on kuutiojuuri.

Juurifunktio ¥z on aidosti kasvavan funktion ™ kdanteisfunktiona aidosti
kasvava (lause 2.15). Koska 2" ja {/x ovat toistensa kaanteisfunktioita, niin

y=1" & =3y (3.5)

ja

Vo= a (V)" =, (3.6)

missa parittomilla n z ja y € R ja parillisilla n x ja y € [0, 00).
r on siis yhtalon y = x" ratkaisu eli juuri tdsmalleen silloin kun z = /.




INSINOORIMATEMATIIKKA 1 & 3 33

Maaritelma 3.7. Rationaalisille eksponenteille » = m/n, missd n,m € Z ja
n > 0, maaritelladn

o = amin = (43)".

missa € R parittomilla n ja = € [0,00) parillisilla n. Lisdksi x # 0, jos
m < 0.

2" on siis yhdiste funktioista g(x) = 2'/™ ja f(y) = y™. Tarkastellaan mono-
tonisuutta joukossa x > 0. f on aidosti kasvava, jos m > 0 ja aidosti vihene-
Vi, jos m < 0. g on aidosti kasvava. Niinpa lauseen 2.16 mukaan 2" on aidosti
kasvava, kun r > 0 ja aidosti vihenevéa, kun r < 0. Seuraavassa kuvassa hah-
motellaan potenssifunktion f(x) = z" kuvaajan kulkua eri eksponenttien r
arvoilla joukossa x > 0.

Yy
> 1

4+ " r=1
3T y=a'
2T O<r<l1
1 r=20

r <0

% % % — T

1 2 3 4

Juurifunktion mééritelméstd ja ominaisuuksista (3.2) voidaan johtaa lasku-
lait myos rationaalisille eksponenteille 7, s € Q:

r+s r.oT

' = ol (") =2" ja (xy) =a"y". (3.8)

Todistus. Todistetaan viimeinen laki kolmessa osassa:
(a) (@) =a= (a”")n

kaikilla n € N, silld a” ja a'/™ ovat toistensa kidnteisfunktioita.

n, 1/n\" (3:2) n\" n\™ (@)
(b) (gt ) = () () Z
Niinpé (korota puolittain potenssiin 1/n ja kiyta (a)-kohtaa)
xl/nyl/n — (l,y>1/n
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(c¢) Nyt voidaan laskea

()" = ()™ = ((wy)V/)" L (/g m)" L) (2" (ym)"

m/n, m/n

=a""y =z"y". O

Laskusdantojen (3.8) nojalla

™/ = <x1/”)m = (™)™ (3.9)

Maaritelméssé 3.7 vaaditaan, ettd kummankin yhtélon (3.9) lausekkeen (xl/ ”)m
ja (™)™ on oltava médritelty. Jos m ja n ovat parillisia, niin lauseke (z™)"/"
on madritelty kaikilla = # 0, mutta (acl/ ”) ei ole méaritelty negatiivisilla

m/n

x. Talloin ei ole jarkevad pitda myoskadn funktiota x madriteltyna, koska
eksponentin laskusdannot eivét ole silloin voimassa. Esimerkiksi

T O (A e

Syy: funktiot 22 ja 2!/ eivit ole toistensa kaanteisfunktioita, kun « < 0. Itse

asiassa
o\ 1/2

2
Esimerkki 3.10. Funktio 2%/% = (a:l/ 3) on madritelty kaikilla z € R.

Y

y = 22/3

3.2 Polynomit ja rationaalifunktiot [5, 1.3]

Maaritelma 3.11. n. asteen polynomi (polynomial) p: R — R on muotoa
p(l‘) = anxn = an—lflfn_l R CLQCL’Q + a1 + ag

oleva funktio, missa kertoimet (coefficients) ag,as,...,a, € R ovat vakioita
(ja a, # 0, jos n > 0).
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x € R on funktion f nollakohta (zero), jos f(x) = 0. Voidaan osoittaa,
ettd tapauksessa n > 0 on n. asteen polynomilla p(z) korkeintaan n (reaa-
lista) nollakohtaa. Luvussa 5.5 polynomien méérittelyjoukkoa laajennetaan
kompleksilukuihin. Tall6in nollakohtia on aina n kappaletta.

Esimerkki 3.12. Funktio p(z) = —523+3x—7 on 3. asteen polynomi, jonka
kertoimet ovat ag = —5, as =0, a1 = 3 ja ag = —7.

Nollakohtien lukumaéérdaa havainnollistetaan seuraavissa kuvissa. Kolmannen
asteen ponomilla f on a:n arvosta riippuen 1, 2 tai 3 nollakohtaa, kun taas
polynomilla g on kaikilla b tdsmalleen yksi nollakohta. Neljannen asteen po-
lynomilla A on ¢:n arvosta riippuen 0, 1, 2, 3 tai 4 nollakohtaa.

flz) =232 +a g(x)=23+x+0 h(z)=x*—42> +x + ¢

y Yy Yy
41 41 41
t / t = T —+ T T
2 / W 4 o/ | 2 2
—4 1 —4 1 —4 1
Maaritelma 3.13. Rationaalifunktio (rational function) on muotoa
p(z)
fla) =22
2 q(z)

oleva funktio, missé p ja q ovat polynomeja. f on méaritelty joukossa
{zr eR: ¢(x) #0}.

Esimerkki 3.14. Seuraavassa kuvassa esitetadn rationaalifunktion

(r—2)(x+1) 2°—z-2

I = e Dat9) ~ Zra—2

kuvaaja. Kiinnitd huomiota funktion kédyttdytymiseen nimittdjan nollakoh-
tien x = —2 ja x = 1 ldhella.
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3.3 Trigonometriset funktiot ja niiden kianteisfunk-
tiot [5, Appendix C, 1.4 ja 6.8]

Ympyrasektorin kulma (angle) 6 maaritelldén sektorin kaaren pituuden s
suhteena séteeseen 7:

Tutkitaan seuraavassa suunnattuja kulmia (directed angles) xy-koordinaatis-
ton origokeskisessa 1-sateisessé ympyréssa eli yksikkoympyrdassda (unit circle)
siten, etta sektorin alkukylki on positiivisella xz-akselilla. Jos 8 > 0, niin kier-
retddn vastapéivaan (positiivinen kiertosuunta), ja jos 6 < 0, niin kierretdén
my6tapaivadn (negatiivinen kiertosuunta). Koska sidde = 1, on koko kierros
vastapéivaan 27, puoli kierrosta 7 ja neljanneskierros 7/2. Jos 6 > 27 tai
6 < —2m, niin ajatellaan kierretyn useampia kierroksia.

Kulma on yksikoton suure, mutta toisinaan selvyyden vuoksi kaytetdan
yksikkoné radiaania (radian), jolloin yksi kierros on 27 rad. Kulman yksik-
koné kéaytetadn myos astetta (degree), jolloin yksi kierros on 360°. Niinpa

1 rad =180°/7  eli 1° = 7/180 rad.

Seuraavaan on taulukoitu joitakin vastaavuuksia:

Radiaanit | 0 «/6 w/4 «/3 x/2 2x/3 3w/4 b5m/6 w 3w/2 2«
Asteet | 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180° 270° 360°
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Maaritelma 3.15. Merkitdan yksikkoympyrassa kulmaa 6 vastaavaa kehé-
pistettd (z,y). Maaritelldén sini (sine) ja kosini (cosine) seuraavina funk-
tioina:

sin: R — R, sin(d) =y ja
cos: R — R, cos(f) = z.

sin(#) on siis kehapisteen y-koordinaatti ja cos(6) z-koordinaatti:

Y
(cosB,sin f)

Jos sekaannuksen vaaraa ei ole, niin voidaan merkita lyhyesti sin(f) = sin 6
ja (sin(0))™ = sin™ @ (cos ja tan vastaavasti). Yksikkoympyrasta paatellaan
sinin ja kosinin nollakohdat:

sinf=0 < 0=nr (neZ)

3.16
cos =0 < 0=7n/2+nm (n€Z) (3.16)

Maaritelma 3.17. Maaritellidn tangentti (tangent) funktiona

sin @

cos@’

tan: R\ {r/2+nw: ne€Z} - R, tanf =

xy-taso jaetaan 1.—4. koordinaattineljinnekseen, joilla tarkoitetaan seuraavia
joukkoja:
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Y

2. neljannes 1. neljannes

x <0 x>0

y=0 y=>0

x

3. neljannes 4. neljannes

x <0 x>0

y<0 y<0

Trigonometristen funktioiden merkit eri koordinaattineljanneksié vastaavilla
kulmilla voidaan koota seuraaviksi kaavioiksi:

sin COs tan

Pythagoras’'n lauseen sovelluksena saadaan trigonometrian peruskaava

‘sin29+00829 =1 (3.18)

Kulmilla 0 < 6 < 7/2 edelld asetetut trigonometristen funktioiden mééritel-

mat yhtyvét koulutrigonometrian suorakulmaisen kolmion avulla asetettui-
hin maaritelmiin:

. Yy
0:7:
sin ] Y
1
Y cos&zfzx
1
Yy
0 f tan@-;
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Siten vélilla 0 < 6 < 7/2 joitakin trigonometristen funktioiden arvoja voi-
daan péatella sopivasta suorakulmaisesta kolmiosta, kuten vaikkapa seuraa-
vasta koululaisen kolmiosta eli muistikolmiosta. Siiné ldhtokohta on tasasivui-
nen kolmio, jonka jokaisen sivun pituus on 2 ja jokainen kulma on 7 /3 = 60°.

7 T 1

sin — = cos — = —

2 6 3 2
™ ™ \/§
sin — = cos — = —

6 2

Jos kulma ei ole valilld 0 < 6 < 7/2, niin trigonometrisen funktion arvon
laskeminen voidaan palauttaa télle vilille seuraavien palautuskaavojen avulla.

sin(6 + 2nm) = sin (neZ)
cos(f + 2nm) = cosd (neZ)
tan(f + nw) = tan 6 (neZ)
sin(—f#) = —sin 6
cos(—0) = cos b (3.19)
sin(m 4 0) = —sin6
COS(7T +6)=—cosf
0sf = —sin(f — 7/2) = sin(7/2 — 0)
sinf = cos(0 — 7/2) = cos(n/2 — )

Kaavat voidaan paatella yksikkoympyrésté, silld esimerkiksi

e kulmia 6 ja 0 + 27n vastaa samaa kehépiste kaikilla n € Z ja

e kulmia 0 ja —6 vastaavilla kehépisteilla on sama x-koordinaatti mutta
y-koordinaatit ovat toistensa vastalukuja.

2
Esimerkki 3.20. Laske cos g

Ratkaisu. Kulma 27/3 on toisessa koordinaattineljainneksessé ja sen kosinin
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laskeminen palautuu ensimméiseen neljinnekseen ja muistikolmioon palau-
tuskaavojen avulla seuraavasti:

5 oo (rmg) e (55) = (5) -
cos— =cos|(m——- ) =—cos|——|=—cos|—=|=—=.
3 3 3 3 2

Vaihtoehtoinen tapa on piirtda suorakulmainen kolmio yksikkéympyrén toi-
seen neljannekseen ja paatella palauttaminen kulmaan 7/3 suoraan siité:

Y
(z,y)
1
2m
X3
3/ .
a 1
Vertaamalla muistikolmioon ndhdédén, ettd a = 1/2, joten kehépisteen z-

koordinaatti z = cos(27/3) = —1/2.

Esimerkki 3.21. Ratkaise yhtélo 3sin?z — cos? z = 2 valilld = € [0, ).
Ratkaisu. Koska cos? 2z = 1 — sin? z, niin yhtilé saadaan muotoon

3 V3

3sinz —1+sin’z=2 < 4sin’z=3 < sinzxzz = Sinx:j:7.

Ko. vililld sini on ei-negatiivinen, joten riittdi hakea yhtélon sinx = v/3/2
kaikki ratkaisut, jotka ovat x = 7/3 ja © = 27/3.

Palautuskaavojen mukaan trigonometriset funktiot ovat jaksollisia, sinin ja
kosinin jaksona 2w, tangentin jaksona . Yksikkéympyrian avulla voidaan
piirtda trigonometristen funktioiden kuvaajat:

Y
1 .
JOE S Yy =sinx PO,
N < > - =3 <~ T
=TT, o TN 27 N 3w
-7 _1 4 S~ -7 S~
Y = CcoSx
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Yy =tanx

2T

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
! X
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Kurssikirjan [5] liitteen C tehtévissa 41 ja 42 hahmotellaan seuraavien sum-
makaavojen todistukset.

Lause 3.22 (Summakaavat).

sin(f + ¢) = sin 6 cos ¢ + cos 6 sin ¢
cos(f + ¢) = cos @ cos ¢ — sin O sin ¢

Summakaavojen, palautuskaavojen ja peruskaavan avulla voidaan johtaa lu-
kuisa méaara taulukkokirjoissa lueteltuja trigonometrisiin funktioihin liittyvia
kaavoja, kuten

sin?f = 1(1 — cos(26))
2 (3.23)

1
cos’ 0 = 5(1 + cos(260))

Joskus sinin, kosinin ja tangentin kaanteisluvuille kaytetadn nimityksia ko-
sekantti, sekantti ja kotangentti, ja merkitaan

1 cos 6

cscl = sec = cotf =

sin @’ cosf’ tan®  sinf
Koska trigonometriset funktiot ovat jaksollisia, on niistd kullakin kdanteis-
funktio vain rajoittumalla sellaiselle méarittelyjoukon osavilille, jolla funktio

on aidosti monotoninen.
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Maaritelma 3.24. Seuraavilla véleilla maéritellaédn trigonometristen funk-
tioiden kadnteisfunktiot arkussini, arkuskosini ja arkustangentti. Ala sekoita
jalkimmaéisia merkint6ja eksponenttiin —1!

Funktio

sin: [-7/2,7/2] = [-1,1]
cos: [0, 7] — [—1,1]

tan: (—7/2,7/2) - R

Kaanteisfunktio
arcsin = sin!: [—1,1] — [-7/2,7/2]
arccos = cos™': [—1,1] — [0, 7]

arctan = tan™': R — (—7/2,7/2)

Muuttuja merkitdan trigonometristen funktioiden tapaan yleensa ilman sul-
kuja, esimerkiksi arctan(x) = arctan x.

Koska sin(z) ja arcsin(z) ovat toistensa kaanteisfunktioita, niin

y =sin(r) < x = arcsin(y)

(3.25)

ja

(3.26)

arcsin(sin(x)) =z ja sin(arcsin(y)) =y

kaikilla © € [—7/2,7/2] ja y € [—1,1]. Toisin sanoen # = arcsin(z) on se
kulma 6 € [—7/2,7/2], jolle sin § = x. Kirjoita vastaavat tulokset kosinille ja
tangentille! Koska funktion ja kdanteisfunktion kuvaajat ovat peilikuvia suo-
ran y = x suhteen, niin arkusfunktioiden kuvaajat ovat seuraavan nakoisia:

Y y
T
— 1 mw +
2
Y
T
| — T T 2
-1 1 2
T
T J» T
—— 1 | e _Z
2 -1 1 2

y = arcsinx Y = arccos x y = arctanz

V3

’)

1 1
Esimerkki 3.27. Laske a) arcsin§ b) arcsin (—2> c arccos(

Ratkaisu. a) On loydettava se kulma 6 € [—7/2,7/2], jolle sinf = 1/2.
Suoraan muistikolmiosta ndhdéaan, ettd 6 = 7 /6, joten

) T
arcsin — = —.
2 6
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1
b) Kohdan a ja sinin méadritelmédn mukaan arcsin (—2) = —%.

c) On loydettivi se kulma 6 € [0, 7], jolle cos § = —+/3/2. Koska cos(7/6) =
V/3/2, niin cos(r — 7/6) = cos(57/6) = —/3/2. Niinpa

V3 5m
arccos | —— | = —.
2 6

3.4 Eksponentti- ja logaritmifunktiot [5, 1.4 ja 3.§]

Maaritelma 3.28. Eksponenttifunktioksi (exponential function) kutsutaan
funktiota

f(z) =d”,
missa kantaluku (base) a > 0.
Potenssifunktiosta todetun perusteella eksponenttifunktio on maéritelty kai-

killa eksponenteilla x € Q. Kertauksena: jos a > 0, niin eksponenttifunktio
a® maaritellaan asettamalla

a® =1,
a*=a-a---a, kun z € N,
—_———
x kpl
- 1
a® = , kun x € Z_,
a—l’
m m
a® = (al/”) = +Vva™, kunz=— € Q, missa n € N,
n

ja sille péatevat seuraavat laskusdannot (z,y € Q):

a* = a"a?, (a®)Y =a"™ ja a"=—. (3.29)

Lause 3.30. Eksponenttifunktio f: Q — R, f(x) =a” on

(1) aidosti kasvava, jos a > 1,
(2) aidosti vihenevd, jos 0 < a < 1,
(3) wakio =1, jos a = 1.

Todistus. (1) Olkoon ensin z > 0 ja merkitddn x = m/n, missd m,n € N.
Koska a™ > a > 1 ja y'/™ on aidosti kasvava, niin

a® = a™" = (am)l/" > 1Ym =1,
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Olkoon nyt z,y € Q, y > x. Silloin y — z > 0 ja edelld todetun perusteella
a?”% > 1 ja siten

a? = a®t) = ¢%a¥" > o,
(2) todistetaan vastaavasti ja (3) on selvi. O

Eksponenttifunktion f(x) = a® kuvaaja eri a:n arvoilla:

Y

Eksponenttifunktion maérittelyn laajentaminen koko reaalilukujen joukkoon
tehdaan asettamalla
a®= lim a, (3.31)

reQ, r—x

kun x € R on irrationaalinen. Tamén raja-arvon olemassaolo vaatii reaa-
lilukujen taydellisyysaksiooman (ks. [5, Appendix E]) kdyttod. Tarkemman
tarkastelun sivuutamme. Voidaan osoittaa, ettd nain méaritellylle eksponent-
tifunktiolle f: R — R, f(z) = a” laskulait (3.29) patevét kaikilla z ja y € R.
Kun a # 1, niin f on aidosti monotoninen koko reaalilukujen joukossa ja f:n
arvojoukko on f(R) = (0, 00).

Esimerkki 3.32. Tarkastellaan lukua 27. 7 = 3,141592 - - - on irrationaali-
luku, jota voidaan approksimoida rationaaliluvuilla

r=3, r=31 r3=314, ry=3141,
Luvulle 2™ saadaan rationaalisia eksponentteja kdyttaen arviot
2> =8, 2% =8574187---, 2% =8815240---, 2> =8821353---
ja lopulta raja-arvona saadaan 2™ = lim 2™ = 8,824977--- .

n—oo

Tassa esimerkissa kaytetaan lukujonon raja-arvoa, jota tutkitaan tarkemmin
luvussa 8.1. Neperin luku e maéritellaén lemman 8.15 yhteydessa.

Maaritelma 3.33. Funktiota e = exp(z) kutsutaan luonnolliseksi ekspo-
nenttifunktioksi.
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Eksponenttifunktio a® on aidosti monotoninen, kun a # 1, joten silld on
kaanteisfunktio.

Maaritelma 3.34. Olkoon a > 0 ja a # 1. Funktion f: R — (0,00), f(x) =
a®, kddnteisfunktiota f~': (0,00) — R kutsutaan a-kantaiseksi logaritmi-
funktioksi (base a logarithm function) ja sitd merkitdan f~!(z) = log, =.

Koska a” ja log, x ovat toistensa kaanteisfunktioita, niin

‘y:a”” & leogay‘ (3.35)

ja

log,(a®) =2 ja a“%¥=y (3.36)

kaikilla € R ja kaikilla y € (0,00). Lauseista 3.30 ja 2.15 seuraa:

Lause 3.37. Logaritmifunktio log, x

(1) on aidosti kasvava, jos a > 1,
(2) on aidosti vihenevd, jos 0 < a <1,

(3) ei ole madritelty, jos a = 1.

Koska a” = 1, on log, 1 = 0 kaikilla a. Seuraavaan kuvaan on hahmoteltu
log,:n kuvaaja eri a:n arvoilla. Vertaa vastaavaan eksponenttifunktion a”
kuvaajaan; kuvaajat ovat peilikuvia suoran y = x suhteen.

Y

a>1

O<axl1

Maaritelma 3.38. Luonnollisen eksponenttifunktion e kadnteisfunktiota
log, x kutsutaan luonnolliseksi logaritmiksi (natural logarithm) ja sitd mer-
kitddn In x = logx = log, x. Kymmenkantaista logaritmifunktiota kutsutaan
Briggsin logaritmiksi ja sitd merkitaan lgx = log,, x.
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Kun jatkossa puhutaan pelkéasta eksponenttifunktiosta tai logaritmifunktios-
ta tasmentamattd kantalukua, niin tarkoitetaan aina funktioita e® ja Inz,
joille pétee

In(e®) =z ja "=y (3.39)

kaikilla = € R ja kaikilla y € (0, 00).
Ominaisuuksista (3.29) seuraa logaritmille seuraavat laskulait (x,y > 0):

log,(zy) = log, z + log, y
log,(z") = ylog, « (3.40)

X
loga - = loga T — loga Yy
Yy

Todistetaan kaavoista ensimmaéinen luonnolliselle logaritmille: koska
zy = @) ja toisaalta zy = eMTeMY = metiny,

niin
6ln(:py) — 6ln z+lny )

Eksponenttifunktion aidosta kasvavuudesta seuraa, ettd on oltava
In(zy) =Inz + Iny.

a-kantaisten eksponentti- ja logaritmifunktioiden kéasittely voidaan palauttaa
e-kantaisiksi kaavoilla

|
a® =e ja  |log,x = —nx. (3.41)
Ina

Naista ensimmaéinen voidaan perustella suoralla laskulla
x
a® = (elna) — emlna.

Toinen saadaan ottamalla yht#lostd o = a'°2«® luonnollinen logaritmi puolit-
tain ja kdyttadmalld kaavoja (3.40):

Inz=1In (aloga “”) =log, zIna.
Logaritmeja kasiteltdessé voi toisinaan auttaa kaavojen (3.36) pukeminen

seuraavaan muotoon: luku z = log,y on se luku, johon a pitaisi korottaa,
jotta saadaan y.
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Esimerkki 3.42. Laske a) log;125 b) log,8

c) log, 10 + log, 12 — log, 15

Ratkaisu. a) 5% = 125, joten log; 125 = 3.

b) Téssé ratkaisua ei ndhda yhté helposti suoraan, mutta voidaan muokata
1 3

log, 8 = log, (2*) = 3log, 2 = 35=75

Tarkistetaan viela: X
43/2 _ <41/2) _ 23 — 8.

c) Logaritmin laskusdannoilla saadaan

10-12
log, 10 +log, 12 —log, 15 = log, (10 - 12) — log, 15 = log, 5 = log, 8 = 3.

Luvussa 3.1 méaariteltiin potenssifunktio f(z) = 2" (z > 0) rationaalisille
ekponenteille r € Q. Eksponenttifunktion avulla méaritelmé voidaan yleistaé
kaikille reaalilukueksponenteille.

Maaritelma 3.43. Olkoon a € R. Maaritella yleinen potenssifunktio x®

asettamalla "
xa _ (elnx) _ ealnx (.23 > 0)

3.5 Hyperboliset funktiot ja niiden kadnteisfunktiot [5,
6.8]

Monissa sovelluksissa esiintyy seuraavia funktioiden e” ja e~* kombinaatioita,
joille annetaan omat nimensa késittelyn helpottamiseksi.

Maaritelma 3.44. Maéritellaan hyperbolinen sini sinh ja hyperbolinen ko-
sini cosh asettamalla

. € .
sinhz = ——— ja coshx =

seké edelleen hyperbolinen tangentti

sinh x e —e*

tanh z = =
coshx e*+e®

kaikilla z € R.
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Hyperbolisten funktioiden kulku on hahmoteltu seuraavaan kuvaan. Hyper-
bolisen sinin arvojoukko on R, hyperbolisen kosinin [1,00) ja hyperbolisen
tangentin (—1,1).

y = coshz

Esimerkki 3.45. Ratkaise yhtalo sinh x = 3.
Ratkaisu. Sopivasti muokkaamalla ja kayttamalla toisen asteen yhtélon rat-
kaisukaavaa muuttujalle ¢ = e > ( saadaan

(e“)> —6e" —1 =0

6 40
e’ = +2\/— =3+10
& 2 =In(3+V10) =~ 1,8184

t ¢3¢

Hyperbolisille funktioille patee monia samantapaisia kaavoja kuin trigono-
metrisille funktioille, kuten

cosh? z — sinh®z = 1, (3.46)

joka perustellaan suoralla laskulla sijoittamalla cosh x:n ja sinh z:n maari-
telmat vasemman puolen lausekkeeseen. sinh ja tanh ovat aidosti kasvavia
R:ssé ja cosh joukossa [0, 00), joten niilld on ko. joukoissa kaanteisfunktiot.
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Maaritelma 3.47. Seuraavilla valeilla maaritelladan hyperbolisten funktioi-
den kidnteisfunktiot, joita kutsutaan areafunktioiksi. Ala sekoita jalkimmaéi-
sid merkint6ja eksponenttiin —1!

Funktio Kaanteisfunktio

sinh: R — R arsinh =sinh™': R - R

cosh: [0,00) — [1,00) arcosh = cosh™: [1,00) — [0, 00)
tanh: R — (—1,1) artanh = tanh™': (=1,1) = R

Merkitdan y = arsinhx, ts. x = sinhy. Menettelemalld kuten esimerkissa
3.45 saadaan y = In(x + /2 + 1). Vastaavalla tavoin saadaan logaritmiesi-
tykset myos ar cosh:lle ja ar tanh:lle:

arsinhz = In <x+ Va2 + 1) (x € R)

arcoshz = In (:1: + Va2 — 1) (z>1) (3.48)
1—}—:5')
11—z

(-l<z<1)

1
ar tanh x = 2lm(

3.6 Esimerkkeja

Esimerkki 3.49. Tarkastellaan muutamaa yksinkertaisinta tapaa muoka-
ta funktiota y = f(z) ja muokkaamisen merkitystd geometrisesti. Kuvissa
esimerkiksi on otettu funktio y = /x vililla 0 < x < 2. Perustele kunkin
kuvaajan kulku!

Funktio Operaatio Esimerkki
Y y=Vr
1
y = f(x)
| x
1
y=+-x Y
1
y = f(—xz)  Peilaus y-akselin suhteen.
| x
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Y
L .
y=—f(x) Peilaus z-akselin suhteen. 1
-1
y=-vr
y y=yr+3
y = f(r+a) Siirto z-suunnassa. 1
% % x
—1 1
Yy
e 3
y = f(x) +a Siirto y-suunnassa.
. T
1
-1
Y Yy =2z
y = f(ax) 1
(a > 0) Skaalaus z-suunnassa.
. T
1
Y
1
— 1 y — *\/5
y = af(z) Skaalaus y-suunnassa. ?
(a>0)
. x
1

Esimerkki 3.50. Seuraavissa havainnollistetaan sinifunktion avulla edelli-
sen esimerkin operaatioita ja niiden yhdistamista seké funktioiden kertomista
ja yhdistamista. Perustele kunkin kuvaajan kulku!

f(x) =sinx f(x) =sinx + 1, siirto y-suunnassa
2 K | | i 2 K | | i
0 ! | 0 I ]

9 :. | | .: o :. | | .:
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f(x) =sin(x + 1), siirto z-suunnassa
eli vaihesiirto

2 L i

0
2} i

—T 0 s 2T 3T

f(x) = sin(2z), taajuuden saato

9 - ' ' i
0
92| 4
—T 0 T 27 3
f(x) = sin(z?)
9 [ ' ' i
o LA AW
RIANRY VT
9L 4
—2m —T 0 s 2w
f(z) = sin(1/a)
9 [ ' ' i
0l W\
I ]
9L 4
e

f(z) = 2sinz, amplitudin sé&to

|
ct
)
T
|
8
[\
|

-2 -7 0 T 2

Esimerkki 3.51. Talletetaan 5 000 € 8 %:n vuotuisella korolla.
a) Mika on padoma f(x) x vuoden kuluttua?

f(z)

2000
5 000 - 1,08

o = OR

(5 000 - 1,08) - 1,08 = 5 000 - 1,08
3| (5000-1,082) 1,08 =5 000 - 1,08

Huomataan, ettd yleisesti f(z) =5 000 - 1,08".
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b) Miké on padoma 4 vuoden ja 3 kuukauden kuluttua? Kayttamalla edella
saatua funktiota saadaan

3
f (412) = 5000 - 1,08%12 ~ 6 935,

eli noin 6 935 €.
c) Milloin pddoma on 1 000 000 €7

5000 - 1,08 = 10°

109
1,08% = I
5000 | mO)
In(1,08)
I ( O)
ln (5 00 0) ~ 69
~ In(1,08)

Noin 69 vuoden kuluttua.

Maaritelma 3.52. Reaalifunktio f on parillinen, jos f(—x) = f(x) kaikilla
x ja pariton, jos f(—z) = —f(z) kaikilla x.

Geometrisesti parillisuus tarkoittaa sita, ettd funktion kuvaaja on symmetri-
nen y-akselin suhteen. Esimerkiksi cosz, 1, 22, 2 ja 2% ovat parillisia funk-
tioita. Parittomuus taas tarkoittaa, ettd funktion kuvaaja on symmetrinen
origon suhteen. Esimerkiksi sin z, tanz, z, 2® ja 2° ovat parittomia funktioi-
ta. On huomattava, etta funktio ei "yleensa” ole parillinen eiké pariton.

y )

\ -

parillinen funktio pariton funktio

Esimerkki 3.53. a) Osoita, ettd f(z) = x?sinz on pariton.
Ratkaisu. Suoralla laskulla nahdéaéan, ettéa

f(—=2) = (—z)?sin(—2) = 2*(—sinz) = —2*sinz = — f()
kaikilla z.
b) Onko f(x) = (z + 1)? parillinen tai pariton?
Ratkaisu. Koska esimerkiksi f(—1) =0 ja f(1) = 4, niin f ei ole parillinen
eiké pariton.
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4 Funktion raja-arvo ja jatkuvuus [5, 2.1-2.4,
4.7]

Raja-arvo on tarkein peruskasite analyysiksi kutsutulla matematiikan osa-
alueella. Raja-arvon avulla maéaritelladn mm. sellaiset keskeiset kasitteet ja
tyokalut kuten jatkuvuus, derivaatta ja integraali. Tésséa luvussa tavoitteena
on oppia laskemaan seka adrellisia etta adrettomia raja-arvoja ja tutkimaan,
onko funktio jatkuva.

4.1 Raja-arvon maaritelmia ja perusominaisuudet

Intuitiivisesti maariteltyna funktiolla f on raja-arvo L € R pisteessa a, jos
x:n lahestyessé pistettd a arvot f(z) ldhestyvat lukua L. Tallaisella 16ysalla
maaritelmélla ei kuitenkaan saada aikaan kayttokelpoista tyokalua. Ennen
tarkkoja maéritelmia esimerkissa 4.1 kaydaén lapi erityyppisia tapauksia sii-
téd, miten funktion f arvot voivat kayttaytyé lahelld pistetta 0 ja mihin raja-
arvon maaritelmien (4.3, 4.16, 4.22 ja 4.24) tulisi ottaa kantaa.

Esimerkki 4.1. a) f(x) = 2* — 1 ldhestyy lukua —1, kun x ldhestyy nollaa.
f:1ld on pisteessa 0 raja-arvo —1.

|
N2

1, kun =z > 0,
—1, kun z <0,

b = — =
) fla) ==
lahestyy lukua 1, kun x lahestyy nollaa oikealta ja lukua —1, kun = lahestyy

nollaa vasemmalta. f:114 on pisteessa 0 vain toispuoleiset raja-arvot.
Y
_ =l

/(@)

X

T

c) f(z) = 1/2* kasvaa rajatta, kun x ldhestyy nollaa. f:1l& on pisteessi 0
vain epaoleellinen raja-arvo oo.
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d) f(z) = 1/ kasvaa rajatta, kun x lahestyy nollaa oikealta ja pienenee
rajatta, kun x ldhestyy nollaa vasemmalta. f:114 on pisteessa 0 vain toispuo-
leiset epéoleelliset raja-arvot —oo ja oo.

Y

e) f(x) = sin(1/x) heilahtelee —1:n ja 1:n vélissd, kun z lahestyy nollaa.
f:114 ei ole pisteessé 0 raja-arvoa.

Y

|
My
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Maaritelma 4.2. Pisteen a € R siséltavdi avointa vélid (¢, d) kutsutaan a:n
ymparistoksi (neighborhood) ja ja joukkoa (c,a) U (a,d) pisteen a punkteera-
tuksi ymparistoksi.

c a d c a d
————— O—+—O----0T - 00— O---0 T
a:n ymparisto a:n punkteerattu ympéristo

Maaritelma 4.3. Olkoon reaalifunktio f maéritelty jossakin pisteen a punk-
teeratussa ymparistossd. Funktiolla f on raja-arvo (limit) L € R pisteessd
a, jos jokaisella € > 0 on olemassa ¢ > 0 siten, ettd |f(x) — L| < € aina kun
0<|z—al<d, ts.

Ve>030>0: 0<|z—a|<d=|f(z)—L|<e
Talloin merkitdan

L = lim f(x) tai f(x) —» L, kun z — a.

T—ra

Yy
y = f(x)
L+ €
LA I
L — €A i
% T
a—0 @ qg4+§

Talla maaritelmalld saadaan ilmaistua tasméllisesti sanonnat "z lahella a:ta”
(0 < |z —a| <§) ja " f(x) lahelld L:48" (|f(x) — L] < €). f voi olla tai voi
olla olematta mééaritelty pisteessd a, silla ehto 0 < |z — a| takaa, ettd  # a
eika funktion arvoa siten lasketa pisteessi a.

Kerrataan kolmioepayhtélo, jota tarvitaan monissa seuraavista todistuk-
sista.
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Lause 4.4 (Kolmioepéyhtéloita reaaliluvuille). Kaikille x ja y € R patee
(1) |z +yl <z + y]
2) |z —yl <zl +yl
3) [l = Iyl < |z —v|

Todistus. (1) Itseisarvon méaritelmian mukaan r = —|z| tai x = |z|, joten
—lz] <z <zl

Vastaavasti
—lyl <y <1yl

Laskemalla ndma epéayhtalot puolittain yhteen saadaan
—(lz| +y) <z +y < || +yl,

joten |z 4+ y| < |x| + |y|.
(2) Toinen lauseen epéyhtélo seuraa ensimmaisesté:

[z —yl =z + (=) < 2|+ [ =yl = |z +|y|.
(3) Myo6s kolmas epéyhtélo seuraa ensimmaisest:
[ = [(z —y) +yl < |z —yl +[yl,
joten |z| — |y| < |z — y|. Vaihtamalla téssé z:n ja y:n roolit saadaan
yl = |zl <y — = = |z =y,
josta || = [y > —[x = y. Siten ||z] — [y]| < |z —y. =

Seuraavan lauseen raja-arvon peruslaskusdantojen mukaan summan raja-
arvo on raja-arvojen summa, tulon raja-arvo on raja-arvojen tulo ja osa-
maaran raja-arvo on raja-arvojen osamaara:

Lause 4.5. Jos glglirtll f(z) =L ja ilg(llg(a:) = M, niin

(1) lim(f(x (x) L+M,

T—ra

(2) lim(fx x)) LM,

r—a

(3) glgll%féz) ]\Z,]OSM#O
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Todistus. Todistetaan (1) summalle f(z) + g(x). Olkoon € > 0. Koska
L = lim f(x) ja M = lim g(x),

T—a Tr—a
niin on olemassa d; > 0 ja d5 > 0 siten, ettéd
€
Fa) 1] < § (4.6
kun 0 < |z —a| < 4 ja
€
o) — M| < § (4.7

kun 0 < |z — a| < dy. Jos valitaan § = min{dy, 62}, niin seké (4.6) ettd (4.7)
ovat voimassa, kun 0 < |z — a| < §. Niinpa
|(f(2) + g(2)) = (L + M)| = |(f(z) = L) + (g(2) — M)
< 1f(z) — L] + lg(z) — M|

cELE_
=272 ¢

kun 0 < |z — a|] < §. Siten summalla f(x) + g(z) on pisteessd a raja-arvo

L+ M. O

Seuraus 4.8. Jos on olemassa lim f(x), niin
T—a

lim (f(:c)") = <lim f(:c))n

Tr—a T—a

kaikilla n € N.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla.
(1) Alkuaskel. Tapauksessa n = 1 viite on selvastikin tosi.
(2) Induktioaskel. Oletetaan, ettéd kaava pétee arvolla n = k:

tim /) = (1 /()
Silloin

lim (f(2)"*1) = lim (f(2)£(2)")

T—a T—a

2l f() lim (f(2)")

= tim /() Jim 1))
= < lim f(a:)) kH.

r—a

Niinpa kaava péatee myos n:n arvolla n = k + 1. n
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Esimerkki 4.9. Seuraavassa tarvitaan kaikkia lauseen 4.5 kohtia (seké ha-
vaintoja glclgém =aja iﬂ%c = ¢, kun ¢ = vakio):

23 =7 2.33—-7 47
lim = = —,
z—3 Hr + 3 5-3+3 18

Esimerkki 4.10. a) Seuraavassa lausetta 4.5 ei voida suoraan soveltaa muo-
don 0/0 vuoksi ennen funktion muokkausta. Osoittajan nollakohdat ovat 1
ja —3 ja nimittdjan nollakohdat —2 ja —3, joten (ks. tekijoihinjako luvussa
5.5)

2 +2x —3 v (x—l)(x—i—S):hm (x—1)

e =4.
eot3 22 4 5 16 eoo3 (x4 2)(x 1+ 3) o3 (x4 2)

b) Raja-arvoa

) 1
lim
=29 —

ei ole olemassa, silla funktion itseisarvo kasvaa rajatta, kun z — 2.

Lause 4.11. lim \/z = \/a

T—a

Todistus. Nyt

r—2a+a=xz—a, kunx >a

r—2r+a=a—z, kunz <a

(Vz—Va)’ =z —2Vrva+a < {
= |z —al.
Koska neliojuuri on kasvava, niin
[V —+a| <]z —al.

Niinpé annetulle € > 0 pétee |\/x —+/a| < ¢, kun 0 < |z —a| < €. Raja-arvon
médritelméssi voidaan siis valita § = €2. O

Lause 4.12. Olkoon lim g(x) =1L ja lirri fly) = f(L). Silloin
rT—a y—

lim f(g(z)) = f( limg(a)) = £(1)
Todistus. Olkoon € > 0. Silloin on olemassa ¢; > 0 siten, etté

0<|y—Ll<d=|fly)—f(L)|<e
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ja edelleen 0 > 0 siten, etté
0<|r—al<d=|g(x)— L| < d.

Jos merkitédén y = g(x), niin edelld mainituista seuraa (tapaus |g(z)—L| =0
on selvé, koska silloin g(z) = L)

0< |z —al <6 =|flgx) - F(L)] <e. =

Esimerkki 4.13. a) Lauseista 4.11 ja 4.12 seuraa, ettd
liI% V2?2 —1= lir%(QxQ —1)=v49="1.
T— T—

b) Tutkitaan raja-arvoa

WV +4-2
hm —_—.
x—0 x

Suora sijoitus ei onnistu (muoto 0/0), mutta funktiota voidaan muokata so-
pivasti laventamalla lausekkeella \/z + 4 + 2:

V 4 -2 4) -4 1 1
° = (z+4) = — —, kunz — 0.
x r(Ve+4+2) Vr+4+2 4

Lause 4.14 (Kuristusperiaate, squeeze law). Olkoon f(z) < g(z) < h(x)
kaikilla x # a jossakin a:n ympdristéssd ja oletetaan, ettd

lim f(x) =L = lim h(z).

T—ra

Silloin on olemassa lim g(z) = L.

Esimerkki 4.15. Funktiolla

1
g(x) = zsin —

on raja-arvo 0 pisteessa 0, silla

1
—lz| < zsin— < |x]
x

ja f(x) = —|z| = 0 ja h(z) = |z| — 0, kun  — 0.
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Yy
.  h@) = al
\ (¢) = @ sin -
’ Xr) = I Ssln —
., g -
Py '
: ~ f@) = —al

4.2 Toispuoleiset raja-arvot

Maaritelmé 4.16. Olkoon reaalifunktio f mééritelty joukossa (a,d). Funk-
tiolla f on oikeanpuoleinen raja-arvo L € R pisteessd a, jos

Ve>030>0: a<z<a+d=|f(z)—L|<e

Talloin merkitaan

L= lim f(x) tai  f(x) = L, kanz — a+.
r—ra-+
Jos reaalifunktio f on mééritelty joukossa (c, a), niin funktiolla f on vasem-
manpuoleinen raja-arvo L € R pisteessd a, jos

Ve>030>0: a—d<z<a=|f(x)—L|<e
Talloin merkitaan

L= lim f(x) tai f(z) = L, kunx — a—.

T—a—

Lause 4.17. Olkoon reaalifunktio f mddritelty a:n punkteeratussa ympdris-
tossa. Tdlloin
L =lim f(x)

Tr—a
jos ja vain jos

lim f(x)=L= lim f(z).

r—a— r—a+
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Esimerkki 4.18. a) Funktiolla

22 -1, kunz <1,
€Tr) =
/() {2—x, kun z > 1,

on toispuoleiset raja-arvot

lim f(x)=0 ja lim f(x)=1,

T—1-— z—1+

joten ei ole olemassa raja-arvoa lim f(z).
T—r

Yy
11 \
x
1
y=f(z)
b) Funktiolla
22, kun z < 0,
€Tr) =
/(@) rsin—, kun x >0,
x

on toispuoleiset raja-arvot (ks. esimerkki 4.15)

lim f(z)=0= lim f(x),

rz—0— rz—0+

joten on olemassa raja-arvo lim f(z) =0.
z—

Y
y=f(z)
)"u/\\/ Xz
c) Funktiolla
1, kun x < 0,

1
sin—, kun x > 0,
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on vasemmanpuoleinen raja-arvo

lim f(x) =1,

z—0—

mutta ei oikeanpuoleista raja-arvoa li%l f(z), eikd siten myoskdan raja-
r—0+

arvoa ilg}) f(x).

ﬁ% ﬂ (\ f:c) — sin(1/z)
7

in 0
sinf _

Lause 4.19. lim
6—0

Todistus. Todistetaan lause geometrisesti. Myohemmin késiteltdavaa 1’Hospi-
talin saédntoa ei voida kayttda taman todistamiseen, koska sinin derivointi-
kaavan todistamisessa tarvitsemme tata tulosta.

Y

sin 6 tand

cos

Oletetaan, ettd 0 < 6 < 7/2. Oheisesta kuvasta péétellaan, etté
pienen kolmion pinta-ala < sektorin pinta-ala < ison kolmion pinta-ala.

1-siteisen kiekon pinta-ala on 7 - 12 = 7, joten sektorin, joka on 6/(27)-osa
kickosta, pinta-ala on 7-0/(27) = 6/2. Kolmion pinta-ala on 3 xkanta xkorkeus,
joten

< —--.1-tanf = - ——

N D
DN | —
[\
(@)
3 .
[
>

icosﬁsinﬁ <

josta
sin 0
cosfsinf <0 < m

cos@’
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Jakamalla sin #:1la ja ottamalla kdénteisluvut saadaan

1 S sin 0 > cosd
Ccos
cos — 0
Koska éir% cosf = 1, niin kuristusperiaatteen (lause 4.14) nojalla
%
in ¢
lim “ = 1.
6—0+ 0

Tapaus —m/2 < 6 < 0 késitelldén vastaavasti ja saadaan

lim S0 O
0—0— 0
Esimerkki 4.20. Osoitetaan, etté
1
lim —— 8%
z—0 x

Lavennetaan (1 + cos):1l4 ja kiytetdin tietoa sin®x + cos?z = 1:

1 —cosx 1 — cos?

x sinrx sinz 0
= = —1-—— =0, kunaz — 0.
x z(1 + cosx) r 1+cosz 1+1

Esimerkki 4.21.

lim tan(2x) _y (hm sm(2x)> (lim 1 ) P 1 5

a0 o 20 2x 20 cos(2x)

4.3 Raja-arvokisitteen laajennukset
4.3.1 Epaoleelliset raja-arvot oo ja —oo

Intuitiivisesti méaariteltyna funktiolla f on raja-arvo oo pisteessa a, jos x:n
lahestyessé pistettd a arvot f(x) kasvavat rajatta.
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Maaritelma 4.22. Olkoon reaalifunktio f maéaritelty a:n punkteeratussa
ymparistossd. Funktiolla f on epdoleellinen raja-arvo oo pisteessd a, jos

VMeR3IO>0: 0< |z —a|l<d= f(z)> M.
Talloin merkitaan
alcl_I)Illl f(z) =00 tai f(z) = oo, kun z — a.
Vastaavasti funktiolla f on epdoleellinen raja-arvo —oo pisteessd a, jos
VMeRI>0: 0<|z—a|l<d= f(z)< M.

Talloin merkitdan

lim f(z) = —oc0 tai f(x) - —o0, kun z — a.

T—a

Epéoleelliset toispuoleiset raja-arvot méaaritellaan vastaavalla tavoin kuin aa-
relliset toispuoleiset raja-arvot. Lukujen 4.1 ja 4.2 tuloksia voidaan kayttaa
myo6s epéoleellisille raja-arvoille seuraavia sdéntoja soveltaen (¢ € R). Néissa
esimerkiksi sddnnon (1) ensimméinen kohta tarkoittaa, etta jos lim f (x)=c

ja glcl_r)rtllg(x) = 00, niin

lim(f(x) 4+ g(x)) = ¢+ o0 = 0.

T—a
(1) c+o0o=00jac—00=—00
(2) c-oo=00,josc>0jac-00=—00,josc<0
3) —— =0

+00
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(4) co+ 00 =00 ja —00—00=—00

(5) 0000 =00, (—00) - (—00) =00, 00 (—00) = —00

NG

Esimerkki 4.23. a) Funktiolla f(z) = 5 on epéaoleelliset toispuoleiset

raja-arvot

lim f(z) =—-0c0 ja lim f(z) = oo,

r—3— r—3+

silla vz — /3, kun z — 3 ja x — 3 — 04, kun  — 34. Niinpi ei ole
olemassa epaoleellista raja-arvoa hi% f(z).
8
1
b) lim L (mS) lim

_ = 8. frnd
iz (= 2)2  am2 ) ahe (p — 2)2 2700 =00

Seuraavat muodot ovat epamaédraisia eika niisté raja-arvolaskuissa voida teh-
dé mitdan johtopaatoksia:
Too 0 0 g

— 0- -~
00 — 00, 0, T’ O , 00,
Esimerkiksi

1
l=1Ilm 1= limz-—=0-00,
r—0+ r—0+ x

mutta toisaalta

. _ 1
2= lim 2= lim (2z)-— =0-00
rz—0+ z—0+ €T

tai
co=lim —=lim z-— =0-00.
z—0+ 1 z—0+ 2

4.3.2 Raja-arvo darettomyydessa

Intuitiivisesti maariteltyna funktiolla f on raja-arvo L € R darettomyydessa,
jos z:n kasvaessa rajatta arvot f(x) lahestyvit lukua L.
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Maaritelma 4.24. Olkoon reaalifunktio f maaritelty joukossa (¢, 00). Funk-
tiolla f on raja-arvo L ddrettomyydessd, jos

Ve>03IM eR: 2> M= |f(z) - L| <e
Talloin merkitddn

lim f(z)=1L tai f(z) = L, kun x — oc.

T—00

Vastaavasti joukossa (—oo,c) maadritellylla funktiolla f on raja-arvo L
miinus-ddarettomyydessd, jos

Ve>03dM eR: <M= |f(z)—L| <e.
Téalloin merkitadn

lim f(z)=L  tai f(z) = L, kun x —» —o0.

r——00

Vastaavalla tavoin voidaan maéritelld myos raja-arvot co ja —oo darettomyy-
dessa ja miinus-aarettomyydessa.

1
Esimerkki 4.25. a) lim — =0

T—00 ¢

b) 1_i>r_n 3= —0

c) Ei ole olemassa raja-arvoa lim sinx.
T—00
) ™
d) lim arctanz = —
T—00 2
Esimerkki 4.26. Polynomi-, rationaali- ja juurifunktioiden raja-arvoja aa-

rettomyydessa voidaan yrittad tutkia ottamalla yhteinen tekija tai laventa-
malla sopivasti.
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100 11
a)hm(&ﬁ—mm¥+n):hm(3—+Qx%=@—o+m-m=mn
T—00 Tr—r00 € €T
oyt
203 4 4% — T3 240-— 2
b) lim L AT g x g3 _240-0 2
z——o00 Hyd —gxr+1 T——00 1 1 5—0+0 5
PR
xZ T

9
—m3+2x2+9__x+2+ﬁ tooo —00+24+0 —00

= s = ——
) a1 2 1 T+0-0 7 >
T+ =
X T
. 1 1
d) lim ——— 2 lim —— = i

m = =1
xz 1_‘_; 1+?

B Ve+l+yr  z+1-u
O Vit T-va= (et -Va) e = T e

=0, kun z — oo.

1 1
L —
Ve+1+x o0

4.4 Jatkuvuus

Raja-arvon madaritelmassa 4.3 ei vaadita, ettd funktio olisi méaritelty raja-
pisteessa a. Jos f(a) on maaritelty, niin voidaan kysyé, onko funktion arvo
sama kuin raja-arvo.

Maaritelma 4.27. Olkoon funktio f maaritelty vélilla (¢, d). Sanotaan, etté
f on jatkuva (continuous) pisteessi a € (c,d), jos

f(a) = lim f(z). (4.28)

Tr—a
Vaaditaan siis, etta

(1) f on maaritelty pisteessa a,
(2) f:114 on raja-arvo pisteessa a ja

(3) funktion arvo ja raja-arvo ovat yhtdsuuret.

Raja-arvon olemassaolon ej-ehto ja vaatimus (4.28) voidaan muotoilla suo-
raan yhdeksi ed-ehdoksi:



INSINOORIMATEMATIIKKA 1 & 3 68

Lause 4.29. f: (¢,d) — R on jatkuva pisteessi a € (¢, d) jos ja vain jos
Ve>030>0: |[x—a|l <d=|f(z)— fla)| <e¢
toisin sanoen

Ve>036>0: f((a—d,a+0)) C(f(a)—¢ fla)+e).

y = f()

a—06 & a4+

Esimerkki 4.30. a) Esimerkin 4.15 funktio g: R\ {0} — R,

1
g(z) = zsin —

ei ole maaritelty pisteessi x = 0, mutta silli on raja-arvo lirr(l) g(x) = 0.
r—
Niinpa funktio f: R — R,

1
xsin—, kun x #0,
x

0, kun x =0,

fz) =

on jatkuva pisteesséd 0. Funktio g saadaan siis jatkettua jatkuvaksi funktioksi
pisteessa 0, kun mééritelldén ¢(0) sopivasti. Talloin sanotaan, etta piste 0 on
g:n poistuva epdjatkuvuuspiste.

b) Esimerkin 4.1 kohdissa b—e funktiota f ei saada millidn maarittelylla
f(0) jatkuvaksi pisteessé 0.

Valin paatepisteesséd jatkuvuus on méariteltéava erikseen.
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Maaritelma 4.31. Valilla [a, d) maaritelty funktio f on oikealta puolijatkuva
pisteessa a, jos

f(a) = lim_ f(a).

T—ra+

Vastaavasti valilla (c,a] mééritelty funktio f on wasemmalta puolijatkuva
pisteessd a, jos

f(a) = lim f(a).

r—a—

Esimerkki 4.32. Funktio

22 -1, kunz <1,
fz) =
2—x, kunaxz>1,

on vasemmalta puolijatkuva pisteessa 1, mutta ei oikealta.

Taman esimerkin tilanteessa, jossa pisteessa a on olemassa aérelliset toispuo-
leiset raja-arvot, mutta ne ovat erisuuret, sanotaan funktiolla olevan hyppdys-
epajatkuvuus.

Maaritelma 4.33. Funktio on jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa méaarit-
telyjoukkonsa pisteessa. Tarkemmin:

e Funktio f: (¢,d) — R on jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa pisteessi
a € (c,d).

e Funktio f: [¢,d) — R on jatkuva, jos se on jatkuva jokaisessa pisteessi
a € (c,d) ja lisaksi oikealta puolijakuva pisteessé c.

e Vastaavasti maaritelldan jatkuvuus myos muunlaisilla valeilla.

e Jos funktion maéarittelyjoukko koostuu aarellisestd maarasta erillisia
avoimia valeja I;, niin funktio on jatkuva, jos funktio on jatkuva jo-
kaisella valilla ;.

Liséksi funktio on paloittain jatkuva valilla I, jos silld on darellinen maara
epajatkuvuuspisteita ja ne kaikki ovat hyppaysepédjatkuvuuksia.
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Merkitdan jatkossa I:1l1a yleisté vélia, joka voi olla avoin, puoliavoin tai sul-
jettu seka rajoitettu tai rajoittamaton.

Lauseen 4.5 mukaan jatkuvien funktioiden summa, erotus, tulo ja osa-
méara ovat jatkuvia:

Lause 4.34. Olkoot [ ja g: I — R jatkuvia pisteessi a € I. Talloin f(x) +
g(x), f(x) —g(x) ja f(x)g(x) ovat jatkuvia pisteessd a. Jos lisiksi g(a) # 0,
niin myos f(z)/g(x) on jatkuva pisteessd a.

Esimerkiksi jokainen polynomi p(z) = a,2™ + a,_ 12" ' + -+ + @17 + ag
on jatkuva R:ssd ja edelleen jokainen rationaalifunktio f(z) = p(z)/q(z) on
jatkuva maarittelyjoukossaan.

Esimerkki 4.35. a) Funktio f(z) = —32% + 7z — 1 on jatkuva joukossa R.

1

b) Funktio f(z) = — on jatkuva méérittelyjoukossaan R\ {0} = (—o0,0) U
x

(0, 00).

c) Funktio

22 +5x+6
f(x)_x2—2x—8

on jatkuva méarittelyjoukossaan R \ {—2,4}. Koska

(x+2)(z+3) x+3

fl@) = (x+2)(xz—4) z—4

(4.36)

niin piste x = —2 on f:n poistuva epajatkuvuuspiste ja siten f saadaan
madrittelylld (4.36) jatkettua jatkuvaksi joukkoon R\ {4}.

d) Esimerkin 4.32 funktio on paloittain jatkuva joukossa R. Miksi b- ja
c-kohtien funktiot eivit ole paloittain jatkuvia R:ssa?

Lauseen 4.12 mukaan jatkuvista funktioista yhdistetty funktio on jatkuva:
Lause 4.37. Olkoon g: I — R jatkuva pisteessd a € I ja olkoon [ mddritelty

pisteen g(a) sisdltavalla valilli ja jatkuva pisteessa g(a). Silloin yhdistetty
funktio (f o g)(z) = f(g(z)) on jatkuva pisteessd a.

Esimerkki 4.38. Koska /= on jatkuva joukossa [0,00) (lause 4.11), niin

funktio
x4+ 3

on jatkuva méérittelyjoukossaan (—oo, —3] U (4, 00).
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Seuraavan peruslauseen joudumme ottamaan kayttoon todistamatta. Kuva
piirtamallé lause on kuitenkin helppo uskoa, koska "jatkuvan funktion ku-
vaaja voidaan piirtad kynédd nostamatta”. Todistuksessa (ks. [5, Appendix EJ)
tarvitaan supremumin (least upper bound) kasitetta ja taydellisyysaksioomaa.

Lause 4.39 (Jatkuvien funktioiden véliarvolause, JVAL). Olkoon f jatkuva
suljetulla ja rajoitetulla valilla [a,b]. Silloin [ saavuttaa kaikki arvojen f(a)
ja f(b) wvdlissi olevat arvot. Toisin sanoen: jos K on arvojen f(a) ja f(b)
vélissd, niin on olemassa piste ¢ € [a, b], jolle f(c) = K.

Seuraava véliarvolauseen erikoistapaus on syytd mainita erikseen.

Lause 4.40 (Bolzanon lause). Olkoon f jatkuva suljetulla ja rajoitetulla vé-
lillg [a,b] ja olkoot f(a) ja f(b) erimerkkiset, ts. f(a)f(b) < 0. Silloin on
olemassa ¢ € [a,b] siten, ettd f(c) = 0. Toisin sanoen: jatkuva funktio ei voi
vathtaa merkkidadn saamatta arvoa 0.

Esimerkki 4.41. Tutkitaan jatkuvan funktion f(x) = ° — 3z + 1 nollakoh-
tia. Tiedetdan, etté téalla 5. asteen polynomilla on korkeintaan 5 nollakohtaa,
mutta yleistd ratkaisukaavaa niiden loytamiseksi ei ole. Tutkitaan kokeile-
malla: koska f(—2) = —25 < 0 ja f(—1) = 3 > 0, niin valilla [—-2,—1] on
ainakin yksi nollakohta. Puolivélissd f(—1.5) ~ —2.09 < 0, joten nollakohta
on valilla [—1.5, —1]. Tamén valin puolivilissa f(—1.25) ~ 1.70 > 0, joten
nollakohta on valilla [—1.5, —1.25]. Néin voidaan jatkaa, kunnes haluttu tark-
kuus on saavutettu. Kyseisen nollakohdan likiarvo yhdeksélla desimaalilla on
—1.388 791 984.

Tama puolitusmenetelma on yksinkertaisin esimerkki numeerisista juur-
tenhakumenetelmisté.

Lauseen 2.13 mukaan aidosti monotoninen funktio f: I — R on injektio ja
siten rajoittumalla f: I — f(I) on kddnteisfunktio f~1: f(I) — I.

Lause 4.42. Vdlilld I aidosti kasvavan (vihenevdin) jatkuvan funktion f
kuvajoukko f(I) on wvdli ja kddnteiskuvaus f~': f(I) — I on myés aidosti
kasvava (vihenevd) ja jatkuva.

Todistus. Olkoon f aidosti kasvava (vihenevan funktion tapaus vastaavas-
ti). Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettda vili on suljettu ja rajoitettu,
ts. I = [a,b].

Osoitetaan ensin, ettd f([a,b]) = [f(a), f(b)]. Aidon kasvavuuden nojal-
la f(a) < f(z) < f(b) kaikilla € [a,b], ts. kaikki fn arvot ovat valilla
[f(a), f(b)]. Toisaalta véliarvolauseen mukaan f saavuttaa kaikki arvot vé-

lilta [f(a), £(b)].
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f~1m aito kasvavuus todistettiin lauseessa 2.15.

f~tn jatkuvuus: Olkoon yo = f(zg) € (f(a), f(b)). Osoitetaan, etté
/7! on jatkuva pisteessi yo (pédtepisteet vastaavasti). Valitaan € > 0 niin
pieneksi, ettd (zg — €,x9 + €) C [a,b]. Koska f on aidosti kasvava, niin
flzo —€) < yo < f(xo + €). Nyt voidaan valita 6 > 0 siten, ettd (yo —
8,90 +0) C (f(wo — €), f(zo + €)), jolloin f~'n aidon kasvavuuden nojalla
I Y (yo — 8,90 +0)) C (xo — €, 30 + €). Piirrd kuval O

Lause 4.43. Potenssifunktio ", r € Q, on jatkuva madrittelyjoukossaan.

Todistus. Tapaus 7 = 1/n, n € N. 2" = z'/™ on tilldin jatkuvan aidosti
kasvavan funktion x™ kdanteisfunktio. Viite seuraa lauseesta 4.42.

Tapaus 7 = m/n, n € N. 2" = (z'/™)™ on kahden jatkuvan funktion
g(x) = 2'/™ ja f(y) = y™ yhdiste ja siten jatkuva. ]

Lause 4.44. sinx, cosz ja tanx ovat jatkuvia mddrittelyjoukoissaan.
Todistus. Todistetaan véite ensin sinille. Olkoon a € R. On osoitettava, etté
glclgr(ll sinx = sin a.

Merkitsemalla x = a + h huomataan, ettd on yhtapitavaa todistaa, etta

lim sin(a + h) = sina.
h—0

Kéytetaan summakaavaa (lause 3.22):
sin(a 4+ h) = sinacosh + cosasinh — sina - 1 + cosa - 0 = sina,

kun h — 0, silld sinin ja kosinin madaritelmien mukaan }ILH% sinh = 0 ja
%

}llin(l) cos h = 1. Kosinia koskeva viite todistetaan vastaavalla tavoin. Tangentti
_)

on jatkuva, silla
sinx

O

tanx =

CoOST

Lause 4.45. Eksponenttifunktio a® (a > 0) on jatkuva R:ssd.

Todistus. Maaritelméasta (3.31) seuraa, etti

lim a® = lim a'/™.
x—0 n—o0

Juuren maaritelméasta puolestaan seuraa, etta

lim o'/ =1 = d°,
n— oo
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joten lir% a® = a° ja eksponenttifunktio on siten jatkuva 0O:ssa. Jos nyt y € R,
z—

niin
lim ¢® = lim (ayax_y) = aYlim a7 = aYa’ = aY,
T—Y T—Y Ty
joten eksponenttifunktio on jatkuva pisteessa y. O

Koska trigonometriset funktiot ja eksponenttifunktio ovat jatkuvia, niin myo6s
niiden kdanteisfunktiot eli arkusfunktiot ja logaritmifunktio ovat lauseen 4.42
mukaan jatkuvia.

5 Kompleksiluvut [13, Appendix C-D]

Joukkoa N laajempien lukujoukkojen kéayttoonottoa voidaan perustella eri-
laisten yhtéloiden ratkaisujen hakemisella:

Yhtalo | Ratkaisu
r+2=5|r=3€N
r+5=2|x=-3€Z\N

20=3|z=3€Q\Z

=2 |r=v/2cR\Q

22 +1=0 | ei reaalista ratkaisua

Tassd myos viimeiselld yhtalolla on ratkaisu, kunhan otamme kéayttoon re-
aalilukuja laajemman kompleksilukujen joukon C. Lukujoukkoja siis laajen-
netaan jarjestyksessas NCZ C Q C R C C.

Tavoitteena on oppia laskemaan kompleksilukujen peruslaskutoimituksia
sekéd koordinaatti- ettd napakoordinaattimuodossa, hakemaan kompleksilu-

5.1 Peruslaskutoimitukset

Maaritelma 5.1. Kompleksilukujen joukko C koostuu reaalilukupareista
z = (a,b) € R?, joita merkitdéin z = a + bi ja joille méaaritellidn summa
kaavalla

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

ja tulo kaavalla
(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Alkiota z € C kutsutaan kompleksiluvuksi (complex number).
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Kaytetdan myos merkintoja
a+bi=a+1b=a+bj=a+ jb.

Kompleksilukuja voidaan havainnollistaa esittamélld ne pisteina tai vekto-
reina kompleksitasossa (complex plane).

Im
1424

*L0

Re

-3 -2

° —21e

Kompleksiluku a+0i samastetaan reaaliluvun a kanssa ja merkitdan a+0i =
a. Niinpé voidaan tulkita, ettda R C C. Samoin voidaan merkita 0 4 bi = be.
Erityisesti

1=(1,00=140i ja i=(0,1)=0+1i

Kompleksilukua ¢ kutsutaan imaginaariyksikoksi (imaginary unit). Negatii-
visten koordinaattien tapauksessa merkitddn esimerkiksi (—2) 4+ (—3)i =
-2 — 3i.

Olkoon z = a + bt kompleksiluku. Talloin

e o = Rez on z:n reaaliosa ja

e b =1Imz on z:n imaginaariosa.

e Jos b =0, on z reaalinen,

e jos b # 0, on z imaginaarinen ja

e jos a =0ja b+# 0, on z puhtaasti imaginaarinen.

Kompleksiluvut ovat samoja, jos niiden reaali- ja imaginaariosat ovat samoja:
z = w jos ja vain jos Rez = Rew ja Im z = Imw.
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Maaritelma 5.2. Kompleksiluvun z = a + bi vastaluku (negative) on
—z=-a—l

(jolloin z + (—z) = 0). Kompleksilukujen z = a + bi ja w = ¢+ di erotus
(difference) z — w maaritelladn

z—w=z+(—w)=(a—c)+ (b—d)i.

Lasketaan reaaliluvun ¢ = t 4 07 ja kompleksiluvun a + bz tulo méaéritelman
5.1 mukaan:

tla+bi)=(t+0i)(a+bi)=(ta—0-b)+ (tb+0-a)i = ta + tbi,

eli seka reaali- ettd imaginaariosa kerrotaan luvulla ¢. Nain ollen kompleksi-
luvuille yhteenlasku, vastaluku, erotus ja reaaliluvulla kertominen toimivat
tasmalleen samoin kuin vastaavat operaatiot tasovektoreille, joten geometri-
set tulkinnat ovat my6s samat kuin tasovektoreille:

T Im
' Z+w
z2=2+1 T w o
w=1+2 = +Z.
stw=3+3 | . —E=2-0 g 2
, Re y Re
—z
Im
Im
w
Z—w z=2+1
» %z—3+%i
1 1: |1
Re —§Z——1—§Z «»EZ > %z
z=24+1 Re
w=—-1+3 1 v —372 T
z—w=3—2 7+ (~w) —%z

Esimerkki 5.3. a) Re(—2—3i) = -2 ja Im(—2 — 3i) = —3
b) (3—2i) — (~5+3i) =8 — 5i

Lause 5.4. > =1i-i= —1.
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Todistus. Kirjoitetaan ¢ = 0+ 17 ja lasketaan tulo maaritelman 5.1 mukaan.
Nyta=c=0jab=d=1, joten
#=i-1=(0+1)0+1)=(0-0—-1-1)+(0-141-0)i
=—1+0=-1. O

Lasketaan nyt kompleksilukujen a + bi ja ¢ + di tulo auki kertomalla aivan
kuten reaalisia binomeja ja ottamalla huomioon tulos 2 = —1:

(a+ bi)(c+ di) = ac + adi + bei + @glf/ = (ac — bd) + (ad + bc)i.
——bd

Tulos on sama kuin méaritelméssa 5.1, joten tulo voidaan laskea siten, ettéa
suoritetaan kertolasku aivan kuten i olisi reaaliluku ja sievennetién i2 = —1.
Tulon geometriseen tulkintaan palataan mychemmin.

Esimerkki 5.5. (=3 — 2i)(54 1) = —15 — 3i — 10i — 2i> = —13 — 13i

Lause 5.6. Jokaisella kompleksiluvulla z # 0 on olemassa yksikdsitteinen
kidnteisluku (reciprocal) z7!, jolle pitee zz=! = 1.

Todistus. Kaanteisluvun olemassaolo: Olkoon z = a + bi # 0. Voidaan valita

-1 a b

— _ i,
az+b2  a?+ b2

(5.7)

jolloin zz=! = --- = 1, kuten voit suoralla laskulla tarkastaa.

Yksikésitteisyys: Jos u ja v ovat z:n kdanteislukuja, ts. zu =1 ja zv = 1,
niin zu = 2v ja siten uzu = uzv. Koska myoés uz = 1, niin 1 -u =1-v ja
siten u = v. OJ

z
Maaritelma 5.8. Kompleksilukujen z ja w osamddrd (quotient) —, missé
w

w # 0, maéritelladn asettamalla

1
Erityisesti — = 1.2 = 271,
z

Reaaliluvuille a = a+0i ja b = b+ 0i kompleksiset laskutoimitukset (yhteen-,
vahennys-, kerto- ja jakolasku) antavat samat tulokset kuin vastaavat reaali-
set laskutoimitukset. Lisdaksi seuraavan lauseen mukaan kompleksiset lasku-
toimitukset toteuttavat samat peruslait kuin reaalilukujen laskutoimitukset.
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Siten kompleksilukujen laskutoimitukset laajentavat reaalilukujen laskutoi-
mitukset R?:een.!

Lause 5.9. Kaikilla x,y ja z € C pdtee:

r+y=y+zx ja zY=yT (vaihdantalait)
z+y+z)=(x+y)+z ja =z(yz) = (zy)z (listintdilait)
z(y+2) =xy+zz (osittelulaki)

Todistus. Naméa voidaan todistaa suorilla laskuilla. Todistetaan esimerkiksi
tulon vaihdantalaki: Merkitdan x = x1 + z9t ja y = y1 + yoi. Talloin

xy = (x1 + x27) (Y1 + ya2i)
= T1y1 + T1Y2i + Toyri + Tayoi”
= Y11 + Y1220 + Yam1i + Yoxoi
= (y1 + y2i) (21 + 291) = yz. O

Lemma 5.10. Kompleksiluvuille z,w # 0 péitee 2w = (zw) ™!, ts.

N |
g~
N
g

Todistus. zz~' =1 ja ww™! = 1, joten
(zw) (zflwfl) = (zzil) (wwil) =1-1=1.

Lw= on luvun 2w kiénteisluku, mita viitettiinkin. O

Niinpa 2z~
Tasta lemmasta seuraa, etta laventaminen ja supistaminen on luvallista: jos
z # 0, niin z(1/2) =1 ja siten

v v 1 11 1 vz

— = —2-=VZ—— =VUZ— = —.

wooow z w z wz w2
Esimerkki 5.11. a) Ilmoita luvun 2 + 3i kéénteisluku muodossa a + bi.
Ratkaisu. Voitaisiin kéyttad kaavaa (5.7), mutta on yksinkertaisempaa la-
ventaa luvulla 2 — 3¢:
1 2—3 2—-3 2-3% 2 3.

= =— — —i.

2 '71: = = =
43 = T GTse—3) d-97 13 13 13

IR varustettuna laskutoimituksilla (+, -) on kunta (ks. [3]) ja C varustettuna vastaavilla
laskutoimituksilla on reaalilukukunnan kuntalaajennus.
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Voit tarkastaa vastauksen suoralla laskulla:

(2 3.

3—4

b) Imoita luku
—2+1

muodossa a + bi.

Ratkaisu. Lavennetaan luvulla —2 — 4:
3—4i  (3—4i)(-2—-1i) —10+5:
—2+i  (=2+i0)(-2-14) 5
c) Ratkaise z yhtédlosta (2 — i)z = 1 + 1.
Ratkaisu. Jaetaan yhtilo puolittain (2 — ¢):1la:
s (1+4)(2+4) 1+3i 1 L3
S 2—i (2-9(2+i9) 5 5 5

= 241,

5.2 Liittoluku ja itseisarvo

Maaritelma 5.12. Kompleksiluvun z = a + bi [iittoluku eli kompleksikon-
jugaatti (conjugate) Z maaritellaan asettamalla

zZ=a— bi.

Esimerkissa 5.11 lavennettiin siis nimittajan liittoluvulla. Geometrisesti liit-
toluvun hakeminen vastaa peilausta reaaliakselin suhteen:

Im
Z=a—b
% Re
‘z:a%—bz’

Esimerkki 5.13. —2 -3t = -2+ 31
Lause 5.14.

z/w=z/w (w#0)

IS
Mm
ZS

.
S
(V)

.
S
S
S
.
S

.
S
(V)
IS
I
]
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Todistus. (2) Merkitdén z = a + bi ja w = ¢ + di. Nyt

ztw=(a+c)+(b+di=(a+c)—(b+d)i=(a—0bi)+ (c—di) =Z+w.
Muut kohdat todistetaan samaan tapaan. (1) ja (5) ovat lisiksi geometrisesti
ilmeisid vaittamia. [
Maaritelma 5.15. Kompleksiluvun z = a+bi itseisarvo eli moduli (absolute
value, modulus) |z| maaritelladn asettamalla

|z| = Va2 + b2.

Geometrisesti itseisarvo on luvun paikkavektorin pituus.

Esimerkki 5.16. | —2 — 3i| = \/(—2)2 + (-3)> = VI3

Lause 5.17.
(0) |2* =
(1) |z| =0 jos ja vain jos z = 0
(2) |z = | |
(3) |zw| = |z]|w|
(4) |z/w] = |z|/|w|] (w # 0)
) |

(5
Todistus. (0) Merkitadn z = a 4 bi. Nyt
2Z = (a+bi)(a — bi) = a® — b*i* = a® + b* = |z,
(3) Kéayttamalla kohtaa (0) saadaan

z4w| < |z|+|w|  (kolmioepayhtils)

|zw|? = 2wZw = 2wZW = 2Zww = |z*|w|?,

mistd viite seuraa ottamalla puolittain neliojuuri.

Muut kohdista (0)—(4) todistetaan samaan tapaan. (5) on geometrisesti
selvd, silld |z 4+ w| on summavektorin pituus ja |z| ja |w| ovat summattavien
vektorien pituuksia.
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Kohta (5) todistetaan yleisemméassa muodossa R™:n vektoreille opintojaksolla
Insino6rimatematiikka 2. ]

Huomautus 5.18. |z —w| on kompleksilukujen z ja w vélinen etéisyys (vrt.
sivun 75 kuvaan vektorista z — w).

[tseisarvoja tai liittolukuja sisdltdvan kompleksilukuyhtéalon tai -epéayhtéalon
ratkaisujoukko voidaan monesti selvittad merkitseméalla z = z+yi (z,y € R).

Esimerkki 5.19. Ratkaise a) z—z=1iz+4 b) |——| =1
) |z —(2+3) =2 d) [2:—7 <1

Ratkaisu. a) Merkitdén z = x + yi. Yhtdlo tulee muotoon

z —

r—yi— (v+yi) =i(v—yi)+4
o —2ui = xi — yi> + 4
& —2yi = (44 y) + i

Merkitédan reaaliosat keskenaén ja imaginaariosat keskenédan yhtésuuriksi yh-
talon molemmin puolin: 0 = 4+y ja —2y = x, joista y = —4 ja x = 8. Yhtalon
ratkaisu on siis z = 8 — 44.

b)

z—2i  |z—2i]
=1

Merkitdan nyt z = x + yu:

1 & |z—-2i=|z—-1] (jaz#1)

z—1

|z +yi — 21| = |x + yi — 1

& [z + (y — 2)i[ = |(z — 1) + y1
& Var+ (y—22= /(- 1)2 + 2
& 4 —dy+4=0a—20+1+y?
- 13
YTty
y:%x—l—%
S z=T+ Yt
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Ratkaisujoukko on kuvan mukainen suora kompleksitasossa. Geometrinen
tulkinta yhtélolle |z — 2i| = |z — 1| on, ettd haetaan kaikki ne pisteet z, jotka
ovat yhta kaukana luvuista 27 ja 1.

c) Merkitddn z = = + yi. Yhtélo tulee muotoon

lt+yi—(24+3)| =|(x—2)+ (y — 3)i| =2
& V=224 (y—3)2=2
& (=2 +(@y—3)>=4
Im
3i 1 .

* Re
2

Ratkaisujoukko on 2+ 3¢ -keskinen 2-séteinen ympyra kompleksitasossa. Ta-
ma voitaisiin paatelld suoraankin huomautuksen 5.18 avulla: yhtalon
|z—2z|=R

toteuttavat kaikki ne kompleksiluvut z, jotka ovat etéisyydelld R luvusta zq,
ts. ratkaisujoukko on z;-keskinen R-sateinen ympyré.
d) Merkitdan z = x + yi. Epdyhtalo tulee muotoon

22 + 2yi — (z — yi)| = |z + 3yi[ = /2> + (3y)* < 1

& 2+ 92 <1
.CE2 y2
4+ 2 <1
& 2 + (1)2 <
3
Im
1/3

1

i N
S

~1/3

Epdyhtalo toteutuu niilli » = x + yi, jotka ovat ellipsin 22 4 9y? = 1 rajaa-
massa joukossa.
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5.3 Napakoordinaattimuoto ja eksponenttifunktio

Kompleksiluku z = z + yi voidaan ilmaista napakoordinaattien (polar coordi-
nates) r ja 6 avulla, missé r = |z| on z:n etéisyys origosta kompleksitasossa ja
6 on z:n paikkavektorin ja reaaliakselin vélinen kulma mitattuna reaaliakse-
lista vastapaivadn. Kosinin ja sinin maéritelmien mukaan kulmaa 6 vastaava
kehépiste yksikkoympyrélla on (cosf,sinf), joten r-séiteiselld ympyralla ke-
hépiste on (x,y) = r(cosf,sinf) = (rcosf,rsinf). Niinpa kompleksiluvun
z = x + yi napakoordinaattimuoto (polar form) on

z=r(cosf +isinf) = rcosf +irsinb. (5.20)

Kulmaa 6 merkitaén myos 0 = argz ja kutsutaan vaihekulmaksi eli argu-
mentiksi (argument).

Im
z=1x+1iy =rcosf +irsinf

cosf +isind

\ Re

Reaali- ja imaginaariosien x ja y ja napakoordinaattien r ja 6 vélinen riippu-
vuus on siis

T =rcosf
) (5.21)
=rsinf

Tapauksessa 0 < 6 < /2 riippuvuudet voidaan lukea myos seuraavan kuvan
suorakulmaisesta kolmiosta:

Im

i

x =rcosf
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Kéénteiseen suuntaan kaavat (5.21) voidaan kirjoittaa

N

tanf = (kun z # 0)

(5.22)

SHESS

Jalkimmaisesta voidaan laskea suoraan ¢ = arctan(y/x) silloin, kun —7/2 <
0 < m/2. Muissa tapauksissa kulman osuminen oikeaan neljannekseen tulee
erikseen pohtia. € ei ole yksikésitteinen, silla arvot 0 4+n2m (n € Z) vastaavat
samaa kulmaa. Tilanteesta ja sovelluksesta riippuen # on tapana valita valilta
[0, 27] tai [—7, 7.

Esimerkki 5.23. Esitd napakoordinaattimuodossa z = r(cos @ + isin 0)
a) z=+3+i, b) z=-3+i.

2
Ratkaisu. a) Itseisarvoksi lasketaan r = |z| = <\/§) +12 = 2. Nyt

0 <60 < 7/2jatand = 1/4/3, joten § = 7/6. Piirrd ko. muistikolmio
kompleksitasoon! Siten

o i)
Z = COS — 1811 — ).
6 6

b) Nyt r =,/(—3)? + 12 = v/10. Piste z on toisessa koordinaattineljannek-
sessé, joten cos® = —3/+/10. Piirrd kuval Siten

0 = arccos <\;13_0> ~ 2,8

2 2 V10 (cos(2,8) + i sin(2,8)) .

ja

Lause 5.24. Jos z; = ri(cosf; + isinb,) ja zo = ra(cosby + isinby), niin

2129 = T1T9 ( cos(6y + 02) + isin(6; + 92)> ja
21 r1 ..
— == 0, —0 0, — 0 0).
T (COS( 1 — 02) +isin(6 2)) (22 #0)
Todistus. Lasketaan:
2129 = 11(cos by + isin01)ry(cos by + isin Oy)
= 1179 ((cos 01 cos O — sin 6 sin 05) + i(sin Oy cos O + cos By sin b))
= 7"17‘2(008(61 + 05) +isin(6; + 02)),
missa viimeinen yhtasuuruus seuraa lauseen 3.22 summakaavoista. z; /2o las-
ketaan vastaavasti. O
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Ensimméisen kaavan mukaan tulon itseisarvo on tekijoiden itseisarvojen tu-
lo ja tulon argumentti on tekijoéiden argumenttien summa, joten lause antaa
geometrisen tulkinnan tulolle. Jalkimmainen kaava antaa vastaavan tulkin-
nan osamadrdlle. Esimerkiksi | cos # 4 isin 6| = 1, joten luvulla cos € + isin 0
kertominen vastaa kiertoa kulman 6 verran. Erityisesti luvulla i = cos § +
isin 5 kertominen vastaa kiertoa §:n verran.

Kompleksiluvuille potenssit 2", 2° ja 27" (n € N) maééritelliin kuten

reaaliluvuille.
Lause 5.25 (Moivren kaava). Jos z = r(cosf + isinf) ja n € N, niin
2t =" ( cos(nf) + i sin(n@)).
Todistus. Induktio n:n suhteen. Lause pétee, kun n = 1. Oletetaan siis, etté
véite patee, kun n =k, ts.
2F = rk(cos(kQ) + z'sin(k:@)).
Nyt lauseen 5.24 mukaan
2Pl = 2k y = rk(cos(kﬂ) + isin(k@))r( cos(f) + isin(@))
= rk+1(cos(k9 +0) + isin(kd + 9))
= rk+1(cos((k:+ 1)0) + isin((k + 1)0)). O

Maaritelma 5.26. Maaritellaan kompleksimuuttujan eksponenttifunktio
asettamalla

e* = " = e"(cosy + isiny).

Maariteltiin siis funktio f: C — C, f(z) = e®. Reaaliluvulle = saadaan
f(z) = f(x +0i) = e*(1 + 0i) = €, ts. laajennettiin eksponenttifunktion
maéarittely reaaliluvuilta kaikille z € C.

Asettamalla eksponenttifunktion mééritelméassd x = 0 saadaan Fulerin
kaava

e = cosy +isiny. (5.27)

Seuraavat tutut laskusdannot ovat voimassa myos kompleksiselle eksponent-
tifunktiolle.

Lause 5.28. ¢*e®2 =¢es1t2  jg 7 = —,
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Todistus. Merkitadn z; = x1 + iy; ja 29 = xo + 1y. Reaalisen eksponentti-
funktion ominaisuuksia ja lausetta 5.24 kiyttiden saadaan
e1e® = e"(cosyy + isiny;)e™(cosys + isinys)
= " (cos(y1 + yo) +isin(yr + y2))

elertz2)+ilyityz) _ z1t22
Toinen vaite vastaavasti. OJ

Eksponenttifunktion avulla napakoordinaattimuodolle saadaan lyhyt mer-
kinta

z=r(cosf +isinf) = re?. (5.29)

Muotoa z = re? kutsutaan napakoordinaattiesityksen eksponenttimuodoksi.
Eksponenttimuotoa kayttaen kerto- ja jakolasku, komplementointi ja Moiv-
ren kaava voidaan kirjoittaa

(1) 2125 = r1€¥17e%2 = pyrpet®1+92)

@) 21 7’16%91 _ ﬁei(el—eg)
z e (5.30)
(3) Z=rel =re ¥

(4) 2" = (reie)n = prein?

Naistd (1) ja (2) seuraavat suoraan lauseesta 5.28 ja (4) on vain Moivren
kaavan napakoordinaattiesitys kirjoitettuna eksponenttifunktion avulla. (3)
seuraa kosinin parillisuudesta ja sinin parittomuudesta:

rei? = r(cos(6) + isin(f))
= r(cos(f) — isin(6))
r(cos(—0) + isin(—0))

—1i6

re

Korostetaan vield, ettd [re?| = r ja arg(re®) = 6, eli luvulla re? kertominen
tarkoittaa geometrisesti pituuden kertomista r:114 ja kiertoa kulman € verran
(lause 5.24).

Esimerkki 5.31. Olkoon z = v/3 — 4 ja w = 2 + 2i. Muunna z ja w napa-

koordinaattimuotoon 7e? ja laske zw ja —.
w
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Ratkaisu. Muistikolmion avulla niahdédn, ettd z = 2e77/6 ja w = 2/2e"™/4.
Siten

2w = 2 - 2/ 2! T/6HT/Y) _ g /9pim/12 ia

2 —im/6 1 .
? € _ L pilemf=m/a) _ L,

w 2V2eim/4 /2 V2

Esimerkki 5.32. Olkoon z = 2 — 2i ja w = —5. Esitd 2z ja w muodossa re
ja laske zw, w/z, Z ja 2°.
Ratkaisu. z = 2v/2e /4 ja w = 5¢'™, joten

2w = 10V 2e7™/ 441 = 104/2¢537/4

—i57/12

0

w_ ie(w—(ﬂr/ﬁl))i — iei5ﬂ/4
2 2V/2 2v/2
Z = 2¢/2¢/4

2 = (2v2) e/ = 1282657/

Téssé viimeisesséd kohdassa kulma —57/4 ei ole valilla [—n, 7] tai [0, 27], joten
se on syyta palauttaa jommalle kummalle vélille, esim. —57/4 + 27 = 37 /4.

Esimerkki 5.33. Esitd muodossa a + bi luku (1 + ).
Ratkaisu. Muunnetaan luku ensin napakoordinaattimuotoon, kaytetaan Moiv-
ren kaavaa ja palataan takaisin muotoon a + bi:

(1+i)11 _ (\/ﬁei“/‘l) — 9ll/2,illm/4 _ 9l1/2 i3 /4

(3 10 () =202y )

= =324 3.

Huomautus 5.34. Tekniikassa napakoordinaattimuodolle kdytetdan myos
merkintda
z=re =r/0,

ts. esimerkiksi .
3¢t = 3/ /4.

Esimerkki 5.35. Eulerin kaavasta saadaan tekniikassa usein kaytetyt yh-
teydet trigonometristen ja hyperbolisten funktioiden vélille. Laskemalla kaa-
vat

¢ = cos +isinf

e = cosf — isinf
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(ks. (5.27) ja (5.30)) puolittain yhteen ja toisaalta vdhentamaélla puolittain
saadaan

0 —if
cosf = €+26 = cosh(if),
W2 (5.36)
sinf = = —isinh(76).
i

Esimerkki 5.37. Moivren kaavan mukaan
(cos @ +isin#)* = cos(26) + i sin(26).
Toisaalta nelidimalla saadaan
(cos@ +isinf)* = cos? f + 2isin A cos § — sin? 6.

Vertaamalla yhtaloiden oikeiden puolten reaali- ja imaginaariosia saadaan
trigonometriset muunnoskaavat

cos(260) = cos® § — sin” 0 ja sin(26) = 2sinf cos ) |. (5.38)

Esimerkki 5.39. Vaihtovirtapiirissa kulkee virta
I'sin(wt),

missé I (A) on virran maksimiarvo (amplitudi), w (rad/s) kulmanopeus ja ¢
(s) aika. Té&ll6in jénnite riippuu piirin vastuksesta, kapasitanssista ja induk-
tanssista. Oletetaan ensin, etta piirissd on pelkéstddn joko vastus R (2 =
V/A), kondensaattori, jonka kapasitanssi on C' (F = C/V = As/V) tai kééa-
mi, jonka induktanssi on L (H = Vs/A). Tall6in jannite on

vr(t) = I Rsin(wt) (vastukselle)

1
ve(t) = e sin (wt — 7/2) (kondensaattorille)
vp(t) = wLIsin (wt + 7/2) (kdamille)

Jos piirissa on pelkké vastus, niin jannite on samassa vaiheessa kuin virta:

I'sin(wt)
/vm
- . - t

BUANSN A
w
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Jos piirissd on pelkkd kondensaattori, niin jannite on 7/2:n verran jaljessé
virtaa, ts. vaihe on —7/2:

Ism wt
/\ / vt
T 1 Am
w _w_ // N

Jos piirissd on pelkkd kddmi, niin jannite on 7/2:n verran edelld virtaa, ts.
vaihe on m/2:

/\ / I sin(wt)
AN s s 7 AN
. 2n 3 U
-EX v o %\\/U L

Eulerin kaavan mukaan

Im (ei“t) = Im(cos(wt) + isin(wt)) = sin(wt).

Koska e~™/2 = —j ja e'™/?
vr(t) = Im (IReM)
I . A . —1 .

ve(t) = Im (we““t”m) =Im (wceme”/2> =1 (I <wCZ’> e“"t)

m
vr(t) = Im (wL]ei(“’H’r/m) =Im (wL[e’mei”/Q) =Im ([(iwL)ei‘”t)

= 1, niin

Maaritelladn kompleksinen impedansst

R vastukselle,

Z = % kondensaattorille,

wl  kadamille.
Talloin kussakin edellisistd tapauksista jannite voidaan esitettda muodossa
v(t) = Tm (1Ze™") |

Oletetaan nyt, etté piirissd on seké vastus, kondensaattori etta kdaami (LCR-
piiri). Talléin jannite on (tarkasta laskemalla yhteen!)

v(t) = va(t)+ve(t)+uL(t) = Tm <I (R - ( L- wlc> 2) W) Im (1Z¢*")
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kun yleistetadn kompleksisen impedanssin méaritelméd LCR-piirille asetta-
malla

1
7 = L——)i.
R—l—(w wC’)Z

Im

(wh— L) “

#Re
R

Oheisesta kuvasta paatellaédn kompleksiluvun Z napakoordinaattiesityksen
argumentiksi (koska R > 0)

¢ = arctan <°‘)L_1/(wc)> , (5.40)

R
joten Z:n napakoordinaattiesitys on Z = | Z|e'®. Niinpa
v(t) = Im (1|1 Z]e%e™") = I Z]Im (¢'“"+9)) = I|Z] sin(wt + ¢).

Jannitteen vaihe ¢ saadaan siten kaavalla (5.40). Itseisarvoa

1 2
_ 2 -
7] = \/R 4 (Lw Cw)

kutsutaan LCR-piirin impedanssiksi.

5.4 Juuri

Muistetaan, etté reaaliluvun y € R (y # 0) n:s juuri (n € N) on luku z, jolle
2™ = y. Voidaan erotella seuraavat tapaukset:
e n parillinen ja y > 0: on tdsmalleen kaksi reaalista juurta — /y ja 3/y.
e n parillinen ja y < 0: ei reaalisia juuria.

e n pariton: on tasmélleen yksi reaalinen juuri {/y.
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Y Y
y=2a"
Y
l Ly
=y Y
parillinen n pariton n

Lauseen 5.43 mukaan kompleksilukujen joukossa juuria on sen sijaan aina n
kappaletta.

Maaritelma 5.41. Olkoon n € N. Kompleksiluvun z n:s juuri (root) on
miké tahansa kompleksiluku w, joka toteuttaa yhtalon

w = Zz.

Esimerkki 5.42. a) ¢ ja —i ovat luvun —1:n toisia juuria, silla
iP=-1 ja (—i)P=i=-1

Lauseen 5.43 mukaan muita toisia juuria ei ole.

b) Luvun z = —8 = 8¢'™ erds kolmas juuri on w = 2¢/3

, silla
W — (2em/3>3 _ 93,i(n/3)3 _ guim _

Lause 5.43. Kompleksiluvulla z = re®® # 0 on tdsmdlleen n erisuurta n:ttd
juurta, jotka sijaitsevat rY/™-sdteiselli origokeskiselld ympyrilld tasaisesti
kulman 27 /n vdlein.

Todistus. Merkitdin w = se'®. Nyt

W' =z & s"e™m? = ret?

Ss"=rjanpg=0+k-2m, kel
0+ 2k
@s:rl/”jagb:g, kel
n

Siten z:n juuret ovat
0 + 2k
w=r"exp (ZH), (5.44)
n

jotka ovat erisuuria k:n arvoilla £k =0,1,2,...,n — 1. O
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n:ttd juurta merkitddn joskus z'/™ tai {/z. Tdméan merkinnin kanssa on

kuitenkin oltava huolellinen, silld ko. juuria on n kpl! Erityisesti yhtaalta
Vv —1 =1 ja toisaalta \/—1 = —i.

Kaytannossa lausetta 5.43 on helpointa kayttéda siten, ettd haetaan yksi
juuri esimerkin 5.42 b menetelmélld napakoordinaattimuodossa. Loput juu-
ret 16ytyvit kasvattamalla ensimméisen juuren argumenttia kulman 27 /n
vélein.

Esimerkki 5.45. a) Hae 1:n neljdnnet juuret.

Ratkaisu. On haettava kaikki luvut w, joille w* = 1. Huomataan, etté
w = 1 = €% on eris juurista. Koska juuret ovat kulman 27 /4 = /2 vilein,
niin kaikki juuret ovat

w = €0Z, 67,71'/2’ 6”, ezSTr/Q _ 1’7;’ _17 —q

b) Hae luvun z = (1 4 ¢) kolmannet juuret.
Ratkaisu. Napakoordinaateissa z = v/2¢'™/%. Huomataan, etti

1/3
wy = (ﬂ) PP eim2 o eriis juuri, silla

w:f = /217123 —
Juuret ovat kulman 27/3 vélein, joten kaikki juuret ovat

wy = 21/66m/127 Wo = 21/662371'/4’ ws = 91/6,ilTr/12

Im

w3

5.5 Polynomi

Kompleksimuuttujan polynomi méaritellaén kuten reaalimuuttujan polyno-
mi: n. asteen polynomi (polynomial) on funktio p: C — C,

p(z) = apa™ + ap 12"+ -+ ag2® + ayx + ao,

missa kertoimet (coefficients) ag,aq,...,a, € C ovat vakioita ja a, # 0.
Tapauksessa n = 0 kyseessd on 0. asteen polynomi eli vakiofunktio p(x) =
ag. Talloin sallitaan myo6s tapaus a, = ag = 0. Sanotaan, ettd z € C on
polynomin p nollakohta (zero), jos p(z) = 0. Polynomiyhtalon p(x) = 0
ratkaisua kutsutaan juureksi (root). Polynomin p astetta merkitdan deg p.
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Esimerkki 5.46. a) Funktio p(z) = 72° —iz? + 3z + 1 + ¢ on 5. asteen
polynomi, jolle esimerkiksi

p(i) =7 =i +3i+1+i=1+12i.

b) Toisen asteen polynomin x? + 1 ja kolmannen asteen polynomin 3z3 —
2z + 1 tulo on 5. asteen polynomi

(2> +1)(32° — 20 +1) =32° + 2° + 2° — 22 + 1.
Lemma 5.47. Jos a,b € C jan € N, niin
a" — b= (a—b)(a" P +a b+ a" P 4 - Fab" 2+ 0.

Tapauksissa n = 1,2 ja 3 vaite on:

n=1: a' —b' = (a—b)
n=2: a® —b* = (a —b)(a + )
n=3: a® — b = (a —b)(a* + ab + b*)

Todistus. Suora lasku:

(a—=b)(a" '+ a" b+ a" D  + - Fab" 2+ 0"
=a"+a" o+ a" P+ -+ P 4 ab™ !

—(@" b+ a" A+ a4 a4 b
=a" —Db". O

Lause 5.48 (Tekijoihinjako). Jos p on n. asteen polynomi (n > 1) ja z € C
on p:n nollakohta, niin p on jaollinen polynomilla (x — z):

p(z) = (z — 2)q(z),
missd q on polynomsi astetta n — 1.
Todistus. Merkitaan p(z) = a,z" + a, 12" " + -+ + ayx + ag. Nyt

p(z) = p(r) = p(2)
= ap(z" — 2") + ap_1 (2" = 2"+ ag(x — 2) 4 (ag — ag).

Lemman 5.47 mukaan
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misséd kunkin polynomin ¢ aste on k. Niinpa p:n esityksessé (5.49) voidaan
ottaa x — z yhteiseksi tekijaksi ja ndhdaédn, etté

p(x) = (z — 2)q(x),
missd polynomin ¢ aste on n — 1. O]
Téssa polynomi ¢(z) on jakolaskun p(x)/(z — z) tulos, joka saadaan laske-

malla jakokulmassa. Lauseen 5.48 mukaan jako menee aina tasan, jos z on
nollakohta. Katso esimerkki 6.62 tapauksesta, jossa jako ei mene tasan.

Esimerkki 5.50. Tarkastellaan polynomia p(z) = x3+ 3z* — 11z + 2. Kokei-
lemalla huomataan, ettd p(2) = 0, joten & — 2 on p:n tekija. Haetaan toinen
tekija jakolaskulla:

2 45 —1
r—2|2° +32° —1lz +2
x? —2x?
5z —1lz
522 —10x
—xr +2
—xr 42
0

Siten p(x) = (z — 2)(2* + 5z — 1). Tarkasta kertomalla!

Lause 5.51 (Algebran peruslause). Jokaisella ensimmdisen tai korkeamman
asteen polynomilla on ainakin yksi nollakohta kompleksitasossa.

Todistus. Helpohko todistus (jossa ei nojauduta analyyttisten funktioiden
teoriaan) loytyy lahteesta [7]. O

Maaritelma 5.52. Olkoot p(z) ja ¢(z) polynomeja ja k € N. Jos p(z) =
(x — 2)%q(x), missé ¢(z) # 0, niin z on polynomin p k-kertainen nollakohta.

Esimerkki 5.53. Polynomilla
p(z) =2° —42® =32+ 18 = (v + 2) (v — 3)* = (x + 2)(z — 3)(z — 3)

on yksinkertainen nollakohta z = —2 ja kaksinkertainen nollakohta z = 3.
Sanotaan, ettd monikerrat huomioiden polynomin nollakohdat ovat z; = —2,
Zo =3 ja z3 = 3.

Algebran peruslauseesta eli vahintaén yhden nollakohdan olemassaolosta seu-
raa n:n nollakohdan olemassaolo:
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Lause 5.54. n. asteen polynomilla p(x) = a,z™ + -+ + a1x + ag on (moni-
kerrat huomioiden) tismalleen n nollakohtaa 2, . .., z, ja p voidaan esittad
muodossa

p(x) = an(z — 21)(x — 22) -+ (& — 2,).

Todistus. Algebran peruslauseen mukaan p:lld on nollakohta z;. Lauseen 5.48
mukaisella jakolaskulla p(z)/(x — z1) saadaan

p(x) = (7 — 21)¢n—1(7),

misséd ¢,_1:n aste on n — 1. Algebran peruslauseen mukaan polynomilla g, _;
on nollakohta z, joten voidaan tehda jakolasku g,,_1(z)/(z—22) ja paadytaan
muotoon

p(r) = (z = 21)(2 = 22)qn—2(2),

missd ¢,_o:n aste on n — 2. Menettelyd voidaan jatkaa kunnes viimeisen
jakolaskun tulos on astetta 0 oleva polynomi eli vakio ¢ ja p on tullut muotoon

p(x) =clx —z1)(x — 2z2) - (x — z,).
Kertomalla auki n. asteen termiksi saadaan cz”, joten taytyy olla ¢ = a,,. [

Algebran peruslause ei sano mitadn siitd, kuinka sen lupaama nollakohta
loydetaan. Reaalikertoimisen toisen asteen polynomin nollakohdat saadaan
kuitenkin suoraan tutulla lauseen 5.56 ratkaisukaavalla.

Lemma 5.55. Yhtilon 22 = —A, A > 0, ratkaisut ovat z = +iy/A.

Todistus. Ratkaisut voitaisiin hakea lauseen 5.43 avulla tai "arvaamalla” ku-
ten esimerkissé 5.42 ja vetoamalla lauseeseen 5.43 juurien lukumaéran osal-
ta. Perustellaan téssa yksinkertaisessa tapauksessa tekijoihinjako ja juuret
kuitenkin suoraan:
2=—A
224+ A=0

2
22— (Z\/Z) =0
(z—z'\/Z) (z+¢\/Z) =0
2= +iVA. 0

S R
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Lause 5.56. Olkoon 2. asteen polynomi p(z) = ax®+bx+-c reaalikertoiminen.
Merkitiin D = b* — 4ac (diskriminantti). Tdlléin p:n nollakohdat ovat

b= Vb2 — 4dac

T ) jos D >0,
2a
—b £ iv4ac — b?
T = 22 ac , jos D < 0.
a

Todistus. Todistetaan tapaus D < 0 (tapaus D > 0 vastaavasti). Nelididaan:

ax’+br+ec=0
c

5 b
< I+ -r=—-
a a

< :U2—|—2£x—|— b 2— b Q—E
2a 2a)  \2a a

< b>2 dac — b?
e |otg ) =

a

dac — b?

Soveltamalla lemmaa 5.55 luvuille z = 2 + — ja A = > (0 ratkai-
2a 4a?

suiksi saadaan

b _ ldac — b2 V4dac — b2 V4iac — b
r+—=+y——=4+i——— =+ — .
2a 4a? 2|al 2a

Vaite seuraa tasta yhtalosta ratkaisemalla z. O]

Esimerkki 5.57. Ratkaise a) 22?+42—3=0 b) 422 —4x+3=0.
Ratkaisu. a) Ratkaisukaavalla

_ AEVIGE2A VIO
- y -

X

b) Ratkaisukaavalla

4416 —48 4++/=32 4+iv/32 1 N V2
8 8 8 2 2

X

Téassa juuria alettiin laskea lauseen 5.56 ensimmaiselld kaavalla. Kun huoma-
taan, ettd diskriminantti juuren alla on negatiivinen, niin siirrytédan toiseen
kaavaan. Muistisdantona vaidaan kayttaa tietoa /—1 = +i:

V=32 =v~-1V32 = £iV32.
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Myos 3. ja 4. asteen polynomiyhtéldille on olemassa ratkaisukaavat. Niita ei
kuitenkaan kaytdnnossa juuri kdyteta. Voidaan osoittaa, ettd 5. ja korkeam-
man asteen polynomiyhtéloille ei ole olemassa yleista ratkaisukaavaa.

Lauseen 5.54 todistus antaa erdan juurtenhakualgoritmin: ” Arvataan” yk-
si juuri, tehdaan jakolasku, "arvataan” alempiasteiselle polynomille juuri,
tehdéaan jakolasku jne., kunnes tekijana saadaan toisen asteen polynomi, jon-
ka juuret saadaan ratkaisukaavalla. Késin laskettaessa menetelma ei kaytan-
nossé ole kiyttokelpoinen, jos arvaamalla (eli kokeilemalla) ei 16ydetéd uutta
juurta. Monet numeeriset polynomin juurtenhakualgoritmit perustuvat kui-
tenkin tdhdn menetelméaan, joten sen periaate on syyté tuntea.

Esimerkki 5.58. Hae polynomin a) p(z) = 2* + ;2% — 22 — 3

b) p(z) = 2 — 62° + 21z — 26 nollakohdat ja jaa p tekijéihin.

Ratkaisu. a) Huomataan, ettd z = —1 on eras nollakohta, joten z + 1 on
p:n tekija. Jakolaskulla saadaan

p(z) =(x+1) (m2—%m—%).

Ratkaisukaavalla toisen asteen tekijan nollakohdiksi lasketaan x = —1 ja
3 .
r =3, el

pa) =@+ D@+ (z-3)=@+1)*(z—3).

p:n nollakohdat ovat siis x = % seké kaksinkertainen nollakohta x = —1.
b) Huomataan, ettd x = 2 on erds nollakohta, joten z — 2 on p:n tekija.
Jakolaskulla saadaan

p(z) = (v — 2)(2* — 4a + 13).
Ratkaisukaavalla toisen asteen tekijan nollakohdiksi lasketaan

x_4i\/16—4-1-13_4ii\/%
B 2

2-1

=2+ 3.

p:n nollakohdat ovat siis 2 ja 2 & 3¢ ja tekijoihinjako
p(z) = (z —2)(x — (24 3i))(z — (2 — 30)).
Mahdolliset rationaalijuuret 16ytyvat seuraavan lauseen avulla.

Lause 5.59. Jos kokonaislukukertoimisella n. asteen polynomilla p(z) =
an®™ + -+ a1x + ag on rationaalijuuri a/b (supistettu muoto), niin a on
ag:n tekija ja b on a,:n tekija.
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Todistus. Olkoon a/b p:n juuri, missé kokonaislukujen a ja b suurin yhteinen
tekija on 1. Koska a/b on juuri, niin

B T P R
p b = Qn b Ap—1 b ai b ag = 0.

Kerrotaan puolittain b™:114:

an@"™ + ap_1a" D+ -+ agab” "t + aph” =0
= qapa”=b> (—an,lanfl — e —qab®? — agbnfl)
Tassd sulkulauseke on kokonaisluku, koska kertoimet ap sekd a ja b ovat
kokonaislukuja. Niinpa b on tdméan yhtdlon oikean puolen tekija, joten b on
myo6s kokonaisluvun a,a™ tekija. Koska a:lla ja b:11a ei ole ykkosta suurempia

yhteisid tekijoité, tédytyy b:n olla a,:n tekija (ns. Eukleideen lemma, ks. [2]).
a perustellaan ag:n tekijéksi vastaavalla tavalla. O]

Esimerkki 5.60. Hae polynomin p(z) = 62% + 132? — 4 rationaalijuuret,.
Ratkaisu. Jos a/b on juuri, niin

a€{+l, £2, +4} ja be {£1, +2, £3, +6}.

Ainoat mahdolliset rationaalijuuret ovat siis

P S W ) s
2' 73 76 3 3

Kokeilemalla havaitaan, ettd néistd —2, —% ja % ovat juuria. p:n kaikki juuret
ovat siis rationaalisia.

On huomattava, ettd kokonaislukukertoimisella polynomilla ei aina ole yh-
tdan rationaalijuurta, kuten esimerkki p(z) = 2% — 2 osoittaa.

Lause 5.61. Reaalikeroimisen polynomin p(z) = a,z"™ + -+ + asx® + a1 +
ag kompleksiset nollakohdat esiintyvdt kompleksikonjugaattipareina, ts. jos
p(z) =0, niin myos p(z) = 0.

Todistus. Jos p(z) = 0, niin suoralla laskulla liittoluvun ominaisuuksia kéyt-
téden saadaan
p(Z) = a7 + -+ apZ* + a1z + ag
="t @R az+ag
= 2"+ a2+ Gz + g
= a2+ a2 + a1z + ap

=p(z)=0=0. O
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Lause 5.62. Reaalikeroiminen polynomi p(x) = a,z™+- - -+a1x+ay voidaan
jakaa mahdollisimman alhaista astetta oleviin 1. ja 2. asteen reaalikertoimi-

p(x) =an (v — 21)™ (2 — 22)™ - - - (. — 25)"™
. (m2 +bx )M (x2 + bpx + )",

missa x1,...,2; € R ovat polynomin p erisuuret reaaliset nollakohdat, m;
on nollakohdan x; kertaluku ja polynomeilla x* + b;x + ¢; ei ole reaalisia
nollakohtia.

Todistus. Lauseiden 5.54 ja 5.61 mukaan

p(x) =an(x — 1) (x — 29)™ -+ - (x — ;)™

(@ = 20) (@ =2)" - (= 2) (2 = 25))™,

missa 21, z1, - - ., 2k, 2x Ovat p:n imaginaariset nollakohdat. Viite seuraa nyt
siitd, etta tulo

2 2

(z—2)(z—-2)=2*-Zz —20+22=2"— (Z+ 2)x + |2]?
on toisen asteen polynomi, jonka kertoimet b = —(z + z) ja ¢ = |z|? ovat

reaalisia. O

6 Derivaatta [5, 3-4]

Luvussa 6 tarkastellaan derivaatan kasitettd kahdesta nakokulmastas:

e Miké on funktion f(x) hetkellinen kasvunopeus pisteesséd x = a? Kasvu-
nopeudella voi tilanteesta riippuen olla jokin fysikaalinen tulkinta. Li-
siksi kasvunopeuden merkin perusteella voidaan paitella, missd f kas-
vaa ja missd vihenee. Sovelluksena tésta kulkutarkastelusta saadaan
keino selvittdd funktion pienin ja suurin arvo.

e Miké on funktion f(x) kuvaajan y = f(x) pisteeseen (a, f(a)) piirretyn
tangenttisuoran yhtalo? Funktio, jonka kuvaaja on tdmé tangenttisuora,
on muotoa T'(x) = Az+ B ja antaa siten yksinkertaisen approksimaation
mahdollisesti monimutkaiselle funktiolle f(z) ldhelld pistetté a.

Tavoitteena on oppia derivoimaan alkeisfunktioista muodostettuja funktioita
ja tehda niille kulku-, dariarvo- ja approksimaatiotarkasteluja.
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6.1 Mairitelma ja perusominaisuudet

Olkoon s(t) [km] kuljettu matka ajan ¢ [h] funktiona. Matkan keskimaarainen
muutosnopeus aikavélilld ¢...¢ + At on

As st + At) —s(t) lkm] '

At At h

Tata kutsutaan keskiméaraiseksi vauhdiksi ko. aikavalilla. On luonnollista
maééritelld hetkellinen muutosnopeus (vauhti v(¢)) raja-arvona keskiméérai-
sestd muutosnopeudesta, kun At — 0:

s(t+ At) — s(t) lkm] ‘

At—0 At h

Tama motivoi méaritteleméan vastaavan raja-arvon yleiselle funktiolle f.

Maaritelma 6.1. Funktion f: (¢,d) — R derivaatta (derivative) pisteessd
€ (¢,d) on
f/(a) — A f<a+h>_f(a)

h—0 h ’

mikali ko. raja-arvo on olemassa. Téll6in sanotaan, ettd f on derivoituva (dif-
ferentiable) pisteessd a. Funktion f: [a,b) — R oikeanpuoleinen derivaatta

pisteessa a on
oy _ oy flath) = fla)
flla+) = hli%i 7 :

Vasemmanpuoleinen derivaatta f’'(a—) madritellddn vastaavasti. Funktio
f: I — R on derivoituva (differentiable), mikéli silld on derivaatta jokai-
sella x € I (péatepisteissé toispuoleinen derivaatta). Téll6in myos funktiota
f/(z) kutsutaan f:mn derivaataksi.

Funktio on derivoituva pisteessé a jos ja vain jos silla on a:ssa seka vasemman-
ettd oikeanpuoleinen derivaatta ja ne ovat yhtéasuuret. Télloin f'(a) = f'(a—)
= f'(a+).

Funktion y = f(x) derivaattaa merkitdan myos

dy

f'(#) = Daf(x) = Df(x) =+ fla) = .

Maaritelméssé esiintyvaa osaméiria kutsutaan erotusosamdadrdiksi (difference
quotient). Asettamalla x = a+ h derivaatta pisteessa a voidaan yhtépitavésti
kirjoittaa myos raja-arvona

e — i T@ =T @)

r—a TrT — Q

(6.2)
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o = arctan k

Muistetaan, ettd pisteiden (x1, 1) ja (22, y2) kautta kulkevan suoran kulma-

kerroin on
L — Y2 — U1

To — 1

ja suoran yhtalo y — y; = k(x — 1), ts.

Y=y +k(z— 1), (6.3)

Nyt nahdaan, etta geometrisesti erotusosaméara on xy-tason pisteiden

(a, f(a)) ja (z, f(x)) kautta kulkevan sekantin (secant) kulmakerroin (slope).
Siten derivaatan olemassaolo pisteessa x = a tarkoittaa sitd, ettd kuvaajalla
y = f(x) on pisteessé (a, f(a)) tangenttisuora, jonka kulmakerroin on f’(a),
jolloin tangenttisuoran yhtaloé on

y = fla) + f'(a)(z — a). (6.4)

Valilla I derivoituvan funktion kuvaajalla on jokaisessa pisteessa tangentti-
suora, joten kuvaajalla ei voi olla kéarkia tai kulmia. Oheisessa kuvassa on
hahmoteltu tapaus h > 0 (h voi olla my6s negatiivinen).

Y
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Esimerkki 6.5. Laske funktion f(z) = 32% — 7z + 5 derivaatta pisteessi

T = 3.
fB+h)—f(3)  (BB+h)Z*—T73B+h)+5)—(3-3*—7-3+5)
h B h
2411
:ylzh:3h+ﬂf+ﬂ,lmnh%0,

joten f'(3) = 11.
Lause 6.6. Jos f on derivoituva pisteessd a, niin f on jatkuva pisteessd a.

Todistus. On osoitettava, ettd f(x) — f(a), kun  — a. Néin on, silla

f(z) = f(a)

Tr—a

fz) = fla) = (x—a)— f'(a)-0=0, kanz —a O
Kéanteinen viite ei pade, eli jatkuva funktio ei valttdmatta ole derivoituva.
Esimerkiksi téstd kdy funktion f(x) = |z| kdyttdytyminen pisteessd = = 0
(ks. esimerkki 6.59).

Lause 6.7 (Derivoinnin perussddnnot). Olkoot [ ja g derivoituvia pisteessd
x ja olkoon c € R. Tdlloin

(3) D(f(z

Todistus. (1) ja (2) ovat suoraviivaisia todeta erotusosaméadran avulla.
(3) Funktion f(z)g(x) erotusosamairille patee

f(x+h)g(x+h) = fx)g(z)
h
f@+h)g(x+h) = flx)g(e+h) + fe)g(z +h) - f(x)g(z)

h
ﬂw+2—f@b

(z+h) —g(x)
h

(v+h) + f(z)?
— f'(x)g(z) + f(z)g'(x), kun h — 0.

Téssé }llir% g(x + h) = g(z), silld g on jatkuva pisteessa .
ﬁ
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(4) Tutkitaan funktion 1/g(x) erotusosaméérdi. Lavennetaan g(z+h)g(z):1a:
1 1
+h) r) —glx+h 1 1
Se R gla) _gla) = gle+ b P
h h 9(z +h)g(z) 9(z)

kun A — 0. Saatiin siis toditettua derivoimissaanto

o) i 03

Nyt kohdasta (3) ja sdénnosté (6.8) seuraa

o(32) (o) - ret 1)
(z

g(z)) ~ )
_ f'(@) g'(x) _ f(w)g(x) - f(2)g'(z)
= —f@)=r5 = : : O
g(x) g(x) g(x)
Lause 6.9. Vakiofunktion f(x) = c¢ derivaatta on 0.
Todistus. Maaritelman mukaan
- flet+h) - flx) . oc—c
/ . — —
fo=m= =y =° -
Esimerkki 6.10. Laske D (z7'), D (z) ja D (z?).
Ratkaisu. Kéytetadn maéritelmaé:
. 1 1/ 1 1 12— (z+h)
1\ _ 2\ o T W PO G L
D(x )_D(x> }ng(l)h<a:+h :U) }g(l)h (x+h)x
I SRS S
T (@) a2
1N (b)) 1 _1..0
D(ZE)—D(ZL‘)—}Illi%ih —]llli%l—l—la:
2 _ 2 2. 9 2 _ 2
D(2?) zlimm:hmx +2whth - =lim(2z + h) =2z
h—0 h h—0 h h—0

Esimerkin 6.10 potenssifunktioille 2™ derivaatta on nz" 1. Kaava pitee ylei-
sestikin:

Lause 6.11 (Potenssifunktion derivoimiskaava). Olkoon n € Z (ja x # 0,
josn < 0). Tdlloin
D(2") = nz" L.
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Todistus. Tapauksissa n = 0 ja 1 kaava sanoo, ettd D(1) = 0 ja D(z) = 1,
jotka todistettiin edelld. Todistetaan kaava induktiolla, kun n > 2.

(1) Alkuaskel n = 2 todistettiin esimerkissa 6.10.

(2) Induktioaskel: Oletetaan, etti kaava pétee jollekin n = k > 2, ts. D(a*) =
ka*~1. Tallsin tulon derivoimissidinnén (lause 6.7) nojalla

D(z"*Y) = D(z - 2%) = D(z)a" + 2D(2%) = 2* + ka* = (k + 1)2".

Niinpa kaava patee myos n:n arvolle n = k + 1.

Tapauksessa n < 0 merkitadn m = —n. Koska m > 0, niin edelld tode-
tun perusteella D(z™) = maz™ ! ja osamédrin derivoimissaintod kiyttien
saadaan

(xm)Q = — —om = —mx" =nz" . O

D(2") =D ( 1 ) — _D(@™) ma™ 1

om
Nyt polynomit ja rationaalifunktiot nahdéan derivoituviksi mééarittelyjou-
koissaan ja voidaan derivoida em. tuloksia kéyttaen.

1
Esimerkki 6.12. a) Funktion f(z) =2® — — derivaatta on
x

)
f'(z) = 32° — D(27°) = 32° — (—5)z" % = 32° + et

2+ x

derivaatta on
a3 =7

b) Funktion f(z) =

2z +1)(z® —7) — (2 + 2)32? —2*— 223 — 140 -7

o= R G

Esimerkki 6.13. Miké on kiyrdn y = 23 —422+7 pisteeseen (3, —2) piirretyn
tangenttisuoran yhtalo?

Ratkaisu. Kyseessd on funktion y = y(z) kuvaaja, joten tangenttisuoran
kulmakertoimen antaa derivaatan arvo pisteessi r = 3: y/(x) = 3z2% — 8z,
joten 3/(3) = 3. Niinpa tangenttisuoran yhtalé on (ks. kaava (6.4))

y—(—2)=3(x—3), ts. y =3z — 11

Lause 6.14 (Ketjusaanto, Chain rule). Olkoon g derivoituva pisteessi x ja
f derivoituva pisteessi g(x). Silloin yhdistetty funktio f o g on derivoituva
pisteessd x ja

(f o g9)(x) = f'(9(x))g (z).
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Todistus. Muodostetaan erotusosamadra yhdistetylle funktiolle f o g:
flg(z + Ax)) — f(g(x))
Ax '

Merkitadn y = g(z) ja Ay = g(z + Az) — g(x). Oletetaan, ettd ¢'(z) # 0,
jolloin pienilld Az on Ay/Ax # 0 jasiten Ay # 0. Yleinen tapaus todistetaan
luvussa 6.3 differentiaalikehitelmén avulla (ks. s. 112). Nyt

flg(z + Az)) — f(g9(z))  flg(z + Ax)) — f(g()) g(z + Az) — g(x)

Ax g(z + Ax) — g(x) Ax
Ay) — A
S EVZTD L 1w (a) = o)y (@), kan >0,
silld Ay — 0, kun h — 0. O

Merkintoja v = f(g(x)) ja y = g(x) kiyttden ketjusdantod voidaan kirjoittaa
muotoon

du_du@

_— == 6.15
de  dy dx ( )

1311
Esimerkki 6.16. Derivoi h(z) = (:ch + ) :
x
Ratkaisu. Tulkitaan h funktioksi h(z) = f(g(z)), missa f(y) = y'! jag(z) =
1
2?4+ —. Koska f'(y) = 11y'°, niin
T

/ , 1\ , 1 , 1\ 1
h(x)zll(m +> D(m —|—> :11(:17 +) <2ZE—>.
x x x x?

Lause 6.17 (Kéaanteisfunktion derivoimissdanto). Olkoon f aidosti kasvava
(vihenevd) ja derivoituva vdlilla I. Merkitdan y = f(x). Talldin kddnteis-
funktio f~1: f(I) — I on derivoituva vdlilla f(I) niissi pisteissd vy, joille
f'(x) #0, ja derivaatta on

1
- f(@)

Todistus. Lauseen 4.42 mukaan f~! on jatkuva ja f(I) on vili. Tutkitaan
f~hn erotusosaméirié pisteessd yo = f(rg). Merkitddn y = f(z) ja vaadi-
taan, ettd y # 1o, jolloin myos x # xy.
fHy) = (o) T — o 1 1
= = — , kun y — yo,
Y—Yo f(x) = f(xo)  f(x) — f(0) f'(zo) ’

r — 2o

Dyf~'(y)

(y = f(z)).

silla =1 on jatkuva ja siten z = f~*(y) — f~(yo) = o, kun y — yp. O
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Merkint6ja dz/dy = D, f~'(y) ja dy/dx = f'(z) kiyttden kdanteisfunktion
derivoimissadntod voidaan kirjoittaa muotoon

dx 1
—_— = 6.18
dx

missd on muistettava, etta dx/dy lasketaan pisteessi y = f(z) ja dy/dx
pisteessa .

Esimerkki 6.19. Olkoon y = f(z) = /x. Laske f'(x).
Ratkaisu. f:1l4 on aidosti kasvava ja derivoituva kadnteisfunktio z = f~!(y)
=y, jolle D, f~*(y) = 3y*. Siten myds f on derivoituva ja
1 1 1
/ = — = = — _2/3
F@) =35 =302 = 3°

Téamén esimerkin menetelmalld saadaan perusteltua potenssifunktion deri-
voimiskaava rationaalisille eksponenteille.

Lause 6.20 (Potenssifunktion derivoimiskaava). Olkoon r € Q ja x # 0 (ja
lisiksi mddritelmdan 3.7 mddrittelyehto voimassa). Talldin

D(z") = rz" 1.

Todistus. Tutkitaan ensin funktiota y = f(z) = /", n € N. f:1l4 on aidosti
kasvava ja derivoituva kdanteisfunktio z = f~'(y) = y", jolle D, f~(y) =
ny"~t. Siten myos f on derivoituva ja

1 1 1 1/n—1

/ _ — —_
f (13) - nyn—l n(xl/n)n—l nl’

Siten lauseen viite patee, kun r on muotoa r = 1/n.
Yleisessa tapauksessa kirjoitetaan r = m/n, missd n € N. Nyt ketjusdan-
noén mukaan

D(a") = D(a")") = m(a"/")" D7) = m(a")y ()

m — _
— 7xm/n 1 — " 1. =
n

1 1
Esimerkki 6.21. a) Dz = D(2'?) = 271? = —.
simerkki a) Dz (/%) 57 NG

b) Funktion f(z) = (\/ 32 — 7)3 derivaatta on
f'(x) = D((32% = 7)*1?) = 2(31:2 — V2 62 = 92327 — 7.
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6.2 Alkeisfunktioden derivaatat
Lause 6.22. D(e") =€

Todistus. Tutkitaan ensin erotusosaméaraé pisteessd x = 0. Olkoon 0 < h <

1. Erotusosamééra on

Valitaan n € N siten, etté

Lemman 8.15 mukaan

1 n+1 1
(1 + ) <e, ts. < e/t 1
n+1

ja toisaalta

Niinpéa

ja siten

< .
n+1 h —n-—1

Kun A — 04, niin n — oo, jolloin arvion laitimmaiset lausekkeet lahestyvat

lukua 1. Kuristusperiaatteen nojalla siten

Taman avulla voidaan laskea erotusosaméaran raja-arvo pisteessé x:
oTHh _ ot pmoh _ o eh 1

. = . =e— —e

Esimerkki 6.23. a) D(e?"”Q) = "D (322) = 6z,

D(1 + &%) 2e%® e%®
b) D(VItex) = - —
) ( ) 2v1 + e 2V1 4+ e2r /14 e2=

. 1=¢" kun h — 0.

[]
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1
Lause 6.24. D(Inz) = —
x

Todistus. Funktion f(z) = Inx kddnteisfunktio on f~!(y) = €%, joten kiin-
teisfunktion derivoimissddnnon mukaan

1 1 1 1
D,(Inz) = =—=—=- O
(Inz) Dy(ev) ev ez g
. 1
Lause 6.25. D (a*) =a®”lna  ja D (log, x) =
rlna

Todistus. Kaavoista (3.41) saadaan

D(a®)=D (exlna) =e"™™MD(zlna) =a*Ina ja

Inx D(Inz) 1
— = . O]
Ina zlna

Ina

D (log,xz) =D (

Esimerkki 6.26. a) D(3*") = 3*"In3D(2?) = 223* In 3
D(V1+ 22 D(1 + 22
b) Din(vifa?) = 2Wite)  Dlre) o«
V1422 2V1+a2V/1422 1+w
D(lnz) 1
Inz  zlnz

c) D(In(lnz)) =

Lause 6.27. D (z%) = az®~! (a €R, x>0)

Todistus. Maaritelman 3.43 mukaan

a—1

D (z*)=D (e‘“’”> =e"™ D(alnr) = 2"~ = az" ' O

a
i
e

Esimerkki 6.28. D(e*") = ¢*"D(2¢) = ex® e

Lause 6.29. Trigonometriset funktiot ovat derivoituvia mddrittelyjoukois-
saan ja

Dsinz = coszx

Dcosx = —sinzx
1
cos? x

Dtanz = 1+ tan’z =
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Todistus. Kirjoitetaan erotusosamadra sinille ja kdytetdén summakaavaa (lause
3.22), lausetta 4.19 ja esimerkin 4.20 tulosta:

sin(z + h) —sinx  sinzcosh + sinhcosz — sinx

h h

. 1—cosh+ sin h
= —sing——— +cosz
h h

— —sinz-0+4cosx-1=cosx, kunh — 0.

Kosinin derivointikaava todistetaan vastaavasti. Tangentin derivointikaava
saadaan nyt osamadrian derivoimissaannolla:

. 2 .2
sinx cos” x + sin“ x 1
Dtanx:D( ): + =

2 2 47
COS T COS“ T COS“ X

missa viimeinen vaihe voidaan sieventad myos

2 ) : 2
COs“ T + sin“x sinx
—1+( ) =1+ tan® . Il

cos? x COS T

Lause 6.30. Arkusfunktioiden derivoimiskaavat:

1
Darcsinx:ﬁ (-l<z<1)
1
Darccosx:—ﬁ (—1 <z < 1)
1
D arctan x = 1T 22 (z € R)

Todistus. Funktiolla y = sinz on valilla z € [—7/2, 7/2] kdanteisfunktio z =
arcsiny. Valilla x € (—n/2,7/2) (vastaten vilid y € (—1,1)) on Dsinz =
cosx # 0, joten kédnteisfunktion derivoimissddnnon mukaan

1 1 1 1

D, arcsiny = = = = .
v Y= Dsinz _ cosz V1—sin’z  V1—9y?

Tissé toiseksi viimeinen vaihe seuraa kaavasta sin?z + cos? z = 1 ottamalla
huomioon, ettd cosx > 0 vélilld x € (—m/2,7/2). Vastaavalla tavoin voidaan
paatella derivoimiskaavat arkuskosinille ja arkustangentille. O]

Hyperbolisten funktioiden derivoimiskaavat seuraavat suoraan maaritelmés-
ta 3.44:



INSINOORIMATEMATIIKKA 1 & 3 109

Lause 6.31. Dsinhz = coshx

D coshx = sinh z
1

Dtanhry = ———
cosh” x

Areafunktioiden derivointikaavat saadaan joko kdénteisfunktion derivoimis-
saannoilla tai derivoimalla suoraan kaavat (3.48):

1
Lause 6.32. Darsinhz = ——— z € R
T ( )

1
B 1

1
Da,rtamhle_ix2 (-l<z<1)

Darcoshx = (x>1)

—_

Derivoimissaannoisté ja derivointikaavoista on yhteenveto taulukoissa 2 ja 3
sivuilla 253-254.

6.3 Lineaarinen approksimaatio

Maaritelman mukaan pisteessé a derivoituvalle funktiolle f péatee

, . fla+h)— f(a)
f(a) = lim > :

h—0

ts.

i (f(a +h) = fla) f,(a)> o

h—0 h

Merkitéén téssé sulkulauseketta e(h):lla, ts.

E(h) _ f(a_l'hf)L_f(a) . f’(a).

Ratkaistaan téasta f(a + h):

fla+h) = f(a)+ f'(a)h+ he(h), (6.33)
tarkka arvo arvio virhe

missa €(h) on funktio, jolle €(h) — 0, kun A — 0. Esitysta (6.33) kutsutaan
funktion f differentiaalikehitelmdksi pisteessa a. Pédittely voidaan kaantai
myo0s toiseen suuntaan, eli differentiaalikehitelmésté seuraa derivoituvuus:
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Lause 6.34. Funktio f: (c,d) — R on derivoituva pisteessi a € (c,d) jos ja
vain jos on olemassa A € R ja funktio e: R — R siten, ettd }lgr[l) e(h) =0 ja
fla+h) = f(a) + Ah + he(h)

kaikilla (itseisarvoltaan pienilla) h € R. Tdllin A = f'(a).
Jattamalla pois virhetermi he(h) saadaan arvio funktion arvolle f(a + h):
flath) ~ £(a) + F(a)h (6.
tai merkitsemélla v =a + h
f(x) ~ f(a) + f'(a)(z — a).
Téassé oikean puolen funktio
T(z) = fla) + f'(a)(z — a) (6.36)

on funktio, jonka kuvaaja on f:n kuvaajan pisteeseen (a, f(a)) piirretty tan-
genttisuora (vrt. yhtdloon (6.4)). Funktiosta T'(x) kdytetadn nimityksia f:n
lineaarinen approksimaatio (arvio), tangenttiapproksimaatio ja linearisointi
pisteessi a. Lineaarisessa arviossa f(z) ~ T'(x) tehty virhe on

f(x) =T(x) = he(h),

jolle patee

irh he(h
b el >:€(h)—>0, kun b — 0.
Z:n muutos h

Lahella a:ta tehty virhe on siis mitdton suhteessa etdisyyteen a:sta ja f:n
kuvaaja ndyttaa likimain tangenttisuoraltaan y = f(a) + f'(a)(z — a).
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Nimitys "lineaarinen arvio” johtuu siité, ettd funktio L: R — R, L(h) =
f'(a)h on ns. lineaarikuvaus ja arvio voidaan kirjoittaa vakion ja lineaariku-
vauksen summana: f(a + h) =~ f(a) + L(h). Lineaarikuvauksia késitelldan
tarkemmin opintojaksolla Insind6rimatematiikka 2.

Esimerkki 6.37. Arvioi lukua /4,3 sopivalla lineaarisella approksimaatiol-
la.

Ratkaisu. Kéytetdin funktion f(x) = y/x lineaarista arviota pisteessia a =
4. Idea on, ettd f:n ja f":n arvot on helppo laskea pisteessi 4 ja niita kdyttden
saadaan arvio f: arvolle pisteessé 4,3 = a+h = 4+40,3. Nyt f'(z) = 1/(2V/7)
ja f'(4) = 1/4, joten

1
VA3 =f4+03)~ f(4)+ f(4)-(43—4)=2+ 1 0,3 = 2,075.
Voimme verrata tata laskimen antamaan arvoon /4,3 = 2,073644 - - - .

Yy y =2+ (1/4)(x —4)
y=vr

[ NG
i
\.)-lk
w

Maaritelma 6.38. Suureen suhteellinen virhe maaritelladn

irhe
suhteellinen virhe = v

tarkka arvo

Edellisessa esimerkissé suhteellinen virhe on

V4,3 =2
V43— 207 ~ 0,0007,
V4,3

eli prosentteina 0,07 %.

Lineaarisen arvion kdyttd on jarkevdd vain silloin, kun |h| on "pieni”.
Esimerkiksi edellisen esimerkin approksimaatiota kiyttien arvio luvulle v/2
olisi

VI=4-2)~ )+ ) (-2 =241 (-2 =15
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missa on 6 %:n virhe.

Monissa sovelluksissa lineaarista arviota kéytetadn virheiden arvioimi-
seen. Mitataan suureen arvoksi z. Jos mittauksessa tehdadn virhe Az, niin
suureen oikea arvo on x + Ax. Oletetaan, ettd suure f riippuu x:sta, ts.
f = f(z). Nyt (6.35) tulee muotoon

flz+Az) =~ f(z) + f'(z)Ax
ja fm virhettd Af = f(x + Azx) — f(x) voidaan siten arvioida
Af = flx+ Ax) — f(z) = f'(x)Ax. (6.39)

Tasséa yhteydessa suhteellinen virhe usein lasketaan arvioimalla

) . virhe
suhteellinen virhe ~

mitattu arvo
Af
f@)|
Esimerkki 6.40. Mitataan ympyran side r ja tdméan mittaustuloksen pe-
rusteella lasketaan ympyran pinta-ala A = A(r) = 7r?.

a) Mittaustulokseksi saadaan r = 32 + 2 mm, ts. virhe |Ar| < 2. Pinta-ala
on A(32) = m32% ~ 3200 mm? ja A'(r) = 27r, joten virheelle saadaan arvio

Esimerkiksi z:n suhteellinen virhe ~

ja fm suhteellinen virhe ~

6.39) )
|AA| ~ |A'(32)Ar| = 647|Ar| < 647 - 2 ~ 400 mm~.

Pinta-ala on siis 3200 £ 400 mm?.

b) Sédteen mittaamisessa tehddan korkeintaan 2 %:n virhe. Arvioi pinta-alan

prosentuaalista virhetté.

Ratkaisu. Koska |Ar|/r < 0,02, niin voidaan arvioida

AA|©39) |A'(r)Ar|  27mr|Ar[ 2|Ar|
Al T A o2 Ty

Pinta-alan suhteellisen virheen arvioidaan siis olevan korkeintaan 4 %.

< 2.0,02 = 0,04.

Ketjusdannon (lause 6.14) todistus. Kéytetaan differentiaalikehitelmaé
(6.33) ensin sisafunktiolle g ja sitten ulkofunktiolle f:

(fog)(x+ Ax) = f(g(r + Az))
= f(9(x) + g (x) Az + Awe,(Ax) )
=Ay
(9(2)) + f'(g(x)) Ay + Ayes(Ay)
(9(2)) + f'(g(x))g' (x) Az + f'(g(x))Azey,(Ax) + Ayes(Ay)
—:Aze(Az)

= (fog)(x) + ['(9(x))g (x)Ax + Aze(Ax),

f
f
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missé €(Ax) — 0, kun Az — 0 (silla talloin myos Ay — 0). Niinpd f o g on
derivoituva ja derivaatta on f'(g(x))g'(z). O

6.4 Asiriarvot ja funktion kulku

Maaritelma 6.41. Reaalifunktiolla f: A — R on pisteessa ¢ € A
e (globaali) maksimi, jos f(z) < f(c) kaikilla z € A,
e (globaali) minimi, jos f(z) > f(c) kaikilla x € A,

e lokaali maksimi, jos on olemassa c:n ympéristo I siten, ettd f(z) < f(c)
kaikilla x € I N A,

e lokaali minimi, jos on olemassa c¢:n ymparisto [ siten, ettd f(z) > f(c)
kaikilla x € I N A.

Pistetta ¢ kutsutaan ddriarvopisteeksi (minimipisteeksi tai maksimipisteek-
si) ja arvoa f(c) ddriarvoksi (minimiarvoksi tai maksimiarvoksi). Funktion
f globaalia maksimiarvoa joukossa A merkitddn max, f tai max f ja mini-
miarvoa miny f tai min f.

Tyypillisesti tarkastelujoukko on suljettu ja rajoitettu véli, ts. A = [a, b].

globaali maksimi

lokaali maksimi
a 1
<

1

globaali minimi

Todistamatta otamme kayttoon seuraavan tuloksen. Todistuksessa (ks. [5,
Appendix E|) tarvitaan supremumin késitetta ja taydellisyysaksioomaa.

Lause 6.42. Suljetulla ja rajoitetulla vdlilld jatkuva funktio saavuttaa suu-
rimman ja pienimmdn arvonsa kyseiselld vdlilld. Tarkemmin: jos f on jat-
kuva wdlilla [a,b], niin on olemassa ¢ ja d € [a,b] siten, ettd f(c) on fm
maksimi ja f(d) on f:n minimi véililla |a, b].
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Seuraavat esimerkit osoittavat, ettd kaikki lauseen 6.42 oletukset (véli on
suljettu, vali on rajoitettu ja funktio on jatkuva) ovat tarpeen.

Esimerkki 6.43. a) f:[-1,2) = R, f(z) = 2% Funktio on jatkuva ja vali
on rajoitettu, mutta vali ei ole suljettu. f:1l4 on minimi f(0) = 0, muttei
maksimia.

b) g: [-1,00) = R, g(x) = 2. Funktio on jatkuva ja vili on suljettu, mutta
vali ei ole rajoitettu. f:114 on minimi ¢(0) = 0, muttei maksimia.

—2r—1, kunz <0,

c) h:[-1,2] = R, h(z) = {:L’2 o o > 0

Vali on suljettu ja rajoitettu, mutta funktio ei ole jatkuva. h:lla on maksimi
h(2) = 4, muttei minimia.

Lause 6.44. Jos c on f:n lokaali dariarvokohta ja f on derivoituva pisteessd
¢, niin f'(c) = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd ¢ on lokaali maksimipiste. Koska f on derivoituva,
niin

. fleth)—fle) . flet+h)— fle)

/ o _

fie) = hlg(l]q_ h N hli}& h

ja koska ¢ on lokaali maksimipiste, niin f(c+ h) — f(c¢) < 0 pienilla h. Siten

pienilla A > 0 on
fle+h) = fle)
h

o) — 1 LD =IO

h—04 h

<0

ja niinpa

<0.

Vastaavasti pienilla h < 0 on

fle+h) = fle)

>
A >0
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ja siten
0 = i KD =1
Nyt f'(c) <0ja f'(c) > 0, joten on oltava f'(c) = 0. O

Derivoituvan funktion lokaalit dariarvot 16ytyvit nyt lauseen 6.44 mukaan
derivaatan nollakohtien joukosta. Aina derivaatan nollakohta ei kuitenkaan
ole aariarvokohta:

1 4
Esimerkki 6.45. Olkoon f(z) = 11:4 — §x3 + 22?2 — 1. Haetaan derivaatan
f'(z) = 23 — 42 + 42 nollakohdat:

23— 4 40 =0
& a2 —4r+4)=0
& =0 tai 22 —4r+4=0
& =0 tai =2

Néista x = 0 on lokaali minimipiste, mutta x = 2 ei ole lokaali dariarvopiste
(kuten lauseen 6.53 avulla voidaan perustella).

AL

Maaritelmi 6.46. Pistetté ¢, jossa f'(c) = 0 tai jossa f ei ole derivoituva,
kutsutaan f:n kriittiseksi pisteeksi.

Edellisesti lauseesta seuraa suoraan:

Lause 6.47. Olkoon f: |a,b] — R jatkuva funktio ja olkoon ¢ f:n ddriarvo-
piste. Silloin ¢ on joko kriittinen piste tai valin [a,b] pddtepiste.

Lause voidaan muotoilla seuraavaksi globaalien dariarvojen etsintaohjeeksi
suljetulla vélilld [a, b] jatkuvalle funktiolle f:

(1) Etsi kriittiset pisteet, ts. derivaatan nollakohdat ja pisteet, joissa f ei
ole derivoituva.
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(2) Laske f:n arvo kriittisissa pisteissa ja vilin paatepisteissd a ja b.
(3) Poimi saamistasi arvoista suurin ja pienin.

Esimerkki 6.48. Etsi funktion f(x) = 2® — 322 — 92 + 2 suurin ja pienin
arvo valilla [—2, 2].

Ratkaisu. f on derivoituva ja f’(z) = 3z% — 6z — 9. Ratkaisukaavalla ti-
man nollakohdiksi saadaan x = —1 ja z = 3, joista vain ensin mainittu on
tarkasteluvalilla. Lasketaan f:n arvot paatepisteissa ja kriittisessa pisteessa:
f(=2)=0, f(—=1) =T7ja f(2) = —20. Siten f:n pienin arvo on —20 ja suurin
arvo 7.

Esimerkki 6.49. Mairitd funktion f(z) = 2?*® — x suurin ja pienin arvo
valilla —1 < a < 1/2.

Ratkaisu. f on jatkuva ja f/(z) = 227'/% — 1, kun x # 0. Pisteessd © = 0 f
ei ole derivoituva, koska |f’(z)| — oo, kun z — 0.2 f:n nollakohdat:

2 3 3N 8

32: 0 &=z 5 & 5 o7
Vililla [—1, 1/2] on siis kriittiset pisteet 0 ja 8/27. Lasketaan f:n arvot paate-
pisteissa ja kriittisissa pisteissa: f(—1) =2, f(0) =0, f(8/27) =4/27 ~ 0,15
ja f(1/2) ~ 0,13. Siten f:n pienin arvo on 0 ja suurin 2. Funktion kuvaaja
hahmotellaan esimerkissa 6.55.

Lause 6.50 (Rollen lause). Oletetaan, ettd f on jatkuva véililla [a,b] ja de-
rivoituva valilla (a,b). Jos f(a) = f(b) =0, niin f'(c) =0 erddlld ¢ € (a,b).

Todistus. Lauseen 6.42 mukaan f saavuttaa maksiminsa ja miniminsa valilla
[a,b]. Jos f saa positiivisia arvoja, niin f:n maksimi on pisteessé ¢ € (a, b),
koska f(a) = f(b) = 0. Lauseen 6.44 mukaan talloin f'(c) = 0. Vastaavasti
kéy jos f saa negatiivisia arvoja. Jos f on nolla koko vililla [a, b], niin f’(c) =
0 kaikilla ¢ € (a,b). O

Rollen lause on tekninen apuneuvo valiarvolauseen todistamiseksi:

Lause 6.51 (Differentiaalilaskennan véliarvolause, DVAL). Oletetaan, ettd
f on jatkuva vdlilld [a, b] ja derivoituva vililla (a, b). Silloin erddlld ¢ € (a,b)

EIUES (C]

2Tamén perustelu sivuutetaan. Lisiksi on huomattava, etti f voi olla derivoituva,
vaikka f’:lla ei olisikaan raja-arvoa (ks. huomautus 6.61 b). Kéaytdnnossa kuitenkin 44-
riarvotehtavissi, tarkastetaan kaikki pisteet, joissa f’:lla ei ole raja-arvoa, silli menetel-
maén ideana on vain rajata tarkastettavien pisteiden joukko riittdvin pieneksi, jotta niiden
lapikaynti olisi mahdollista.
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Todistus. Funktio

toteuttaa Rollen lauseen oletukset vélilla [a, b] (tarkastal) ja

F’([L’) _ f/(l‘) _ f(b;) : i(a)
Niinpé eraalld ¢ € (a,b) on
0=F'(c) = f'(c) — W O

Geometrisesti lauseen vaite on ilmeinen: tangentin kulmakerroin on jossakin
valin pisteesséd ¢ sama kuin pisteiden (a, f(a)) ja (b, f(b)) kautta kulkevan
suoran kulmakerroin.

Valiarvolauseesta seuraa keskeiset funktion kulusta kertovat lauseet.

Lause 6.52. Oletetaan, ettd f on jatkuva vdlill [a,b] ja ettd f'(z) = 0
kaikilla x € (a,b). Silloin f on vakiofunktio.

Todistus. Olkoon = € (a, b]. Sovelletaan véliarvolausetta valilla [a, z]: erdlla

c € (a,x) on
- g F=110)

Siten f(z) — f(a) =0eli f(z) = f(a). O

Lause 6.53. Oletetaan, ettd f on jatkuva vdlilla [a,b] ja ettd f'(z) > 0
(f'(xz) < 0) kaikilla x € (a,b). Silloin f on aidosti kasvava (aidosti vihenevd)
valilla [a, b).
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Todistus. Olkoon f'(x) > 0 kaikilla z € (a,b) (tapaus f'(z) < 0 vastaavasti).
Olkoot u ja v € [a,b], u < v. On osoitettava, ettd f(u) < f(v). Sovelletaan
véliarvolausetta valilla [u, v]:

Koska f'(¢) > 0 ja v —wu > 0, niin f(v) — f(u) > 0 jasiten f(u) < f(v). O

Esimerkki 6.54. Funktion f(x) = 2® — 32 4+ 1 derivaatan f’(z) = 32> — 3
nollakohdat ovat = —1 ja x = 1. Laskemalla f’ joissakin vélien (—oo, —1),
(—1,1) ja (1,00) pisteissa saadaan selville derivaatan merkki ko. véleilld ja
siten funktion kasvusuunta: f'(=2) = 9 > 0, f(0) = =3 < 0 ja f(2) =
9 > 0, joten f on vaheneva keskimmaisella vélilla ja kasvava muualla. Tieto
voidaan koota kuvan mukaiseksi merkkikaavioksi. Merkkikaaviosta voidaan
myo6s paatella, onko kriittisessa pisteessa lokaali minimi tai maksimi.

y=x3—3r+1

Fl+++]-——=-]+++

max min

T ——
[\

Lausetta 6.53 voidaan yrittda soveltaa sopivilla osavileilla, vaikka f ei oli-
sikaan derivoituva koko vélilla tai f:n maarittelyjoukko ei olisi suljettu ja
rajoitettu vali.

Esimerkki 6.55. Tutkitaan esimerkin 6.49 funktion f(r) = x%? —x kulkua.
Derivaatan f'(z) = 227'/% — 1 ainoa nollakohta on 8/27. Liséksi pisteessé
x =0 f ei ole derivoituva.
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Y
0 2
fl-——=]+++][——-
fl1N / N
min max } X
2

Esimerkki 6.56. Tutkitaan funktion
1

— X

1) =
kulkua. Nimittdjin 22 — x = x(z — 1) nollakohdissa z = 0 ja x = 1 f ei ole

maéaritelty. Derivaatan
—2r+1
/ J—
f <x> - (xQ —ZE)2

nimittaja on maarittelyjoukossa positiivinen, joten derivaatan merkki maé-
raytyy osoittajasta —2x 4 1, jonka ainoa nollakohta on x = 1/2.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
g x
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Differentiaalilaskennan véliarvolause antaa tyokalun, jolla kaytadnnossa las-
ketaan toispuoleiset derivaatat:
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Lause 6.57. Oletetaan, etti f on jatkuva valilla [a,b] ja derivoituva vdlilla
(a,b). Jos derivaatalla on olemassa raja-arvo

L= lim f'(z), (6.58)

r—a+

niin silloin f:lld on a:ssa oikeanpuoleinen derivaatta f'(a+) ja f'(a+) = L.
Vastaava tulos pdtee vasemmanpuoleiselle derivaatalle f'(b—).

Todistus. Olkoon = > a, © € (a,b). Sovelletaan differentiaalilaskennan vé-
liarvolausetta valilla [a, x]: erdaalla c¢(z) € (a,z) on

T —a
Tehdédan néin jokaisella x € (a,b) ja tutkitaan em. erotusosaméadran raja-
arvoa. Koska ¢(z) — a+, kun 2 — a+, niin

f'(a+) = lim J@) = fa) _ f'(e(z)) = lim f'(c¢) = L. O

z—a+ xr—a z—ra+ c—a+

Esimerkki 6.59. Tarkastellaan itseisarvofunktiota f(z) = |z|. Koska

— k
f(x):{ r, kunx <0,

x, kun z > 0,

niin f(x) on derivoituva, kun z # 0:

fi(x) =

—1, kun z <0,
1, kun z > 0.

Pisteessia © = 0 f(x) ei ole derivoituva, silld f on jatkuva ja
/ T / _ — 1 / _
FO-) = Jig J'@) = —1 £ 1= Jigy f() = J'0+)
Pisteessa x = 0 f:n kuvaajalla on kulma.

Esimerkki 6.60. Méardaa vakiot a ja b siten, ettd funktio

r+a, kunz<lI,
-]

ba?, kun xz >1

on derivoituva R:ssa.
Ratkaisu. f on polynomina derivoituva, kun x # 1. Jotta f olisi jatkuva
pisteessd x = 1, on oltava
lim f(z) = lim (x+a)=14+a=0b= f(1).
z—1—

r—1—



INSINOORIMATEMATIIKKA 1 & 3 121

Derivoituvuuteen pisteessa x = 1 vaaditaan

f/(1=)= lim f(z)= lim 1=1=2b= lim 2bz = lim f'(z) = f'(14).

r—1— r—1— r—1+ r—1+
Yhtéaloparista
l+a=0
1=2b
saadaan ratkaisuksi a = —1/2 ja b = 1/2. Geometrisesti on kyse suoran ja

paraabelin liittdmisesta pisteessid x = 1 siten, ettd kuvaajaan ei jaa kulmaa.
Piirrd kuva!

Huomautus 6.61. a) Lauseen 6.57 oletus jatkuvuudesta on oleellinen. Esi-
merkiksi esimerkin 4.32 funktiolle lir{gr f'(x) = —1, mutta f:ll4 ei ole oikean-
T—

puoleista derivaattaa f/'(1+).
b) Oletus (6.58) tarkoittaa, ettd f’ on oikealta jatkuva pisteessd a. Aina
nain ei ole derivoituvallekaan funktiolle: esimerkiksi funktiolle

1
x?sin —, kun x # 0,
T

0, kun z =0,

fx) =

on f’(0) = 0, mutta raja-arvoa h%lJr f'(x) ei ole olemassa.
T—
Joskus funktion f: R — R kuvaajan hahmottelemisessa voidaan kaytta&a
asymptootteja. Sanotaan, ettd suora y = ax + b on kuvaajan y = f(x)
asymptootti, jos
lim (f(z) — (ax+b)) =0 tai lim (f(z)— (ax+b)) =0.

T—00 T—>—00

X

Suora x = a on kuvaajan y = f(x) pystysuora asymptootti, jos

lim. f(x) =400  tai zligl-',-f(x) = Fo0.
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2 —2x—3

Esimerkki 6.62. Hahmotellaan funktion f(z) = 2 kuvaaja.
x
EWERES
(miksi?), joten kuvaajalla on pystysuora asymptootti z = —2. Derivaatan

' _(2I—2)(l’+2)—(1}2—2$—3)_:L‘2—|—4x—1
f(l’)— (I+2)2 - <x+2)2

nollakohdat: 22 + 42 — 1 =0 & x = —2 4+ /5. Lisiksi f ei ole madritelty,
kun x = —2. Kulkukaavio:

—2-+/5 —2 —2+4++/5

~ —4,2 ~ 0,3
I + - — +
f / R hY /"
Suoritetaan f(x):n madrittelevan lausekkeen jakolasku:
r —4
r+2|2® -2z -3
r? +2x
—4r -3
—4xr -8
5
Jakojadnnokseksi jai 5, joten
r? —2r—3 5
=——=ax—4 .
/(@) T+ 2 ’ * T+ 2

Tarkasta laventamalla (z + 2):1la! Tassd lim

=0,elisworay =xo—4
z—too 4+ 2 y

on asymptootti.

Kun piirretdan asymptootit, lasketaan f:n arvot derivaatan nollakohdissa
(jotka on merkitty kuvaan z-akselille) ja huomataan, etta f(z) < x — 4, kun
r < —2ja f(xr) > x —4, kun © > —2 (miksi?), niin voidaan hahmotella
kuvaaja:
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r=—2

|
|
!
|
|
|
!
|
|
|
!
|
J
|
!
|
|
|
!
47
|
|
!
|
|
|
!
!
|
|
!
!
|
|
!
!
|

Esimerkki 6.63. Halutaan valmistaa puolen litran vetoinen suoran ympy-
rialierion muotoinen sailyketolkki. Vaippa ja pohjat valmistetaan ohuesta me-
tallilevystéa. Miten tolkin korkeus ja pohjan halkaisija on valittava, jotta levya
kuluisi mahdollisimman vahan? (Vaipan ja pohjan liitoskohdissa tarvittaviin
taitoksiin kuluva levy jétetadan yksinkertaisuuden vuoksi huomiotta.)

Ratkaisu. Olkoon tolkin korkeus h cm ja pohjan halkaisija d cm. To6lkin

tilavuus on 500 cm?, joten
2\ 2
— | h = 500.

Tasta voidaan ratkaista yksi muuttuja toisen avulla, esimerkiksi

Télkin pinta-ala on (vaipan ala) + 2-(pohjan ala) eli

d\> 500 d\> 2000 7
dh+2r (=) =nd——~ +or (=] =22 £ 242 = £(d).
T +7T<2> 7T7T<d>2+ 7r<2> 7 —|—2 f(d)
2

On selvitettavd funktion f(d) pienin arvo joukossa d > 0. Lasketaan deri-

vaatta
B 2000

f(d) = o + md
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ja sen nollakohta:

2 [2 12
0(2)0:7Td & d:37000:103—
d T T

Koska —2000/d? ja wd ovat kasvavia funktioita joukossa d > 0, niin derivaat-
ta on kasvava funktio ja siten negatiivinen kohdan d = 10\9/2/7 vasemmalla
ja positiivinen oikealla puolella. (Vaihtoehtoisesti kulkukaavion muodosta-
miseksi voidaan laskea derivaatta esimerkiksi kohdissa 1 < 10/2/7 < 10.)

Siten f(d):n minimi saavutetaan kohdassa d = 104/2/x. Talloin

500 2
h= W = 10\ﬁ.

2

Vastaus. On valittava korkeus = pohjan halkaisija = 10,/2/7 &~ 8,6 cm.

6.5 Korkeammat derivaatat

Jos derivoituvan funktion f derivaatta f’ on derivoituva, niin sen derivaattaa
D(f'(z)) kutsutaan f:n toiseksi derivaataksi ja merkitaan

f"(z) = fP(x) = D(f'(2)).
Vastaavasti méaritellaan f:n kolmas derivaatta
(@) = fO(x) = D(f"(x))
ja yleisesti n:s derivaatta
f (@) = D(f"V(z)).

Esimerkki 6.64. Lasketaan funktion f(r) = 2 + 232 nelji ensimmaista
derivaattaa:

3
f'(x) = 32" + S
3
f"(z) = 6x + Ex_l/z
FO(z) = 6 — 25302

9
D () = 2 4502
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Korkeampia derivaattoja kéytetddn esimerkiksi funktion approksimointiin
Taylorin polynomeilla luvussa 8.6. Toisen derivaatan avulla voidaan tutkia
derivaatan kulkua ja tehdé tarkempia padatelmia f:n kéyttaytymisesta:

Lause 6.65. Olkoon f kahdesti derivoituva vdlilld (a,b) ja olkoon ¢ € (a,b)
f:m kriittinen piste, ts. f'(c) = 0.

e Jos f"(x) > 0 vdlillg (a,b), niin ¢ on f:n lokaali minimipiste.

e Jos f"(x) < 0 vdlilld (a,b), niin ¢ on f:n lokaali maksimipiste.

Todistus. Jos f"(x) > 0, niin f’ on kasvava valilla (a,b) ja siten sen merkki
vaihtuu negatiivisesta positiiviseksi pisteesd c. Silloin ¢ on f:n lokaali mini-
mipiste. Tapaus f”(x) < 0 vastaavasti. O

Esimerkki 6.66. Esimerkin 6.54 funktion f(z) = 2*® — 3x + 1 derivaatalla
f'(z) = 32* — 3 on nollakohta pisteessd x = 1. Toinen derivaatta f”(z) =
6z on positiivinen pisteen x = 1 ymparistossi, joten x = 1 on f lokaali
minimipiste.

Maaritelméa 6.67. Kahdesti derivoituva funktio f on valilla (a,b) alaspdin
kupera (concave upward), jos f"(x) > 0 valilla (a, b) ja ylopdin kupera (conca-
ve downward), jos f"(x) < 0 vililla (a,b). Pistetta x, jossa kuperuussuunta
(eli toisen derivaatan merkki) muuttuu kutsutaan kddnnepisteeksi (inflection
point).

Alaspain kuperan funktion derivaatta on kasvava funktio, joten funktion ku-
vaaja kaareutuu ylospain ja funktion kuvaaja on minké tahansa tangentti-
suoransa ylapuolella. Vastaavasti ylospain kuperan funktion derivaatta on
vihenevé, joten funktion kuvaaja kaareutuu alaspéin ja funktion kuvaaja on
minké tahansa tangenttisuoransa alapuolella.

alaspéin kupera ylospéin kupera

Esimerkki 6.68. Tarkastellaan funktiota f(z) = sinz valilla (—m, 7). Nyt
f'(x) = cosz ja f"(x) = —sinx. Pisteessd x = 0 toisen derivaatan merkki
muuttuu positiivisesta negatiiviseksi ja siten f:n kuvaaja alaspéin kuperasta
ylospéin kuperaksi. Piste x = 0 on f:n kadnnepiste.
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1 Yy =sinx

6.6 D’Hopital’'n saanto

I’Hopitalin sdannolla voidaan yrittéda selvittaéd raja-arvoa epaméaraisessa ta-
o

pauksessa g tai >=.
Lause 6.69 (I'Hopital'n saanto). Olkoot [ ja g derivoituvia ja ¢'(x) # 0
pisteen a punkteeratussa ympdaristossd. Jos

lim f(z) = 0 = lim g(x),
nim

lim /(@) = lim f'(z)

T—ra g(x) Tr—a g/(aj)
mikale jalkimmainen raja-arvo on olemassa.

9

Vastaavat tulokset ovat voimassa myos tapauksissa a = +o0o ja liin flx) =
r—a
oo = lim g(x).

Todistus. Todistetaan viite siind tapauksessa, ettd f ja g ovat derivoituvia
myo6s a:ssa, ¢'(a) # 0 ja f ja ¢ ovat jatkuvia. Silloin f ja g ovat jatkuvia
a:ssa ja siten f(a) = g(a) = 0, ja lausetta 6.57 ja derivaatan méaaritelmaé
kayttaen saadaan

. . J(x) = f(a)
) @ e T @)
Mge) Tl gla) o g —g@ 2 ga)’
T—a lim
r—a T —Q
Yleinen tapaus: ks. [5, Appendix H]. ]
. . . Inx & . i . 1 1
Esimerkki 6.70. a) lim o lim 5.2 = 3
In(2z) = 2
b) tim 22 E p % g 1o
z—oo Inox T—00 =+ T—00
. x—sinx 2 1 —cosxz 2 simx 8 . cosx 1
c) lim = lim = lim = lim ==
z—0 xr3 z—0 xr2 z—0 Ox z—=0 06 6
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Kohdassa c ideana on, etta sovelletaan I’'Hopital’n sdantoa toistuvasti, kunnes
nimittajapolynomin aste on nolla.

Huomautus 6.71. On syytd muistaa, ettd 1'Hospital’'n sdantoé sopii vain

tapauksiin 2 tai %, ei esimerkiksi tapauksiin ¥ tai .
0 ey 1 0

Esimerkki 6.72. Olkoon n € N. Tutkitaan raja-arvoa lim £ soveltamalla

r—0o0 pn
toistuvasti I’'Hospital'n saantoa:
lim — = lim = lim ————— = lim
g0 gt zooopgnTl  zooop(n — 12 zocon(n —1)(n — 2)zn3
e’ e’

:'--:1' :1 = .
»’vl—>rg°n(n—1)(n—2)-~2x1 wggon(n—l)(n—?)---?-l >

Tulos patee muillekin kuin x:n kokonaislukueksponenteille:

lim — =00 (a>0). (6.73)

Vastaavalla tavoin nadhdaén, etta

X

=00 (a>0). (6.74)

lim
T—00 1n €x

Eksponentti-, potenssi- ja logaritmifunktiot voidaan siis asettaa kasvunopeu-
den suhteen seuraavaan jarjestykseen:

e Eksponenttifunktio e kasvaa nopeammin kuin miké tahansa potenssi-
funktio x¢.

e Logaritmifunktio Inx kasvaa hitaammin kuin mika tahansa potenssi-
funktio z¢.
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7 Integraali

Integraalilaskennan motivaationa ovat seuraavat ongelmat:

(1) Etsi sellainen funktio F', jonka derivaatta on annettu funktio f. Rat-
kaisua merkitdan
F(z) = /f(x) dx.

(2) Laske sellaisen alueen A, jota rajoittavat z-akseli, suorat x = a ja z =
b seké funktion f > 0 kuvaaja, pinta-ala a(A). Ratkaisua merkitdan

Esimerkki 7.1. Kappale liikkuu pitkin z-akselia. Tiedetdén (esimerkiksi
ratkaisemalla Newtonin litkeyhtalostd F' = ma), ettd kappaleen kiihtyvyys
ajan t funktiona on a(t) = 6t. Merkitdén kappaleen vauhtia v(t):11a. Kappale
ldhtee levosta ajanhetkelld t = 0. Ratkaise v(t).

Ratkaisu. v/(t) = a(t), joten kyseessd on kohdan (1) mukainen ongelma.
Helposti nidhdéén, ettd ainakin funktio v(t) = 3t? toteuttaa yhtilon o'(t) =
a(t) ja alkuehdon v(0) = 0.

Osoittautuu, ettd hyvin erilaisilta ndyttavilla ongelmilla (1) ja (2) on laheinen
yhteys keskenaédn. Aloitetaan ensimmaisestd ongelmasta.

7.1 Integraalifunktio [5, 5.2]

Olkoon seuraavassa I C R (rajoitettu tai rajoittamaton) reaalilukuvali.

Maaritelma 7.2. Funktio F': I — R on funktion f: I — R integraalifunktio
eli antiderivaatta (antiderivative) valilla I, jos F'(x) = f(x) kaikilla = € I.

Esimerkki 7.3. Olkoon f(z) = 2z + 1. Silloin esimerkiksi F(x) = 2* +z —4
ja G(z) = 2? + x + 8 ovat f:n integraalifunktioita, koska F'(x) = f(x) ja
G'(x) = f(x).
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Esimerkki ndyttaa, etta integraalifunktio ei ole yksikésitteinen. Eri integraa-
lifunktiot eroavat toisistaan kuitenkin vain vakion osalta:

Lause 7.4. Olkoon F' jokin f:n integraalifunktio valilla I. Talloin jokainen
f:n integraalifunktio voidaan esittid muodossa G(x) = F(x)+C, missi C €
R (ns. integroimisvakio ).

Todistus. Olkoot F' ja G fmn integraalifunktioita valilla 7. Merkitédén H(x) =
G(z) — F(x). Silloin

H'(z) = G/(2) - F'(a) = f(x) — f(x) = 0.

Differentiaalilaskennan viliarvolauseen seurauslauseen 6.52 mukaan H on sil-

loin vakiofunktio, eli H(z) = G(z) — F(z) = C. O

Maaritelma 7.5. Funktion f: I — R integroimisella tarkoitetaan kaikkien
f:n integraalifunktioiden maarittdmista valilla I. f:n integraalifunktiolle F
kaytetdaan merkintad

F@):/f@ﬁm

Merkinnan katsotaan sisaltavan kaikki f:n integraalifunktiot, joten integroi-
misvakiota ei tassd merkinnassa yleensa kirjoiteta nakyviin.

Esimerkki 7.6. Esimerkiksi seuraavat on helppo tarkastaa derivoimalla:
13
/1391:3 dr = Zx‘l +C
1
/sin(?)x) dr = —3 cos(3z) + C
1
/6_93[: dr = ——e 2 4+ C
9
Maaritelmasta 7.2 ja lauseesta 7.4 seuraa suoraan, ettd integrointi ja deri-

vointi ovat kdénteisia operaatioita: mikali f:114 on integraalifunktio valilld I,
niin

D [ fw)dz = f(x) (7.7)

ja mikali f on derivoituva vélilla I, niin

/ﬂ@Mx:ﬂ@+C. (7.8)

Lauseessa 7.4 (ja maaritelméssa 7.2) on oleellista, ettd tarkastelujoukkona [
on véli, kuten seuraava esimerkki osoittaa.
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Esimerkki 7.9. Funktioille F/(z) =1 ja

0, k <0
Gla) =" un ,
1, kun x>0,

on F'(z) = G'(z) = 0 kaikilla z # 0, mutta silti F'(x) # G(z) + C.

Lause 7.10 (Integroinnin lineaarisuus).

/cf(:v)dz':c/f(x)dx (c € R wvakio)
JU@) +g@)dz= [ f@)dz + [ g(a)do

Todistus. Viitteet seuraavat suoraan derivoinnin lineaarisuudesta: Jos F(x)
on f(z)m jokin integraalifunktio, niin ¢f(x) = ¢(DF(z)) = D(cF(x)), joten
funktiolla c¢f(z) on integraalifunktio ¢F'(x). Toinen véite vastaavasti. O

Esimerkki 7.11.
/2:5(\/5— 1)dx = / (2x3/2 - 2x> dx = 2/m3/2dx - /Qxdx
:2-§1:5/2—x2+02 ;le\/E—xszC
Kaikilla funktioilla ei ole integraalifunktiota:

Esimerkki 7.12. Olkoon f: R — R,

@) = {0, kun z < 0,

1, kunz > 0.

Oletetaan, etta f:1l4 on integraalifunktio F': R — R. Silloin

C k <0
Fa) = , un x ,
r+ D, kunz > 0.

Koska F' on derivoituva 0:ssa, niin F' on jatkuva 0:ssa ja siten C' = D. Nyt
F:n kuvaajalla on kulma pisteessa x = 0, eikd F' siten ole derivoituva 0:ssa.
Tama ristiriita osoittaa, ettd f:1la ei voi olla integraalifunktiota.

Integraalifunktion olemassaoloa pohditaan tarkemmin lauseessa 7.49 ja huo-
mautuksessa 7.50. Hyvd uutinen on, ettd jokaisella jatkuvalla funktiolla (ja
monilla muillakin funktioilla) on integraalifunktio. Huono uutinen on, etta
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monesti yksinkertaisenkaan nékoisen jatkuvan funktion f(x) integraalifunk-
tiota F'(x) ei voida esittdd darellisen monen alkeisfunktion avulla. Téllaisia
funktioita f(z) ovat esimerkiksi

sin x 1 e’ . 22
’ ) — Ja €
T Inz T

Luvussa 7.2 kdydéaan lapi joitakin tapoja laskea integraalifunktio silloin, kun
sille on lauseke olemassa.

7.2 Integroimistekniikkaa

Yksinkertaisimmissa tapauksissa paras keino integraalifunktion selvittdmi-
seksi on "arvata” tai selvittda kokeilemalla, minkéd funktion derivaatta in-
tegroitava funktio on. Lahtokohdaksi voidaan ottaa taulukon 4 (s. 255) suo-
raan derivointikaavoista johdetut perusintegraalit.

Integraalifunktiota maéritettéessi on syyta selvittaa véli I, jolla tulos on
voimassa (vrt. esimerkki 7.9). Vileja voi olla useampiakin, jolloin tulos on
voimassa kullakin valilla erikseen.

Yleensa funktiosta ei kuitenkaan née suoraan, kuinka se olisi integroita-
va. Talloin seuraavat integroimismenetelmét saattavat auttaa. Menetelmésté
riippumatta integroinnin tulos kannattaa aina tarkastaa derivoimal-
la!

7.2.1 Osittaisintegrointi [5, 7.3]

Tulon derivoimissdannnoén mukaan

ts.
f'(@)g(x) = D(f(x)g(x)) — f(x)d (x).
Integroimalla puolittain saadaan osittaisintegrointikaava (integration by parts),

jota voi yrittda kdyttda, kun integroitavana on tulo, jonka tekijoista toinen
osataan integroida ja toinen derivoida:

[ F@)g(a) de = f@)g(x) — [ £(2)g' () da (7.13)

Huomautus 7.14. Yhtéloiden (7.13) kaltaisissa integraalifunktioita koske-
vissa yhtéloissa on muistettava, etta laskettaessa puolittain jotkin integraa-
lifunktiot yhtdlo pétee vain vakiota vaille. Esimerkiksi yhtalosta 1 = 1 ei
seuraa puolittain integroimalla, ettd z = = + 7, vaikka sekd F'(x) = x etta
G(z) = x + 7 ovat funktion 1 integraalifunktioita.
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Esimerkki 7.15. Laske /xe‘”” dz.
Ratkaisu. Valitaan f'(z) = e ja g(x) = z, jolloin f(x) = [e " dr = —e 7
(integroimisvakio voidaan valita nollaksi, silli kaava (7.13) pétee kaikille
f'(x)m integraalifunktioille f(x)) ja ¢'(x) = 1. Nyt

/xe’x dr = —xe ™ + /e’x dr = —xe ™" —e "4+ C.

Esimerkki 7.16. Laske / x2e® du.

Ratkaisu. Sovelletaan osittaisintegrointia kahdesti niin, ettd padstadn ensin
eroon tekijistd o2 ja sitten tekijéasta x:

foea | J0ms 0
g(x) = 22,
I
:x2e$—2/xemdx ‘f
g
= g% —2 (:ce"’“" —/ezd:v) =(2*-20+2)e"+C
Esimerkki 7.17. Laske / ¢® sin z do.

Ratkaisu. Sovelletaan ensin osittaisintegrointia kahdesti:

[ sinds |§(%>_: flz)=e

=e"sinz — /6xcosxd:c
=e’sinx — (excosx + /exsinxdx>
Kysytty integraali voidaan ratkaista tasta yhtalosta:
/e sinx dr = ¢ (sinz — cosx) + C.
Osittaisintegroinnin onnistuminen on suuresti kiinni siité, kuinka funktiot f

ja g valitaan. Vaara jarjestys voi johtaa ojasta allikkoon ja monesti oikea
tapa selvidakin vasta kokeilujen jalkeen.
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7.2.2 Integrointi sijoituksen avulla [5, 5.7, 7.6]

Olkoon F' funktion f integraalifunktio. Yhdistetyn funktion derivointisdén-
nostd DF(g(z)) = f(g(x))¢' (x) saadaan integrointikaava

[ fla@)g (@) d = F(ga)) + C. (7.18)

Erityisesti

/g’(x)eg(:‘) dr = 9™ 4+ O,
1

[ 9@ @) dr = —=(g@)™ +C  (aA-1|  (7.19)

q'(x)
/ T =Mmlg@] - (gla) #0)

1
Esimerkki 7.20. a) / 2p42° 10 — —/12x2 4%y — Ee“g +C
1
b) [( =5/ 05
) [ (9x— 7 9(9x — 7 =3 5(9x 7) +C = 45(9x 7) +C
c) /tanxd:c:/smxdx:—/_Smxdx:—ln|cosx]+0
coS T COS T

Néisséd kaavaa (7.18) kédytetddn tulkitsemalla hankalan integraalin olevan
muotoa [ f(g(x))g'(x) dz. Téllainen yhdistetyn funktion derivointiin perus-
tuva integroimismenettely on onnistuessaan nopea ja tehokas, mutta vaatii
kekselidisyytta tai kokeiluja integroitavan funktion saattamiseksi muotoon
f(g(x))g (x). Menetelmé voidaan tehda hieman mekaanisemmaksi kirjoitta-
malla kaava (7.18) uuteen muotoon. Merkitédén sisdfunktiota u(z):11a:

/f(u(x))u’(x) dr = [/f(u) du} )’ (7.21)

missd merkinté [-]u:u(x) tarkoittaa, etta sulkujen sisilld olevaan lausekkee-
seen sijoitetaan w:n paikalle funktio u = u(z). Téssa alkuperiisestd muut-
tujasta x siirrytddn muuttujanvaihdon (change of variables) eli sijoituksen
(substitution) avulla uuteen muuttujaan u = u(x). Téssé laskettavana on va-
semman puolen integraali, josta tunnistetaan sopiva sisafunktio u(z) ja sen
derivaatta «'(z). Téalloin kyseessa on suora sijoitus. Muistisdantond muuttu-
janvaihdossa differentiaalisymboleja du ja dx kaytetdan ikédan kuin ne olisivat
lukuja:

d
% =d'(x) = u/(z)dx = du.
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Jos vaihdetaan (7.21):ssd z:n ja u:n roolit, saadaan

[ [ 1) dx} o [ Flaw)e () du.

Oletetaan, ettd x(u) on bijektio, jolloin tdhan yhtaloon voidaan sijoittaa puo-
littain kéénteisfunktio u = u(z). Vasemmalle puolelle jéa sijoitusten jalkeen
x = z(u(x)), joten saadaan

[ fyde= [ [ £l (@) du . (7.22)

u=u(x)

Kaavassa (7.22) ajatellaan, ettd vasemmalle puolelle z:n paikalle sijoitetaan
uusi funktio z = x(u). Sopivalla sijoituksella oikean puolen integraali w:n
suhteen voi tulla helpommin laskettavaksi kuin alkuperédinen integraali z:n
suhteen. Tallaisesta sijoituksesta kaytetdan joskus nimitysta kddnteinen si-
joitus (inverse substitution). Tassa voidaan kayttda samanlaista muistisdan-
toa kuin edella:

ﬁ =2'(u) = 2'(u)du=dz.
Bijektiivista sijoitusta z = z(u) < w = u(x) kiytettdessa toisinaan keksi-
tdan ensin kdanteisfunktio. Kédanteisfunktion derivoimissaantod kayttamalla
voi kédyda niin, ettd itse funktion lauseketta ei tarvitse selvittad:

RS B
du _u’(x)_ @’
dz

josta voidaan laskea sijoituksen jélkeen syntyva integraali operoimalla muut-
tujien x ja wu lisaksi myos symboleilla dx ja du ikédan kuin ne olisivat lukuja.

Esimerkki 7.23. Laske / e +3 dz.

Ratkaisu. Sijoitetaan v = 2x + 3. Télloin

du 1
— =2 dxr = = du.
I = dx 5 U

Niinpa
1 1 1
2z+3 - u ~ou = 2x+3
/e dx—2/e du—Qe +C’—2e + C.
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Esimerkki 7.24. Laske / t4v/3 — 55 dt.

Ratkaisu. Sijoitetaan u = 3 — 55, jolloin

du 4 4 1
— = T
7 25t = t*dt 5 U
Siten
1 3
13/3 5 /3 7., _ U
/t\/ "5 dt = 25/ du= - Ju' 4 C
3
=——(@3-5")"+C
100( ) *

Esimerkit 7.23 ja 7.24 oltaisiin voitu integroida myos suoraan kaavoja (7.19)
kayttdaen. Aina sopiva sijoitus ei ole yhta ilmeinen.

Esimerkki 7.25. Laske / ] dz.

o
Ratkaisu. Sijoitetaan u = 2. Nyt

d d
£:21’ = xdx:?u,

joten

1 1
/ dr = / —arctanu—i—C = —arctanaz® + C.
zt+1 2 w2 +1 2

Esimerkeissé 7.23-7.25 tehtiin suora sijoitus, jossa l0ydettiin sopiva sisdfunk-
tio ja sen derivaatta. Seuraavissa kiytetddn kadnteisté sijoitusta.

Esimerkki 7.26. Laske /x2\/x — 1dx.

Ratkaisu. Tapa 1. Kokeillaan sijoitusta v = x — 1, jolloin dz = du ja
r=u+ 1. Nyt

/xQ\/ﬁdx = /(u—|— D*udu = /(u2+2u+1)u1/2du

= /(u5/2 + 2u*? + u?) du 2 L L2
5 3
2

7
4 2
Tapa 2. Kokeillaan sijoitusta v = v/x — 1, jolloin

du 1 1
da:_Z\/x—l_Qu

= dxr = 2udu
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jax =u?+1. Nyt
/xQ\/x— 1d:E:/(u2+1)2u-2udu:2/(u4+2u2+1)u2du

2 4 2
:2/(u6—|—2u4—|—u2)du:7u7+—u5—|——u3—|—0

7 5 3
2 4 2
. . dx
Esimerkki 7.27. Laske / —_
(5 — x2)3/2

Ratkaisu. Téssi || < v/5. Sijoitetaan x = v/5sinu, joka on bijektio valilla
—m/2 <u<m/2.

V5

Vh — x?
Kuvan suorakulmaisesta kolmiosta havaitaan, etta

VH—ax2 . ; x
—— ja tanu = —————.
V5 ) Vb5 — a2

Lisiksi dz = /5 cos u du, joten

/ dz / dCos U p 1/ du
= u = —
(5 — x2)3/2 53/2 cos3 u 5J cos?u
1 1
:5tanu+C:—L+C.

95 — x?

Vastaavalla tavoin monien muidenkin lausekkeen vz2 + a2, Va2 — 22 tai
Va2 — a? sisdltavien funktioiden integroimiseksi loydetdédn sopiva trigono-
metrinen sijoitus suorakulmaisen kolmion avulla.

Tietokoneohjelmat (Matlab, Maxima, Maple, WolframAlpha,...) suoriu-
tuvat integraalifunktion hakemisesta varsin hyvin, joten soveltajalle riittaé
ymmartaa sijoituskeinon paéperiaatteet.

CoOSUuU =
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Esimerkki 7.28. Lasketaan esimerkin 7.27 integraalifunktio kahdella eri so-
velluksella.

Matlab (jossa Symbolic Math Toolbox)

syms X
int ((6-x72)"(-3/2) ,x)
ans = x/(5x(5 - x72)7(1/2))

WolframAlpha (http://www.wolframalpha.com/)
int (1/(5-x72)"(3/2) ,x)

T T
/ (7 dr = ——— + constant

52 T S E—

7.2.3 Rationaalifunktion integrointi [5, 7.5]

Rationaalifunktio on muotoa
p()

q(x)’
missd p ja g ovat reaalikertoimisia polynomeja. Jokainen rationaalifunktio
voidaan integroida alkeisfunktioita kédyttden. Tarkastellaan seuraavassa in-
tegrointimenetelméan vaiheita.
Jos p:n aste on suurempi tai yhta suuri kuin ¢:n aste, niin jakolaskulla
saadaan

q() q(x)’
missa 7 ja s ovat polynomeja ja s:n aste on pienempi kuin ¢:n aste. Polynomi
r osataan helposti integroida, joten riittaa osata integroida p(x)/q(z) tapauk-
sessa, jossa p:n aste on pienempi kuin ¢:n aste. Oletetaan seuraavassa,
ettd néin on (tee ensin tarvittaessa jakolasku, ks. luku 5.5). Lauseen 5.62
mukaan polynomi ¢ voidaan jakaa mahdollisimman alhaista astetta oleviin

p(x) ") + s()

q(z) =a(r — a))™ (x — az)™ - - (& — a;)"™
(2 by 4 )™ - (2 b )™,

misséd a € R, a1,...,a; € R ovat polynomin ¢ eri nollakohdat, m; on nolla-
kohdan a; kertaluku ja polynomeilla 2% + b;z + ¢; ei ole reaalisia nollakohtia.
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Téll6in rationaalifunktiolle p(z)/q(z) voidaan muodostaa osamurtokehitelmd
(partial fraction)
PE) _ (o) + Fafe) + - + Fa(a)
q()
missa rationaalifunktiot Fy (ns. osamurtoluvut) muodostuvat seuraavasti: jo-
kaista ¢:n muotoa (ax — b)™ olevaa tekijaa vastaa osamurtoluvut
A Ay An

(ax—b)+(ax—b)2+“.+(ax—b)m

ja jokaista ¢:n muotoa (ax? + bz + ¢)" olevaa tekijad vastaa osamurtoluvut

Bll’ + 01 BQIE + 02 i BnCL’ + Cn
ar? +bxr +c  (ax?+br + c)? (ax? + bx + c)™

Nama osamurtoluvut ovat sellaista muotoa, jotka osataan integroida ja siten

x
/p( ) i
q(z)
saadaan laskettua osamurtolukujen integraalien summana.
4dr — 9

Esimerkki 7.29. Laske / _dx.
2 —8x + 15

Ratkaisu. Nimittdjipolynomilla ¢(z) = 2? — 82 + 15 on kaksi nollakohtaa
x =3 ja x = b, joten sen tekijit ovat (z — 3) ja (z — 5). Niinpéa

4z — 9 B A n B
22—8r+15 -3 x—-5

Vakioiden A ja B selvittdmiseksi lavennetaan oikean puolen termit saman-
nimisiksi:

dr -9 Az —5)+ Bz —-3)
22 —-8x+15  a22—-8zx+15
eli on oltava
4=A+ B,
{—9:—5A—3B,

josta A = —3/2 ja B =11/2. Siten

/ 4r — 9 dm——§ dx +11/ dx
2 —8x + 15 - 2) -3 2J -5

3 11
:—ﬁln\x—iﬂ—l—?ln\x—&—l—(].
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1
Esimerkki 7.30. Laske [ ——— dz.
x(z —1)?
Ratkaisu. Nimittdjapolynomi on suoraan tekijaimuodossa, joten voidaan
muodostaa osamurtokehitelma

1 _é+ B N C  A@*—-2241)+B(a?—z)+Cx
r(z—1)2 =z -1 (z—1)2 x(r—1)2 ’
josta vastinpotenssien kertoimia tutkimalla saadaan A =1, B = —1ja(C = 1.
Niinpéa

/Mda::/;dx—/xildx—i—/(x_ll)zdx

1
:ln|x|—ln|x—1|—71—|—0
x_

T 1
— C.
3:—1‘ 33—1+
1

Esimerkki 7.31. Laske /de

=1In

Ratkaisu. Toisen asteen tekijilli 22 + 1 ei ole reaalisia nollakohtia, joten
nimittdjapolynomi on suoraan tekijamuodossa ja voidaan muodostaa osa-
murtokehitelma

1 _A+Bx+C' Dz + FE
r(z2+1)2 2z 22+1 (224 1)

Laventamalla saadaan A=1, B=-1,C =0, D = —1ja F =0, joten

1 1 T x
= [ o= [ e [
/ (22 +1)2 ‘ P 21 (22 +1)2 v

1 1 1
:ln|x|—§ln(x2+1)+77+0

22241
|| 1
=In + +C.
2 +1 2(2%2+1)
Muotoa
Bx+C
/7611’
2+ bx +c

oleva osamurtoluvun integraali palautuu helpommin késiteltavian muotoon
taydentamaélla jakaja nelioksi ja tekemélla sopiva sijoitus.
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6x — 11

Esimerkki 7.32. Lask /—d.
simer 1 aske $2—8x+25 X

Ratkaisu. Nimittéjilla ei ole nollakohtia, joten integroitava funktio on val-
miiksi osamurtomuodossa. Nelididéan:

2 —8r+25 =1 —8r + 16+ 9= (z —4)* +9.
Sijoitetaan u = z — 4, jolloin (z —4)> + 9 =u*+9, z = u + 4 ja dv = du:

6x — 11 U du
— —dx = / d 1/
/x2—8x+25 r=6 u?+9 ut13 u?+9

13 U
=3In(u?+9) + —arctan — + C
n(u+>+3arcan3+

r—4

13
=3In (x2 — 8z + 25) + 3 arctan + C.

7.3 Maaratty integraali [5, 5.3-5.6]

Palataan nyt luvun 7 alussa esitettyyn pinta-alaongelmaan (2).

Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu funktio. Jaetaan véli [a, b] osavileihin ja-
kopisteilld a = g < x1 < --- < T,_1 < x, = b. Jakopisteiden muodostamaa
joukkoa P = {xo,z1,...,x,} kutsutaan vélin [a,b] jaoksi (partition). Vali-
taan jokaiselta osavéliltd [x;_1,z;| piste 2} ja merkitddn Az; = z; — x;_1,
ts. Ax; on immnen osavilin pituus. Jaon normiksi |P| sanotaan pisimmén
osavélin pituutta, ts. |P| = max{Az; : i =1,2,...,n}. Summaa

n
R = Z f(z})Az;

=1

kutsutaan jakoon P ja pisteisiin x] liittyvaksi Riemannin summaksi.

—T—
| |
~
| | |
7 | >y =f(2)
‘ 1 1 1 1
/ I I I I I
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
; l l l l X
* * *
x T5 T3 Ty T
Ty 1 T2 Zs3 Ty Ty
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Jos f(z) > 0, niin Riemannin summan kukin termi on kuvan mukaisen suora-
kulmion pinta-ala, joten Riemannin summa antaa arvion funktion f kuvaajan
ja x-akselin véliin jadvan joukon pinta-alalle véalilla [a,b]. Geometrisesti on
ilmeista, ettd arvio paranee, kun osavélijakoa tihennetédén, ts. kun |P| — 0.
Tama antaa motivaation integraalin méarittelemiseksi.

Maaritelméa 7.33. Olkoon f: [a,b] — R rajoitettu funktio. Jos raja-arvo

I=lim Y f(z})Auz;

|P|—0 i1

on olemassa, niin sanotaan, etta f on integroituva (integrable) valilla [a, b] ja
luku I on funktion f (mddrdatty) integraali (integral) yli vilin |a,b]. Talloin

merkitdan ) ,
[:/a f(x)d:v:/a f.

Kéytetdan myos nimityksia Riemann-integroituva ja Riemann-integraali. Maa-
ritelméan raja-arvo tarkoittaa tarkemmin ottaen seuraavaa: raja-arvo on I, jos
kaikilla € > 0 on olemassa § > 0 siten, etté

I =Y f(a})Ax;

i=1

<€ (7.34)

| n

olipa P miké tahansa vélin [a,b] jako ja x} mitkd tahansa siihen liittyvat
pisteet siten, ettd |P| < 4.

Geometrinen tulkinta méaritelmalle on, ettéd jos f(z) > 0 ja f on integroi-
tuva, niin luku

/abf(x) dx

on funktion f kuvaajan ja z-akselin véliin jaavan joukon pinta-ala. Jos f(z) <
0, niin f:n kuvaajan ja z-akselin véliin jadvéan joukon pinta-ala on

—/ab f(x)dx.

Seuraavan lauseen otamme kayttoon todistamatta. Todistuksessa (ks. [5, Ap-
pendix F]) tarvitaan tasaisen jatkuvuuden (uniform continuity) kasitetta.

Lause 7.35. Suljetulla vdlilli [a,b] jatkuva funktio on integroituva vdlilld
[a, b].
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1
Esimerkki 7.36. Laske / 2% dx.
0

Ratkaisu. Valitaan vilille [0,1] kullakin n € N tasavélinen jako, jonka
jakopisteind ovat x; = i/n, i = 0,1,2,...,n, jolloin kunkin jakovilin pi-
tuus on 1/n. Pisteiksi z} valitaan jakovélien oikeanpuoleiset paitepisteet, ts.
xf =i/n. Nyt

n n i 21 1 > 9
=S fanan=3 (1) 4= a2
=1 =1 NV (7.37)
_i n(n+1)(2n+ 1)
o 6 ’

missd summakaava
n(n+1)(2n+1)

ZZ G

voidaan todistaa induktiolla. Funktio f on jatkuva vélilla [0, 1], joten se on
integroituva ja siten Riemannin summat (7.37) suppenevat kohti integraalia,
kun |P| — 0, ts. kun n — oc:

1 1 1)(2 1 12 3
[ e = lim LAt DE+Y) 1 200430t 4
0 n—>oon3 6 n—>oon3 6
3 1
2—%—*—1'*2 1
— lim — . n?_

Pian perustellaan integraalifunktioon perustuva tapa laskea méarattyja in-
tegraaleja.

Lause 7.38 (Integraalin ominaisuuksia). Integroituville funktioille f ja
g: la,b] = R pdtee:

(1) /acf x—c/ f@de  (cER).

@) [ +g@)de= [ f@dr+ [ o)de

(3) /abf(x)dx:ch(x)dx+/cbf(x)dx (a <c<b).

(4) Jos f(2) < g(z) kaskilla z € [a,b], niin / " f ) do < / ’ o(z) da.

6) | [ 1@ s < [[17(0)] do.
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Perustele vaitteet ensin kuvien avulla pinta-alatulkintaa kédyttden! Kohtien
(1) ja (2) mukaan integrointi on integroitavan funktion suhteen lineaarinen
operaatio.

Perustelu. Viitteiden todistaminen vaatisi integraalin maaritelman raja-ar-
von (7.34) tarkkaa analysointia eri jaoilla ja jakopisteilld. Kaavojen todistusta
voidaan kuitenkin luonnostella seuraavaan tapaan:

(2) Kaytetdan jakoa P = {xg,x1,...,2,}:

n

/ab(f(w) +g(z))dr = lim Y (f(x}) + g(z}))Az;

|P\—>02.:1
1, (32 e A+ Y ateran)
= lim x)Az; + lim x]) Az,
lim S A+ i 3 g(a)
b
= | flx)de+ [ g(x)dx

(3) Kéytetdan valilla [a, ¢| jakoa P, = {xg,21,...,2,} ja vililla [c, b] jakoa
P2 = {.Tn,l'nJrl, ce 7$2n}- Nyt P = Pl U P2 = {.1'0,5[)1, ce 71'277,} on véalin [a, b]
jako ja

b 2n
| fayde = Jim, 3 () A

=1 i=n+1

~ lim (if(xmm 5 f<x:>Axl-)

n 2n
= lim Zf(:r:’;)Aacz—l— lim Y f(z})Az,

‘P2|—>0 i=n+1

- [ @) dr+ [ @) do. s

a Cc

Sovitaan seuraavista merkinndistd (a < b):

/aaf(l")d:n:O ja /baf(x)dx:—/abf(x)dx.

Silloin lauseen 7.38 kohdan (3) kaava pétee, olivatpa a,b ja ¢ missi jarjes-
tyksessd tahansa tai vaikka yhtdsuuria (kunhan f ja g ovat integroituvia
kyseisilla véleilla).
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Voidaan osoittaa, etta jatkuvien funktioiden lisdksi myds paloittain jat-
kuvat funktiot ovat integroituvia. Monesti paloittain jatkuvan funktion in-
tegraali lasketaan laskemalla integraali kullakin valilla, jolla f on jatku-
va ja laskemalla ndmé integraalit yhteen kohdan (3) mukaisesti. Funktion
f: [a,b] — R integroituvuuteen tai integraaliin ei vaikuta sen arvojen muut-
taminen &aarellisen monessa vélin [a,b] pisteessa, joten paloittain jatkuvan
funktion arvoilla hyppéyspisteissé ei ole merkitysté.

Esimerkki 7.39. Kaikki rajoitetut funktiot eivéit ole integroituvia. Otetaan
esimerkiksi f: [0,1] — R,

~J0, kunz e R\Q,
f(x)_{l, kun z € Q.

Jos P on miké tahansa vélin [0, 1] jako, voidaan yhtdalté jokaiselta osavélilta
valita 27 € R\ @, jolloin Riemannin summa on 0, tai toisaalta jokaiselta osa-
valiltd 7 € Q, jolloin Riemannin summa on 1. Riemannin summilla ei siten
voi olla raja-arvoa. Voidaan ajatella, etté tassa lahdetéan liikkeelle nollafunk-
tiosta, jonka arvoja muutetaan kaikissa rationaalipisteissid. Jos arvoja olisi
muutettu vain darellisen monessa pisteessé, niin f olisi paloittain jatkuvana
funktiona integroituva (ja integraali = 0).

b
Lause 7.40. Jos ¢ € R on vakio, niin / cdx =c(b—a).

a

Tama tulos on geometrisesti ilmeinen, koska tapauksessa ¢ > 0 laskettavana
on sellaisen suorakulmion pinta-ala, jonka kanta on b — a ja korkeus c.
Todistus. Valitaan mika tahansa vilin [a, b] jako ja jakopisteet. Talloin

n n

S Fa)Ae, =3 ehay = ¢ Ay = e(b— a). o

i=1 i=1 i=1

Esimerkki 7.41. Osoita, etta

T /4 1 T
—S/ ——dx < —.
8 o 1+cos?2zx 6

Ratkaisu. Koska 1/v/2 < cosz < 1 kaikilla x € [0, 7/4], niin
1/2 < cos®x < 1 ja siten
1 1 1

e < <
2 1417 1+cos?2x —

2

1
1+

DO =
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kaikilla = € [0, 7/4]. Niinpé (lause 7.38 (4) ja lause 7.40)

7T_/7"/41 /ﬂ/4 </7r/42d T
s o = 1+cos2 S

Lause 7.42 (Integraalilaskennan véliarvolause, IVAL). Jos f: [a,b] = R on
jatkuwva, niin on olemassa c € [a,b] siten, ettd

[ 7wy dz = 50 - a).

Todistus. Suljetulla ja rajoitetulla valilla [a, b] jatkuvana funktiona f saavut-
taa sielld pienimméan arvonsa m ja suurimman arvonsa M (lause 6.42). Nyt
m < f(z) < M kaikilla z € [a,b], joten lauseen 7.38 kohdan (4) mukaan

/mdx</ da:</Md:v

Laskemalla oikean ja vasemmanpuoleiset integraalit lauseen 7.40 mukaisesti
saadaan

m(b— a) </ x)dr < M(b—a),
joten

1 b
m < bi/ fz)dx < M.
Jatkuvien funktioiden valiarvolauseen 4.39 mukaan f jatkuvana funktiona
saavuttaa kaikki pienimmén arvonsa m ja suurimman arvonsa M véliset

arvot, joten se saavuttaa erddssd pisteesséi ¢ € [a, b] arvon

f) = 1 [ @) d 0

Olkoon ¢ kuten lauseessa 7.42. Silloin

['rte) = reyds = [ siayde = [ fie)as

Niinpé funktion f(x)— f(c) kuvaajan ja x-akselin véliin jaavasta pinta-alasta
on yhté paljon z-akselin ala- kuin ylédpuolella. Siten funktion f(x) kuvaajan
jasuoran y = f(c) véliin jaavisté pinta-alasta on yhté paljon suoran y = f(c)
ala- kuin ylédpuolella.
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Talla perusteella arvoa f(c) voidaan sanoa funktion f keskiarvoksi valilla
[a, b]. Keskiarvo voidaan mééritelld myos niille integroituville funktioille, jot-
ka eivat ole jatkuvia.

Maaritelma 7.43. Integroituvan funktion f: [a,b] — R keskiarvo (average

value) on luku
b
- a/a f(x)dx.

Integraalilaskennan véliarvolause voidaan nyt muotoilla niin, ettd "jatkuva
funktio saavuttaa keskiarvonsa”.

7=

Lause 7.44 (Analyysin peruslause). Jos f: [a,b] — R on jatkuva, niin f:n
madrdatty integraali yldrajansa funktiona

Flz) = / ") dt (7.45)
on derivoituva ja F'(x) = f(x) kaikilla x € [a,b].

Todistus. Tutkitaan F:n erotusosamaérié pisteessa x. Oletetaan, ettd h > 0
(tapaus h < 0 vastaavasti). Kaytetdan tietoa

/ath(t) dt — /jf(t) dt + /:+hf(t) dt

ja sovelletaan integraalilaskennan véliarvolausetta valilla [z, z 4 h]:

F@+2—M@:;<[%ﬂoﬁ-[#@ﬁ)

= [ i ar= s
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missa ¢ on z:n ja (x+ h):mn vilissd. Koska ¢ — x, kun h — 0, niin on olemassa

F(z +h) — F()

/ . . . . o . o
F(x) = Jiny = lim (€)= lim £ (¢) = J (z).
missd viimeinen yhtédsuuruus seuraa f:n jatkuvuudesta. O]

Lause 7.46. Jos G on jokin f:n integraalifunktio, niin

/ " fz) dz = G(b) — Gla) — / (@)

Todistus. Olkoon G miké tahansa f:n integraalifunktio ja F' yhtélon (7.45)
funktio, joka myos on edellisen lauseen mukaan f:n integraalifunktio. Lauseen
7.4 nojalla on olemassa vakio C siten, ettd G(x) = F(z) + C. Nyt

G(b) — Gla) = </abf(t)dt+0> _ (/aaf(t)dtJrC) :/abf(t)dt. 0

Esimerkki 7.47.

3 25 11 164
a) /1(5x2+2)d$:/1(3x3+2x>:51—<—3)23

I 1 /2 2 1 /2 1
b/id:—/id:— In(z2+1) = ~(In5 — In 2
V1™ 2w ® 2/1 n(@ 1) =55 =2)

3

Esimerkki 7.48. Derivoi a) F(z) = /m e dt b) F(z)= /x et dt
3

- 22

—z2

Ratkaisu. a) Analyysin peruslauseen mukaan F'(z) = e
b) Voidaan kirjoittaa

0 2 x3 9 T
F(m):/e_t dt+/ e’ dt:—/
2 0 0

Merkitsemalla

2

x3
et dt + / et dt.
0

Y 2
Gly) = /0 et dt,

f(x) = 2? ja h(x) = 23 voidaan F ilmoittaa muodossa F(x) = —G(f(z)) +
G(h(x)), joten ketjusddntoa ja analyysin peruslausetta soveltaen saadaan

F'(z) = —=G'(f(2)) [ (z) + G (h(z)) () = =2z + 322"

Analyysin peruslauseesta seuraa:
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Lause 7.49. Jatkuvalla funktiolla f: I — R on integraalifunktio F': I — R.

Huomautus 7.50. Jatkuva funktio f: [a,b] — R on siis aina integroituva
ja silla on integraalifunktio, jonka avulla méadratty integraali voidaan laskea.
Yleisesti ottaen tilanne on hieman mutkikkaampi:

a) Myos epajatkuvalla funktiolla voi olla integraalifunktio. Esimerkiksi tél-
laisesta tapauksesta kiy funktio F': R — R, jolle F(x) = x?sin(1/z?), kun
x # 0, ja F(0) = 0. F:lla on olemassa derivaatta F'(x) = f(z) kaikilla z € R,
mutta f ei ole jatkuva.

b) Integroituvalla funktiolla ei véalttamétta ole integraalifunktiota. Esimer-
kiksi esimerkin 7.12 hyppyfunktio on integroituva valilla [—1, 1], mutta silla
ei ole integraalifunktiota.

c) Integraalifunktion olemassaolosta ei valttamatta seuraa integroituvuus.

Huomautus 7.51. a) Tulon derivointisddnnon ja lauseen 7.46 mukaan

[ e s sy = [ e

josta saadaan osittaisintegrointikaava méarattylle integraalille:

b
[ routerac= [ st - [ f@d@an] @

b) Myos suoraa sijoitusta (7.21) ja kdénteistéd sijoitusta (7.22) voidaan so-
veltaa. On vain muistettava laskea sijoitusfunktion v = u(x) tai z = x(u)
méaradamat uudet rajat:

/a " f () ) () do = /u ((j) Flw) du (7.53)

/ " ) do = / " fla(w)2 (u) du (7.54)

z(a)

Kéénteisessé sijoituksessa (7.54) oletusta funktion z(u) bijektiivisyydesta ei
tarvita, toisin kuin integraalifunktion tapauksessa.

Esimerkki 7.55. Laske a) / xe “dr b) / TQ)
x

9 [ = “‘”/mmﬁn“
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Ratkaisu. a) Osittaisintegroidaan kuten esimerkissi 7.15: valitaan f'(z) =
e " ja g(z) =z, jolloin f(x) = —e 7 ja ¢'(z) =1 ja siten

1 1 1 1 1 9
/xe’”dx:—/ xe’x—i—/ e:”dx:——/emzl—.
0 0 0 e e

0

b) Sijoitetaan u = 1+ 2z, jolloin du = 2 dzx. Rajat: kun x = 1, niin u = 3 ja
kun z = 2, niin v = 5 ja siten

/2 dv 1 pSdu 1 /71 1

(14222 205 w2 2/, w15

c) Kuten esimerkissi 7.25, sijoitetaan « = 22, jolloin du = 2z dz. Rajat: kun
r=—1,onu=1jakun x =2, on u = 4, joten

2 1 /*
- ¢
/1x4+1 2/ u2+1 /1arcan“

1
(arctan4 —arctan 1) = 5 arctan 4 — g

d) Sijoitetaan u = /3x + 2 eli x = u?/3 — 2/3, jolloin dx = u? du. Rajat:
kun z = —1/3, niin v = 1 ja kun = = 2, niin u = 2. Siten

2 T 2y3/3—2/3 1 2
S d:/i%l:f/ 1 ou)d
/1/3 V3x +2 v 1 U wan 3 1(u u) du

1/ <u5 2) 16
= — — — U = —.
3/, \'b 15
Huomautus 7.56. Sijoitusmenetelméssé voidaan vaihtoehtoisesti ensin las-

kea integraalifunktio x:n avulla ja kéyttaa alkuperéisid integroimisrajoja. Esi-
merkiksi d-kohdassa
1 /4’
= - ( - u2) +C

X
B I —
/\3/3x+2 o 3\5
1 1
3z 4+2)"% - Z(3z+2)¥* + C
15( +2) 3(1'+ )P+ C,

joten

/2 x p (32 4> ( 1 1> 16
— QT = _—— = — _—— = = —,
—1/3 v/3x + 2 15 3 15 3 15
Esimerkki 7.57. Lasketaan esimerkin 7.55 d maaratty integraali kahdella
eri sovelluksella.

Matlab (jossa Symbolic Math Toolbox)
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syms X
int (x/(3*x+2)~(1/3) ,x,-1/3,2)
ans = 16/15

WolframAlpha (http://www.wolframalpha.com/)

int (x/ (3*x+2)~(1/3) ,x,-1/3,2)

/2 T ar =20 106667
—ar = — =~ 1.
~1/3 /3x + 2 15

Jos integroitava funktio on pariton tai parillinen (ks. méaaritelmé 3.52), niin
seuraava tulos helpottaa funktion integroimista 0:n suhteen symmetrisen va-
lin yli.

Lause 7.58. Olkoon f: [—a,a] — R integroituva. Jos f on pariton, niin

ja jos f on parillinen, niin

/a f(x)dx:2/0af(x)dx.

—a

Perustele piirtdamalld kuvat! Todistukset hoituvat tekemalld sijoitus u = —x
integraaliin

/0 f(z)dx.

—a

Esimerkki 7.59. a) f(z) = sin(2z) on pariton funktio, joten

3m/2
/ sin(2z) dz = 0.

—3m/2

b) f(z) = 2* — 2 on parillinen funktio, joten

/2(x4—2)dx:2/02(x4—2)dx

I R R R
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7.4 Integraalin geometrisia sovelluksia [5, 5.8,6.2-6.4]

Maaréatyn integraalin geometrista tulkintaa laajentamalla saadaan: jatkuvien
funktioiden f ja g: [a,b] — R, f(x) > g(x), kuvaajien vdliin jadvin alueen
pinta-ala on

A= [ (@)~ gla) dz. (7.60)

f } xr

a b

Pituuden, pinta-alan ja tilavuuden méaaritelmia kasitellian tarkemmin vasta
kursseilla Insinoorimatematiikka 4 ja Vektorianalyysi, mutta kuvien avulla
voidaan vakuuttua seuraavista tuloksista (ks. [5, 6.2-6.4]). Oletetaan, etté
f:la,b] = R on jatkuva, derivoituva ja ettd f’ on jatkuva. Funktion f ku-

vaajan pituus on
b
s :/ J1+ f(2)? da. (7.61)

Kun funktion f kuvaaja pyorahtaéd z-akselin ympaéri, niin syntyvan kappaleen

vaipan ala on
Azzwlﬂﬂ@ph+fmydx (7.62)

ja kappaleen tilavuus on

Vzwfﬂ@%m (7.63)

Esimerkki 7.64. Mika on kidyrdn y = /2 pituus valilld 0 < x < 17 Entéa
pyoridhdyskappaleen tilavuus?
Ratkaisu. y/'(z) = 32'/2, joten kysytty pituus on

1 9 '8 9 \3/2
5= / 1+ ~zde = (1 + a:> = (13V13 — 8)/27 ~ 1,44.
0 4 o 27 4



INSINOORIMATEMATIIKKA 1 & 3 152

Tilavuus on
1 11 T
V=7T/ $3d$:7r/ —pt =1
0 0 4 4

7.5 Numeerinen integrointi [5, 5.9]

Kaytannossa tormétaan usein tilanteisiin, joissa

« integrointi alkeisfunktioiden avulla ei onnistu (esimerkiksi f(z) = e**)
tai on vaikeaa, tai

o f:n lauseketta ei tunneta, vaan tiedetdén vain f:n arvoja tietyissa pis-
teissa esimerkiksi mittaustuloksina.

Talléin f:n integraalia voidaa arvioida numeerisella integroinnilla kéyttien
f:n arvoja dérellisen monessa integroimisvélin pisteessa.

7.5.1 Riemannin summa

Jos P = {xg,x1,...,2,} on vilin [a,b] jako, niin mikd tahansa Riemannin
summa antaa arvion f:m integraalille valilla [a, b]:

[ F@de Y f(a) A,

Jos valitaan tasavalinen jako, jossa kunkin osavalin pituus on h, sievenee
arvio muotoon

/abf(a:) d ~ hif{xj). (7.65)

Jos f on ei-negatiivinen, niin geometrinen tulkinta arviolle on se, etta jokai-
sella valilla [z;_1, x;] f:n kuvaajan ja z-akselin valiin jadvan alueen pinta-alaa
arvioidaan suorakulmion pinta-alalla (ks. kuva sivulla 140).

Esimerkki 7.66. Arvioi integraalia

3 d
d (7.67)

1 X

Riemannin summalla, kun kéiytetadn tasavélista jakoa, jolle n = 6 ja 27 on
osavalin keskipiste.

Ratkaisu. Nyt h = (b —a)/n = % = % ja valien keskipisteet ovat %, %,. .
%, joten

Sdr 1 7 9 17

1 x~3(f(6)+f(6) +"'+f(6)> ~ 1,004 581.

Vertaa tarkkaan arvoon In(3) = 1,098 612 288 - -.
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Kéytédnnossa Riemannin summaa ei juurikaan integraalin arvioimiseen kay-
tetd, silla voidaan kehittdd huomattavasti tehokkaampia menetelmia, joissa
samalla maaralla jakopisteitd (eli samalla vaivalla tai tietokoneajalla) péés-
tdan huomattavasti parempaan tarkkuuteen. Kasitelladn seuraavassa kahta
yksinkertaista menetelméaa.

7.5.2 Puolisuunnikassiaanto

Puolisuunnikassddnndssd (trapezoid rule) ideana on (kun f on ei-negatiivinen)
kayttaa f:n kuvaajan ja x-akselin véliin jadvén alueen pinta-alan arvioinnis-
sa suorakulmioiden sijasta puolisuunnikkaita, jotka syntyvat, kun korvataan
fm kuvaaja pisteiden (x;, f(x;)) kautta kulkevalla murtoviivalla. Kéytetaan
tasavalista jakoa, jossa osavéilin pituus on A. Talloin 2:nnen puolisuunnikkaan
pinta-ala on

S(wia) + f)h

joten pinta-alojen summa on

n

(Flria) + Fa)h = b3 5 () + £(2)

i=1

NgE
N | —

1

.
I

() + 37 + 37 + G+

2

1 1 1 1
+ §f(xn—2> + §f(xn—1> + §f($n—1> + Qf(x”)> :

f:n integraalille saadaan siten arvio

[ rvas {3t + o) + 1o
‘ (7.68)

+ -+ flan1) + ;f(mn))
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a=Ty T Xo X3 Ty Tz Tg=2>b
Kaava (7.68) patee myos yleiselle f (eli jos f ei ole ei-negatiivinen): jos g(z):n
kuvaaja on ko. murtoviiva, niin valilla [z;_ 1, x;] on

9(@) = f(@im1) + Sz —hf($¢_1) (x —xi-1).

Integroimalla saadaan (laske!)

[ @yde = S8 + )

i—1

ja summaamalla yli kaikkien osavélien

[ ota) o = {00+ P + o) 4ot ) + (o))

Esimerkki 7.69. Arvioi integraalia (7.67) puolisuunnikassaannolla, kun kéy-
tetdan tasavalista jakoa, jolle n = 6.

. _ 1 : 4 5 :
Ratkaisu. Nyt h = (b —a)/n = 3 ja jakopisteet ovat 1, 3, 5,..., 3, joten

5 da 1(%f(1)+f(§>+f(g)+...+f(§)+%f(3)> — 1,106 746.

oz 3
7.5.3 Simpsonin kaava

Yleensa vield parempaan arvioon padadytaan, jos korvataan f:n kuvaaja pa-
raabelinpaloilla. Simpsonin kaavassa kaytetdan kolmea perdakkaista jakopis-
tetta x;, x;11 ja x;4o vastaavien pisteiden kautta kulkevaa paraabelia. Kayte-
taan tasavilista jakoa, jossa osavalin pituus on A ja jossa on parillinen maéra
osavilejé.
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Tarkastellaan ensin tilannetta, jossa xo = —h, r1 = 0 ja 9 = h. Ol-
koon y(z) = Ax? + Bz + C se toisen asteen polynomi, jonka kuvaaja kulkee

pisteiden (zo, f(x0)), (21, f(x1)) ja (z2, f(z2)) kautta. Nyt

. L "A
/ y(x)de = 2/0 (Az* 4+ C)dx =2 (3:6 + C’:U)
o 0

_9 (§h3 + Ch> _ §(2Ah2 +60).
Kauttakulkuehdot ovat
(o) = — Bh+C,
(1) =
(z ) Ah2 + Bh+C,
24

joten f(zo) +4f(z1) + f(xg) 2+ 6C. Saatiin siis

/j y(z) dr = g(f(xo) +4f(xy) + f(x2)>,

0

Tama kaava on voimassa myos ilman oletusta x; = 0 (miksi?). Erityisesti

[ vy de = 5 (£(e2) + 45 () + £

2

ja vastaavalla tavoin kaikilla valeilla [xq;, xg(l-ﬂ)], joten paddytaan arvioon

/abf(:v) dr ~ g(f(l’o) +4f(x1) +2f(xe) +4f(x3) + 2f(24)

(7.70)
+ -+ 2f(xp2) +4f(znq) + f(xn)>

Esimerkki 7.71. Arvioi integraalia (7.67) Simpsonin kaavalla, kun kayte-
tdan tasavalista jakoa, jolle n = 6

Ratkaisu. Nyt h = (b —a)/n = 3 ja jakopisteet ovat 1, 4 T 3, .., 3, joten
Sdr 1 4 5 6 7 8
/1 — 9<f(1) +af () +2f (3)+4f(8) +2r (5) +4f (5) +f(3)>
~ 1,098 942.

Huomautus 7.72. Merkitaan M,,:1l4 n:n pisteen keskipisteapproksimaatiota
(eli Riemannin summaa, jossa kiytetaan n:4a osavélia ja x} on osavélin keski-
piste) ja T,:114 n:n osavilin puolisuunnikassddnnén antamaa arviota. Talloin
Simpsonin kaavan antama arvio 2n:11a osavalilld on

1

Simpson-arvio saadaan siis keskipiste- ja puolisuunnikasapproksimaatioiden
sopivasti painotettuna keskiarvona. Perustelu: ks. [5, luku 5.9, (10)—(11)].



INSINOORIMATEMATIIKKA 1 & 3 156

7.6 Epiaoleellinen integraali [5, 7.8]

Edelld integraali maariteltiin vain rajoitetulla valilla [a, b] maaritellylle rajoi-
tetulle (yleensd paloittain jatkuvalle) fuktiolle. Yleistdmme nyt tétd mééri-
telmaa myo6s tapauksiin, joissa

e integroimisvéli on rajoittamaton, ts. a = —oo tai b = oo, tai

« funktio ei ole rajoitettu.

7.6.1 Rajoittamaton integroimisvali

Y

y = f(z)

T 1 :L‘
a C

Maaritelma 7.73. Olkoon f jatkuva valilla [a, c0). Madritellaan

/aoo f(z)dx = lim Cf(:v) dx.

c— 0 a

Vastaavasti jos f on jatkuva valilla (—oo, a], maaritelladn

/_aoo f(z)dx = Jim /Ca f(z)dx.

Mikéli raja-arvo on (dérellisend) olemassa, ko. epdoleellinen integraali suppe-
nee (converges), muulloin hajaantuu (diverges).

Lause 7.74. Olkoon a > 0 ja p € R. Tdlloin
o dx . .
/ —  suppenee jos ja vain jos p > 1.
a T

Todistus. Olkoon ¢ > a. Oletetaan ensin, ettd p # 1. Téalloin

¢ dx 1 /1 1 ( 1 1 ) @ ? Jun p > 1,
a w? 1—p/ a7t 1—p\cr7t ar! oo, kunp<1,




INSINOORIMATEMATIIKKA 1 & 3 157

kun ¢ — oo. Tapauksessa p =1

do

C
:/ Inz=Inc—Ina — oo, kunc— oo. O
a X
a

Potenssifunktioiden integroituvuudessa vélilla [a, 00) 1/x on siis rajatapaus.
Vertaa tulosta funktioiden kuvajiin:

Y

y=1/ve

y=1/z
y=1/x?

Hajaantuvan integraalin arvo ei valttaméatta ole oo tai —oo:

Esimerkki 7.75. Esimerkiksi

C

C
/cosxdx—/ sinx = sinc,
0

0

jolla ei ole raja-arvoa, kun ¢ — oo. Niinpé
oo
/ cosz dx
0

hajaantuu. Miten voit paétella tdmén jo kosinin kuvaajasta?

Huomautus 7.76. Selvissé tapauksissa voidaan kayttda merkintaa

/a OOF(I) = lim / CF(x).

oo >
/ m_/ Inz =In(occ) —Inl = 0.
1@ .

Esimerkiksi
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7.6.2 Rajoittamaton funktio

i y = f(z)

T 1 aj
a cp

Maaritelma 7.77. Olkoon f jatkuva mutta rajoittamaton valilla [a,b).
Maaritelladn

/f x—hm Cj’"()az:

a

Vastaavasti jos f on jatkuva mutta rajoittamaton valilla (a, b], maaritellaan

/abf(af) dx = C£%1+/be(x) dx

Mikali raja-arvo on (&drellisend) olemassa, ko. epéoleellinen integraali suppe-
nee, muulloin hajaantuu.

Lause 7.78. Olkoon a > 0 ja p € R. Tdlloin

ad
a suppenee jos ja vain jos p < 1.
o 2P
Todistus. Samaan tapaan kuin lause 7.74. O
2 d
Esimerkki 7.79. Suppeneeko vai hajaantuuko / (x2)2?
1 (x—
Ratkaisu. Integroitava funktio
1
—— =00, kunzxr — 2—,
(z —2)?

joten kyseesséd on epéaoleellinen integraali ja

2 dx . ¢ dx ) ¢ 1
/ —— = lim ——— = lim —
1 (r—=2)2 21 (2 -2)2 2=/, x—2

1
c—2— c— 2
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Integraali siis hajaantuu.

7.6.3 Integroimisvilin jako osiin

Jos integroimisvéli on (—oo0,00), tai on useampia pisteitd, joiden ympéris-
toissa f on rajoittamaton, on integroimisvali jaettava osiin siten, ettd saa-
daan méaaritelmien 7.73 ja 7.77 mukaiset epaoleelliset integraalit I, I, ..., I,,.
Madritellaén, etta f:n integraali I suppenee, jos jokainen I; suppenee. Talloin
asetetaan

I=L+1+ - -+1,.

Esimerkki 7.80. Tutki suppenemista ja laske arvo, jos suppenee:

0[5 [ o [ris

Ratkaisu. a) Integroitava funktio 1/2% — oo, kun x — 0+, joten kyseessi
on epaoleellinen integraali, joka voidaan jakaa osiin

/Oodx_ 1d:c+/°°dx

o 22 Jo 22 1 2%

Lauseen 7.78 mukaan ensimmainen naistd integraaleista hajaantuu, joten
kysytty integraali myos hajaantuu.

b) Integroitava funktio 1/z'/3 — Zoo, kun = — 0%, joten kyseessi on
epéoleellinen integraali, joka voidaan jakaa osiin

1dx_0da: 1dx_1. ¢ dx y 1 dx
L= ant ) s = i [ e [
c 1
—Ji%l_/lgl“ ﬂli%i/c PR R R

c) Integroitava funktio on rajoitettu (0 < 1/(1 + 2?) < 1 kaikilla ), mut-
ta integroimisvali on molemmista paista rajoittamaton, joten integroimisvali
taytyy jakaa kahteen osaan:

/00 dx _/0 dx +/°° dx
o 1422 S 1422 o 1+ 22

I 0 dw gt ¢ dx
= 11m 1m
ev—00 ) 1422 =0 fyg 14 22

0 c
= lim / arctan z + lim / arctan x
CcC——00 Cc— 00 0
Cc

- (-5) G-
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Huomautus 7.81. a) Parittoman funktion integraali 0:n suhteen symmet-
risen vélin yli ei ole automaattisesti nolla. Esimerkiksi

1 dx de 1dx
[l P

ts. integraali hajaantuu.
b) Analyysin peruslauseessa oletus funktion jatkuvuudesta koko suljetulla
ja rajoitetulla valilla on oleellinen. Esimerkiksi huolimattomasti voisimme

laskea .
1 dI Vaarln' 1
— —=—(14+1)=-2.
/1 2 Zlm (1+1)

Tamén laskun tulos on selvasti virheellinen jo siksi, etté integroitava funktio
on positiivinen kaikilla = # 0.

Lause 7.82 (Vertailuperiaate). Olkoon —oco < a < b < oo ja oletetaan, ettd
jatkuville funktioille f(x) ja g(x) pitee 0 < f(z) < g(x) kaikilla x. Tdlldin

b
/ g(x) dx suppenee = / x) dx suppenee (majoranttiperiaate),
b
/ f(z) dz hajaantuu = / x) dx hajaantuu (minoranttiperiaate).

Lause sanoo, etta jos pienemmén funktion integraali hajaantuu, niin silloin
suuremmankin funktion integraali hajaantuu, ja kaddntéden jos suuremman
funktion integraali suppenee, niin silloin my6s pienemmén funktion integraali
suppenee (vrt. sivun 157 kuva). Téssi on huomattava, etta tutkittavien funk-
tioiden téytyy olla ei-negatiivisia. Esimerkiksi f(z) = —1/z < 1/2* = g(x)
valilla x € [1,00), mutta [ f(z) dz hajaantuu, vaikka [/ g(z) dx suppenee.

Perustelu. Tutkitaan tapausta —oco < a ja b = oo. Funktio

on kasvava, silla ei-negatiiviselle f luku F(c) on kuvaajan y = f(x) ja z-
akselin rajaaman joukon pinta-ala, joka kasvaa, kun ¢ kasvaa (tai analyysin
peruslauseella F'(c) = f(c¢) > 0, joten F' on kasvava). Voidaan osoittaa, et-
téd kasvavalla funktiolla on raja-arvo Cll}rgo F(c) joko aarellisend tai raja-arvo
on 0o, eli ei voi kayda kuten esimerkissa 7.75, jossa raja-arvoa ei heilahte-
lun vuoksi ole olemassa. Niinpé lauseen ensimméisen vaitteen todistamiseksi
riittda osoittaa, ettd raja-arvo ei ole oo:

F(c) = /acf(m) dr < /acg(x) dr =: G(c)
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ja oletuksen mukaan lim G(c) < oco. Raja-arvojen ominaisuuksista seuraa,
Cc— 00

cttéd télléin myos lim F(c) < co. Toinen véite samaan tapaan. O
C— 00

Esimerkki 7.83. Suppeneeko vai hajaantuuko

”/"ﬁ:ﬁ )/1+f

Ratkaisu. a) Integraali suppenee, silla

1 1 1
< < =
T Vr+ad T a3 ¥

o dx

23/2

kun x > 1 ja /
1
taan lyhyesti

suppenee (lause 7.74). Usein téllainen arvio kirjoite-

—h Vet+ad N Vi3 h s
b) Koska 1+ /x < \/x + /xr = 2y/x, kun z > 1, niin voidaan arvioida

Al+f>/

Integraali siis hajaantuu.

< Q.

8 Sarjateoria

Tassa luvussa tutkitaan sarjoja eli summia, joissa on adrettoméan monta
termia. Niiden avulla voidaan esimerkiksi approksimoida alkeisfunktioita.
Kuinka esimerkiksi laskin laskee (tyypillisesti kymmendesimaalisen) likiar-
von luvulle sin(17°)? Laskimeen ei voida suoraan madritelld sinifunktiota,
silla laskimeen voidaan pohjimmiltaan ohjelmoida vain peruslaskutoimituk-
set: yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolasku. Tamén vuoksi sinifunktio esite-
taan aarettomana summana, jonka alusta otetaan niin monta termia, etta
kaikki laskimen nayttamét desimaalit ovat oikein. Télla kurssilla pohditaan
mm. sitd, millainen td&mé summa on eri alkeisfunktioille ja kuinka monta ter-
mié tarvitsee laskea tiettyyn tarkkuuteen péasemiseksi.

Sarjoja kayttden voidaan myos esimerkiksi integroida hankalia funktioida
(kuten e**), ratkaista differentiaaliyhtaloité (joita tutkitaan luvussa 9) tai
muodostaa eriasteisia malleja fysiikassa.
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8.1 Lukujono [5, 10.2]

Maaritelma 8.1. Jos jokaista luonnollista lukua n € N vastaa reaaliluku
a,, niin paattyméatonta jarjestettya luetteloa

(a1, a2,a3,...) = (an) = (an)n,

kutsutaan lukujonoksi (sequence). Luvut a, ovat lukujonon termejdi (term)
(tai alkioita). Indeksointi voidaan aloittaa misté tahansa kokonaisluvusta.

Esimerkki 8.2. a) (2n)>2,=(0,2,4,6,...)
b) (2’)’L - 1);.10:1 = (17 3,9,7,.. )
c) ((—1)"271):’:1 = (—2,4,-8,16,-32,...)

d)(1>°o _(111 1 )
3o \ 73797277

Joskus lukujonon termeille ei anneta (tai ei voida antaa) edellisen esimerkin
mukaista kaavaa.

Esimerkki 8.3. a) Kasvavaan jarjestykseen asetetut alkuluvut muodosta-
vat jonon
(2,3,5,7,11,13,...).

b) Maarittely a; = 1 ja a,, = 2a,-1 + 3, kun n > 1, tuottaa lukujonon
(1,5,13,29,61,...).

c) Maéérittely a3 = a2 = 1 ja a, = ap—1 + an_2, kun n > 2, tuottaa ns.
Fibonaccin jonon
(1,1,2,3,5,8,13,21,...).

Kohdissa b ja ¢ on kyse rekursiivisesti (induktiivisesti) maaritellysta luku-
jonosta, joka asetetaan maaradmalla, kuinka kukin termi riippuu edellisesta
tai edellisista termeista.

Lukujono (a,)32, voidaan samastaa funktion f: N — R, f(n) = a,, kanssa.

n n=1

fiN=R, f(n)= (_i)n +1.

vastaa funktio

Lukujonoa (a,) voidaan havainnollistaa geometrisesti piirtamélla sita vastaa-
van funktion f(n) kuvaaja.
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Huomautus 8.4. Joskus lukujono esitelladn listaamalla muutama ensim-
méinen termi, esimerkiksi

(1,2,3,...). (8.5)

Téllainen méarittely ei kuitenkaan ole yksikésitteinen, esimerkiksi jono (8.5)

voisi olla
(n+1)2,=1(1,2,3,4,5,6,...)

tai vaikkapa

1. 3 o
(—n3+n2+1> =(1,2,3,1,-7,-24,...).
2 2 n=0

8.1.1 Lukujonon raja-arvo

Lukujonolle maaritelldan raja-arvo samaan tapaan kuin funktiolle raja-arvo
aarettomyydessa.

Maaritelma 8.6. Lukujono (a,) suppenee kohti raja-arvoa L € R, jos
Ve>03dNeN: n>N=la,— L| <e.
Talloin merkitédan
nll_)IIOlo a, =L tai a, — L, kun n — oo.
Jos lukujono ei suppene, se hajaantuu.

Seuraavan kuvan tilanteessa valitulla e voidaan valita N = 4.
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Y
L+ € qrmmmmmmmmmmmmenmoeees ommmmnnooes ommmemnee e
L [ ]
L — € {rmmrmmmmmmmmmm e R
* } } } } } } } } xr
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Perustulokset 8.7-8.9 voidaan todistaa samaan tapaan kuin funktioiden raja-
arvojen laskusddnnot (ks. luku 4).

Lause 8.7. Jos (ay,) ja (b,) suppenevat ja ¢ € R, niin
) Ji(ean) = Jin
(2) lim (a, £b,) = lim a, £ lim b,,
n— o0 n—0o0 n— o0

(3) lim (anb,) = lim a,, - im by,

n—o0 n— o0 n
@, Jman :
n—oo

Lause 8.8. Olkoon nhg& a, = L ja olkoon f(x) jatkuva pisteessi v = L.
Silloin
Jim f(an) = f( Jim an ) = £(L).

Lause 8.9 (Kuristusperiaate, squeeze law). Olkoon a, < b, < ¢, kaikilla n
ja

lim a, = L = lim c,.

n—oo n—oo
Silloin lim b, = L.

n—oo

Jos suppenevan lukujonon termien lauseke on tiedossa, niin raja-arvoa voi-
daan yrittaa selvittda sopivan funktion raja-arvoa tutkimalla:

Lause 8.10. Jos funktiolle f: [1,00) — R ja jonolle (a,) pdtee a, = f(n)
kaikilla n € N, niin

lim f(z)=L = lima,=L.

T—>00
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: : . 3n? . 3 3 3
Esimerkki 8.11. a) nh—{{olom = lim —9/n =1 o0-1
b) Suppeneeko (cosn>? Koska

O<——l§ cosngl_}()’
n n n
kun n — oo, niin lim oS _ 0.

n—o0 n

Jonon suppenemiseen ja mahdolliseen raja-arvoon ei darellisen monella jo-
non alkupaén termilld ole merkitysta. Niinpa esimerkiksi lauseissa 8.9-8.10
riittaa, etta jono toteuttaa vaaditun ehdon jostakin indeksin n € N arvosta
alkaen.

8.1.2 Kasvavat ja vihenevit lukujonot

Maaritelma 8.12. Lukujono (a,,) on kasvava, jos
a, < an,y1 kaikilla n

ja vdhenevd, jos
an > any1  Kkaikilla n.

Lukujono on monotoninen, jos se on kasvava tai vihenevi. Lukujono (a,)
on ylhddltd rajoitettu, jos on olemassa luku M, jolle a, < M Xkaikilla n.
Vastaavasti maaritelladn alhaalta rajoitettu lukujono.

Esimerkki 8.13. a) Vakiolukujono (1,1,1,...) on kasvava, vihenevé, al-
haalta rajoitettu ja ylhaalta rajoitettu.
b) Jos

1
CmE24 T
niin lukujono (a,) on vihenevé, silli 2n? + 7 on kasvava joukossa n € N.
Liséksi lukujono on seké alhaalta ettd ylhaalta rajoitettu, silla selvastikin
0 < a, <1 kaikilla n.
c) Jos

Qn

n—+ 2
n+ 13’

niin lukujono (a,) on kasvava, silla funktion

Ay =

T+ 2
T+ 13

fx) =
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derivaatta on

L n
F@) = ge =Y

kaikilla x > 1. Lukujono on lisaksi seka alhaalta ettd ylhailta rajoitettu:

kasvavuuden nojalla a, > a; = 3/14 ja koska n + 2 < n + 13 kaikilla n, niin
a, <1 kaikilla n.

Lause 8.14. Yihddltd rajoitettu kasvava lukujono suppenee.
Todistus. Ks. [5, Appendix E]. O

Vastaava tulos on voimassa myos vaheneville ja alhaalta rajoitetulle luku-
jonolle. Tata perustulosta emme talld kurssilla voi todistaa, mutta tuloksen
jarkevyydesta voinee vakuuttua kuvan avulla:

Y
M

LA ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

— ¢
[\)
C'QA.,

4 5 6 7 8 9

Lemma 8.15. Lukujono (a,), missd

1 n
Qy, = <1 - ) ,
n
on aidosti kasvava ja ylhddalta rajoitettu, eli silld on lauseen §8.14 mukaan
raja-arvo. Merkitddn tatd raja-arvoa e:lld:

1 n
e = lim <1—|—) = 2,71828-- - .
n

n—o0

1 n
Lisdksi myds lukujono (by,), missd b, = (1 — ) , on aidosti kasvava ja
n

1 ) IN\"
— = lim (1 - ) .
e n—0o0 n

Lukua e kutsutaan Neperin luvuksi. Silld on erityisasema eksponenttifunk-
tion kantalukuna. Lemmaa 8.15 tarvittiin eksponenttifunktion e® maéaritte-
lemiseksi (méadritelma 3.33) ja derivoimiskaavan D(e”) = e* todistamiseksi
(lause 6.22).
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Lemman 8.15 todistus. Todistetaan ensimmainen véite. Olkoon 0 < x < .
Silloin lemman 5.47 mukaan

" = (y -2y Y T e by T ")

(y — )
<(@y—z)y"+y" +---+y"+y")
=(y—a)(n+1)y"

( (n+

= (yn — Da)y™ +y"*,

Y

joten
2" > ((n 4 1)z —yn)y™. (8.16)

1 1
Sovelletaan nyt epdyhtaloa (8.16) arvoilla x = 1+ jay =1+ — (joille
n n

+1
0<z<y):

ny =" > ((n+14+1) = (n+1))y" =y" = an.

Lukujono (a,) on siis aidosti kasvava. Toisaalta jos sovelletaan epéyhtaloa

1
(8.16) arvoillax =1 jay =1+ 7 niin saadaan arvio
n
1 1\" 1 1\"
1 1) — — 14— ==(14—
><(n+ ) <n+2)>( +2n> 2( +2n> /
1 n
1 2.
( * Zn) =

1 2n
=14+ — <4
< * 2n> ’

eli as, < 4. Kasvavuudesta seuraa, ettd a, < 4 kaikilla n, eli jono (a,) on
ylhaaltéa rajoitettu. O

josta

Nelioimaélla saadaan

8.2 Sarja [5, 10.3]
8.2.1 Summamerkinta

Jos ay,as,...,a, ovat reaalilukuja, niin merkitaan

n

Zai:al—kaQ—l—---—l—an.
i=1

Esimerkiksi

5
Y P =142 43+ A+ 5 =144 49416+ 25 = 55.
i=1
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Summausindeksin nimi voidaan valita vapaasti, joskin yleensa kaytetaan kir-
jainta 7, 7, k, [, m tai n. Indeksointi voidaan aloittaa muustakin indeksistéd kuin
1. Esimerkiksi edellinen summa voidaan kirjoittaa

5 5 6 4
2= K =0 (-1 =20
i=1 k=1 j=2 =0
Jos termeilla on yhteinen tekija c, niin voidaan laskea
anz (car) + (caz) + -+ + (cay) = clar + az + - +a,) =c>_a

eli

n n
Z ca; = c¢C Z a;.
=1 =1

Samaan tapaan saadaan

Zal—i—b Zaz—f—Zb
i=1

Esimerkiksi

5 5 5
S(1i*—4i)=7> i*—4> i=7-55—14-15 = 325.

i=1 i=1 i=1
Tarkea erikoistapaus on vakiotermin ¢ summa

n

Y e=ctct-tc=nc
N—_——

=1 n kappaletta

Erityisesti

=1

Merkin vaihtelu saadaan —1:n potensseilla: (—1)* on —1, kun ¢ on pariton ja
1, kun ¢ on parillinen. Esimerkiksi

dD(-1)i=-1+2-34+4-5=-3

ja
5, (—1)i+! 1 1 1 1 821
72 4 * 9 16 * 25 979 ’
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8.2.2 Sarja

Jaetaan leipa kahteen osaan, joista toinen osa jaetaan edelleen kahteen osaan
jne. Viipaleista muodostuu kokonainen leipa, joten on ilmeisesti oltava

1+1+1+1—% =1
2 4 8 16 o
16
1
8
1
2
1
4

Mit4 tamé dareton summa tarkoittaa?

Maaritelméa 8.17. Olkoon (ay) lukujono. Muodollista summaa
atagtagt-=) a
k=1

kutsutaan sarjaksi (series). Luku ay on sarjan k:s termi. Sarjan ensimmaéisten
termien summa indeksiin n saakka on sarjan n:s osasumma (partial sum).
Osasummaa merkitadn S, ts.

Sn=a+atas+-+a,=) a

k=1

Esimerkki 8.18. Sarjan
1 1 1 1 > 01
srits Tt Tl
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nelja ensimmaista osasummaa ovat

1
Sl - §
1 1 3
2=t
1 1 1 7
=it T
T 27478716 16
Maaritelma 8.19. Tarkastellaan sarjaa Z ay. Jos osasummien S,, muodos-
k=1

tama jono (.S,) suppenee ja sen raja-arvo on S = li_>m Sy, niin sanotaan, etté
n oo
sarja suppenee (converges) ja etta sen summa (sum)on S. Talloin merkitaan

Z Qg = S.
k=1

Jos (S,) hajaantuu, niin sanotaan, etta sarja hajaantuu (diverges). Tapauk-
sissa nh_}rgo S, = oo merkitdin

Z ap = £oo.
k=1
Esimerkki 8.20. a) Osoita, ettd sarja
s 1 1 1 1

Ltrn 1 taatyat
suppenee ja laske summa.
Ratkaisu. Muodostamalla osamurtokehitelmé nahdaén, etta yleinen termi
voidaan kirjoittaa muodossa

1 1 1
akziz——i

k(k+1) k k41
joten osasummalle S,, patee
1 1 1 1 1
so=(1-5)+(-5)+G-3)+
(-2 (ot
n—1 n n n+1
1

=1- — 1, kunn — oo.
n+1
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> 1
Siten sarja suppenee ja kgl m =1

b) Osoita, etta sarja

(—DF' =1-141-1+---

hE

k=1

hajaantuu.
Ratkaisu. Ensimmaéiset osasummat ovat

Sp=1
So=1-1=0
S3=1—-14+1=1
Sg=1-1+1-1=0

Néhdéén, ettd osasummien jono on (1,0,1,0,1,0,...), jolla ei ole raja-arvoa.

Huomautus 8.21. Sarjan indeksointi voidaan aloittaa muustakin indeksisté
kuin 1, esimerkiksi

ST S
~(i—4)2 4 9 '

=5

Taman sarjan osasummat ovat

1 3 1 1 49
Ss=1, Sg=1+-=-, S;=14+-+-=—
5 ) 6 + 4 4, 7 + 4 + 9 367
Maaritelma 8.22. Sarja Y ax on geometrinen sarja (geometric series), jos
on olemassa r € R siten, etta

Qg1 = Ta

kaikilla %, ts. ensimmaisen termin jalkeen kukin termi saadaan edeltavasta
termista kertomalla suhdeluvulla (ratio) r.

Jos geometrisen sarjan ensimmaista termia merkitaan a:lla, niin sarjan termit
ovat ag = a, a; = ar, a; = ar®, a3 = ar’® jne. Niinpi geometrinen sarja
voidaan kirjoittaa muodossa

k=0

Huomaa, ettéd tassa ensimmainen indeksi on k£ = 0.
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Lause 8.24. Jos |r| < 1, niin geometrinen sarja (8.23) suppenee ja

o0

a
Zark: ] )
k=0 i

Jos |r| > 1 ja a # 0, niin geometrinen sarja hajaantuu.

Todistus. Kirjoitetaan n:s osasumma ja kerrotaan yhtalo puolittain suhdelu-
vulla:

S,=a+ar+ar*+---+ar"

TSy, = ar +ar®*+ - +ar" 4 ar"™

Vahentamalla nama yhtalot puolittain saadaan

(1-7)S, =a—ar"*,

joten
1 — n+1
S = a(l_rr), kun r #£ 1,
(n+1)a, kun r = 1.
Kun |r| <1, niin lim r"*1 =0, joten
S = lim S, = a
n—oo 1—17r
+1

Kun |r| > 1, niin raja-arvoa ILm r"T ei ole olemassa ja silloin sarja ha-
n oo
jaantuu, mikéli @ # 0. My6s tapauksissa r = £1, a # 0, sarja hajaantuu

(miksi?). O

Geometrisen sarjan indeksointia ei aina aloiteta nollasta. Silloin paras tapa
lukea lauseen 8.24 kaava on

i ark — 1. termi
1 — suhdeluku

k=p

(p € N). (8.25)

Geometrisen sarjan osasummaa S,, kutsutaan geometriseksi summaksi, jolle
edellisen todistuksen mukaan

n 1— n+1
z:ark:a+a7’+ar2—i—-~—|—a7’":M (r#1). (8.26)

k=0
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Esimerkki 8.27. a) Sarja

11 1 1 s
SRR _Z::

1
on geometrinen sarja, suhdeluku r = 5 joten

112
2k 1-1/2

b) Sarja

o0

2—44+8-16+---=> 2(—

on geometrinen sarja, jonka suhdeluku on —2, joten sarja hajaantuu.

c) Sarja

00 2k+1
> i
i O
on suppeneva geometrinen sarja:

o0 oktl o 2>k_ 8/25 8
S 1-2/5 15

> 5 222(5

k=2 k=2

Lause 8.28. Jos sarjat > ap ja > b suppenevat ja ¢ on vakio, niin myos
sarjat Y cay ja > (ar + bg) suppenevat ja

Y cap=c)d_ ay ja > ak+br) =D ar+ D by

Todistus. Sarjan summa on osasummien jonon raja-arvo, joten vaite seuraa
lauseesta 8.7. [

Esimerkki 8.29.
00 1 k 00 1 k 00 1 k
(2(5) &) 22 (-5) ()
k=1 3 € P BN k=1 \€
-1/3 1/e 1 T

“Cim)  Tio1je . 2 et

Lause 8.30. Jos ) ax suppenee, niin klim ar = 0.
—00

Todistus. Merkitddén S = Y ay. Silloin S = lim S,, = lim S,,_1, joten

a, =S, —S,-1—>5—-5=0, kunn — oo. O
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Seuraus 8.31. Jos lima, # 0 tai raja-arvoa limay ei ole olemassa, niin
> ag hajaantuu.

Huomautus 8.32. Lauseen 8.30 kaédnteinen viite ei péade, ts. Y a; voi ha-
jaantua, vaikka olisi lima; = 0. Esimerkiksi téstd kdy harmoninen sarja
(esimerkki 8.43).

X k-1 k—1 1
Esimerkki 8.33. Z 7 hajaantuu, silla =1- z — 1 # 0, kun
k=1
k — oo.
Maaritelma 8.34. Sarjan Zak n:s jaannostermi (remainder) on sarja
k=1

Z ay. Jos jdannostermi suppenee, niin sen summaa merkitaan R,,.
k=n+1

Seuraava lause toteaa sen ilmeisen seikan, ettd suppenevan sarjan summa S
voidaan jakaa osiin

S:al+a2+"'+an+an+1+an+2+"':Sn+Rn
:Sn :Rn

ja etta sarja suppenee jos ja vain jos jaannostermi suppenee.

Lause 8.35. Z ajp suppenee < Z ay suppenee kaikilla n > 0.
k=1 k=n+1

Suppenevassa tapauksessa

Z ap = Z ar + Z Qg . (836)
k=1 k=1 k=n+1

Todistus. "<" Selvé (valitse n = 0).

=" Koska Z ay suppenee, niin on olemassa raja-arvo (seuraavassa m > n)

k=1
S— S, = lim Sy — S, = lim (S, — S,)
m—r0o0 m—r0o0
= lim > ar= > a =R,
mmree k=n-+1 k=n-+1
Tama yhtélo todistaa samalla kaavan (8.36). O

Lauseesta seuraa erityisesti, ettd mikaan darellinen maara sarjan alkupéaan
termeja ei vaikuta sarjan suppenemiseen.
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8.3 Positiivitermiset sarjat [5, 10.5, 10.6]

Sarjan summa voidaan laskea helposti vain joissakin erikoistapauksissa, ku-
ten esimerkiksi edelld geometriselle sarjalle (lause 8.24) ja "teleskooppisar-
jalle” (esimerkki 8.20). Monissa sovelluksissa tarkkaa summaa tarkedmpaé
onkin perustella, ettd sarja ylipdatddn suppenee. Téssa ja seuraavassa lu-
vussa esitellddn suppenemistestejé, joilla suppenemista ja hajantumista voi
koettaa tutkia.

Maaritelma 8.37. Sarja > a, on positiiviterminen, jos a > 0 kaikilla k.

Lause 8.38. Positiiviterminen sarja Y. ax joko suppenee tai ) ap = oo.

Todistus. Osasummien jono on kasvava: jokaisella n € N patee
Sni1 =S + ani1 > Sy, silla a, 1 > 0. Viite seuraa nyt lauseesta 8.14. [

Positiivitermisille sarjoille on useita suppenemistesteja. Ensimméisessé sar-
jan summaa verrataan sopivaan integraaliin.

Lause 8.39 (Integraalitesti, integral test). Olkoon Y- ay positiiviterminen
sarja sekd f: [1,00) — R wvdhenevd funktio, jolle f(k) = ay kaikilla k > 1.
Tdlloin

9 00
> ay suppenee <:>/ f(z) dx suppenee.
k=1 1

Lauseesta 8.35 seuraa, ettd integraalin alaraja 1 ei ole tassé oleellinen: jos on
olemassa m > 1 ja vaheneva ei-negatiivinen funktio f: [m,00) — R siten,
ettda f(k) = ay kaikilla & > m, niin

o

o
> aj suppenee < / f(z) dx suppenee.
k=1 m

Todistus. Perustellaan véite ensin kuvan avulla: Oheisissa kuvissa k:nnen
suorakulmion pinta-ala on kanta x korkeus =1 x f(k) = a;. Sarjan summa
on siis suorakulmioiden yhteenlaskettu pinta-ala. Integraalin pinta-alatulkinta
huomioiden vasemmanpuoleisesta kuvasta voidaan nyt paatella, etta jos

[7° f(x) dz hajaantuu, niin myos Y72, ai hajaantuu ja oikeanpuoleisesta ku-
vasta, ettd jos [/ f(x)dx suppenee, niin myds > 72, a; suppenee ja siten
my0s > po; ax suppenee.
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—

T — T
1 2 3 4 5 6 7 12 3 4 5 6 7

Tarkempi todistus: Oletetaan ensin, ettd I = [7° f(x)dz suppenee. Koska
f(z) on vihenevé, niin ax; < f(z) vélilla £k <z < k + 1. Niinpi

k1 k1
Aji1 :/k g1 dx §/k f(z)dx.

Siten osasummalle S,, patee

n n+1
Sn:al+a2+...+an:a1+2ak+1§a1+/1 f(ilf)d.fl?é(ll—FI
k=1

Tassd viimeinen arvio perustuu siihen, etta ei-negatiiviselle jatkuvalle in-
tegroituvalle funktiolle f(z) integraalifunktio

Ply) = [ f@)do

on kasvava ja silld on ylarajana integraalin arvo

lim F(y) = /1OO f(z)dx.

Y—00

S, on siis kasvava ja ylhailta rajoitettu lukujono ja niin ollen se suppenee.
Vastaavalla tavoin paatellaan, ettd jos [7° f(x)dz hajaantuu, niin myos
> ieq ax hajaantuu. ]

Maaritelma 8.40. Olkoon p > 0. Tarkastellaan p-sarjaa (p-series)
> 1
Z —. (8.41)
il

e Jos p < 1, niin (8.41) on aliharmoninen sarja.
e Jos p =1, niin (8.41) on harmoninen sarja.

e Jos p > 1, niin (8.41) on yliharmoninen sarja.
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Lause 8.42. Sarja (8.41) suppenee jos ja vain jos p > 1. Toisin sanoen
harmoninen ja aliharmoninen sarja hajaantuvat ja yliharmoninen sarja sup-
penee.

Todistus. Jos p < 0, niin sarjan yleinen termi 1/kP = k™ — oo, kun k — oo
(silla téalloin —p > 0). Talloin sarja hajaantuu.

Jos p > 0, niin tutkitaan suppenemista integraalitestia (lause 8.39) kayt-
taen. Testin funktioksi kelpaa f(x) = 1/2P, silld f(k) = 1/kP kaikilla k ja f
on vahenevé funktio. Lauseen 7.74 mukaan integraali

/00 dx
1P
suppenee jos ja vain jos p > 1, joten sarja (8.41) suppenee jos ja vain jos
p > 1. O

=1 1 1
Esimerkki 8.43. —==1l+—+—+--
kz::m/E V2 /3

on aliharmoninen sarja ja hajaantuu,

—k 2 3

on harmoninen sarja ja hajaantuu ja

ii—1+1+1+
k49

on yliharmoninen sarja ja suppenee.

Huomautus 8.44. Palataan viela lauseeseen 8.30 ja huomautukseen 8.32.
Harmoniselle sarjalle

5!
k:lk
Onkl_{gloak—kl_{{.lok— , 1Mu as11k:1 = OQ.

Seuraavassa suppenemistestissé tutkittavaa sarjaa verrataan sopivaan tun-
nettuun sarjaan.

Lause 8.45 (Vertailuperiaate, comparison test).
Oletetaan, etti 0 < a < by, kaikilla k.

(1) Jos X by, suppenee, niin Y- aj, suppenee (majoranttiperiaate).

(2) Jos X ax hajaantuu, niin Y by hajaantuu (minoranttiperiaate).
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Todistus. (1) Merkitaan S = > by. Nyt
dap <> b <8,
k=1 k=1

joten sarjan ) aj, osasummien jono on kasvava ja ylhaalta rajoitettu ja siten
suppenee.

(2) Jos > by suppenisi, niin kohdan (1) mukaan my6s Y aj suppenisi.
Sarjan Y by taytyy siis hajaantua. O
Esimerkki 8.46. Tutki, suppeneeko vai hajaantuuko

> 1 > Ink
a —— b —_
) a1 P X

Ratkaisu. a) Sarja suppenee, silld

0< L <1
— 2k 1 T 2k

ja 32(1/2)* on suppeneva geometrinen sarja.
b) Verrataan harmoniseen sarjaan Y (1/k). Inz on kasvava funktio ja lne =
1, joten Ink > 1, kun k > 3. Siten

Ink _ 1

T s -

k —k

kaikilla & > 3. Koska sarja > (1/k) on hajaantuu harmonisena sarjana, niin
myos tutkittava sarja hajaantuu.

Joskus sopivan vertailusarjan 16ytdminen on tyoladampaa:

3k —2 = 1
Esimerkki 8.47. Suppenecko a) » e b) > ﬁ?
k=1 k=1

Ratkaisu. a) Tutkitaan ensin asiaa tekeméilld seuraava arvaus: suurilla k
vakio seké osoittajassa ettd nimittajassia voidaan unohtaa, joten
3k—2 3k 3

K21 k2 Kk

>-(1/k) hajaantuu harmonisena sarjana, joten ilmeisesti tutkittava sarja-
kin hajaantuu. TaAma ei viela riitd todistamaan hajaantumista, mutta
paattely antaa vihjeen, etté termeja kannattaa pyrkia arvioimaan alhaalta
péin (1/k):lla. Suoraan saatava arvio

3k—2 3
< Z
K24+1 " k
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on kdyttokelvoton, koska arvio menee vaaradn suuntaan. Arvioidaan seuraa-
vasti: kun k > 2, on 3k — 2 > 3k — k ja k? + 1 < k? + k, joten tilloin

3k—2 _3k—k 2k 2
E2+1 " k24+k  k(k+1) k+1
Koska o ~ 1
——=2) -~ =
i k1 =k

(harmoninen sarja), niin tutkittava sarja hajaantuu.

b) Ilmeisesti kdly samoin kuin esimerkissa 8.46 a) . Nyt kuitenkin

1 >1
2k —1 7 2K

joten ei voida suoraan verrata sarjaan Y_(1/2%). Tutkitaan niiden sarjojen
termien osamaaraa:

1/(2F—1) 2k 1

= = —
1/2* 2F—1 1—1/2F

L,

kun k£ — oo. Siten jostakin k:n arvosta lahtien on (valitse raja-arvon mééri-
telméssé 8.6 epsiloniksi 1)

1/(2% — 1) 1 1
— <2 = 0< < 2—.
128 = S ok 1 = Tok

Koska sarja 3(1/2%) suppenee, niin tutkittava sarja suppenee.

Seuraavassa testissa ei tarvita vertailusarjaa, vaan sarjan suppeneminen tai
hajaantuminen paatelldan sarjan termien kayttaytymisesta.

Lause 8.48 (Suhdetesti, ratio test). Olkoon Y ay posititviterminen sarja ja
olkoon u
L = lim =
k—o0 ak‘

olemassa aarellisend tai L = oo.

(1) Jos L < 1, niin sarja suppenee.
(2) Jos L > 1, niin sarja hajaantuu.

Tapauksessa L =1 voi kaydd kummin vain.
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Todistus. (1) Valitaan r € (L,1). Raja-arvon madritelmén mukaan on ole-
massa N € N siten, ettd kaikilla & > N pétee

Ak+1

Qg

<7 ts. agy1 < agr.

Siten

any1 < anr
anto L anpr < aNr2

anys < ayyor < ayr®

ja yleisesti
anix < anr”.
o0
> anT* on suppeneva geometrinen sarja (suhdeluku r € (=1, 1)), joten
k=1

00 &) o<
Ry = Z CLk:ZCI,N+k§ZCLN7’k<OO.
k=N+1 k=1 k=1

oo
Siten Z aj suppenee.
k=1

(2) Suurilla k on a; > 0 ja 2 > 1 jolloin 0 < ay < agsr. Ei siis voi olla
ag

klim ar = 0, eiké sarja siten suppene (lause 8.30).
— 00

Harmoniselle sarjalle >>(1/k) ja yliharmoniselle sarjalle >3(1/k?) on L =
1, mutta ensin mainittu naistd hajaantuu ja toinen suppenee. Tapauksessa
L =1 tama testi ei siis anna tulosta. 0

Maaritelma 8.49. Jos n € N, niin médritellidn n-kertoma (factorial) n!
asettamalla

Lisdksi asetetaan 0! = 1.
Esi kki 8.50. S k OOlOk?
simerkki 8.50. Suppeneeko kz::l o

Ratkaisu. Sarja on positiiviterminen. Kaytetdédn suhdetestia:

10k+1
a1 (E+1) k105N k(k—1)---2-1 "
ar 108 (k+1)! 108 (k+Dk(k—1)---2-1
k!
1
:—O%O,

E+1
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kun k — oo, joten sarja suppenee.

8.4 Vuorottelevat sarjat ja itseinen suppeneminen [5,
10.7]

Maaritelma 8.51. Sarja on vuorotteleva (alternating), jos sen termit ovat
vuorotellen positiivisia ja negatiivisia, ts. sarja on muotoa

o0

Z(—l)k+1ak =a; — Gy +a3—aqg+as—--- (852)
k=1

tai -
Z(—l)kak:—CL1+CL2—CL3+CL4—CL5+"' y (853)
=l

joissa a; > 0 kaikilla k.

On huomattava, etta téssd merkinnéssé ax:lla ei merkita k:tta termié, vaan
k:nnen termin itseisarvoa.

Lause 8.54 (Leibnizin testi). Jos wvuorottelevalle sarjalle (8.52) tai (8.53)
patee, etta

® ap > ayy kaikilla k ja

e lim ap =0,
k—o0

niin sarja suppenee. Silloin jadinndstermille R, pdtee
|Rn‘ S Ap+1,

toisin sanoen jadnnostermin itseisarvo on pienempi kuin ensimmdisen pois-
jatetyn termin itseisarvo.

Todistus. Ks. [5, Thm 10.7.1-2]. O

Esimerkki 8.55. Vuorotteleva harmoninen sarja

2 (=1)kH! 1 1 1 1
A O s R
kzzzl k 2+3 4+5
suppenee, silla
1> I
ak—k_k+1—ak+1
0

kaikilla £ ja klggl() ay = kh_}r{.lo =
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Esimerkki 8.56. Tutkitaan summaa

S=>
o 12k
ja osasummaa
5 3 1
" 14 2k

a) Laske osasumma Sy ja arvioi, milla tarkkuudella S ~ S,.
b) Hae S:lle oikea kolmidesimaalinen likiarvo.
Ratkaisu. Sarja on vuorotteleva ja yleisen termin itseisarvo

1

S s

toteuttaa Leibnizin testin oletukset (miksi?), joten sarja suppenee.
a) Osasummaksi lasketaan

4 k
S, = k; ijrl;k = —; + ; — ; + 117 ~ —0,185 621.

Koska S = S,, + R,,, niin

S — |Ra| <8< S, + | Ryl (8.57)
Leibnizin testin virhearvio on

Rl € s = 5, (8.59)

eli osasummalle Sy

Ry < T+ ~ 0,030 303.

Arvion (8.57) mukaan
—0,215 924 < S < —0,155 318.

Niinpa voidaan péaatella, ettd summalle S saatiin oikea likiarvo yhden desi-
maalin tarkkuudella: S ~ —0,2.
b) Lasketaan virhearvioita (8.58):

n | |R,| <

11 | 0,000 244
12 | 0,000 122
131 0,000 061
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Kokeillaan, riittéisiko valita n = 12: Sj5 &~ —0,205 618, joten arvion (8.57)
mukaan
—0,205 740 < S < —0,205 496.

S:n oikea kolmidesimaalinen likiarvo on siis —0,206 tai —0,205. Asian var-

mistamiseksi lasketaan Sy3 ~ —0,205 740, joten arvion (8.57) mukaan
—0,205 801 < S < —0,205 679.

Oikea kolmidesimaalinen likiarvo on siten S &~ —0,206.

Maaritelma 8.59. Sarja > ay suppenee itseisesti (converges absolutely), jos
sarja Y |ag| suppenee.

Lause 8.60. Jos sarja suppenee itseisesti, niin se suppenee. Toisin sanoen
jos 3 |ax| suppenee, niin > ay suppenee.

Todistus. Koska

ag, jOS Ay Z 07

|ax| = .

—ag, jos ap <0,

niin
0 < |ag| + ar < |ag| + |ax| = 2|ax].
Niinpéa sarja
Z(‘CLH + ak) (861)

on positiiviterminen ja silld on majoranttina sarja Y 2|ax|. Oletuksen mukaan
taméa sarja suppenee, joten myos sarja (8.61) suppenee. Nyt sarja

Sar = ((larl + ar) — laxl) = Yo (lawl + ax) = D ]

voidaan esittadn kahden suppenevan sarjan erotuksena, joten se lauseen 8.28
mukaan suppenee. O

Kéaanteinen tulos ei péde, silla esimerkiksi vuorotteleva harmoninen sarja
suppenee, mutta sen itseisarvosarja on harmoninen sarja, joka hajaantuu.
Tallaista sarjaa, joka suppenee, mutta ei suppene itseisesti, sanotaan ehdol-
lisesti suppenevaksi (conditionally convergent).

. . > (—1)Fk
Esimerkki 8.62. Suppeneeko kz_:l o ?

Ratkaisu. Tutkitaan itseistd suppenemista suhdetestilla:

k+1
lag11] okt 1 1k+1 1< 1) 1
|| k 2 k A 2’
ok

kun k — o0, joten sarja suppenee itseisesti. Niinpa se suppenee.
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Muokataan suhdetesti (lause 8.48) muotoon, jota voidaan kiyttda suoraan
kaikille (my6s ei-positiivitermisille) sarjoille:

Lause 8.63 (Suhdetesti). Olkoon Y- ay sarja ja olkoon

Ag41

ay

L = lim

k—o00

olemassa aarellisend tai L = oo.

(1) Jos L < 1, niin sarja suppenee itseisesti.

(2) Jos L > 1, niin sarja hajaantuu.

Tapauksessa L = 1 voi kaydd kummin vain.

Todistus. Sarja - |ax| on positiiviterminen, joten véite (1) seuraa suoraan
lauseesta 8.48. Kohdassa (2) soveltamalla lauseen 8.48 todistuksen padtte-
lya sarjaan Y |ax| ndhdaan, etté ei ole lim |a,,| = 0. Siten ei myoskéén ole
r}grgo a, = 0, joten sarja )_ aj ei suppene. O

8.5 Potenssisarjat [5, 10.8]

Maaritelma 8.64. Luvusta x € R riippuvaa sarjaa

’i ar(z —c)* =ag +a1(z —¢) +ag(x — c)* +az(zx —c)*+---  (8.65)

kutsutaan potenssisarjaksi (power series) pisteen ¢ suhteen. Luku ay on k:sta
riippuva kerroin ja ¢ € R on kehityskeskus.

Téssd ensimmaéisessd termissi (z — ¢)? = 1, jos © # ¢. Mukavuussyisti so-
vitaan, ettd potenssisarjoissa (mutta ei ilman harkintaa muualla!) 0° = 1,
jolloin ensimmaéinen termi on ag(x — ¢)? = ay kaikilla z.

Esimerkki 8.66. Sarja

o) k 00 1

> =2 e -0

k=0 k=0

on potenssisarja pisteen 0 suhteen (ay = 1/k!). Suhdetestilla ndhdéén, etta
sarja suppenee itseisesti, kun x # 0:

k1
(k+1)! ||
= — 0
xk k+1 ’

k!
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kun k£ — oco. Myo0s pisteessa x = (0 sarja suppenee itseisesti, joten sarja
suppenee itseisesti kaikilla x € R.

Lause 8.67. Jos potenssisarja

o0

Z &kilfk

k=0
suppenee jollakin x = xo # 0, niin sarja suppenee itseisesti kaikilla x, joille
—|xo| < < |z0].

Todistus. Olkoon = € (—|xzo|, |zo|) ja merkitddn r = |x /x| < 1. Koska sarja
suppenee pisteessa xg, on oltava limy_, akx’(‘j = 0 ja siten on olemassa indeksi
K siten, etti |apzh| < 1 kaikilla k > K. Nyt

[e’s) o) LCk o)
Z ‘akxk‘ = ‘aw’é’ —| < Z r* < oo, L]
k=K k=K Ty k=K

Seuraus 8.68. Potenssisarjalle (8.65) pdtee tdismdlleen yksi seuraavista:

e Sarja suppenee vain kun x = c.
e Sarja suppenee itseisesti kaikilla x € R.

o Eradlle R > 0 pdtee: sarja suppenee itseisesti, kun c — R <z < c+ R
ja hajaantuu, kun |z —c| > R.

Todistus. Viite seuraa edellisesté lauseesta asettamalla ¢ = x—c, jolloin vaite
palautuu sarjan 3 a;t* tutkimiseksi. O

Lukua R € [0,00) tai R = oo kutsutaan sarjan suppenemissdteeksi (radius of
convergence). Niiden pisteiden joukkoa, joissa sarja suppenee, kutsutaan sup-
penemisvdliksi (interval of convergence). Jos R € (0,00), niin padtepisteissa
¢ — R ja ¢+ R sarja voi supeta tai hajaantua. Potenssisarjan suppenemisvéli
on siis {c}, (c— R,c+ R), [c— R,c+ R), (c— R,c+ R], [c— R,c+ R] tai R.

Suppenemisside selvidd usein suhdetestilla: Oletetaan, ettéd potenssisar-
jalle (8.65) on olemassa (&érellinen) raja-arvo

Ag+1
Qg

Pl

Merkitdin yleistd termid u, = ap(x — c)*. Télloin suhdetestin (8.63) raja-
arvolle patee

Ap+1
Qg

|ZIZ' _ C|k+1

|z = cf*

Uk+1
Uy

= lim

k—o0

=plx—cl <1

lim
k—o0
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jos ja vain jos |z — ¢| < 1/p. Suppenemissidde on siis

1
R=-=1lim
p k—o00

Qg

Qk41
Mahdolliset paétepisteet ¢ — R ja ¢ + R on tutkittava erikseen.
Esimerkki 8.69. Selvité potenssisarjan suppenemisvali:

> (2x 4+ 5)"

a) g:lf b) ni)n! <a2:>” ) nzo(n2+1))3"

Ratkaisu. a) Tamé on potenssisarja, jolle ag = 0 ja a;, = 1/k muilla k seké
¢ = 0. Tutkitaan suppenemista suhdetestilla (x # 0):

xk"‘l

E+1 k

o = glel = .
*

kun k£ — oo. Sarja siis suppenee itseisesti, kun |z| < 1, ts. kun z € (—1,1)
(ja hajaantuu, kun |z| > 1). Tutkitaan viela padtepisteet: Kun x = 1, sarja
on harmoninen sarja ja siten hajaantuu. Kun x = —1, sarja on vuorotteleva
harmoninen sarja ja siten suppenee. Sarjan suppenemisvéli on siis [—1, 1).
b) Muokkaamalla
00 n 00 |

n! (m) = T
") T L
nidhdaan, ettd kyseessi on potenssisarja, jolle a,, = n!/2" ja ¢ = 0. Tutkitaan
suppenemista suhdetestilla (z # 0):

(TL + 1)| n+1
2n+1 n 4+ 1| ’ .
= X 0
n! 2 ’
—n
2n

kun n — oo. Sarja siis suppenee vain kun x = 0.
c) Nyt
i (2x 4+ 5)" _ i 2"(x — (=5/2))"
(n?2+1)3" (n?2+1)3"

n=0 n=0
Taméan potenssisarjan kehityskeskus on ¢ = —5/2. Suhdetesti (z # —5/2):
2n+1 (l‘ _ (_5/2))n+1
(n+1)241)3n+1
2"(x = (=5/2)"
(n?2+1)3n

n?+1
(n+1)2+1

zg |z — (=5/2)] %glx—(—5/2)l,
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kun n — oo. Sarja suppenee itseisesti, kun

2 3

§|x —(=5/2)| <1 & |x—(-5/2)|< 3
Suppenemisside on siis R = 3/2 ja sarja suppenee ainakin valilla (—5/2 —

3/2,-5/2 + 3/2) = (—4,—1). Péétepisteet: Pisteessi x = —4 sarja tulee
muotoon

Tama suppenee itseisesti, silla

o0 [e.e] 1
; T;nz—i—l

Pisteessa x = —1 sarja tulee muotoon

7‘L

n2+1

= 1

D

—n?+l’

joka nahdaan suppenevaksi samalla arviolla kuin edelld. Kysytty suppene-
misvéli on siis [—4, —1].

Potenssisarja maéarittelee suppenemisvélillaén funktion
oo
) =Y @’ =ag+ a1z + asx® +aza® + - (8.70)
k=0

Seuraavan lauseen mukaan f on derivoituva ja integroituva, ja derivointi ja
integrointi voidaan suorittaa termeittdin aivan kuten polynomille.

Lause 8.71. Olkoon R > 0 potenssisarjan (8.70) suppenemisside. Talldin
funktio f(x) on derivoituva vdlilld (—R, R) ja integroituva jokaisella vdlilld

[a,b] C (—R,R). Kun —R < z < R, niin

= Z D(az*) = Z kapz" ! = a1 + 2a01 + 3a3z® + dax® + -+ ja

| ryae i/ =3 B T l00t 4 Lapet 4
= a = = apr + —a1x° + —agx’ + - - -
U k=0"0 ’ im0 k1 ’ 2" 3

Lisdksi derivoidulla ja integroidulla sarjalla on sama suppenemisside R.

Lause pitee vastaavalla tavalla myds yleiselle potenssisarjalle 3 a(z — ¢)*.



INSINOORIMATEMATIIKKA 1 & 3 188

Todistus. Sivuutetaan. O

Esimerkki 8.72. Tutkitaan geometrista sarjaa

1
11—z

=Y df=1l+a+a>+2*+-- (—l<z<1) (8.73)
k=0

Derivoimalla (8.73) puolittain saadaan

1 o0
m:Zlmk_l:1+2x+3$2+4x3+--- (-l<ax<1)| (8.74)
k=1

Toisaalta integroimalla (8.73) puolittain O:sta x:44n saadaan

=1 1 1. 1
—In(1—2)=>)_ AR R R R A SRR
kil 2" T3t Ty

Sijoitetaan téssd zm paikalle —x (=1 <z < 1):

—1)k 1 1 1
( )mk+1:x—fx2+fx3—fx4+--w (8.75)

In(1 -
n(l + ) Zk+1 2" T3t T

k=0

8.6 Taylorin sarja ja Taylorin polynomi [5, 10.4, 10.9]

Lauseen 8.71 mukaan jokainen potenssisarja 3 a;z® esittdd suppenemisvélil-
ladn derivoituvaa funktiota f(x). Kédéntden voidaan kysya: jos funktio f(x)
on annettu, niin milla ehdoilla on olemassa potenssisarja 3 aiz* siten, ettd
f(x) = ¥ apa®? Miten kertoimet a 16ydetidin? Lausetta 8.71 soveltamalla
nidhdaan, etta ainakin f(z):114 taytyy olla kaikkien kertalukujen derivaatat.
Liséksi kertoimet voidaan valita vain yhdella tavalla:

Lause 8.76 (Potenssisarjan yksikésitteisyys). Jos
fl@) = ar(z -
k=0

vililli (¢ — R, c+ R), niin
F(e)

n!

Ay =

kaikilla n € N.
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Todistus. Sovelletaan lausetta 8.71 n kertaa:

= i kag(z — ¢)F!

Zk — Dag(x — c)F2

™ (z Z k(k—1)(k=2)--- (k= (n—1))ag(z — c)*™

Asetetaan viimeisessa yhtélossa x = ¢, jolloin sarjasta jaa jéljelle vain indek-
sid k = n vastaava termi. Saadaan f™(c) = nla,. O

Maaritelma 8.77. Jos funktiolla f(x) on pisteessd x = ¢ kaikkien kertalu-
kujen derivaatat f*)(c), niin lauseen 8.76 miirdimis potenssisarjaa

Z f k! < (CU — C>k
k=0 : (8.78)

" (3)C
= i@+ @)+ L@+ T

kutsutaan funktion f Taylorin sarjaksi (Taylor series) pisteen ¢ suhteen. Jos
¢ = 0, niin sarjasta kdytetdan myos nimitysta Maclaurinin sarja (Maclaurin
series).

Vaikka sarja (8.78) suppenisi pisteessé x, niin se ei valttdméatta suppene kohti
funktion arvoa f(z).

Esimerkki 8.79. Olkoon

f(a) = {e‘l/"” . kun z #0,

0, kun z = 0.
f on jatkuva myo6s 0:ssa, silla

lim f(z) = lim e /%" = 0.

z—0 z—0
Kun z # 0, niin
2 2
/ _ “ -1/
f(z) = 3¢ :
Muuttujanvaihdolla ¢ = 1/2% nihdéén, etta

—1/a? (3/2
lim f'(z) = 2 lim =2 lim — =0, (8.80)

z—0 z—0 3 t—oo et
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silld eksponenttifunktio voittaa kasvussa potenssifunktion (ks. (6.73)). Lauseen
6.57 mukaan f:n jatkuvuudesta ja (8.80):sta seuraa, etté on olemassa f'(0) =
0. f'(x) on siten kaikkialla jatkuva ja kun z # 0, niin vastaavalla tavoin kuin
edelld saadaan

f(x) = (—6 + 4) e 1/ 0,

kun z — 0. Siten on olemassa f”(0) = 0. Néin jatkaen ndhdaan, etta f:11a on
kaikkien kertalukujen jatkuvat derivaatat ja ettd ne ovat kaikki nollia 0:ssa:
f®)(0) = 0. Niinpa f:114 on kaikilla € R suppeneva Maclaurinin sarja

= fW0) 4
ICZ::O I z¥ = 0.

Kuitenkin f(x) # 0 kaikilla x # 0, joten sarja esittda f:44 vain 0:ssa.

Seuraava lause antaa keinon tutkia, milloin Taylorin sarja suppenee kohti
funktiota.

Lause 8.81 (Taylorin kaava). Olkoon funktiolla f: I — R kaikkien kertalu-
kujen derivaatat vililld I ja olkoon c € I. Silloin kaikilla x € I on voimassa
Taylorin kaava

f(z) = Py(x) + Ry (), (8.82)
missa 5
P,(z) = I; / k:!< )(91; —¢)* (8.83)

on Taylorin sarjan n:s osasumma eli n. asteen Taylorin polynomi (Taylor
polynomial) ja

£0(z)

Fn(z) = (n+1)!

(x — )"t  missi z € [c,z) tai z € (x,] (8.84)

on Taylorin sarjan virhetermi (Taylor remainder).
Todistus. Sivuutetaan. [
Nyt funktion Taylorin sarja esittaéd funktiota niilla x, joilla virhetermin raja-

arvo on nolla, ts.
_ & ()
=2 k!

f@) =2 P —o)

jos ja vain jos

(n+1)
lim R,(z) = lim ()

_ A\ntl
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Korostettakoon, ettd lauseen 8.81 z riippuu x:n lisdksi myds n:sta: z =
z(xz,n). Erityisesti em. raja-arvoa laskettaessa ei voida olettaa, ettd z olisi
vakio. Vertaa esimerkkiin 8.86, jossa ongelma hoidetaan arvioimalla e* < el*l|
missé e/l on n:n suhteen vakio.

Esimerkissi 8.72 saatiin johdettua funktioiden 1/(1 — z)? ja In(1 + z)
potenssisarjaesitykset "sattumalta” derivoimalla ja integroimalla funktion
1/(1 — z) potenssisarjaa. Taylorin kaavalla saadaan (ainakin periaatteessa)
potenssisarjaesitys mille tahansa funktiolle, jolla sellainen on olemassa. Yksi-
kasitteisyyslause 8.76 takaa, ettd saatu potenssisarja on aina Taylorin sarja,
olipa se saatu milla (kelvollisella) menetelmélla tahansa.

Seuraavaa lemmaa tarvitaan usein virhetermié arvioitaessa.

Lemma 8.85. Olkoon ¢ > 0. Silloin

1 < on vihenevd, kunn > c—1 ja
|
n!
2) lim & =0.

n—oo n

Todistus. (1) Tutkitaan, milloin a, 1 < a,, ts. aye1/a, < 1:

Cn+l
Any1 (n—l;l)! _C oy
ap, c n+17
n!

kunn > c¢— 1.
(2) Olkoon m = |¢] = ¢:n kokonaisosa. Silloin kaikilla n > m

c cc c c c c c c
= .. Ce 4,§_A4,_}07
n! 12 mm+1m-+2 n—1n n
N—— —— —— N——
=:AeR <1 <1 <1
kun n — oo. ]

Esimerkki 8.86. Etsi funktion f(x) = e* potenssisarjaesitys pisteen z = 0
suhteen.

Ratkaisu. Koska D(e?) = e, niin f*®)(0) = ¢ = 1 kaikilla k ja siten f:n
Maclaurinin sarja on

o] $k

7'.
i k!

Suppeneeko tdméa kohti e*:447 Olkoon = € R. Jos x < 0, niin kaikilla z €
(z,0] patee z < z < 0 ja siten z < |z|. Jos taas x > 0, niin kaikilla z € [0, z)
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pitee 0 < z < o = |x|. Aina siis z < |z| ja siten f™+D(2) = e* < el?l joten

kun n — oo (lemma 8.85). Niinpa
oo ok 2 3 g
Z?_1+x+5+§+5+ (z € R) (8.87)

Esimerkki 8.88. Etsi funktion f(x) = sin x potenssisarjaesitys pisteen = =
0 suhteen.
Ratkaisu. Lasketaan f:n derivaattoja pisteessid x = 0:

f(z) =sinx f(0)=0
f(x) = cosx f(0)=1
f"(z) = —sinzx f(0)=0

fP(x) = — cosx f<3 (0) =
f9(z) =sinz @(0) =

Neljas derivaatta on sinz, joten funktiot ja arvot alkavat toistua syklisesti.
Nyt [f™(2)] < 1 kaikilla z, joten

f(n-l—l)(z) ’x‘n-‘rl
0< IR, ()] = |5——2| o™ < 0
< [Fnl@) (n+1)! | _(n+1)!_> ’
kun n — oo. Niinpa
S (—1)* 2%k+1 _ a® 2 Al

Téassé potenssisarjaesityksen

o0
sine = Z a,r"
n=0
parillisten potenssien kerroin on siis 0:

{O, kun n = 2k,
a, =

(é%ilk)!, kun n =2k + 1.
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Vastaavalla tavoin voidaan johtaa

> (_1)k 2 4 6
cosxzz(@k;‘ =1 z —l—%—%—i—--- (x € R) (8.90)
= ! !

Esimerkki 8.91. Etsi funktion f(z) = (1 + x)* (k € R) potenssisarjaesitys
pisteen z = 0 suhteen.
Ratkaisu. Lasketaan f:n derivaattoja pisteessd z = 0:

fl@)=(1+ax)" f(0) =1

f(x) = k(1 + )" f(0) =k

f'(@) = k(k = 1)1 +a2)"2 f7(0) = k(k —1)
FO2) = k(k = 1)(k = 2)(1 +2)" FO0) = k(k = 1)(k - 2)

f@)=k(k=1)-(k—n+1)A+z)™ fO0)=kk—-1)---(k—n+1)

Niinpa Maclaurinin sarja on

:ik(k—u...(k—nﬂ)xn:i(k:)xn7

!
n=0 : n=0 n n=0 n

missa sarjan kerrointa kutsutaan binomikertoimeksi (binomial coefficient) ja
merkitaan

<k:):k‘(k:—1)...(k—n+1)7 k> 1 ja (/@):1' 5.92)

n n! 0

(Z) luetaan "k yli n:n”. Tutkitaan suppenemista suhdetestilla:

k anrl ﬁ—l
n+1 |k—n]‘| n 2] = |a]
— Tl x|,

<k>x" n+1 14 L

n n

kun n — oo. Sarja siis suppenee itseisesti, kun |z| < 1 ja hajaantuu, kun
|z| > 1. Osoitetaan, ettd sarja suppenee kohti funktiota f(x). Virhetermin
(8.84) kayttaminen osoittautuu téssa hankalaksi, joten menetellédén seuraa-
vasti: merkitdan
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ja derivoidaan termeittédin valilla |z| < 1:

o= S

Nyt
@) =S a( ot s Saft)er
= g:o(nJr 1)<n_k; 1>:c” +§n<z)x”
:§2Q”+”k%_éLQ$Fﬂw+”Mk_mugg_n+lvx"

n! n!

W<uk—m~«k—n+nw—ny+kw—lyuw—n+n>ﬂ

k(k—1) - (k—n+1)

n

n=0 nl
> [k
=k ( )x" = kg(z). (8.93)
n=0 n
Merkitéén edelleen h(z) = (1g—i(_x£> -, derivoidaan ja otetaan huomioon kaava
(8.93):
—kg(x) g'(x)

= 0.

@) = T T Ao

Siten h(z) on vakiofunktio ja koska h(0) = g(0) = 1, niin h(z) = 1 kaikilla
|z] < 1. Niinpa tiytyy olla g(z) = (1 + z)*. Saatiin todistettua seuraava
binomisarjaesitys (binomial series):

(1+x)k:i (Z):U” (keR, —1<az<1). (8.94)

n=0

Kokeile tarkistuksen vuoksi kaavaa tapauksissa k = 2, k = 3 ja k = —2 (jota
voit verrata esitykseen (8.74)).

Joskus tunnettuja sarjoja voidaan kayttad apuna potenssisarjaesitysta muo-
dostettaessa.

Esimerkki 8.95. Maarité funktion f(z) = e*” Maclaurinin sarja.
Ratkaisu. Merkitadin ¢t = 22 ja kiytetadan funktion e’ tunnettua Maclaurinin
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sarjaa:
22 . 2 t3
e :e:1+t+5+§+"'
4 6 0 .2k
_ - SIICRNTCTU
=1+z +2!+3!+ = o (x € R).

8.6.1 Funktion polynomiapproksimaatio

Taylorin kaava (8.82) on térked tyokalu funktion approksimoinnissa: funk-
tiota f(x) arvioidaan Taylorin polynomilla P,(x) ja arviossa tehdyn virheen
suuruutta arvioidaan virhetermin R, (x) avulla.

Huomautus 8.96. Jatkossa sanonnalla "kahden desimaalin tarkkuudella”
tarkoitetaan sité, etta virhe < 0,005. Tama ei tarkoita valttdmatta sita, etta
saataisiin oikea kaksidesimaalinen likiarvo (vrt. esimerkki 8.56 b), mutta
likiarvon toinen desimaali on kuitenkin korkeintaan ykkosen verran vaara.
Vastaavasti maaritelladn yleisesti "n:n desimaalin tarkkuudella”.

Esimerkki 8.97. Laske e neljan desimaalin tarkkuudella.
Ratkaisu. Kéytetdan Taylorin kaavaa (8.82) funktiolle e” arvolla x = 1:

) 11
e=e =1+14++_-+ -+

2l " 3l 5+ Ba(1) = Pa(1) + Ra(1).

Koska "1 (z) = e* < e, kun 0 < z < 1, niin virhetermille (8.84) pitee

IR, (1)] = |f(n+l)(z) 1

ntl e < 3
(n+ 1!

T (n+1D)! T (n+ 1)U

On 16ydettéva n siten, etta |R,(1)| < 0,00005 = 1/20000, ts.

3 1
(n+1)! 20 000

& (n+1)!>60000.

Kokeilemalla havaitaan, etté pienin epdyhtéilon toteuttava n on n = 8. Siten
e:n arvo kysytylla tarkkuudella on

1 1 1
ez1+1+5+§+~~-+§%2,7183.

Esimerkki 8.98. Hae polynomi, joka approksimoi sin x:44 yhden desimaa-
lin tarkkuudella valilla a) [—n/4,7/4], b) [—7/2,7/2].
c) Milla tarkkuudella sin z:n 7. asteen Taylorin polynimi approksimoi sin x:44
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valilla [—m, 7]?
Ratkaisu. Taylorin kaavan

) 1.3 .1'5 -1 nx2n+1
ST = T — 3 +5'—---+((273+1)'—|—R2n+1($):P2n+1<$)—|—R2n+1(£L')
virhetermié voidaan arvioida
(2n+2) () [] ¢ |27+2 |2n+2
sy = LN faprer
(2n +2)! (2n +2)!
a) Nyt |z| < 7/4 <1, joten
Ranir(2)] < ——
1 ()] < ——=x.
2ntl (2n +2)!

Vaaditaan, etté

1 1
— |
(2 +2) < 0,05 = 50 & (2n+2)! > 20.

Riittaa valita n =1, eli

ZE?’

sinx ~ P3(x )_$_§
yhden desimaalin tarkkuudella valilla [—m /4, 7/4].
b) Nyt |z| < 7/2 < 2, joten

22n+2
Ry, < —
o (] < Gy,
Vaaditaan, etta
2n+2
— < 0,05.
(2n +2)! ’
Riittaa valita n = 3, eli
A A
oy P _ x'
sin x 2 (z) = x — 3 + — 5

yhden desimaalin tarkkuudella valilla [—m /2, 7/2].

c) Nyt n =3, joten
8

|Rq ()] < S =0,235---

Approksimoitaessa sin z:44 valilld [—7, 7] polynomilla P;(z) = z— %—l— %T — 5
tehdaan siis korkeintaan 0,24:n suuruinen virhe.
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Seuraavassa kuvassa havainnollistetaan esimerkin 8.98 approksimaatioita.
Ensimmaisen asteen Taylorin polynomi

Pi(z) = f(c) + f(e)(z — o)
on lineaarinen approksimaatio, joka tassa esimerkissa on
sinz ~ P(x) = x.

Korkeamman asteen termien mukaan ottaminen parantaa arviota, kuten ku-
vastakin selvésti ndhdaan.

y = Pi(x)

N\ N

y = Pr(x)

Esimerkki 8.99. Heilurin heilahdusaika, 1. approksimaatio. Tarkas-
tellaan kuvan mukaista mallia heilurista, jossa massattoman langan (pituus
L) paassa oleva punnus (massa m) vapautetaan kulmasta 6y € [0, 7] (jolloin
—0y < 0 < 6p). Arvioidaan heilurin heilahdusaikaa eli jaksoa T.

Jéatetdan ilmanvastus huomiotta, jolloin punnukseen vaikuttaa liikkeen suun-
nassa ainoastaan painovoiman F = mg liikkeen suuntainen komponentti Fy,
jonka suuruus on

Fy = mgsiné.
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Kéytetaan sinille Maclaurinin kehitelmaé (8.89) eli

0> 65
ng=0—— +— —
S 31 7

ja tehdadn arvio sin 6 ~ 6. Kyseessa on vuorotteleva sarja, joten arviossa teh-
ddén virhe, joka on korkeintaan |6®/6| (Lemma 8.85 ja Leibnizin testi). Jos
esimerkiksi |#] < 10° ~ 0,17 rad, niin suhteellisen virheen maksimiksi voi-
daan arvioida (0,173/6)/0,17 ~ 0,5 %. Merkitdén z:114 punnuksen kulkemaa
matkaa tasapainotilasta (0 = 0) kulmaan 6, eli = Lf. Nyt
myg
Fg ~ mg@ = TCIJ,

eli Fy on likimain suoraan verrannollinen poikkeamaan x tasapainoasemasta,
verrannollisuuskertoimena (”jousivakiona”) k = mg/L. Pienilla kulmilla hei-
luri siis kdyttaytyy kuten vaimentamaton vapaa varahtelija (ks. luku 9.8.1),

jonka kulmanopeus on w = (/k/m = y/g/L. Jaksolle T" = 27 /w saadaan

siten arvio
L
T =~ 27r\/> (kun 6y on pieni).
g

Erityisesti ndhdaan, ettd pienilla 6y jakso ei riipu heilahduksen amplitudista
fy, vaan ainoastaan heilurin pituudesta L. Tamén vuoksi heilurikello nayttéa
oikeaa aikaa, vaikka heiluriliikkeen amplitudi pienenisi ajan kuluessa.

Esimerkki 8.100. Heilurin heilahdusaika, yleinen tapaus. Kun esi-
merkisséd 8.99 alkukulma 6; on ”suuri”, on edelld heilurin jaksolle T tehty
approksimaatio huono. Johdetaan tarkka kaava jaksolle T' yleiselld 6. Ku-
van kolmiosta paatellaan

L —h= Lcos#

(missa L — h <0, jos m/2 < 0 < 7), joten punnuksen korkeus kulmalla 6 on
h(0) = L(1 — cos ).
Korkeusero lahtokulmasta 6y kulmaan 8 > 0 on
Ah = h(0y) — h(0) = L(cos — cosb).

Punnus ldhtee levosta, joten vauhti v saadaan energianséilymislaista mgAh =
mu? /2, josta ratkaistaan

v = \/2gAh = \/QgL(cose —cosb).
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Jos rataliikkeen kulmanopeutta merkitaén w:lla, niin v = Lw = —La, joten

df v 29\/—
i _“f cos 6 — cos . (8.101)

Olkoon alussa (6 = 6y) ajanhetki ¢ = 0, jolloin punnuksen saapuessa alim-
paan pisteeseen (6 = 0) aika on t = T'/4. Nyt

T T/4
L / dt.
4 0

Tehdéddn tahan integraaliin muuttujanvaihto 8 = 0(¢). (8.101):sta saadaan

£ do
29 +/cos@ — cos B,

Rajat: kun t = 0, niin = 6 ja kun ¢t = T'/4, niin 6 = 0, joten

dt = —

T__ (L
4 2g Jo, \/cosO — cos

8L b0 do 4L b do
T=,>= =/
\/;/0 V/cos 0 — cos b \/Z/O \/k2—sin2(9/2)’

kun kiytetdin trigonometrisia muunnoskaavoja cosf = 1 — 2sin?(6/2) ja
cosfy = 1 — 2sin?(6y/2) ja merkitidén k = sin(6y/2). Tehdddn nyt muuttu-
janvaihto

Nyt

ksin ¢ = sin(6/2),

josta derivoimalla puolittain #:n suhteen
dp 1
k cos gb@ =3 cos(0/2)

eli

g0 — 2k cos ¢ 06 = 2ky/1 — sin? ¢ i = 2ky/1 — sin? ¢ 06,
cos(6/2) /1 —sin?(6/2) 1 — k?sin? ¢
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Rajat: kun # = 0, niin ksing = 0 eli ¢ = 0, ja kun 6 = 6y, niin ksing = k
eli = 7/2. Saadaan

_y \/7 /W/2 ky/1 — sin ¢
\/1 — k2sin? po/k% — kZsin ¢

L r7/2
:4f/ |
g /o 1—k2sin2¢

Tata integraalia kutsutaan elliptiseksi integraaliksi. Elliptista integraalia ei
voida integroida suljetussa muodossa (eli ilman sarjoja). Binomisarja (8.94)
eksponentin arvolla £ = —1/2 on

1 R
— — —x - =
vVi+zx 2 8
joten soveltamalla titd arvolla z = —k?sin? ¢ saadaan

w/2
T:4\F/ (1+1k2sin2¢+3k4sin4¢+~--> do.
g Jo 2 8

Ottamalla tasta mukaan useampia termeja saadaa heilahdusajalle arvioita

myos suuremmilla 6.
[L [7/2 | L
T~ 44— / dp =21y —.
g /o g

1. approksimaatio:
Péadyttiin samaan arvioon kuin esimerkissa 8.99.
2. approksimaatio:

L rm/2 1 L 2 /2
T~ 4 7/ (1+k2sm2¢) do— 2 E (T 2 [ Gn2 g0
g Jo 2 g\2 2 Jo
=7/4
: 02
_ 27”/£ (1 4 /e (00/2)> .
g 4

Nahdéan, ettda suuremmilla 6, heilahdusaika kasvaa 6y:n kasvaessa. Téta ha-
vainnollistetaan animaatioilla Wikipediassa [4].

8.6.2 Muita Taylorin sarjojen kayttotapoja

Joskus sarjoja voidaan hyodyntaa muotoa % tai 22 olevien raja-arvojen las-

kemisessa esimerkiksi tapauksissa, joissa ’'Hopital'n saanto ei tuota tulosta.
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r 1 _ 2
Esimerkki 8.102. Laske lim (e ! x)
e—=0 12 — In(1 + 22)

Ratkaisu. Kyseessia on muotoa % oleva raja-arvo. Kehitetdin e® ja In(1+2?)
sarjoiksi:

z? 28 ?
1 — 4+ = —1-
(e —1—x)? _( +x+2!+3!+ x)
22 —1In(1 +22) 2 x2_mﬁ4+mﬁ6_‘”
2 3
a? 2 S T 2 1
(2] F0ese) 4
Lt
ot x6+ xt 1 2x2+ 1
2 3 2 3 2
kun z — 0.

Taylorin kaavalla voidaan arvioida monia hankalia integraaleja.

1
Esimerkki 8.103. Arvioi integraalia / sin(2?) do kolmen desimaalin tark-
0

kuudella.
Ratkaisu. Kehitetadn integroitava funktio sarjaksi:

6 10 n .4An+2
sin(z®) =z —§+H_...+m+...
Integroimalla termeittain O:sta 1:een saadaan
1 1 1 1 (—1)"
2
dr = - — —— 4+ —— — ...
e e e Ao Tyt

Voitaisiin soveltaa esimerkin 8.98 virhearviota funktiolle sin(z?) ja arvioida
silla integraalin virhettd, mutta koska integraalin sarjakehitelmé on vuorot-
televa sarja ja toteuttaa Leibnizin testin oletukset (lemma 8.85), niin on yk-
sinkertaisempaa kayttiaa Leibnizin testid: pienin n, joka toteuttaa epayhtalon

< 0,0005
(4n+3)(2n+1)! 7

on n = 3. Haluttuun tarkkuuteen riittaa siis ottaa termit indeksiin n = 2
saakka:

/1'(2)d S R Y T
Sin(xr r - — — —_— = .
0 37 7.3 " 11-50

Tamé keino on huomattavasti tehokkaampi kuin "numeronmurskaaminen”
esimerkiksi jollakin luvun 7.5 numeerisen integroinnin menetelmallé, jossa
jouduttaisiin ottamaan kymmenia tai satoja osavaleja samaan tarkkuuteen
padsemiseksi.
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9 Differentiaaliyhtalot

Monien sovellusten matemaattisissa malleissa paadytaan yhtaloihin, joissa
esiintyy suureiden muutosnopeuksia toisten suureiden suhteen. Téllaisia yh-
taloita kutsutaan differentiaaliyhtéloiksi.

Esimerkki 9.1. a) Sijoitetaan kappale vakiolampoéiseen lampokylpyyn, jon-
ka lampotila on Tp (°C). Merkitadan kappaleen lampoétilaa T'(¢) (°C) hetkella ¢
(s). Oletetaan siis, etté télla kappaleella on jokaisessa sen pisteessa sama lam-
potila. LaAmp6 virtaa kuumasta kylméaan ja lampoétilan muutosnopeus 77(t)
on suoraan verrannollinen kappaleen ja ympaériston véliseen lampétilaeroon
T(t) —Tp, eli

T'(t) = —k(T () = T), (9.2)

missd & > 0 (1/s) on verrannollisuuskerroin. Kerroin —k on negatiivinen,
koska kappaleen ollessa ympéristod lampimampi 7'(t) — Ty > 0 ja lampétila
T'(t) vahenee ja siten derivaatta 7"(t) on negatiivinen. Piinvastaisessa tilan-
teessa T'(t) — Tp < 0 ja T'(t) > 0.
Jos vakiot k ja Tj tunnetaan, niin ratkaise funktio 7'(¢).

b) Suoraviivaisesti liikkkuvaan kappaleeseen vaikuttaa vakiosuuruinen tyon-
tovoima Fy (N) ja vauhdista v (m/s) riippuva vastusvoima —kv?, missa k > 0
(kg/m) on vakio. Kappaleeseen vaikuttava kokonaisvoima on Fy — kv?, joten
Newtonin lain mukaan Fy—kv? = ma, missi m (kg) on massa ja a (m/s*) on
kiihtyvyys. Merkitdan z(t):114 kappaleen paikkaa (m) hetkelld ¢ (s). Koska
2'(t) =v(t) ja 2”(t) = V/'(t) = a(t), niin

Fy — ka'(t)? = ma” (t). (9.3)

Jos vakiot Fy, k ja m tunnetaan, niin ratkaise funktio z(t).

9.1 Terminologiaa [5, 8.1]

Tavallinen differentiaaliyhtalé (ordinary differential equation, ODE) on yhtéa-
16, jossa esiintyy yksi muuttuja z, siitd riippuva tuntematon funktio y = y(x)
ja sen derivaattoja 1/,4”,.... Differentiaaliyhtilon ratkaisemisella tarkoite-
taan kaikkien sellaisten funktioiden y hakemista, jotka toteuttavat yhtélon.
Eraita peruskasitteita:

o Kertaluku (order): suurin yhtalossé esiintyvien derivaattojen kertalu-
vuista.

o Yksittdisratkaisu (solution): yksittainen funktio y, joka toteuttaa yhta-
lon.
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o Yieinen ratkaisu (general solution): kaava tai esitysmuoto, joka antaa
yhtélon kaikki ratkaisut, usein yhden tai useamman parametrin avulla
esitettyna.

e [Lrikoisratkaisu (particular solution): ratkaisu, joka muodoltaan poikke-
aa muista ratkaisuista tai on muuten erikoisasemassa.

o Alkuarvotehtivdssa (initial value problem) haetaan ratkaisua y, joka to-
teuttaa yhden tai useampia funktiolle y tai sen derivaatoille asetettuja
alkuehtoja (initial condition) y(xo) = yo, ¥'(x0) = y1, - - .-

Esimerkki 9.4. Yhtalo

1
20 (2) + 3" ()y(x) = "

on kolmannen kertaluvun differentiaaliyhtdlo. Monesti funktion y muuttuja
jatetdan kirjoittamatta, eli merkitdan lyhyesti

1
2xy + "y = —ev.
x
Esimerkki 9.5. Tarkastellaan differentiaaliyhtaloé
y =y (9.6)

on yksittaisratkaisu, kuten sijoittamalla néh-

1
Talle yhtalolle y(z) = — 1
T

déan: ]
! 2
YT wr Y
Yhtalon yleinen ratkaisu on
y(x) = CeR, (x<—-Ctaiz>-0C), (9.7)

T+ O’

ja lisdksi yhtélolla on erikoisratkaisu y(x) = 0. Sijoittamalla voit todeta, etta
kaikki muotoa (9.7) olevat funktiot ratkaisevat yhtalon. Myohemmin perus-
tellaan, miksi yhtalon kaikki ratkaisut erikoisratkaisua lukuunottamatta ovat
tata muotoa. Naistd ratkaisuista alkuehdon y(0) = 2 toteuttaa ratkaisu

12
1-2

y(z) = — 1

=3
Seuraavaan kuvaan on piirretty ratkaisuparven (9.7) funktiot C:n arvoilla
—1,0,1 ja 2 (ohuet kdyrat) sekd kyseisen alkuarvotehtdvéin ratkaisu, joka

kulkee pisteen (0,2) kautta (ja jolle C' = —1/2).
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Kéaydaan seuraavassa lapi joitakin tarkeimpia differentiaaliyhtalotyyppejé.

9.2 Integroimistehtava

Jos differentiaaliyhtélé on muokattavissa muotoon y' = f(x), niin se voidaan
ratkaista suoraan integroimalla.

Esimerkki 9.8. Ratkaise alkuarvotehtiava 3y’ = 22, y(1) = 1/2.
Ratkaisu. Kirjoitetaan yhtalo muotoon

1
y/(f) = §x2a

josta integroimalla
1 1
y(x) = /§x2 dx = §LL‘3 +C.

Lauseen 7.4 nojalla tdmé on yhtalon yleinen ratkaisu. Alkuehdon y(1) =1/2

toteuttava ratkaisu: 1 1
H==-—+C=-

joten C'= 7/18 ja siten kysytty alkuarvotehtévian ratkaisu on

1, 7
y(zr) = §x + 5
Oheiseen kuvaan on piirretty alkuehdon y(1) = 1/2 (C' = 7/18) toteuttavan

ratkaisun lisiksi muutama muukin ratkaisu.
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9.3 Separoituva yhtilo [5, 8.3]

1. kertaluvun differentiaaliyhtalod sanotaan separoituvaksi (separable), jos se
on muotoa

Y (x) = fz)g(y(x)). (9.9)
Jos g(y(x)) # 0, niin (9.9) voidaan kirjoittaa muodossa

= f(iL'),

joten

/93(/;(3)) dr = /f(a:) dz + C.

Tehddén vasemmalle puolelle muuttujanvaihto y = y(z) (kaava (7.18)):

/;(lz) :/f(x)da:+0. (9.10)

y voidaan nyt (yrittdd) ratkaista tastd yhtalostéd integroimalla. Lisaksi eri-
koisratkaisuja ovat vield vakiofunktiot y(x) = a, missé luku a on g:n nolla-
kohta.
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Kéaytannossa kaytettédessa separointia kaava (9.10) ”johdetaan” kirjoitta-
malla ensin

]

Tassa kerrotaan dx:lla aivan kuin se olisi luku ja siirretaén y:t vasemmalle
ja x:t oikealle (separointi), jolloin saadaan

dy

9(y) flo) de.

Tama integroidaan puolittain:

/;(lz):/f(x)dx%—c.

Huomautus 9.11. Kaavassa (9.10) ja yleisestikin differentiaaliyhtéloéiden
yhteydessé integroimisvakio kirjoitetaan nikyviin ja merkinta [ f(z)dz tar-
koittaa yhtd (mitd tahansa) f:n integraalifunktiota. Vertaa huomautukseen
7.14.

Esimerkki 9.12. Ratkaise differentiaaliyhtilo i/ = 2233
Ratkaisu. Kyseessi on separoituva differentiaaliyhtéls, jossa f(z) = 22 ja
g(y) = y. Separoidaan:

dy _ 2y3

% x
d
/—g:/xzdx—i-C'l
Y
11 1,

missd C' = —2(;. Lisaksi erikoisratkaisuna saadaan

y(x) = 0.

Esimerkiksi alkuehdolla y(1) = 3 (ts. C' = 7/9) saadaan ratkaisu

3 7 1/3
=, < | = .
y(z) o3 x <6>
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Esimerkki 9.13. Populaation koko. Tarkastellaan populaation kokoa x(t)
ajan t funktiona. Derivaatta 2/(f) kuvaa koon muutosnopeutta, ts. pienilla

At > 0 on
(t+At) —x(t)  koon muutos

2 (t) =~ z
At aikavali
Usein hyva perusoletus on, ettd muutosnopeus z’(t) on suoraan verrannolli-
nen populaation kokoon:

2 (t) = kx(t). (9.14)

Siten esimerkiksi kooltaan kaksinkertaisessa populaatiossa koon muutos on
kaksinkertainen aikayksikkod kohden. Ratkaistaan yhtéalo separoimalla:

dx

g A

ar =
/dm:k:/dt
X

Inx =kt+ C}

x(t) _ 6kt+Cl — 601 ek:t — Cekt

missd C' = e“* > 0. Jos hetkelld ¢t = 0 populaation koko on zg, niin (0) =
Ce® = C = xy, joten

x(t) = zoe. (9.15)

Populaation koko siis kasvaa eksponentiaalisesti, jos &k > 0 ja vihenee ekspo-
nentiaalisesti, jos & < 0.

Esimerkki 9.16. Radioaktiivinen hajoaminen. Merkitdén radioaktiivi-
sen naytteen radioaktiivisen isotoopin ydinten lukuméérdd N (t):114 ajan ¢
funktiona. Hajoavien ydinten lukumééra aikayksikossa eli —N’(¢) on suo-
raan verrannollinen ydinten lukumaéréaan, ts.

N'(t) = —kN(t), k=>0.
Esimerkin 9.13 mukaan
N(t) = Noe ™,
missd No = N(0). Olkoon 7 > 0 vakio. Lasketaan lukuméérien N(t 4 7) ja
N(t) suhde:
N(t + 7_) Noefk(tﬁ’T) —kr
= =e ",
N(t) Noe_kt

Huomataan, etta suhde ei riipu alkuajanhetkesta ¢. Voidaan laskea puoliin-
tumisaika T, jonka kuluessa lukumaéaré puolittuu:

1 1 In2
6_k725 = —kT:h’liz—IHQ = T:n?
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Esimerkki 9.17. Erdan maan vakiluku vuonna 2009 on 1 500 000. Olete-
taaan, etta maan oma vaesto lisdantyy 4 % vuodessa ja tdman lisiksi vuosit-
tain maahan muuttaa 50 000 asukasta. Selvitd maan vékiluku ajan funktiona.
Miké on vakiluku vuonna 20297

Ratkaisu. Merkitadn vikilukua z(t) ajan ¢ (vuosina, ¢ = 0 vuonna 2009)
funktiona. On ratkaistava alkuarvotehtava

2'(t) = 0,04x(t) + 50 000, (0) =1 500 000.
Muokataan yhtaloa:

252/ (t) = x(t) + 1 250 000
dz 1

— = —(z(t)+12
il (x(t) + 1 250 000)
Huomataan, ettd yhtédlo separoituu:
dz 1
—— = [ —dt+ C
/x+1250000 25" T4

t
In(z 4 1 250 000) = T C,
x + 1250 000 = e/%eCr = Cet/?

joten
z(t) = Ce’* — 1 250 000.

Alkuehdosta saadaan z(0) = C'—1 250 000 = 1 500 000, joten C' = 2 750 000.
Niinpa vékiluku ajan ¢ funktiona on

z(t) = 2 750 000e"/?> — 1 250 000

ja vuonna 2029 vakiluku on x(20) ~ 4 870 000.
Esimerkki 9.18. Ratkaistaan esimerkin 9.1 differentiaaliyhtalo (9.2), eli

drl
— = —k(T —Typ).
dt ( 0)
Tama separoituu:
dT
— k / dt
T—T, + C

1n|T—T0| = —k’t—f—Cl
1T — Ty| = e“re ™

T—Ty=+e"e™
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Merkitddn tissi C' = +e“'. Lampétila T ajan ¢ funktiona on siis
T(t) = TO + C@ikt.

Tissé termi Ce ™ — 0, kun ¢ — oo, eli kappaleen lampétila lihestyy 14m-
pokylvyn ldmpotilaa ajan kuluessa, kuten pitadkin. Lisdksi jos kappale on
aluksi ymparistod lampimampi eli 7(0) — Ty > 0, niin C' > 0 ja lampotila
T'(t) vihenee kohti raja-arvoaan Ty. Jos taas kappale on aluksi ympéristoa
kylmempi eli 7(0) — Ty < 0, niin C' < 0 ja lampotila T'(t) kasvaa kohti raja-
arvoaan Tp. Oheisessa kuvassa ratkaisu kahdella erimerkkiselld C':n arvolla.

Erikoisratkaisuun 7'(t) = Ty paddytaan silloin, kun 7°(0) — Ty = 0, toisin
sanoen jos kappaleella on alussa sama lampotila kuin ymparistolla.

C>0

9.4 Ensimmaéisen kertaluvun lineaariyhtilo [5, 8.4]

Téasséd luvussa tarkastellaan 1. kertaluvun (normaalimuotoista) lineaarista
differentiaaliyhtiloda (linear first-order equation)

y +a(z)y = f(2), (9.19)

missa a(x) ja f(z) ovat jatkuvia avoimella véalilla I. Koska a(x) on jatkuva,
on silla vakiota vaille yksikésitteinen integraalifunktio valilla I (lause 7.49).
Valitaan naista integraalifunktioista yksi ja merkitdan sitd A(zx):114. Muodos-
tetaan funktio p(x) = eA@ ns. integroiva tekiji (integrating factor). Kerto-
malla yht&lo (9.19) puolittain funktiolla u(x) # 0 ndhdaén, etta funktio y(x)
on yhtélon (9.19) ratkaisu jos ja vain jos

(v () + a()y(x)) e = f(2)e'. (9.20)

Lasketaan nyt tulon y(x)u(z) derivaatta:
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Niinpé funktio y(x) on yhtalon (9.19) ratkaisu jos ja vain jos

Integroimalla puolittain saadaan
y(x)pu(x) = //,L(at)f(x) dx + C, (9.21)
josta y(x) voidaan ratkaista. Saatiin todistettua:

Lause 9.22. Ensimmdaisen kertaluvun lineaariyhtdlon (9.19) yleinen ratkaisu
loydetdan seuraavasti:

e Muodosta integroiva tekija p(x) = ef s@) e,

Kerro yhtdlo puolittain integroivalla tekijalld.

Tunnista yhtdlon vasemmalta puolelta derivaatta D, (y(x),u(:c))

Integrot puolittain.

Lause 9.23 (Olemassaolo- ja yksikasitteisyyslause). Olkoon xy € I ja yo €
R. Silloin yhtdlolla (9.19) on tasmdlleen yksi alkuehdon y(xzo) = yo toteuttava
ratkaisu y(x) valilla 1.

Todistus. Integraalifunktion A(x) valinnalla ei ole vaikutusta y(x):4an: jos
yhtalossa (9.20) A(z):n paikalle sijoitetaan A(x)-+ D, niin saadaan puolittain
tekija eA@+P = eA@eD joten vakio e voidaan jakaa yhtilostd puolittain
pois. Kiinnitetdén siis jokin integraalifunktio A(z). Yhtalosta (9.21) voidaan
C ratkaista yksikésitteisesti siten, etta y(zo) = yo:

C' = you(zo) — [/ w(@) f(x) do u
T=x0
Esimerkki 9.24. Ratkaise alkuarvotehtivi 2%y’ + 2%y = 2%, y(1) = 0.
Ratkaisu. Muokataan yhtélé ensin normaalimuotoon
, 1
y+_y=a (z#£0), (9.25)

josta tunnistetaan a(x) = 1/z ja f(x) = z. Nyt

Al) :/d; — ln|a].
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Koska alkuehdossa x = 1 > 0, niin haetulle ratkaisulle > 0. Niinpa A(z) =
Inz ja integroivaksi tekijiksi saadaan u(z) = e™® = x. Kerrotaan yhtilo
(9.25) talla puolittain:

2

—~

y(r)r+y(r) =
D, (y(z)z) = 2*

y(x)x:/x2dx+6'
L[ _ (L _1e C
x(/x dx—i—C’)—x(?)x +C’>—3x +x'

1

y()

Alkuehto:

josta C'= —1/3. Kysytty alkuarvotehtavin ratkaisu on siis

1, 1

y(a) =327 — o

Havainnollistetaan vield olemassaolo- ja yksikéasitteisyyslausetta taman esi-

merkin tapauksessa. Nyt zp = 1 € (0,00). Kuvaan on piirretty alkuehdon

y(1) = 0 toteuttava ratkaisu (C' = —1/3) sekd muutama muu ratkaisu (C':n

arvoilla —2,—1,0,1 ja 2) vélilla (0,00). Jokaisen pisteen (xq,yo), o > 0,

kautta kulkee tdsmélleen yksi ratkaisukéyré. Vastaavasti myos vélille (—oo, 0)

on piirretty muutama ratkaisu (C'n arvoilla —2, —1,0, 1 ja 2). Jokaisen pis-
teen (o, o), xo < 0, kautta kulkee tasmélleen yksi ratkaisukéayra.

e .

Y

4
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Esimerkki 9.26. Ratkaise differentiaaliyhtilo ¢’ + 322y = 622
Ratkaisu. Yhtalé muotoa (9.19). Integroivaksi tekijiksi saadaan p(z) =

eJ 3% dr — o2* Kerrotaan yhtalo téalla puolittain:
i (x)e”” + y(z)32%e” = 62%e®
D, (y(x)ers> = 6a2e”’
y(z)e® = /6x26$3 dr +C
y(z) = e’ (/ 622¢” dx + C) = (26“"”3 + C)
=24 Ce™™.

Huomautus 9.27. Kun differentiaaliyhtédlolle on saatu laskettua ratkaisu,
kannattaa vield erikseen tarkastaa, ettd ratkaisu y(x) toteuttaa seké diffe-
rentiaaliyhtalon ettd mahdollisen alkuehdon.

9.5 Suuntaelementtikentta [5, 8.2]

Tarkastellaan differentiaaliyhtaloa

y = flz,y). (9.28)

Jos ratkaisun y = y(x) kuvaaja kulkee pisteen (z,y) kautta, niin ko. pis-
teessd kuvaajan tangenttisuoran kulmakerroin on k£ = f(z,y). Kuvaajalla on
siis tangenttivektori (1, f(z,y)). Normeeraamalla tadmé ykkoésen mittaiseksi
saadaan yksikkotanttivektori pisteessé (z,y):

. (1 fx,y)
Fle) = 12+ f(z,9)?

Funktiota F' sanotaan suuntaelementtikentiksi (slope field, direction field).
Piirretdén xy-tasoon sopivin vélein pisteisiin (z,y) vektoreita F(z,y). Nyt
jokainen ratkaisu y = y(x) kulkee suuntaelementtikentéssé kentén osoittamia
suuntia noudattaen. Seuraavaan kuvaan on piirretty differentiaaliyhtalon

y=z-y

suuntaelementtikentta seka alkuehdot y(1) = 1 ja y(1) = —1 toteuttavat
ratkaisut. Vektoreiden pituuksiksi on selvyyden vuoksi skaalattu 0,5.
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9.6 Numeerinen ratkaiseminen [5, 8.2]

Tarkastellaan alkuarvotehtavaa

y/ - f(.%‘, y)7 y(xo) = Yo (929)

Ratkaisukédyran y = y(z) kulmakerroin pisteessa (xg, yo) on ' (x¢) = f(zo,v0),
joten ratkaisua y(x) voidaan approksimoida pisteen xq ldhelld lineaarisella
approksimaatiolla T'(z) = yo + f(x0, yo)(x — o). Olkoon h > 0 ja merkitdan
r1 = xg+ h. Nyt

y(x1) ~ yo + f(xo, yo)h =: y1.
Péadadytadn pisteeseen (x1,%1), joka on likimain kdyrilla y = y(z). Tehddan

pisteesta (x1,y;) vastaava siirtyméd kuin edelld kayttdaen kulmakertoimena
lukua f (21, y1):

ro=x1+h, y(x2) =y + f(r1,y1)h = yo.

Yleisesti asetetaan rekursiivisesti

Tl =Tn+h, Yns1 =Yn+ f(Tn,yn)h, n=0,1,2,.... (9.30)

Tata kutsutaan Fulerin menetelmdksi askelpituudella h > 0.
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(x7 ) X
Sk ( 1, 31) (z2,92)

y =y(z) .
Esimerkki 9.31. Arvioi alkuarvotehtavan
y/:l‘+%7 y(O) :_37

ratkaisua valilla [0, 3] kdyttamalld askelpituutta h = 0,5.
Ratkaisu.

To = 0 Yo = -3

1 20,5 Y1 :yo+(x0+y0/5) 0,5: —3,3

9 = 1,0 Yo =y1 + (1 +11/5) - 0,6 = —3,38

T3 = 1,5 Ys = Y2 + (l’g + y2/5) . 0,5 = —3,218

x4 =20 ys = ys + (z3 + y3/5) - 0,5 = —2,7898

x5 = 2,5 Ys = Ys + (x4 + y4/5) - 0,5 = —2,0688

x6 = 3,0 Ye = Ys + (x5 + y5/5) - 0,56 = —1,0257

Kuvassa on ylimpéna tarkka ratkaisu ja alimpana edellé laskettu numeerinen
ratkaisu askelpituudella h = 0,5. Valissa on askelpituuksilla A = 0,2 ja h =
0,05 lasketut numeeriset ratkaisut.
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Askelpituutta pienentamaélla Eulerin menetelmé antaa yleensé tarkempia rat-
kaisuja. Menetelma on kuitenkin numeerisesti erittdin huono kaytannossé
kaytettaviksi. Menetelméaa voidaan parantaa esimerkiksi laskemalla kulma-
kerroin f(x,y) useassa pisteessi valilla [z,,z,41] ja ottamalla ne sopivasti
huomioon ennen arvon y,,; méarittamista. Erés tallaisista menetelmista on
Runge-Kutta-menetelma, jota kdytetdan mm. Matlabin ode45-funktiossa.

Esimerkki 9.32. Ratkaistaan esimerkin 9.31 alkuarvotehtava numeerisesti
Matlabilla.

odefun=0(x,y)x+y/5; % yhtadlon oikea puoli x:n ja y:n funktiona

x0 = 0; % x:n alkuarvo
xf = 3; % x:n loppuarvo
yo = -3; % alkuehto

[x,y] = ode45(odefun, [x0 xf],y0);
% x:n arvot ja y:n likiarvot ovat nyt vektoreissa x ja y
plot(x,y) % ratkaisun kuvaaja

9.7 Toisen kertaluvun lineaariyhtilo [5, 8.6]

Téssa luvussa tarkastellaan 2. kertaluvun (normaalimuotoista) lineaarista
differentiaaliyhtiloa (second-order linear equation)

y' +a@)y + b(x)y = f(x), (9.33)

missé a(x), b(x) ja f(x) ovat jatkuvia avoimella vililla 1. Jos f(z) ei ole nol-
la kaikilla « € I, niin yhtéloa (9.33) kutsutaan epihomogeeniseksi yhtdloksi
(nonhomogeneous equation), lyhyesti EY. Yhtaloa (9.33) vastaava homogee-
ninen yhtdlo (homogeneous equation), lyhyesti HY, on

v+ a(x)y + b(x)y = 0. (9.34)

Lause 9.35 (Olemassaolo- ja yksikésitteisyyslause). Olkoon zq € I ja by ja
by € R. Silloin yhtalolla (9.33) on tasmdalleen yksi alkuehdot y(zo) = by ja
y'(zo) = by toteuttava ratkaisu y(x) valilld I.

Todistus. Sivuutetaan. O

Esimerkki 9.36. Tutkitaan differentiaaliyhtalon y” + 3y’ + 2y = 0 ratkaisu-
jen yksikésitteisyytta. Asettamalla pelkdstaan alkuehto y(0) = 1 kiinnitetdan
vain ratkaisun kuvaajan kauttakulkupiste. Kyseisen alkuehdon toteuttavia
ratkaisuja on aarettomén monta. Vasemmanpuoleiseen kuvaan on piirretty
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tallaisia ratkaisuja kulmakertoimilla y'(0) = —2, —1, 0, 1 ja 2.

Toisaalta asettamalla pelkéstdén alkuehto y'(0) = 1 kiinnitetdén vain rat-
kaisun kuvaajan kulmakerroin arvolla x = 0. Kyseisen alkuehdon toteuttavia
ratkaisuja on ddrettéomén monta. Oikeanpuoleiseen kuvaan on piirretty tél-
laisia ratkaisuja kauttakulkupisteini y(0) = —1, —%, 0, % ja 1.

Kun asetetaan molemmat alkuehdot y(0) = 1 ja 3/(0) = 1, saadaan yk-
sikésitteinen ratkaisu (paksu kuvaaja). Vertaa ensimmaéisen kertaluvun line-
aariyhtélon tapaukseen (esimerkki 9.24), jossa kunkin pisteen kautta kulkee

tasmalleen yksi ratkaisu.

Y Y
//&,x%x

9.7.1 Homogeeninen yhtilo

Aloitetaan toisen kertaluvun lineaariyhtalon ratkaisumenetelmén tarkastelu
homogeenisesta yhtalosta (9.34).

Lause 9.37. Olkoot y, ja yo homogeenisen yhtilon (9.34) ratkaisuja vdlilld
1. Silloin myds lineaarikombinaatio

Y = ciy1 + Gy (c1,c2 € R)
on homogeenisen yhtalon ratkaisu valilld 1.

Todistus. Nyt
! ! / . " 1 !
Y =Y+ Yy Ja Y =C1Y; + Yy
Siten
y' +a(@)y +b(z)y = (ay) + cayy) + a(z)(cryy + cayy) + b(z)(cryr + caya)

= c1(yy + a(z)y; + b(x)y1) + c2(ys + a(z)yy + b(x)y2)
:Cl'0+c2'0:0' u
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Maaritelma 9.38. Funktiot y; ja yo: I — R ovat lineaarisesti riippumatto-
mia (linearly independent, LI) valilla I, jos

ay(x) + coye(z) =0 kaikilaz el = ¢ =c=0. (9.39)
Muutoin y; ja yo ovat lineaarisesti riippuvia, (linearly dependent, LD).

Y1 ja yo ovat toisin sanoen lineaarisesti riippuvia tédsmélleen silloin, kun on
olemassa kertoimet ¢; ja g, ¢1 # 0 tai ¢ # 0 siten, etta ¢y (z) + coya(z) =0
kaikilla € I. Jos ¢; # 0, niin yi(x) = (—ca/c1)y2(x), ja jos ca # 0, niin
y2(x) = (—c1/c2)y1(x). Kaksi funktiota ovat siis lineaarisesti riippumattomia
tasmalleen silloin, kun kumpikaan funktioista ei ole toisen monikerta.

Esimerkki 9.40. a) Olkoon a # b. Silloin y;(z) = 2% ja yo(x) = 2 ovat
lineaarisesti riippumattomia, sillé

— = 2%~ £ vakio.
T
b) Olkoon a # b. Silloin y;(z) = € ja ya(x) = € ovat lineaarisesti riippu-

mattomia, silla

6[lfﬂ
— = (977 £ vakio.
ebx

c) yi(x) =sinz ja yo(x) = cosz ovat lineaarisesti riippumattomia, silla

sinx

= tan x # vakio.
CoS T

d) yi(z) = sin(2z) ja yo(x) = sinzcosz ovat lineaarisesti riippuvia, silla

y1(x) = sin(2z) = 2sinz cos © = 2ys(z).

Maaritelma 9.41. Olkoot y; ja yo: I — R derivoituvia avoimella valilla 1.
Funktioiden y; ja yo Wronskin determinantti (Wronskian) on funktio

Esimerkki 9.42. Funktioiden y;(z) = €* ja yo(z) = ze®* Wronskin determi-
nantti on
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Lause 9.43. Olkoot y; ja yo homogeenisen yhtdlon (9.34) ratkaisuja vililla
I ja olkoon W (z) niiden Wronskin determinantti. Silloin pdtee:

(1) Jos y1 ja ya ovat lineaarisesti riippuvia, niin W(x) = 0 kaikilla x € 1.

(2) Jos y1 ja yz ovat lineaarisesti risppumattomia, nitn W(x) # 0 kaikilla
rel.

Todistus. Derivoidaan yhtéalo (9.39) puolittain ja muodostetaan yhtaloisté
yhtalopari pisteessé zg € I:

(9.44)

c1y1(xo) + caya(0) = 0,
c1yi(zo) + cayn(xo) = 0.

(1) Kiinnitetadn nyt xo € I. Talléin (9.44) on muuttujien ¢; ja ¢y suhteen
lineaarinen yhtalopari, jonka kerroinmatriisin determinantti on funktioiden
y1 ja yo Wronskin determinantti W (zg). Koska y; ja ys ovat lineaarisesti
riippuvia, niin on olemassa kertoimet ¢; ja co, ¢; # 0 tai co # 0 siten, ettéd
c1y1 (o) + coyo(xg) = 0. Silloin my6s toinen yhtélo toteutuu, joten yhtalo-
parilla (9.44) on muitakin ratkaisuja kuin triviaaliratkaisu ¢; = ¢y = 0. Jos
olisi W(z) # 0, niin muita ratkaisuja kuin triviaaliratkaisu ei olisi (Insindo-
rimatematiikka 2), joten on oltava W (zq) = 0.

(2) Tehdddn vastaoletus: W (xg) = 0 jollakin zo € I. Silloin yhtaloparilla
(9.44) on muitakin ratkaisuja kuin triviaaliratkaisu ¢; = ¢ = 0. Valitaan
téallainen ratkaisu, missé ¢; # 0 tai ¢ # 0, ja muodostetaan homogeenisen
yhtalon ratkaisu

y(x) = 1y (x) + caya ().

Talloin (9.44):n mukaan y(x) toteuttaa alkuehdot y(xg) = 0 ja y'(x¢) = 0.
Koska nollafunktio 0 toteuttaa homogeenisen yhtalon ja em. alkuehdot, niin
lauseen 9.35 takaaman yksikésitteisyyden nojalla y(z) = 0 kaikilla x € I.

Niinpa y; ja yo ovat lineaarisesti riippuvia. Tama on vastoin oletusta, joten
on oltava W (z) # 0 kaikilla z € I. O

Lause 9.45. Olkoot y; ja yo homogeenisen yhtdlon (9.34) lineaarisesti riip-
pumattomia ratkaisuja valilla I. Silloin lineaarikombinaatio

Yy = c1y1 + C2y2 (c1,c2 €R) (9.46)
on homogeenisen yhtdalon yleinen ratkaisu valilld 1.

Todistus. Olkoon z mika tahansa homogeenisen yhtédlon ratkaisu ja y =
c1y1 + coyo. On osoitettava, ettd z = y joillakin ¢; ja co. Kiinnitetddn xg € 1.
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Derivoidaan y, lasketaan y ja 3 pisteessd xq ja muodostetaan yhtalopari

{qm@w+®w@w=Z@&
cryy (o) + eayh(0) = 2 ().

Tama on muuttujien c; ja ¢y suhteen lineaarinen yhtalopari, jonka ker-
roinmatriisin determinantti on funktioiden g; ja y» Wronskin determinant-
ti W(xy). Lauseen 9.43 mukaan W(zy) # 0, joten yhtaloparilla on ratkai-
su c¢1,c2 € R. Nyt funktiolle y péatee y(xg) = z(zo) ja ¥'(xo) = 2'(xo).
Olemassaolo- ja yksikésitteisyyslauseen 9.35 mukaan silloin z = y. O

Esimerkki 9.47. Tarkastellaan yhtaloa

y"' — 4y =0.
Funktiot y;(z) = €** ja yo(z) = e 2* ovat ratkaisuja, silla y}(z) = 4e** =
4y (z) jayy(x) = 4e2® = 4yy(x). Lisdksi y; ja yo ovat lineaarisesti riippumat-
tomia, silli y;(x)/ya(x) = € ei ole vakio. Niinpa yhtélén yleinen ratkaisu
on

y(x) = c1e® + coe .

Haetaan viela alkuehdot y(0) = 1 ja y/(0) = 1 toteuttava ratkaisu. Nyt
y'(x) = 2c1€** — 2c9e7 % joten vaaditaan

y(0) =c1+ e =1,
y,<0) = 201 - 202 =1.

Téasté yhtdloparista ratkaistaan ¢; = 3/4 ja co = 1/4, joten alkuehdot to-
teuttava ratkaisu on
(z) = §e2z + 1«3’2””
e

Esimerkki 9.48. 22%y” + zy/ —y = 0.

Helposti keksitaan ratkaisu y; = x. Etsitddn toista ratkaisua yritteella y =
u(z)x. Nyt v = vz 4+ u ja y” = vz + 2. Sijoittamalla y, vy’ ja y” yhtaléon
saadaan se muotoon

u" + 32%u = 0. (9.49)

Merkitsemélld z = v saadaan 232’ + 322z = 0. Lauseen 9.22 mukaan timén
1. kertaluvun yhtélon erdéksi ratkaisuksi saadaan z = 1/23, joten

11
u=—3— (+0).

12
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Néin ollen tarkasteltavan yhtalon toiseksi ratkaisuksi voidaan ottaa yo = 1/x.
Tarkasta vield sijoittamalla! y; ja yo ovat selvasti lineaarisesti riippumatto-
mia, joten yhtalon yleinen ratkaisu on

y=cr+ 2 (I =(—00,0) tai (0,00)).
xXr

Huomautus 9.50. Se, ettd yhtélossa (9.49) ei esiinny u:ta, ei ole sattu-
maa. Tassd menetelméassa paddytddn aina sijoituksella z = u' ensimmaisen
kertaluvun lineaariyhtaloon.

Yleistd menetelmad toisen kertaluvun lineaarisen homogeeniyhtélon ratkai-
semiseksi ei ole. Yhteenvetona:

e Jos pystytdan arvaamalla tai kokeilemalla hakemaan kaksi lineaarisesti
riippumatonta ratkaisua, niin lause 9.45 antaa yleisen ratkaisun (vrt.
esimerkki 9.47).

e Jos yksi ratkaisu y; tiedetdan tai arvataan, niin toista lineaarisesti riip-
pumatonta ratkaisua voidaan hakea yritteelld y = wy; (vrt. esimerkki
9.48).

e Jos yhtéalo on vakiokertoiminen, niin lause 9.54 antaa ratkaisumenetel-
man.

Maaritelma 9.51. Vakiokertoimiseen toisen kertaluvun homogeeniseen li-
neaariyhtaloon
v +ay +by=0  (a,b €R) (9.52)

liittyva karakteristinen yhtdlo on
M +ar+b=0. (9.53)

Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla karakteristiselle yhtalolle (9.53) las-
ketaan juuret

1
)\:)\172:2<—(I:|: \/(12—4b>.
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Lause 9.54. Jos karakteristisella yhtdlolla (9.53) on

(1) kaksi erisuurta reaalista juurta Ay ja g, niin (9.52):n yleinen ratkaisu
on
y = 1M + e,

(2) reaalinen kaksoisjuuri \, niin (9.52):n yleinen ratkaisu on

Yy = 1™ + e,

(3) imaginaariset juuret A = o &+ Bi, niin (9.52):n yleinen ratkaisu on
y = e <01 sin(8z) + ¢ cos(ﬁx)).

Todistus. Suoraviivainen todistus olisi todeta sijoittamalla, etta kussakin ta-
pauksessa kyseiset kaksi funktiota ovat lineaarisesti riippumattomia ratkai-
suja, jolloin niiden lineaarikombinaationa saadaan yleinen raktaisu. Raken-
netaan kuitenkin hieman konstruktiivisempi todistus.

(1) Aloitetaan yritteelld y = e**. Koska ' = e ja 3" = A\2e*®| niin sijoit-
tamalla yhtaloon (9.52) saadaan

(A2+aA+b)eM:0 & MNig\+b=0.

y = e on siis ratkaisu, jos A on karakteristisen yhtélon reaalinen juuri. Jos
karakteristisella yhtalolla on kaksi erisuurta reaalista juurta A; ja A9, niin
y1 = eMT ja yp = €% ovat lineaarisesti riippumattomia ratkaisuja, misté
valte seuraa.

(2) Jos karakteristisella yhtélolla on kaksoisjuuri A = —a/2 (ts. a®> —4b = 0),
niin kohdan (1) menetelmélli saadaan vain yksi ratkaisu y; = e**. Haetaan
toista ratkaisua yritteelld yp = u(x)e?®. Nyt

Yy = (u' + Au)e  ja
vy = (U + 20 + Nu)el.

Sijoitetaan namé yhtéloon (9.52):

(' + @A+ a)u’ + (N +ar+b) u) ¥ =0

& u”—i—(2)\—|—a)u’+(—a2/4+b)u:0
0 y
= =0

=N ' =0
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Talla on ratkaisuna esimerkiksi u = z, joten yhtélén (9.52) toinen ratkaisu
on Yy, = xe. y; ja y, ovat lineaarisesti riippumattomia, joten viite seuraa.

(3) Jos karakteristisella yhtéalolla on imaginaarinen juuri A = « + (4, niin
kohdan (1) mukaan yhtélolla (9.52) on imaginaarinen ratkaisu

z = 0BT — o cog(Br) + e sin(Bz),
kun kompleksisen eksponenttifunktion derivaatta x:n suhteen méaritelldan

2 = (a + Bi)el@thie,

Lemman 9.55 mukaan z:n reaali- ja imaginaariosat y; = e“* cos(fz) ja
Yo = €** sin(Sx) ovat myds yhtalon (9.52) (lineaarisesti riippumattomia) rat-
kaisuja. Vaite seuraa. O]

Lemma 9.55. Jos z(x) = u(z)+iv(x) on yhtilon (9.52) ratkaisu, niin myds
reaali- ja imaginaariosat u(zx) ja v(x) ovat ratkaisuja.

Todistus. Nyt 2/ =’ + v’ ja 2" = u” 4 0" Sijoitetaan ratkaisu z yhtaléon:

(u" 4 iv") + a(u + ') + b(u + iv) =0
& (u" + au' + bu) + i(v" + av' + bv) =0
& (u"+au' +bu) =0 ja (V" +a +bv)=0 O
Esimerkki 9.56. a) ¢y’ —y' — 2y =0.

Karakteristisen yhtélén A> — X — 2 = 0 juuret ovat A\; = —1 ja Ay = 2, joten
yleinen ratkaisu on y = cie™® + cye?®.

b) "+ 4y + 5y = 0.

Karakteristisen yhtalon A2 44\ +5 = 0 juuret ovat A = —2 44, joten yleinen
ratkaisu on y = e~ * (01 sin x + ¢ cos x)

c) ¥ —2y +y=0.

Karakteristisen yhtalon A2 — 2\ + 1 = 0 ainoa juuri on A\ = 1, joten yleinen
ratkaisu on y = c1e* + cozwe”.

Huomautus 9.57. Sovelluksissa vakiokertoiminen yhtal6é on yleenséd muo-
dossa, jossa y":n kerroin ei ole 1:

ay’" +by +cy=0 (a #0). (9.58)

Muokataan perusmuotoon (9.52):

b c
y”+fy'+fy:0.
a a
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Yhtalon (9.53) mukainen karakteristinen yhtélé on
b
A4 2a+ S =0,
a a

josta

ar? + b\ +c = 0. (9.59)

9.7.2 Epahomogeeninen yhtilo

Lause 9.60. Jos y, = c1y1 + cay2 on homogeenisen yhtalon (9.34) yleinen
ratkaisu ja y, on epihomogeenisen yhtdlon (9.33) yksittaisratkaisu, niin epd-
homogeenisen yhtdlon yleinen ratkaisu on

Y =Yn+Yp = C1¥1 + C2Y2 + Yp. (9.61)

Todistus. Jokainen muotoa (9.61) oleva y on ratkaisu, sillé (vrt. lauseen 9.37
todistus)

y" +a(x)y +b(x)y = (y, + alx)y), +0(x)yn) + (y, + a(z)y, + b(z)y,)
=0+ f(z) = f(2).

Olkoon sitten y on miké tahansa epahomogeenisen yhtéalon ratkaisu. On osoi-
tettaava, ettd y voidaan esittdd muodossa (9.61). Nyt

(y—up)" +alx)(y —yp) +b(x)(y — yp)
= (v +a(2)y’ +b(x)y) — (y, + a(x)y, + b(x)y,) = f(z) — f(x) =0,

joten y — y, on homogeenisen yhtdlon ratkaisu. Niinpéd se voidaan esittaa
muodossa

Y — Yp = C1Y1 + C2Yo,

josta vaite seuraa. O
Epahomogeenisen yhtalon
y' +al@)y + b(x)y = f(x)
yleisen ratkaisun etsimisen vaiheet ovat siis:
(1) Hae homogeenisen yhtéalon
y'+a(x)y +b(x)y =0

yleinen ratkaisu vy, = c1y1 + coyo.
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(2) Hae epahomogeeniselle yhtélolle yksittéisratkaisu y,,.

(3) Kirjoita yleinen ratkaisu
Y=Yntyp=cry1+ C2y2 + Yp.

Kohta (1) késiteltiin edelld. Rajoitutaan seuraavassa tarkastelemaan kohtia
(2) ja (3) vakiokertoimisen yhtélon tapauksessa.

Esimerkki 9.62. y" — 1y — 2y = 222,

Vastaavan homogeenisen yhtilon yleinen ratkaisu on y;, = cie™% + cpe** (esi-

merkki 9.56 a). Yhtilon oikella puolella on polynomi f(x) = 2z%. Kokeillaan,
olisiko epdhomogeenisella yhtalolld muotoa y, = az? + bx + ¢ oleva ratkaisu.
Nyt

y, =2ax +b ja y, = 2a,

joten sijoittamalla y, yhtaloon saadaan

2a — (2ax +b) — 2(ax® + bx + ¢) = 222
& —2ar’ + (—2a — 2b)z + (24 — b — 2¢) = 227

—2a =2 a =-—1
& —2a — 2b =0 < b =1
20—b—2¢c =0 c =-3/2

Yleinen ratkaisu on siten
y=cre " +cpe® —2® + 1 —3/2.

Esimerkin 9.62 periaatetta voidaan soveltaa yleisemminkin. Esimerkiksi jos
f(z) = cos(wx), niin yritteeksi on perusteltua ottaa y, = Acos(wx) +
Bsin(wz), koska talloin y,, y, ja y, sisiltivit vain cos(wz)m ja sin(wr)mn
monikertoja, jolloin sinin ja kosinin kertoimia vertaamalla on mahdollista
maarittaa sellaiset kertoimet A ja B, ettd yhtalo toteutuu. Menetelméaé kut-
sutaan mddaradmdttomien kertoimien menetelmdksi.

Seuraavaan taulukkoon on koottu muutamassa yksinkertaisessa tapauk-
sessa vakiokertoimiselle 2. kertaluvun lineaariyhtalolle

y' +ay +by = f(x)

soveltuva yrite.
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f(x) Yp

polynomi (aste n) Polynomi. Jos b # 0, niin y,:n aste on n;
jos b =0 ja a # 0, niin y,m aste on n + 1;

jos a =b =0, niin y,:n aste on n + 2.
ax

ce Ae®® . jos « ei ole karakteristisen yhtalén juuri
Aze®® jos a on karakteristisen yhtalon yksinkertainen juuri
Ax%e®® jos a on karakteristisen yhtdlon kaksinkertainen juuri
ccos(wx) A cos(wzx) 4+ Bsin(wz), jos iw ei ole karakteristisen yhtalon juuri
csin(wz) A cos(wzx) + Bsin(wx), jos iw ei ole karakteristisen yhtalon juuri

Polynomiyritteen aste (n, n + 1 tai n + 2) selvitetdan kdytédnnossa kokeile-
malla.

Esimerkki 9.63. v + 1 = 22 + 2 + 2.

Vastaavan homogeenisen yhtalon yleinen ratkaisu on y, = ¢; + coe™.

f(z) on toisen asteen polynomi. Otetaan siten epdhomogeenisen yht&lon
ratkaisuyritteeksi polynomi. Nyt toisen asteen polynomi y,(z) = az? + bx +
c ei kelpaa, koska talla yritteelld yhtdlon vasemmalle puollelle tulisi vain
ensimmaéisen asteen polynomi. Kokeile! Yritetddn polynomia y,(z) = ax* +
ba® + cx? + dx + e. Sijoitettaessa taméi yhtdlon vasemmalle puolelle Yy :sta
jdéd kolmannen asteen termi 4ax®, eli a:n tiytyy olla nolla. Neljinnen asteen
termié on siis turha ottaa mukaan. Vakiotermin e derivaatta on nolla, joten
vakiotermi voidaan valita vaikkapa nollaksi. Eli lopullinen yrite on y,(z) =
bx3 + cx? + dx. Nyt

Y, = bz +2cx +d ja y, = 6bx + 2c,
joten sijoittamalla y, yhtaloon saadaan

3bx* 4 (2¢ + 6b)z + (d + 2¢) = 2* + x + 2

3b —1 b=1/3
& 2c+6b = & c=—-1/2
d+2c =2 d=3

Yleinen ratkaisu on siten

—x 1 3 1 2
Yy =c1+ ce —I—gx —im + 3x.

(Huomataan, etté jos yritteen vakiotermi e pidettéisiin mukana, niin yleisen
ratkaisun vakiot voitaisiin yhdistdé vakioksi c3 = ¢; + e.)
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Esimerkki 9.64. ¢ — ¢ — 2y = 2722,

Vastaavan homogeenisen yhtilon yleinen ratkaisu on y;, = cie™ + coe?* (esi-
merkki 9.56 a). Otetaan epdhomogeenisen yhtélon ratkaisuyritteeksi y, =
ae~2*. Nyt

T T

Yy, = —2ae”*" ja y, =dae >,
joten sijoittamalla ¥, yhtaloon saadaan

4ae™® + 207 — 20 =2 & dae =2 o  4da=2

1
a = 1/2, joten yleinen ratkaisu on y = cje™% + e + —e "%,

2
Esimerkki 9.65. iy’ —y' — 2y = 3e™*.

Vastaavan homogeenisen yhtilon yleinen ratkaisu on y;, = cie™ + coe?* (esi-
merkki 9.56 a). Nyt epdhomogeenisen yhtalon ratkaisuyritteeksi ei voida ot-
taa funktiota y, = ae™", silld se on homogeeniyhtalon ratkaisu (—1 on ka-
rakteristisen yhtdlon juuri) eiké siten voi ratkaista epahomogeenista yhtaloa.

Otetaankin yritteeksi y, = axe™", jolloin
—x

y,=a(l —x)e™ ja gy =a(x—2)e

Sijoittamalla y, yhtal6on saadaan

a(r —2)e ™ —a(l —x)e™® —2axe™ =3¢ & —3ae =37,
josta a = —1. Yleinen ratkaisu on
y=ce "+ cpe® — e 7.

Esimerkki 9.66. Ratkaise alkuarvotehtavda y” 4+ 7y + 6y = 100sin(2z),
y(0) =1,y'(0) = -1

Ratkaisu. Vastaavan homogeeniyhtalon y” 4+ 7y’ + 6y = 0 karakteristinen
yhtdlo on M2 +7A+6=0 < X\ = —1 tai A = —6, joten homogeeniyhtilén
yleinen ratkaisu on y, = cie™® + ce”%%. Haetaan yhtélon yksittédisratkaisua
yritteelld y, = acos(2z) + bsin(2x), jolle

y, = —2asin(2r) 4 2bcos(2r) ja y, = —4acos(2r) — 4bsin(2x).
Sijoittamalla y, yhtal6on saadaan

— 4a cos(2x) — 4bsin(2x) + 7(—2asin(2z) + 2bcos(2x))
+ 6(acos(2z) + bsin(2x)) = 100 sin(2x)
< (2a + 14b) cos(2z) + (20 — 14a) sin(2z) = 100 sin(2x)

2a + 140 =0 - a=—7
2b — 14a = 100 b=1
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Yleinen ratkaisu on siis
y = cie " + cpe” % — Tcos(2x) + sin(27).
Haetaan alkuehdot y(0) =1 ja y'(0) = —1 toteuttava ratkaisu.
Y = —cre”" — 6coe” % + 14 sin(27) + 2 cos(27),

joten vaaditaan
y0)=c1+ca—T7=1,
’y/<0) = —C1 — 662 + 2 =-—1.

Tasta yhtaloparista ratkaistaan ¢; = 9 ja co = —1, joten alkuehdot toteuttava
ratkaisu on
y =9 " — e % — 7Tcos(2x) + sin(2z).

Esimerkki 9.67. ¢y’ + y = sin z.

Vastaavan homogeeniyhtélon y” + y = 0 karakteristinen yhtilo on A2 + 1 =
0 & )\ = =i, joten homogeeniyhtdlon yleinen ratkaisu on y;, = asinz +
bcos xz. Nyt epdhomogeenisen yhtélon ratkaisuyritteeksi ei voida ottaa funk-
tiota y, = Asinz + Bcosz, silld se on homogeeniyhtélon ratkaisu eiké si-
ten voi ratkaista epadhomogeenista yhtalod. Menetelldan seuraavasti: haetaan
ratkaisua muodossa

yp, = a(z)sinz + b(x) cos z,

ts. tutkitaan, 1oytyisiko ratkaisu homogeeniyhtédlon ratkaisusta korvaamalla
vakiot a ja b sopivilla funktioilla a(z) ja b(z). Nyt

y, = d'(r)sinx + a(z) cosx + V' (x) cosx — b(x)sinz  ja
y, = a"(x)sinz + o (x) cosx + a'(x) cosz — a(x) sinz 4 b"(z) cos
— ' (z)sinx — b'(x)sinz — b(x) cos x
Sijoittamalla y, yhtaloon saadaan
(a"(z) — 20 (z)) sinz + (2a'(x) + V' (x)) cosx = sinx
{a”(m) —20(x) =1
2d' () + V" (x) =0

Kokeilemalla erddksi tdméan yhtéloparin ratkaisuksi ndhddén a(z) = 0 ja
b(x) = —x /2. Siten yksittaisratkaisuksi l6ydettiin

x
= ——CoST
Yp 9
ja yleiseksi ratkaisuksi

) x
y=asinx + bcosx — icosx.
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Esimerkin 9.67 menetelméa yksittaisratkaisun hakemiseksi kutsutaan vakioi-
den varioinniksi.

9.8 Sovellus: Mekaaninen vardhtely [5, 8.7]
9.8.1 Vaimentamaton vapaa vardhtely

Tarkastellaan kuvan mukaista jousisysteemié. Jousivakio on & > 0 ja x-
akselin nollapiste on kiinnitetty siten, ettd tasapainotilassa x = 0. Jos kap-
pale (massa m) liikkkuu vapaasti ilman vastustavia voimia, niin z-suunnassa
kappaleeseen vaikuttaa ainoastaan jousivoima F' = —kx. Kuvassa F' osoittaa
vasemmalle, kun x > 0 ja oikealle, kun z < 0.

k

Merkitéén kappaleen paikkaa x(t):114 ajan ¢ funktiona. Newtonin litkeyhtalon
mukaan F' = ma(t) = ma”(t), missd a(t) on kiihtyvyys. Siten kappaleen
paikkaa kuvaa differentiaaliyhtdlo ma”(t) = —kx(t), ts.

mz" +kr=0 (m,k>0). (9.68)

Tama on vakiokertoiminen 2. kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtalo, jon-
ka karakteristinen yhtélo on

k k
mN+k=0 o N=—2 & \=zi|—
m m

| k
Jos merkitadn wy = {/ —, niin ratkaisuksi saadaan
m

x(t) = acos(wpt) + bsin(wpt). (9.69)

Ratkaistaan yhtalo alkuehdoilla z(0) = zo (alkusijainti) ja 2’'(0) = vo (alku-
vauhti):
2 (t) = —awp sin(wot) + bwg cos(wot),

joten saadaan z(0) =a-1+b-0 = ja 2/(0) = —awp - 0 + bwy - 1 = vy, eli

a=u1x9 ja b= . (9.70)
Wo
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Jos esimerkiksi valitaan ajan ¢ nollakohta siten, ettd x(0) = 0, ja z-akselin
positiivinen suunta siten, etta hetkella ¢ = 0 liikutaan positiiviseen suuntaan
vauhdilla vg > 0, niin b > 0 ja

x(t) = bsin(wot).

| /\ /\ x(t) = asin(wyt)
e L

Muilla alkuehdoilla voi olla a # 0 ja b # 0, jolloin paikan funktiossa (9.69) on
seké kosini- ettéd sinikomponentti. Talloinkin varédhtely on kuitenkin sinimuo-
toista. Taméa ndhdaédn tulkitsemalla (a,b) A-sdteisen origokeskisen ympyran
kehapisteeksi. Olkoon kehépistettd vastaava kulma ¢ € (—x, x]. Silloin

A=vVa?+b*, a=-Acos¢ ja b= Asing. (9.71)

Y
(a,b)

A

e\

Summakaavaa
cos(a — f3) = cosaccos f + sinasin 3

kayttamélla saadaan
a cos(wot) + bsin(wgt) = A cos ¢ cos(wot) + A sin ¢ sin(wot)

= A cos(wot — ¢). (9.72)
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Taté kaavaa kutsutaan harmoniseksi identiteetiksi. Koska tan ¢ = sin ¢/ cos ¢ =

b/a, niin kulmilla —7/2 < ¢ < 7/2 (ts. a > 0) on ¢ = arctan(b/a). Muissa
kahdessa neljanneksesséa taytyy huomioida, ettd arkustangentin arvojoukko

n (—7m/2,7/2):

arctan(b/a), jos a > 0,
¢ = S arctan(b/a) + 7, josa <0jab>0, (9.73)
arctan(b/a) —m, josa <0, jab<0.
Ratkaisu (9.69) voidaan siis kirjoittaa muodossa
x(t) = Acos(wot — @). (9.74)
Terminologiaa:
amplituds A
| k
kulmanopeus wWo =] —
m
vaihe(kulma) o)
2
jakso _
wo
. 1 Wo
¢ - - -
aqjuus f T =3,
Seuraavassa kuvassa ¢ > 0 ja merkitdan § = i (aikaviive).
wo
x
= Acos(wot — ¢)

Aq A /(

!
!
|
|
!
!
|
|
!
!
|
|
|
!
t
|
|
!
|
|
|
!
|
|
|
!
|
\
\
\

— ) —

—A+
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Esimerkki 9.75. Kappaleen massa on m = 4 kg ja jousivakio k = 169 kg/s?.
Jousta venytetadn 10 cm ja sysataan liikkeelle kohti tasapainotilaa vauhdilla



INSINOORIMATEMATIIKKA 1 & 3 231

130 cm/s hetkelld ¢ = 0 s. Maarita kappaleen paikka x(t) ajanhetkelld t.
Ratkaisu. Nyt zp = 10 cm, vg = —130 m/s, wy = \/% = 6,5 1/s,
a=1x9 =10 cm, b = vy/wy = —20 cm ja A = Vaz +b? ~ 224 cm. Kul-
ma ¢ on neljannessd koordinaattineljanneksesséi, joten ¢ = arctan(b/a) =
arctan(—2) ~ —1,11. Siten

x(t) ~ 22,4 cos(6,5t + 1,11) cm.

Jakso on T' = 27w /wy =~ 0,967 s. Vastaako z(t):n kuvaaja intuitiota siitd,
miten kappaleen pitéisi tdsséa tilanteessa liikkua?

X
22,4 1

2241

9.8.2 Vaimennettu vapaa varihtely

Jos jousisysteemin kappaleeseen vaikuttaa liikettd vastustavia voimia, ovat
ne tyypillisesti suoraan verrannollisia vauhtiin. Kappaleeseen vaikuttava ko-
konaisvoima on siten F' = —kz(t) — ca’(t), missé ¢ > 0 on vaimennuskerroin.
Nyt kappaleen paikkaa kuvaa differentiaaliyhtilo ma”(t) = —kx(t) — cx'(t),
ts.

ma" +cx' + kx =0 (m,c, k> 0). (9.76)

Tama on vakiokertoiminen 2. kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtalo, jon-
ka karakteristinen yhtélo on

—c++c?—4km

m\N+ed+k=0 < \=
2m

(9.77)

Yhtélon (9.76) ratkaisun tyyppi riippuu diskriminantin ¢ — 4km arvosta.

Ylivaimennettu tapaus c? — 4km > 0. Karakteristisella yhtalslla on kak-
si erisuurta reaalista juurta A ja Ao. v/ — dkm < v/¢2 = |¢|, joten yhté-
16ssé (9.77) —c £ v/ — 4km < 0. Molemmat ratkaisut \; ja Ao ovat siten
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negatiivisia ja yhtélon (9.76) yleinen ratkaisu on

z(t) = cre™ + et (A, Mg < 0). (9.78)

Talloin z(t) — 0, kun t — oo, eiké synny véarahtelyliikettd. Funktiolla z on
korkeintaan yksi nollakohta. Vaimennuskerroin ¢ on suuri ja massa m pieni
suhteessa jousivakioon k. Esimerkkina ylivaimennetusta varahtelysta on kier-
rejousilla varustettu auton jousitus, jossa iskunvaimentimet ovat kunnossa.

X

Kriittisesti vaimennettu tapaus c? — 4km = 0. Karakteristisella yhté-
16114 on kaksinkertainen juuri A = —c¢/2m < 0. Yhtélon (9.76) yleinen rat-
kaisu on

z(t) = creM 4 coted (A < 0). (9.79)

Talloin z(t) — 0, kun ¢ — oo, eikd synny vérdhtelyliikettd. Funktiolla x on
korkeintaan yksi nollakohta.

Alivaimennettu tapaus c? — 4km < 0. Karakteristisella yhtalolli on ima-
ginaarijuuret

c , o Vakm — c2
A=—— 4wy, missi wj = ———.
2m 2m

Yhtélon (9.76) yleinen ratkaisu on
z(t) = e~ (¢ cos(wit) + ¢ sin(wit)).

Harmonista identiteettia (9.72) kdyttaméalla saadaan

z(t) = Ae ™ cos(wit — @), (9.80)

missa

A=/ +c%, ¢ =Acos¢p ja cy= Asing.
Talloin z(t) — 0, kun ¢ — oo, mutta syntyy vérdhtelyliike, jonka kulmano-
peus on w; ja jossa amplitudi Ae~/?™ vaimenee. x(t):n kuvaaja heilahtelee
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verhokdyrien x(t) = Ae™®?™ ja z(t) = —Ae~/?™ vilissi. Kulmanopeus
wy on (odotusten mukaisesti) pienempi kuin vaimentamattoman varahtelyn
luonnollinen kulmanopeus wy = 1/k/m. Vaimennuskerroin ¢ on pieni ja massa
m suuri suhteessa jousivakioon k. Esimerkkina alivaimennetusta véirdhtelysta
on kierrejousilla varustettu auton jousitus, jossa on kuluneet iskunvaimenti-
met.

9.8.3 Vaimentamaton pakotettu vardhtely

Oletetaan, ettd luvun 9.8.1 vaimentamattoman jousisysteemin kappaleeseen
vaikuttaa jousivoiman —kz lisdksi ulkoinen pakkovoima Fjcos(wt). Silloin
kappaleen liikeyhtalo tulee muotoon

ma" + kx = Fycos(wt) (m,k > 0). (9.81)

Vastaavan homoneegisen yhtélon ratkaisu on (ks. (9.69))
x(t) = acos(wpt) + bsin(wpt). (9.82)
Haetaan yhtélon (9.81) yksittéisratkaisua x,(f).

Tapaus w # wg. Haetaan yksittdisratkaisua maardamattomien kertoimien
menetelmalld yritteelld

x, = C cos(wt) + D sin(wt). (9.83)
Sijoittamalla yrite yhtdlon (9.81) vasemmalle puolelle saadaan

ma, + kr, = C(k — mw?) cos(wt) + D(k — mw?) sin(wt)

= Om(wi — w?) cos(wt) + Dm(wg — w?) sin(wt),
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silld w? = k/m. Vertaamalla yhtaloon (9.81) ndhdéén, ettd Cm(wi—w?) = F
ja D =0, joten
Fy

(R — ) cos(wt)

Ip:

on erds yksittaisratkaisu. Yleinen ratkaisu on siten (vrt. (9.74))

x(t) = Acos(wot — @) + *o 5+ cos(wt). (9.84)

m(wi — w?)

Esimerkki 9.85. Oletetaan, ettd esimerkin 9.75 systeemiin vaikuttaa pak-
kovoima F'(t) = 100 cos(13t) N. Méirita kappaleen paikka x(t) ajanhetkella
t.

Ratkaisu. Nyt

100

4(6,5% — 132)
| S—
=1c~—0,197

x(t) = xp(t) + x,(t) = acos(6,5t) + bsin(6,5¢) + cos(13t),

jolle
2'(t) = —6,5asin(6,5t) + 6,5b cos(6,5t) — 13csin(13t).

Alkuehdot (F'(t):n yksikko on N, joten otetaan paikan yksikoksi m ja nopeu-
den yksikoksi m/s):

z(0)=a+c¢=0,1 a=0,1—c=0,297
b=—02/6,5~ —0,0308

Lisaksi A = va? + b =~ 0,299 ja ¢ = arctan(b/a) ~ —0,103, joten ratkaisu
on
x(t) ~ 0,299 cos(6,5t 4+ 0,103) — 0,197 cos(13t).

Ratkaisu on luonnollisella kulmanopeudella wy = 6,5 ja pakkovoiman kul-
manopeudella w = 13 tapahtuvien harmonisten vardhtelyjen summa. Néiden
vardhtelyjen jaksot ovat 27 /6,5 ja 2w /13, joten téssa esimerkissé x(t) on jak-
sollinen, jaksona 27/6,5 =~ 0,967.

TP P P Ay

SV
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Tapaus w = wy. Pakkovoiman kulmanopeus on sama kuin luonnollinen kul-
manopeus, joten yrite (9.83) olisi homogeenisen yhtdlon ratkaisu. Haetaan
yksittédisratkaisua nyt yritteella

z, = t(C cos(wot) + D sin(wpt)).
Sijoittamalla yrite yhtalon (9.81) vasemmalle puolelle saadaan
ma, + kx, = 2mwo(D cos(w,t) — C'sin(wot)),

silli w? = k/m. Vertaamalla yht&loon (9.81) nihdéén, ettd C = 0 ja D =
Fy/(2muwy), joten
Fy
mwo

T, = t sin(wot)

on erds yksittaisratkaisu. Yleinen ratkaisu on siten (vrt. (9.74))

Fy
mwo

x(t) = Acos(wot — @) + 5 t sin(wot). (9.86)

Esimerkki 9.87. Oletetaan, etta esimerkin 9.75 systeemiin vaikuttaa pak-
kovoima F'(t) = 100 cos(6,5t) N. M&éritd kappaleen paikka z(t) hetkella t.
Ratkaisu. Nyt

z(t) = zp(t) + 2,(t) = acos(6,5t) + bsin(6,5t) + tsin(6,5t).

_ 100
2-4-6,5
Vastaavalla tavoin kuin esimerkissa 3.71 saadaan

x(t) ~ 0,105 cos(6,5t 4 0,298) + 1,923t sin(6, 5t).

Néahdaan, etta jalkimméisen termin itseisarvo ei pysy rajoitettuna, kun t —
oo. Kun pakkovoiman kulmanopeus on sama kuin luonnollinen kulmanopeus,
syntyy resonanssi, jossa pienikin pakkovoima johtaa lopulta rajoittamatto-
maan varahtelyyn.
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Kuuluisa esimerkki resonanssista on Tacoman silta.® Tuuli aiheutti siltaan
pakkovoimia, joiden taajuudet olivat lahella sillan tiettyjen vardhtelyjen luon-
nollisia taajuuksia. Syntyneen voimakkaan vardhtelyn seurauksena silta ro-
mahti.

9.8.4 Vaimennettu pakotettu varahtely

Oletetaan, etta luvun 9.8.2 vaimennetun jousisysteemin kappaleeseen vaikut-
taa jousivoiman —kx ja vaimennusvoiman —cx’ lisiksi ulkoinen pakkovoima
Fjy cos(wt). Silloin kappaleen liikeyhtélo tulee muotoon

ma” + ca' + kx = Fycos(wt) (m,c, k> 0). (9.88)

Edelld nahtiin, ettd vastaavan homoneegisen yhtélon ratkaisu xp,(t) — 0, kun
t — oo. Niinpéa ajan kuluessa systeemi stabiloituu kohti tilaa z(t) = x,(t),
missé x,(t) on yhtélon (9.88) yksittéisratkaisu. Nyt iw ei ole karakteristisen
yhtélon (9.77) juuri, joten yksittdisratkaisu 16ytyy yritteella

x, = C cos(wt) + D sin(wt).

Sijoittamalla yrite yhtalon (9.88) vasemmalle puolelle ja vertaamalla sinin ja
kosinin kertoimia yhtalon vasemmalla ja oikealla puolella saadaan

(]{7 — mwQ)FO
(k — mw?)? 4 (cw)?

cwky
(k — mw?)? + (cw)?

Harmonista identiteettia (9.72) kayttamaélla voidaan ratkaisu kirjoittaa

z,(t) = Acos(wt — ¢), (9.89)

misséa

Fi
A=VC? D2 = 0
\/(k; — mw?)? + (cw)?
ja C = Acos¢ ja D = Asin¢. Voidaan osoittaa, ettd amplitudi A = A(w)
pysyy rajoitettuna joukossa w > 0, ts. rajoittamatonta resonanssi-ilmiota ei
esiinny.

9.8.5 Sahkoinen varahtely

Tarkastellaan LRC-virtapiiria.

3Videoita 16ytyy internetisti hakusanoilla Tacoma bridge.
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komponentti suure tunnus mittayksikko
ka&dmi induktanssi L H = Vs/A

vastus vastus R Q=V/A
kondensaattori kapasitanssi C' F=C/V=As/V
virtalahde jannite E(t) \Y%

Olkoon @ = Q(t) kondensaattorin varaus (C = As) ja [ = I(t) sdhkovirta (A)
ajanhetkelld ¢ (s). Kddmissd, vastuksessa ja kondensaattorissa jannitehaviot
ovat

dl Q
L—, RI j —
dt? .]a‘ C?
joten
dl Q
L— +RI+—==F. 9.90
a Mt (9.90)

d
Tiedetédén, ettd [ = dcf Sijoittamalla tdmé yhtaloon (9.90) saadaan

1
LQ" + RQ' + 5Q =F. (9.91)
Toisaalta derivoimalla yhtélé (9.90) ensin puolittain ¢:n suhteen saadaan

1
LI"+ RI'+ Z1 = E. (9.92)

Yhtélot (9.91) ja (9.92) ovat sinimuotoisen vaihtojénnitteen E(t) tapaukses-
sa samaa muotoa kuin mekaanisen varahtelyn liikeyhtalo (9.88) ja voidaan
ratkaista samaan tapaan.

9.9 Korkeamman kertaluvun lineaariyhtalo

Téassa luvussa tarkastellaan n. kertaluvun (normaalimuotoista) lineaarista
differentiaaliyhtilod (n:th order linear equation)

y(n) +p1(x)y(n—1) +oee pn—l(x)y, + pn<x>y - f(l’), (993)

missd funktiot p;(x) ja f(z) ovat jatkuvia avoimella valilla . Jos f(x) ei
ole nolla kaikilla z € I, niin yhtéloa (9.93) kutsutaan epdhomogeeniseksi
yhtdloksi. Jos f(x) = 0 kaikilla = € I, niin kyseessd on homogeeninen yhtdlé.

My6s n. kertaluvun yhtélolla on yksikésitteinen alkuehdot (joita on nyt
n kappaletta) toteuttava ratkaisu.
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Lause 9.94 (Olemassaolo- ja yksikisitteisyyslause). Olkoon xy € [ ja
bo, b1, ..., ba_1 € R. Silloin yhtdlolld (9.93) on tasmdlleen yksi alkuehdot

’y({[‘o) = b07 y/(l‘o) = blv coog y(n—l) (‘TO) = b1
toteuttava ratkaisu y(x) vdlilld 1.

Luvun 9.7 tulokset ja niiden todistukset toisen kertaluvun yhtéalolle yleistyvat
melko suoraviivaisesti n. kertaluvun yhtéalolle.

Lause 9.95. Olkoot yi1, 4o, ...,y homogeenisen yhtdilon ratkaisuja valilld I.
Silloin myos lineaarikombinaatio

y=cy+ e+t (G ER)
on homogeenisen yhtdalon ratkaisu valilla 1.

Maaritelma 9.96. Funktiot y1,ys,...,y,: I — R ovat lineaarisesti riippu-
mattomia valilla I, jos

cy1(z) + coya() + - -+ + cpyn(z) =0 kaikilla x € 1

= co=c=-=c¢,=0.
Muutoin yq,ys, - - . , Y Ovat lineaarisesti riippuvia.
Funktiot yq,vs, ..., y, ovat siis lineaarisesti riippuvia tasmalleen silloin, kun

on olemassa kertoimet ¢;, joista jokin # 0, siten ettd ciy;(x) + caya(z) + - - -+
Cnyn(x) = 0 kaikilla = € 1.

Maaritelma 9.97. Olkoot y1,v2,...,yn: I — R n — 1 kertaa derivoitu-

via avoimella vélilla I. Funktioiden vy, ys, . .., y, Wronskin determinantti on
funktio
() ya(7) Yn(T)
y1(@) ya() Yn(2)
W(z) = 1. 2: : :
w' @) @) e V()

Lause 9.98. Olkoot y1,vs, ..., Yy, homogeenisen yhtilon ratkaisuja valilla T
ja olkoon W (x) niiden Wronskin determinantti. Silloin pdtee:

(1) Jos y1,Y2,- -, Yn ovat lineaarisesti riippuvia, niin W(x) = 0 kaikilla
rxel.
(2) Jos y1,Y2, ..., Yn ovat lineaarisesti riippumattomia, niin W(x) # 0

kaikilla x € 1.
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Lause 9.99. Olkoot y1,¥s, - .., Yy, homogeenisen yhtilon lineaarisesti riippu-
mattomia ratkaisuja valilla I. Silloin lineaarikombinaatio

Y=y +Cya+t -+ Cln (ci €R)
on homogeenisen yhtdalon yleinen ratkaisu valilld 1.

Lause 9.100. Jos y, = c1y1 + coys + -+ - + ¢y on homogeenisen yhtalon
yleinen ratkaisu ja y, on epihomogeenisen yhtdalon jokin yksittaisratkaisu,
niin epahomogeenisen yhtalon yleinen ratkaisu on

Y=Yn+Yp=CY1+ CoYa+ -+ Colyn + Yp.

2

Esimerkki 9.101. Osoita, ettd y;(z) = x, y2(x) = zlnx ja ys(z) = x* ovat

yhtalon

lineaarisesti riippumattomia ratkaisuja vélilld (0, 00) ja hae alkuehdot

y(1) =3, y(1)=2 ja 3'(1)=1
toteuttava ratkaisu y.

Ratkaisu. Esimerkiksi y on ratkaisu, silla

1

x?

"

1
yy =Inx + 1, yé’z; ja yy =

Sijoittamalla namé yhtaloon vasemmalle puolelle saadaan 0. Vastaavalla ta-
voin y; ja ys todetaan ratkaisuiksi. Lasketaan Wronskin determinantti:

r xlnzx 2°

W(z) = 1 Inz+1 2z _
0 — 2

x

W(z) # 0, joten yi,ys ja ys ovat lineaarisesti riippumattomia ratkaisuja ja

siten yleinen ratkaisu on

Yy =c1x+ corlnx + 03x2,

jolle
Y =c+ce(ne+1)+ 2z ja

i

&
Y :—2—1—203.
x
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Annetut alkuehdot toteuttavalle ratkaisulle pétee

y(l) =C -+ C3 — 3,
y' (1) =c1 + o + 2¢3 = 2,
y'(1) =co + 2¢3 =1,

josta ratkaistaan ¢; = 1, co = —3 ja c3 = 2. Haettu ratkaisu on siis
y(z) =z — 3zlnz + 222
Keskitytadn seuraavassa vakiokertoimiseen yhtaloon.

Maaritelma 9.102. Vakiokertoimiseen homogeeniyhtaloon

anty™ + an_1y™ Y + o+ ay + aoy =0 (a; €R, a, #0) (9.103)

liittyva karakteristinen yhtdlo on

AN + @ A" 4 @A Fag = 0. (9.104)

Lause 9.105. Karakteristisen yhtdlon (9.104) juurten X avulla loydetddan
yhtdlon (9.103) n lineaarisesti risppumattomatonta ratkaisua seuraavasti:

(1)
(2)

Ax

Jos A on yksinkertainen reaalijuuri, niin e** on ratkaisu.

Jos A on k-kertainen reaalijuuri, niin funktiot
e, oz, 2, .., zFle (9.106)

ovat lineaarisesti ritppumattomia ratkaisuja.

Jos A = a1 on yksinkertainen imaginaarijuuripari, niin
e sin(fx) ja e cos(fx)

ovat lineaarisesti ritppumattomia ratkaisuja.

Jos A\ = a+if on k-kertainen imaginaarijuuripari, niin

e sin(Bx), xze*sin(Bz), ..., 2" e™sin(Bz) ja

e*® cos(Bx), xe*®cos(Bx), ..., x"1e cos(Bx)

ovat lineaarisesti ritppumattomia ratkaisuja.

Todistus. Tehdaan ratkaisuyrite y = e*. Talloin

y/ — )\eAx, y// _ )\26)\:1:’ e y(n) — )\ne)\x.



INSINOORIMATEMATIIKKA 1 & 3 241

Sijoitetaan namé yhtéloon (9.103):

(an)\” F U AT N+ ao) M =0

(9.107)
S A\ Fap N N+ ag = 0.

Kompleksitasossa téalla n. asteen polynomilla on monikerrat huomioiden n
kappaletta juuria A. Koska polynomi on reaalikertoiminen, niin mahdolliset
imaginaarijuuret esiintyvat konjugaattipareittain o 4 i3, ts. jos a + i3 on
juuri, niin my6s o — ¢ on juuri. Haetaan nyt differentiaaliyhtélolle lineaari-
sesti riippumattomia reaalisia ratkaisuja.
(1) Jos A on yksinkertainen reaalijuuri, niin ekvivalenssin (9.107) mukaan
y = e on ratkaisu.
(2) Olkoon A k-kertainen reaalijuuri. Funktiot (9.106) ovat selvésti lineaari-
sesti riippumattomia. Ratkaisuiksi ne ndhdaan periaatteessa suoraan sijoitta-
malla. Yleinen todistus télle on tekninen ja se sivuutetaan. Kokeile kuitenkin
esimerkin vuoksi funktiota y = ze** kolmannen kertaluvun yhtalolle.
(3) Jos A = a+ i3 on yksinkertainen imaginaarijuuripari, niin (9.107):n mu-
kaan

y = e = e°® cos(Bx) + i sin(Bx)

on differentiaaliyhtédlon imaginaarinen ratkaisu. Sen reaali- ja imaginaariosat
ovat myos (lineaarisesti riippumattomia) ratkaisuja (vrt. lemma 9.55).

(4) Sivuutetaan.

Liséiksi kohtien (1)-(4) yhteenséd n kappaletta ratkaisuja ovat lineaarisesti
riippumattomia. [

Esimerkki 9.108. Ratkaise differentiaaliyhtalo
gy(5) _ 6y(4) + y(3) =0.

Ratkaisu. Yhtalo on 5. kertaluvun vakiokertoiminen homogeeniyhtalo. Ka-
rakteristinen yhtalo on

9)\5—6>\4+)\3:>\3(9)\2—6)\+1):O.

Talla yhtalolla on kolminkertainen juuri A = 0 ja kaksinkertainen juuri A =
1/3, joten differentiaaliyhtdlon yleinen ratkaisu on

y = 16" + cowe®® + cyx?e” + cae™ + c;,xe’”/?’

= ¢1 + ot + 3% + c4€™? + cxze®?.

Epahomogeenisen vakiokertoimisen yhtalon yksittaisratkaisua voidaan yrit-
téda hakea samantapaisilla yritteilla kuin sivun 225 taulukossa.
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Esimerkki 9.109. Ratkaise differentiaaliyhtalo
y" + 9y =sinz.

Ratkaisu. Yhtalo on 3. kertaluvun vakiokertoiminen lineaariyhtalo. Vastaa-
van homogeeniyhtéilon karakteristinen yhtalo on

M +oa=X(\+9) =0,
jolla on juuret A = 0 ja A = £3i. Homogeeniyhtalon yleinen ratkaisu on siten
yn = ¢1 + cosin(3x) + c3 cos(3z).

Haetaan epahomogeenisen yhtalon yksittaisratkaisua yritteella
yp = Acosx + Bsinx:

y, = —Asinz + Bceosz, y, = —Acosz — Bsinz, y,' = Asinz — Bcosz.

Sijoitetaan ndma yhtaloon:
Asinz — Beosz + 9(—Asinx + Beosz) = sinz.

Saadaan —8A = 1 ja 8B = 0, joten y, = —%cosa: on yksittaisratkaisu.
Yhtalon yleinen ratkaisu on siis

1
Y =yn+ Yy, =c1+ casin(3z) + c3cos(3z) — 3 coS .

Esimerkki 9.110. Ratkaistaan esimerkin 9.109 differentiaaliyhtélé kahdel-
la eri sovelluksella. Vastaukset eivat aina ole kovin sievassa muodossa, joten

niita taytyy osata tulkita oikein. Lisdksi ratkaistaan kyseinen differentiaa-
liyhtalo alkuehdoilla y(0) = 0, ¥'(0) =1 ja ”(0) = 0.

Matlab (jossa Symbolic Math Toolbox)

dsolve(’D3y+9*Dy=sin(x)’,’x’)

simplify(ans)

ans = cos(3*x)/8 - C2/9 - cos(x)/8 - (C2*xcos(3+*x))/9
+ C3*cos(3*x) + C4*sin(3%*x)

dsolve(’D3y+9*Dy=sin(x),y(0)=0,Dy(0)=1,D2y(0)=0",’x’)

simplify(ans)
ans = cos(3*x)/72 + sin(3*x)/3 - cos(x)/8 + 1/9

WolframAlpha (http://www.wolframalpha.com/)
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y? 2 +9*y’=sin(x)

1 1 1
y(x) = 31 sin(3z) — 3¢ cos(3z) + c3 + 5(_9 cos(x) — 2 cos(3x))

y’ 2 +9%y’=sin(x), y(0)=0, y’(0)=1, y’’(0)=0

y(zr) = 712(24 sin(3x) — 9 cos(z) + cos(3x) + 8)

9.10 Normaaliryhma

Tassé luvussa luodaan silméys useammasta differentiaaliyhtélosta muodostu-
vaan differentiaaliyhtdloryhmaén. Esimerkkien avulla pohditaan, kuinka kay-
tdnnon ongelmasta muokataan normaalimuotoinen differentiaaliyhtaloryhmé
ja kuinka se voidaan ratkaista numeerisesti Matlabilla. Varsinainen differen-
tiaaliyhtaloryhmien teoria jatetadn Differentiaaliyhtédloiden opintojaksolle.

Maaritelma 9.111. Olkoot xy,xs,..., 7, tuntemattomia reaalifunktioita.
Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtaloistd koostuvaa yhtéloryhmaé

(9.112)

xl (t) = fult,z1(t), 22(t), . .., 2, (1)),

missa funktiot f;: [ x R" — R ovat n 4+ 1 muuttujan reaaliarvoisia funktioi-
ta, kutsutaan normaaliryhmdksi (first-order system). Valilla I derivoituvat
funktiot x1, xs,...,x,: I — R muodostavat normaaliryhmén ratkaisun valil-
14 1, jos (9.112) patee kaikilla t € I.

Normaaliryhméén (9.112) liittyvalld alkuarvotehtivdlld tarkoitetaan sel-
laisen ratkaisun hakemista, joka toteuttaa ennalta asetetut ehdot

xl(tg) = bl, .’I?Q(to) = bQ, 500 xn(to) = bn (to € I)
Esimerkki 9.113. Differentiaaliyhtaloryhma
' =2x+y,
Yy =x+ 2y —e*,

on funktioiden z ja y normaaliryhmé, missa fi (¢, x,y) = 2z+y ja fo(t, x,y) =
x + 2y — e*. Ryhmén erés ratkaisu on
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silla naille funktioille patee

2'(t) = 2% — el = 2(e? —el) + e = 2z(t) + y(t),
y'(t) = et = (e® —e!) + 2e! — e = x(t) + 2y(t) — e*.

9.10.1 Ratkaiseminen eliminointimenetelmalla

Pieni normaaliryhmé (n = 2 tai 3) voidaan yrittéé ratkaista palauttamalla se
yhdeksi korkeamman kertaluvun yhtaloksi. Suurempien ryhmien tapauksessa
taméa menetelmé ei useinkaan ole kiyttokelpoinen (ks. huomautus 9.123).

Esimerkki 9.114. Ratkaise alkuarvotehtava

{x’l =4z — 379, (1) {xl(O) =2,

ry = 6x; — Try, (2)

Ratkaisu. Menetelldén seuraavasti:

(a) Ratkaistaan z; yhtalosta (2) 4 ja x9:n funktiona ja tdma derivoimalla
lasketaan derivaatta x| z5:n ja x4:n funktiona.

(b) Sijoitetaan ndma z; ja x} yhtéloon (1). Saadaan toisen kertaluvun yhtélo
xo:lle, josta xo ratkaistaan.

(c) 1 saadaan nyt sijoittamalla kohdassa (b) saatu 5 kohdan (a) yhtal66n
xq:le.

Aloitetaan kohdasta (a):

6 6
1 7
= 1) = gxg + 61‘; (4)

(b) Sijoitetaan (3) ja (4) yhtéloon (1):

1 7 1 7
éx’Q’ + éx'z =4 (606’2 - 6x2> — 31y & xh+ 3wy — 102, =0
Tama on toisen kertaluvun lineaarinen homogeeniyhtéloé funktiolle z,. Ka-
rakteristinen yhtdld on A2 +3\ — 10 = 0 < X = 2 tai A = —5. Yleinen
ratkaisu on siis

Ty = c1e® + cye™ ™, (5)

(c) Sijoitetaan (5) yhtaloon (3):

& 2t + 967& (6)

T = é <2cle2t — 50267515) + Z (cle% + 0267515) = 5 e 3
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(5) ja (6) ovat nyt alkuperédisen normaaliryhmén yleinen ratkaisu. Alkuehdot:

361 Co
21(0) = — 4+ = =2,

fﬂg(O) =C+C = —2.
Tasta ratkaistaan ¢; = 2 ja ¢y = —3, joten alkuarvotehtavan ratkaisu on

xi(t) = 3 — e,
zo(t) = 2% — 377,

9.10.2 Korkeamman kertaluvun yhtiléiden palauttaminen nor-
maaliryhmaiksi

Maaritelma 9.115. Muotoa
eM(t) = f (t,z(t),2'(t), 2" (t),...,z"D(¢ 9.116
( ) ( ) ( )’ ( ? )’ ? ( ( )

oleva differentiaaliyhtél6é on funktion z = z(t) n. kertaluvun normaalimuo-
toinen differentiaaliyhtdlo.

(9.116) voidaan palauttaa normaaliryhméksi asettamalla
Ti=x, mo=a, x3=2a", ..., z, =2V,
silla talloin
=2 =y, th=2" =5, 2y =2® =gy, ..., 2/ =2l

Nyt (9.116):n ratkaisemiseksi riittdd ratkaista normaaliryhmé

T = T,
Th = 13,
(9.117)
x;z—l = Tn,
= f(t,x1, 29, ..., Tn),

jonka ratkaisusta poimitaan x(t) = xy(t).
Esimerkki 9.118. Muokkaa alkuarvotehtéva

" = —(2")* =3z +¢€, 20)=1, 2/(0) =0, 2"(0) =0 (9.119)
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normaaliryhmaksi.
Ratkaisu. Asetetaan

Ti=x, wo=12 ja wz3=21".

Silloin normaaliryhmaéksi tulee

xll = T2, 33'1(0) = 17
ThH = 3, 22(0) = 0, (9.120)
Ty = —a5 — 311 + €, x3(0) = 0.

My6s useamman muotoa (9.116) olevan differentiaaliyhtalén ryhmé voidaan
palauttaa normaaliryhmaksi:

Esimerkki 9.121. Tarkastellaan oheisen kuvan mukaista kahden jousen sys-
teemia.

Ky ko

my mao

_— Jil(t)

To(t)

Paikkojen x4 (t) ja x2(t) nollakohdat on kiinnitetty siten, ettd tasapainotilassa
xr1 = x5 = 0. Massaan m; vaikuttaa jousen 1 aiheuttaman jousivoiman —kyx
liséksi jousen 2 aiheuttama voima ky(xe — xq), missd zo — 1 on jousen 2
venyma. Jousen 2 aiheuttama voima osoittaa siten oikealle, jos jousi 2 on
venynyt eli zo—x1 > 0. Massaan ms vaikuttaa tdmén vastavoima eli —ky (o —
x1). Systeemin kéyttdytymistd kuvaa siten differentiaaliyhtaloryhma (vrt.
(9.68))

{mlx’l' = —k?ll'l + kQ(IQ — 371), (9122)

moxlh = —ko(xg — x7).

Muunnetaan tamé normaaliryhméksi merkitsemalld x3 = 2/ ja x4 = z%:

I‘l = 1'3,

ZEQ — .T4,

vy = (—kiw1 + ko(w2 — 11)) /0,

vy = (—ka(x2 — 21))/mo.
Huomautus 9.123. Miksi normaaliryhma? Ensimmaéisen kertaluvun dif-
ferentiaaliyhtaloiden ja normaaliryhmien ratkaisemiseksi on tehokkaita nu-
meerisia menetelmia. Kéaytannossa differentiaaliyhtalo tai yhtéloryhma usein

palautetaankin normaaliryhméksi ja ratkaistaan numeerisesti. Muuttujien ja
yhtaloiden lukuméara voi sovelluksissa hyvin olla tuhansia.
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9.10.3 Normaaliryhmén ratkaiseminen numeerisesti Matlabilla

Merkitédén x = (21, ..., x,) € R™. Talloin normaaliryhmén (9.112) funktioita
voidaan merkita lyhyesti f;(¢,x1,...,2,) = fi(t,x). Muodostetaan reaaliar-
voisista funktioista f; vektoriarvoinen funktio

f(t,x) = (fi(t,x),..., fu(t,x)).

My6s alkuehdot x1(tg) = b1, ..., z,(to) = b, voidaan antaa vektorimuodossa:
X(to) = (bl, N 7bn)-

Tutkitaan esimerkiksi alkuarvotehtavaa

{fv’l = 11 + ta,, {xl(—l) =15,

Th = 1 + 5xs + €, r3(—=1) = —0,5.
Funktio f on
f(t,x) = (:Bl + txg, 1 + D19 + et) )
Matlabissa tama voidaan syottaéd seuraavasti:

f=0(t,x) [x(1)+t*x(2) ;x(1)+5*x(2) +exp(t)]

Tassa x on Matlabin vektori, jonka komponentteihin viitataan x(1) ja x(2).
Jos halutaan valilla ¢ € [to, t1] numeerinen arvio ratkaisulle, joka toteuttaa
alkuehdon x(ty) = (b1, b2), voidaan kayttaa Matlabin ode45-funktiota:

[t,x] = ode45(f, [t0 t1],[bl b2]);
Esimerkissémme alkuehto on x(—1) = (1,5, —0,5), joten
[t,x] = ode45(f,[-1 0],[1.5 -0.5]);

antaa approksimaation ratkaisulle valilla [—1,0]. Nyt Matlabin vektorissa t
on jarjestyksessd t:n arvoja valilta [—1, 0], matriisin x ensimmaisessé sarak-
keessa x(:,1) on vastaavilla paikoilla arviot arvoille x;(t) ja toisessa sarak-
keessa x(:,2) arviot arvoille z5(t). z1(¢t):m ja x5(t):n kuvaajat voidaan siten
piirtaa komennolla

plot(t,x(:,1),t,x(:,2))
Matlabin ohjeissa funktiolle f kidytetddn nimed odefun.

Esimerkki 9.124. Ratkaistaan esimerkki 9.118 Matlabilla. Matlab ei osaa
ratkaista tata alkuarvotehtavaa symbolisesti:
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x=dsolve (’D3x=-(Dx) ~2-3*x+exp(t) ,x(0)=1,Dx(0)=0,D2x(0)=0","t’)
Warning: Explicit solution could not be found.
x = [ empty sym ]

Ratkaistaan vastaava normaaliryhmé (9.120) numeerisesti valilla ¢ € [0, 3]
funktiolla ode45 ja tulostetaan ratkaisun z(t) = x;(t) kuvaaja:

% Normaaliryhmén oikea puoli t:n ja x:n funktiona.
% x on vektori, jonka komponentteihin viitataan x(1), x(2), x(3)
odefun=0(t,x) [x(2);x(3);-x(2)"2-3*x (1) +exp(t)]

t0 = 0; % alkuajanhetki
tl = 3; % loppuajanhetki
x0 = [1 0 0] % alkuehdot

[t,x] = oded45(odefun, [t0 t1],x0);

% t:n arvot ovat vektorissa t

% xi:n likiarvot ovat matriisin x i:nnessi sarakkeessa
plot(t,x(:,1)) % xl:n kuvaaja

1

0.5¢

Esimerkki 9.125. Ratkaistaan esimerkin 9.121 kahden jousen systeemi Mat-
labilla tapauksessa m; = mg = 1, ky = 1 ja ko = 2 valilla ¢ € [0, 20] funktiolla
ode45 ja tulostetaan ratkaisujen z1(t) ja xo(t) kuvaajat:

% Normaaliryhmén oikea puoli t:n ja x:n funktiona.

% x on vektori, jonka komponentteihin viitataan

h x(1), x(2), x(3) ja x(4).

odefun=0(t,x) [x(3);x(4);-x(1)+2%(x(2)-x(1)) ;-2%(x(2)-x(1))]

t0 = 0; % alkuajanhetki
tl = 20; % loppuajanhetki
x0 = [1 0 0 0] % alkuehdot

[t,x] = ode45(odefun, [t0 t1],x0);
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% t:n arvot ovat vektorissa t
% xi:n likiarvot ovat matriisin x i:nnessd sarakkeessa
plot(t,x(:,1),t,x(:,2),’--’) % xl:n ja x2:n kuvaajat
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Matlab osaa ratkaista tdmén myos symbolisesti:

s=dsolve (’D2x=-x+2*(y-x) ,D2y=-2*(y-x)’, ...
’x(0)=1,y(0)=0,Dx(0)=0,Dy(0)=0",t’)

S.X

S.y

9.10.4 Sovelluksia

Esimerkki 9.126. Peto—saalis -jarjestelma. Tarkastellaan peto—saalis -
jarjestelmad (predator—prey system), jossa on yksi petolaji ja silld yksi saa-
lislaji, esimerkiksi pollot ja myyréit. Kun saaliin maéra kasvaa, niin petojen
lukuméarakin kasvaa. Toisaalta petojen maéridn kasvu hidastaa saalispopu-
laation kasvua ja lopulta kdantaa saaliin méaran laskuun aiheuttaen ennen
pitkdd myoOs petopopulaation pienenemisen. Analysoidaan tatéa kilpajuoksua
tarkemmin. Merkitaan x(t):11a saaliseldinten lukumaarad ja y(t):114 petojen
lukumaaraé. Tarkastellaan ensin kahta daritapausta a ja b ja sitten yleista
tapausta c:

a) Jos petoja ei ole (y = 0), niin saalispopulaatio kasvaa eksponentiaalisesti:
' =az, a > 0 (ks. esimerkki 9.13).

b) Jos saalista ei ole (x = 0), niin petopopulaatio vihenee eksponentiaali-
sesti: y' = —by, b > 0.

c) Jos z,y > 0, niin a-kohdassa petojen maaran kasvaminen vihentaa saalis-
populaation kasvunopeutta z’. Oletetaan, ettd vihennys kasvunopeuteen on
suoraan verrannollinen petojen ja saaliseldinten kohtaamistaajuuteen. Olete-
taan edelleen, ettd kohtaamistaajuus on suoraan verrannollinen tuloon zy.
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Eli jos esimerkiksi petojen méaard kaksinkertaistuu, niin kohtaamistaajuus
myo6s kaksinkertaistuu, tai jos esimerkiksi saaliin méaéra puolittuu, niin koh-
taamistaajuuskin puolittuu. Niinpa paadytdan yhtaloon

¥ = ax — pry (a,p > 0). (9.127)
Vastaavasti b-kohdassa saaliin méaaran lisdantyminen kasvattaa petopopulaa-
tion kasvunopeutta y’ suoraan verrannollisesti kohtaamistaajuuteen. Niinpé

vy =—-by+qry  (b,g>0). (9.128)

Yhtélot (9.127) ja (9.128) muodostavat nyt (yksinkertaistetun) mallin peto-
saalis -jarjestelmasta.

Esimerkki 9.129. Olkoon nummella hetkelld ¢ = 0 (kk) 70 kania ja 40
kettua. Merkitdan kanien lukuméirdd ajan ¢t funktiona z(¢):114 ja kettujen
lukumaaraa y(t):11a. Oletetaan, ettd lukumdaarat noudattavat mallia

2’ = 0,22 — 0,005z,
y' = —0,5y + 0,01zy.

Ratkaistaan differentiaaliyhtédlopari numeerisesti ja piirretdan kuva ratkai-
suista z(t) ja y(t) Matlabilla.

odefun=0(t,x) [0.2*x(1)-0.005*x(1)*x(2); -0.5%x(2)+0.01*x(1)*x(2)]
[t,x]=0ded45(odefun, [0:0.1:60],[70,40]);

figure

plot(t,x(:,1),t,x(:,2),°-=?)

set(gca,’fontsize’,14)

hlegl=legend (’x(t) kanit’, ’y(t) ketut’)

set (hlegl,’Location’,’SouthEast’)

xlabel(’t?)

ylabel(’x,y’)

axis image

(9.130)
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Néhdaan, ettd populaatioiden koot x(t) ja y(t) ovat jaksollisia ja ettd syklin
pituus (kahden huipun vélinen etdisyys) on noin 20 kk ja kettujen maksimi-
méara saavutetaan noin 5 kk kanien maksimiméaaran jalkeen.

Esimerkki 9.131. Kahden siilion ongelma. Sailioissa 1 on 100 litraa ja
sailiossd 2 on 200 litraa suolavettd. Merkitdén z(t):114 suolan madraa séi-
lisséd 1 ja y(t):114 suolan maaraa (kg) siiliossd 2 ajan t (min) funktiona.
S&ilioon 1 johdetaan suolatonta vettd 20 1/min ja siiliostd 2 poistuu suola-
vettd 20 1/min. Lisdksi sdiliosta 1 johdetaan suolavettd siilioon 2 30 1/min
ja sailiosta 2 siilioon 1 10 1/min (eli séilicissa 1 ja 2 on jatkuvasti 100 ja 200
litraa suolavettd). Oletetaan lisiksi, ettd kummassakin siiliossd suola on se-
koittamisen ansiosta kunakin ajanhetkena tasaisesti jakautunut.

a) Kirjoita differentiaaliyhtalopari z(t):1le ja y(t):lle.

b) Tarkastele tilannetta siind tapauksessa, etté alkuhetkelld (¢ = 0) séiliossé
1 on 200 g suolaa ja siiliossa 2 on 100 g suolaa.

20 1/min
10 1/min
b
100 1
—
30 1/min
siilio 1 A0
20 1/min
séilio 2
Ratkaisu. a) Séilioon 1 tulee suolaa
y kg ! kg
IS 10 — = 25
200 1 0 min 0,05y min
ja sielta poistuu suolaa
x kg I kg
100 1 30 min 032 min’

Koska 2/(t) on suolan méaaran muutosnopeus (kg/min) siiliossd 1 hetkella
t, niin saadaan yhtalo 2’ = —0,3x + 0,05y. Vastaavalla tavoin siiliota 2
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tarkastelemalla paatellaan 3’ = 0,3x — 0,15y.
b) On ratkaistava alkuarvotehtéva

2
1

{x’ = —0,3z + 0,05y {:c(O)

0,
y = 0,3x — 0,15y y(0) =0,

Ratkaistaan numeerisesti Matlabilla ode45-funktiolla ja piirretdan kuva:

odefun=0(t,x) [-0.3*x(1)+0.05*x(2); 0.3*x(1)-0.15*x(2)];
[t,x]=ode45(odefun, [0 80],[0.2 0.11);
plot(t,x(:,1),t,x(:,2),’-=?)

set(gca,’fontsize’,14)

legend(’x(£)?,’y(£)?)

xlabel(’t?)

ylabel(’x,y’)

—x(t)
e AU

Séailiossa 1 on aluksi 200 g suolaa ja méadara vihenee monotonisesti kohti nol-
laa. Sailion 2 suolapitoisuus aluksi nousee ja vahenee sitten kohti nollaa. Vai-
kuttaako ratkaisu jarkevalta?

Yhtalopari voidaan ratkaista myos symbolisesti dsolve-komennolla:

s=dsolve (’Dx=-0.3%x+0.05%y, Dy=0.3*x-0.156xy, x(0)=0.2, y(0)=0.1’)
S.X

s.y
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Taulukoita
Taulukko 1: Kreikkalaiset aakkoset
Iso | Pieni | Kirjaimen nimi Iso | Pieni | Kirjaimen nimi
A a | alfa N v nyy
B B beeta = 19 ksii
r y gamma O 0 omikron
A 0 delta IT s pii
E | ¢ ¢ | epsilon P p rhoo
Z ¢ zeeta by o sigma
H i eeta T T tau
© | 6,7 | theeta T.Y| v ypsilon
I L ioota P o, v | fii
K K kappa X X khii
A A lambda v v | psii
M 14 myy Q w oomega
Taulukko 2: Derivoimissadnnot
(cf(x))" = cf'(x)
(f(x) £ g(x))" = f'(x) + ¢'(z)
(f (z)g( w))’Zf(ﬂf) (z) + f(2)d'(z)
f(z) (z)g(z) — f(z)g'(z)
0
(W W (9(2) #0)




INSINOORIMATEMATIIKKA 1 & 3

254

Taulukko 3: Derivointikaavoja

f(x) | f'(=) f(x) f'(x)
x® ar® ! ) 1
arcsin x _
Vi 1 V1—a22
’ 2v/x arccos T —;
e* ev V19— a?
X xT 1
a a®lna arctan x
1+ 22
Inx 1 sinh coshx
t . coshz sinh «
log, x 1
rlna tanh z 5
. cosh” x
sinx | cosx )
cosx | —sinx arsinh z i —
1 V1422
tanz | 1 +tan’x = 5 1
Ccos“x ar cosh x
2 —1
1
ar tanh x
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Taulukko 4: Derivointikaavoista johdetut perusintegraalit.

/(@) [ 1) da
e Z\{—1)
’ n+1
% a € R\ {-1} Lac‘“r1~|—0
’ a+1
1
— In|z|+C
x
e’ e+ C
a®, a>0jaa#1 a +C
Ina
sin —cosz+C
cos T sinz + C
tan —1In|cosz|+C
1
cotx = In|sinz| +C
tan x
1
5 tanx + C
cos?
1
— —cotzx +C
sin®
1

arcsinx + C

arctanz + C

arsinhz + C

=1In (:c—l—\/xQ + 1)+C’

arcoshz + C

zlnlx—l—\/x2 — 1‘—1—0

artanhxz + C

1. z+1
=—In

C
2 x—1+

(—00,0) tai (0,00), kunn <0
R, kunn >0

(0,00)

—~

—00,0) tai (0, 00)

> —~=® =B B &

3
A

S
+
=
-’

+
S
A

/N
|
S
+
=
2 wls
3
m
N

3
E

—~
|
—_
—_
~—
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