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Luku I

Merkinnat ja tyokalut

1 Perusasioita joukoista

1.1 Merkintoja

Joukko voidaan maéaritelld luettelemalla siihen kuuluvat alkiot. Esimerkiksi voidaan merkita
A ={-2,-1,0,1,2}. Tastd merkinnéstd ndhdadn, mitka luvut ovat joukon A alkioita. Esi-
merkiksi luku 1 on joukon A alkio, mikd merkitddn symbolikielelld 1 € A. Tama merkinta
luetaan ”yksi kuuluu joukkoon A”. Toisaalta esimerkiksi luku 4 ei ole joukon A alkio, miké
merkitdan symbolikielelld 4 ¢ A. Tama luetaan "nelja ei kuulu joukkoon A”.

Jos joukko méaritellaan luettelemalla sithen kuuluvat alkiot, ei jarjestyksella ole merkitysté.
Siis esimerkiksi joukot {1, 2,3} ja {3, 1,2} ovat samat. Joukko ei mydskaan muutu, vaikka sama
alkio toistetaan useampaan kertaan: esimerkiksi joukot {1,2,3,2,1} ja {3,2,1} ovat samat.

Monille lukujoukoille on oma symbolinsa. Ne on lueteltu alla taulukossa 1.1. Jossain yh-
teyksissa luku nolla lasketaan kuuluvaksi luonnollisten lukujen joukkoon, toisinaan taas ei.
Kysymyksessé on siis sopimusasia. Télla kurssilla sovitaan, ettd nolla on luonnollinen luku.

Luonnolliset luvut N ={0,1,2,...}

Kokonaisluvut Z=4...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
Rationaaliluvut Q={m/n|m,neZjan+#0}
Reaaliluvut R

Kompeksiluvut C={(a,b) |acRjabeR}

Taulukko 1.1: Lukujoukkoja.

Joukon kaikkien alkioiden luetteleminen ei ole aina mahdollista. Esimerkiksi merkinnés-
ta B={...,—6,—4,—-2,0,2,4,6,...} voidaan paitelld, ettd joukko B muodostuu parillisista
kokonaisluvuista. Sama asia voidaan merkitd tdsméllisemmin antamalla ehto, joka joukon al-
kioiden tédytyy toteuttaa. Joukko B voidaan ehdon avulla merkita

B={meZ|m=2nmissine€Z} tai B={2n|ne€Z}.
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My6s joukko A = {—2,—1,0, 1,2} voidaan esittdéd ehdon avulla: A = {z € Z | =2 < z < 2}.
Muitakin mahdollisuuksia on, esimerkiksi A = {z € Z : |z| < 2}.

Kun joukko maéaritellddn ehdon avulla, pystyviivan vasemmalla puolella kerrotaan, minké
tyyppisia joukon alkiot ovat. Esimerkiksi merkinnéstd B = {m € Z | m = 2n missi n € Z}
nahdéin, ettd joukon B alkiot ovat tyypiltddn kokonaislukuja. Pystyviivan oikealle puolelle
kirjoitetaan ehto, joka alkioilta vaaditaan. Joukon B = {m € Z | m = 2n missi n € Z}
tapauksessa vaaditaan, ettd luvut ovat parillisia. Merkinnét ovat siis aina muotoa

{alkioiden tyyppi | ehto, joka alkioilta vaaditaan}.

Joskus pystyviivan tilalla saatetaan kayttda kaksoispistettd. Téata merkintdtapaa nikee van-
hoissa kirjoissa seké tilanteissa, joissa pystyviiva voisi sekoittua esimerkiksi itseisarvomerkkei-
hin.

1.2 Yhdiste, leikkaus ja erotus

Joukoista voidaan muodostaa uusia joukkoja erilaisten joukko-operaatioiden avulla. Naista
yleisimmét on méaritelty alla, ja niitd on havainnollistettu niin sanotuilla Vennin kaavioilla
kuvassa 1.1.

Maaritelma 1.1. Oletetaan, ettd A ja B ovat joukkoja. Joukkojen A ja B

— yhdiste on joukko AUB = {z |z € A tai x € B},
— leikkaus on joukko ANB = {z |z € A jax € B},
— erotus on joukko AN B={z |z € A jax ¢ B}.

Merkintd A ~\ B luetaan ” A pois B”.

Huomaa, ettd matematiikan ”tai” ei ole poissulkeva: ehto x € A tai x € B sallii myos
tapauksen, jossa alkio kuuuu seké joukkoon A ettd joukkoon B. Siten yhdisteen A U B muo-
dostavat kaikki alkiot, jotka kuuluvat ainakin toiseen joukoista A ja B.

o ] Mg

B AuB ANnB

Kuva 1.1: Joukot A ja B seké niiden yhdiste, leikkaus ja erotus tummennettuna.
Esimerkki 1.2. Merkitdén A = {0,2,4} ja B = {1,2,3}. Joukkojen A ja B yhdiste on
AU B ={0,1,2,3,4}, leikkaus on AN B = {2} ja erotus on A\ B = {0,4}. Joukkojen B ja
A erotus on B\ A = {1,3}.



Jos kahdella joukolla ei ole yhteisié alkiota, eli niiden leikkaus on tyhjé joukko, sanotaan, et-
ta kyseiset joukot ovat erilliset. Esimerkiksi kuvan 1.3 joukot A = {3,5,7} ja C = {2,4,6,8,9}
ovat erilliset, samoin joukot B ja D.

Jos kahdella joukolla on ainakin yksi yhteinen alkio, eli niiden leikkaus ei ole tyhja joukko,
sanotaan, ettd joukot kohtaavat toisensa. Esimerkiksi kuvan 1.3 joukko C' = {2,4,6,8,9}
kohtaa joukon B = {1,3,4,5,7,8,0}, silla C' N B = {4,8} # (). Joukossa C on kuitenkin myos
sellaisia alkioita, jotka eivit kuulu joukkoon B, esimerkiksi alkio 2. My6s joukko A = {3,5,7}
kohtaa joukon B = {1,3,4,5,7,8,0}, koska niiden leikkaus ei ole tyhja.

Kuva 1.2: Joukot A ja C ovat erilliset. Joukot A ja C seké joukot A ja B kohtaavat.

1.3 Tyhja joukko

Joukko-operaatioiden tuloksena voi joskus olla joukko, johon ei kuulu yhtdan alkiota. Esimer-
kiksi joukoilla A = {1,2} ja B = {3,4} ei ole yhteisié alkiota, joten niiden leikkaus A N B on
joukko, jossa ei ole yhtdan alkiota. Téallaista joukkoa sanotaan tyhjéiksi joukoksi.

Maaritelma 1.3. Tyhjd joukko tarkoittaa joukkoa, jossa ei ole yhtddn alkiota. Tyhjia
joukkoa merkitdin symbolilla () ja joskus my6s merkinnalla { }.

Edelld mainittujen joukkojen A = {1,2} ja B = {3, 4} leikkaus on tyhji joukko: ANB = {).

1.4 Osajoukko

Kuvassa 1.3 on esitetty joukot A = {3,5,7} ja B ={1,3,4,5,7,8,0}. Joukon A jokainen alkio
kuuluu joukkoon B. Sanotaan, ettd A on joukon B osajoukko.
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Kuva 1.3: Joukko A on joukon B osajoukko.

Maaritelmé 1.4. Joukko A on joukon B osajoukko, jos kaikilla x € A pétee my0s
x € B. Talloin sanotaan, ettd A sisdltyy joukkoon B, ja merkitddn A C B. Merkinta
A ¢ B tarkoittaa, ettd A ei ole joukon B osajoukko.

Kun osoitetaan joukkoa A joukon B osajoukoksi, pitda varmistua siité, etta jokainen joukon
A alkioista on my6s joukon B alkio. Toisaalta, jos osoitetaan, ettd joukko A ei ole joukon B
osajoukko, riittda 10ytda joukosta A yksi sellainen alkio, joka ei kuulu joukkoon B.

Esimerkki 1.5. Merkitddn A = {—3,0,3}. Huomataan, ettd joukko A on rationaalilukujen
joukon osajoukko eli A C Q, silld jokainen joukon A alkioista voidaan kirjoittaa murtoluku-
muodossa: —3 = —-3/1,0=0/1ja3=3/1.Siis —3€Q,0€Qja3 Q.

Toisaalta joukko A ei ole luonnollisten lukujen joukon osajoukko eli A ¢ N silld joukon A
alkio —3 ei ole luonnollinen luku: —3 € A mutta —3 ¢ N.

Esimerkki 1.6. Olkoon A = {z € R | 2% — 523 — 22 + 5z = 0}. Néytetiin, ettd {5, —1} C A.

Joukon A méaritelméstd ndhddén, ettd sen muodostavat tietynlaiset reaaliluvut. Luvut 5
ja —1 ovat kumpikin reaalilukuja. Lisaksi sijoittamalla havaitaan, ettd ne toteuttavat joukon
A ehdon: 5* —5.5° =52+ 5.5 =57 — 51 — 52 4 52 = () ja

(-D)*=5- (=1 = (-1 +5-(-1)=1+5-1-5=0.
Siten 5 € A ja —1 € A. Nain ollen {5, -1} C A.

Edellisessé esimerkissé osoitettiin joukko {5, —1} toisen joukon osajoukoksi tarkastelemalla
joukon {5,—1} alkiot yksitellen. TAméa ei kuitenkaan aina ole mahdollista, esimerkiksi jos
tarkasteltavassa joukossa on loputtomasti alkioita. Myohemmin luvussa 6.4 harjoittelemme
yleisemmén tekniikan osajoukoksi osoittamiseen.

Esimerkki 1.7. Merkitdin B = {z € Z | 2? — 2 = 0}. Néytetéin, ettd {1,2} ¢ B.
Tarkastellaan joukon {1,2} alkiota 2. Havaitaan, etti 22 — 2 = 4 — 2 = 2 # 0. Luku 2 ei
siis toteuta joukon B ehtoa. Témén vuoksi 2 ¢ B. Siis {1,2} ¢ B.

Esimerkki 1.8. Oletetaan, ettd A on joukko. Paatellaéan, ettd ) C A. On kaksi vaihtoehtoa:
tyhjé joukko joko on joukon A osajoukko tai ei ole joukon A osajoukko. Mitddn kolmatta
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vaihtoehtoa ei ole, eivitki vaihtoehdot () C A tai ) ¢ A voi olla tosia yhtd aikaa, vaan toinen
on tosi ja toinen epatosi.

Mietitaan aluksi, voisiko sittenkin péted, ettd ) ¢ A. T&lloin joukossa () pitéisi olla alkio,
joka ei kuulu joukkoon A (vrt. esim. 1.7). Tyhjassa joukossa () ei kuitenkaan ole yhtdén alkiota.
Joukossa () ei siis ole sellaista alkiota, joka ei kuulu joukkoon A. Néiin vaihtoehto ) ¢ A on
epétosi. Koska vaihtoehto () ¢ A on epétosi, taytyy toisen vaihtoehdon olla tosi. Siis () C A.

Joissakin tilanteissa tavataan joukkoja, joiden alkiot ovat nekin joukkoja. Kappaleessa 1.7
esiteltdvd potenssijoukon késite on esimerkki téillaisesta tilanteesta. Seuraavassa esimerkissé
havainnollistetaan osajoukon ja joukossa alkiona olevan joukon eroa.

Esimerkki 1.9. Merkitdan X = {2,3,{1},{4,2}} ja A = {2,3}, B = {1} ja C = {{1},3}.
Mitké joukoista A, B, C ja X ovat joukon X osajoukkoja?

Joukon X merkinnésté nahdédén, etta sen alkiot ovat luku 2, luku 3, joukko {1} eli ykkosen
yksio ja joukko {4, 2} eli lukujen 4 ja 2 kaksio. Joukossa X on siis alkioina kaksi lukua ja kaksi
joukkoa.

Havaitaan, ettd A C X, sillda A = {2,3}, ja 2 € X ja 3 € X (jokainen joukon A alkio
kuuluu joukkoon X). Toisaalta B ¢ X, silld 1 € B mutta 1 ¢ X (joukossa B on alkio 1, joka
ei kuulu joukkoon X).

Joukko C on joukon X osajoukko eli C C X, sillda C = {{1},3}, ja {1} € X ja3 € X
(jokainen joukon C' alkio kuuluu joukkoon X). Liséksi joukko X on itsensd osajoukko eli
X C X, silla jokainen joukon X alkio kuuluu joukkoon X.

Avoimet, suljetut ja puoliavoimet vilit ovat reaalilukujen joukon osajoukkoja.

Maaritelma 1.10. Oletetaan, ettd a ja b ovat reaalilukuja ja a < b. Tall6in mééritelladn
avoin vali |a, b[, suljettu véli [a, b] sekd puoliavoimet vilit [a, b ja |a, b] seuraavasti:

la,b[={r eR|a <z <b} [a,b) ={zr eR|a<x<b}

[a,b[={zeR|a<z<b} la,b] ={z eR|a <z <b}

0 1 2 3 4 5

Kuva 1.4: suljettu véli [0, 1], avoin véli |2, 3] ja puoliavoin vali [4, 5[

Symbolien co ja —oo avulla voidaan viestittédé, ettd véli on rajaton. Rajattomat valit maa-
ritellddn seuraavasti:

Maaritelméd 1.11. Oletetaan, etté ¢ on reaaliluku. T&ll6in
|—o0,c[={xeR |z <c} le,c0[={zeR|z>c}

|00, ={x eR |z <c} [c,ool={zeR|z>c}




1.5 Joukkojen samuus

Edellisissd kappaleissa tutustuimme osajoukon maééaritelmadn. Tassa kappaleessa tutkimme,
milloin kaksi joukkoa ovat samat.

Maasritelmd 1.12. Joukot A ja B ovat samat, jos niissd on tdsmélleen samat alkiot eli
kaikilla alkioilla x pétee seuraava: x € A, jos ja vain jos x € B. Télldin merkitddin A = B.

Esimerkki 1.13. Péteeko viite (AU B) \ B = A kaikilla joukoilla A ja B?

Oletetaan, ettd A ja B ovat joukkoja. Kumotaan véite ”(AU B) \ B = A kaikilla joukoilla
A ja B” antamalla vastaesimerkki. Valitaan vaikkapa A = {1,2} ja B = {2,3}. Tall6in (AU
B)~ B =1{1,2,3} ~ {2,3} = {1}. Siten (AU B) \ B # A. Tésté nédhdéén, ettd viite ei pida
paikkaansa kaikilla joukoilla A ja B.

Huomaa, etta vaite saattaa kuitenkin pétea jossain erityistapauksessa, esimerkiksi jos B =
() tai jos AN B = (). Jotta vaite olisi totta, sen pitdd kuitenkin pétea kaikilla joukoilla.

A B

Kuva 1.5: On olemassa joukot A ja B, joilla viite (AU B) \ B = A ei pade.

Joukkojen samuutta koskevia véitteita on joskus hyodyllistd tutkia Vennin kaavioiden avul-
la.

Esimerkki 1.14. Tutkitaan Vennin kaavioiden avulla, kumpi seuraavista yhtéaloistd ndyttaisi
pétevin kaikilla joukoilla A, B ja C:

AU(BNC)=(AUB)NC  AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Vennin kaaviot kannattaa piirtdd esimerkiksi vaiheittain kuten alla.
C C C C
A B A B A B A B
BNnC AU(BNO) AUB (AuB)NC

Kuva 1.6: Yhtélon AU (BNC) = (AU B) N C tutkiminen Vennin kaavioiden avulla.
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c c c c
AéiB A§§B A§§B A§%B
AU(BNCQC) AUB AuC (AUB)N(AUC)

Kuva 1.7: Yhtélon AU (BNC) = (AU B) N (AUC) tutkiminen Vennin kaavioiden avulla.

Néyttéisi silta, ettd yhtdlo AU (BN C) = (AU B) N (AUC) pétee aina, silla kuvassa
1.7 vasemmanpuolimmainen ja oikeanpuolimmainen Vennin kaavio ovat identtiset. Sen sijaan
kuvassa 1.6 paadyttiin keskenéén erilaisiin Vennin kaavioihin.

Monissa tilanteissa Vennin kaaviot eivét riitd perustelemaan joukkojen samuutta, vaan
tarvitaan toisenlaista pédttelyd. Esimerkiksi jos tarkasteltavia joukkoja on enemmén kuin
kolme, kiy oikeanlaisen Vennin kaavion piirtdminen hankalammaksi, ja darettoméan monen
joukon tapauksessa se on mahdotonta. Liséksi kaavioiden tulkinta vaatii huolellisuutta: joissain
tilanteissa osa Vennin kaavion alueista voi vastata tyhjéa joukkoa, miké saattaa hankaloittaa
oikeiden johtopédtosten tekemistd. Myohemmin luvussa 6.5 harjoittelemme todistustekniikan,
jolla joukot voi osoittaa samoiksi ilman piirtdmisté.

1.6 Perusjoukko ja komplementti

Usein tarkastellaan jonkin tietyn joukon eri osajoukkoja ja alkioita. Téata joukkoa, jonka osa-
joukkoja ja alkoita tutkitaan, sanotaan perusjoukoksi.

Maaritelma 1.15. Olkoon X tarkasteltava perusjoukko. Joukon A C X komplemenitti
on joukko

CA={reX|z¢gAl

Joukon A komplementti voidaan ilmaista joukkojen erotuksen avulla: (A = X ~ A. Sille
kéytetddn joskus myos merkintdd A°.

AUB C(AuB)



Kuva 1.8: Joukot A ja CA seki AU B ja C(AU B).

Perusjoukkoa ei valttamatta aina erikseen ilmoiteta, vaan se pitda padtelld asiayhteydesté.

Esimerkki 1.16. Tarkastellaan luonnollisten lukujen joukon N osajoukkoja A = {0,1,2,3}
ja B={n € N|n =2k missi k € N}. Méadritetiéin CA ja CB.

Ensimmaisesta virkkeestd voidaan péatella, etta perusjoukkona on luonnollisten lukujen
joukko. Komplementin mééaritelmén mukaan

CA={neN|ngA} ={4,5,6,7,...} = {n e N|n >4}
CB={neN|n¢gB}={1,3,57,...} ={meN|m=2k+1 missd k € N}.

Huomataan, etté joukko B on parillisten luonnollisten lukujen joukko ja sen komplementti CB
on parittomien luonnollisten lukujen joukko.

1.7 Potenssijoukko

Kappaleessa 1.4 tutustuttiin osajoukon kasitteeseen. Téssé kappaleessa siirrytddn tarkastele-
maan jonkin annetun joukon kaikkia osajoukkoja ja niiden muodostamaa joukkoa.

Maaritelma 1.17. Oletetaan, ettd X on joukko. Joukon X potenssijoukko tarkoittaa sen
kaikkien osajoukkojen muodostamaa joukkoa

P(X)={A|AC X).

Esimerkki 1.18. Joukolla X = {3, 1,4} on seuraavat osajoukot: tyhja joukko ), yhden alkion
osajoukot eli yksiot {3}, {1}, {4}, kahden alkion osajoukot eli kaksiot {3,1}, {3,4}, {1,4} ja
joukko itse X. Kun nédma kerdtddan yhdeksi joukoksi, saadaan joukon X potenssijoukko:

P(X) = {0, {3}, {1}, {4}, {3, 1}, {3,4}, {1, 4}, X}

Esimerkki 1.19. Olkoon Y = {0, {3,1,4}}. Maaritd P(Y).

Potenssijoukon méarittamiseksi pitda tutkia, mité osajoukkoja joukolla Y on. Tiedetédan,
ettd tyhja joukko () on minké tahansa joukon osajoukko (esim. 1.8) eli erityisesti ) C Y. Lisdksi
joukko itse on itsensd osajoukko (esim. 1.9) eli erityisesti Y C Y. Joukolla Y on siis ainakin
kaksi osajoukkoa: () ja Y. Onko silla muita osajoukkoja?

Huomataan, ettd joukossa Y on kaksi alkiota: 0 ja {3,1,4}. (Naméa alkiot ovat itsekin
joukkoja, mutta siitd huolimatta ne ovat joukon Y alkiota). Voidaan péadtelld, etté joukolla YV
on osajoukkoina my6s kaksi yksiotd: alkion () yksio {0} ja alkion {3,1,4} yksio {{3,1,4}}.

Kaksialkioisella joukolla Y on siis yhteensé nelji osajoukkoa: tyhji joukko 0, yksiot {0} ja
{{3,1,4}} seké joukko Y itse. Joukon Y potenssijoukko on siten

P(Y) = {@, {Qj}a {{3’ L, 4}}3 Y}

Myo6s potenssijoukkojen tapauksessa kaksi joukkoa osoitetaan samaksi nayttamalld kum-
pikin toisen osajoukoksi. Tatd on havainnollistettu seuraavassa esimerkissa.
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1.8 Joukkojen karteesinen tulo eli tulojoukko

Tieddmme jo, ettéd joukossa alkioiden jarjestykselld ei ole vélid: esimerkiksi {3,8} = {8, 3}. Jos
alkioiden jérjestykselld on vilié, paddytddn kahden alkion tapauksessa niin sanotun jirjestetyn
parin késitteeseen. Jarjestetty pari on muotoa (a,b). Esimerkiksi (—4, —5) on jarjestetty pari
samoin kuin (v/17, —101).

Jarjestetyille pareille patee

(a,b) = (¢,d), josjavainjos a=c ja b=d.

Siis esimerkiksi (1 + 2,2%) = (3,8) mutta (3,8) # (8, 3).

Jérjestetyssa parissa (a,b) symbolit a ja b ovat niin kutsuttuja komponentteja. Jos kom-
ponentit ovat desimaalilukuja, on selkeintd kayttda komponenttien erottimena puolipistetté,
jotta erilaiset pilkut eivit mene sekaisin. Voidaan siis esimerkiksi kirjoittaa (—3,1;2,54).

Jarjestetyn parin kasitteen avulla voidaan maéritelld joukkojen karteesinen tulo. Joukkojen
A ja B karteeesisessa tulossa A x B ovat alkioina kaikki mahdolliset jirjestetyt parit, joissa
ensimmaisend komponenttina on joukon A alkio ja toisena kompomenttina joukon B alkio.

Maaritelma 1.20. Oletetaan, ettd A ja B ovat joukkoja. Joukkojen A ja B karteesinen
tulo eli tulojoukko on joukko

Ax B={(a,b)|a€ Ajabe B}

Esimerkki 1.21. Madritetdén joukkojen C' = {2,3,4} ja D = {1, 2} karteesinen tulo C' x D.
Maaritelmén mukaan se on

CxD={(x,y) |zreCjaye D} ={(21),(2,2),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2)}.

Tulojoukkoa C' x D voi havainnollistaa koordinaatistossa:

Kuva 1.9: Joukko C' x D ={(2,1),(2,2),(3,1),(3,2),(4,1), (4,2)} koordinaatistossa.

Esimerkki 1.22. Hahmotellaan koordinaatiston avulla, milta nayttaa karteesinen tulo [1, 3] x
[2,4]. Téssé [1, 3] on suljettu véli, jota sisaltdd kaikki reaaluluvut lahtien luvusta 1 ja péadtyen
lukuun 3. Samoin [2, 4] on suljettu véli.



Karteesisessa tulossa [1,3] x [2,4] on alkioina esimerkiksi (1,7/2), (3/2,10/3) ja (1,1;7).
Koska suljetuilla véleilld on darettoman monta reaalilukua, tulee myos karteesiseen tuloon
ddrettomén monta alkiota.

Karteesisen tulon [1,3] x [2,4] alkiot ovat jarjestettyji pareja, joiden ensimméinen kom-
ponetti on valilla [1, 3]. Kuvaan 1.10 hahmmoteltu harmaa pystysuora kaistale kuvaa téllaisia
jarjestettyja pareja. Toisen komponentin pitdd puolestaan olla vélilla [2,4]. Téllaiset jarjes-
tetyt parit ovat vaakasuorassa harmaassa kaistaleessa. Karteesisessa tulossa ovat kaikki ne
jarjestetyt parit, jotka osuvat molempiin kaistaleisiin. Témé alue on véaritetty kuvassa tum-
manharmaalla.

[1,3] x [2,4]

[1,3]
Kuva 1.10: Joukko [1, 3] x [2, 4] koordinaatistossa havainnollistettuna.

Tulojoukon alkiot eivéit valttamatta ole lukupareja, vaan ne voivat olla minké tahansa
olioiden muodostamia jarjestettyjéd pareja. Seuraavassa esimerkissd tarkastellaan joukkojen
muodostamia jarjestettyja pareja.

Esimerkki 1.23. Merkitdan A = {1,2}. Joukon A potenssijoukko on sen kaikkien osajouk-
kojen muodostama joukko P(A) = {0, {1}, {2}, A}. Miéiritellddn joukko B asettamalla

B={(X,Y)eP(A) xP(A) | X CY}.
Havaitaan, etta joukko B voidaan kirjoittaa myos luettelemalla sithen kuuluvat alkiot:

B ={0,0),(®,{1}), (0, {2}), (0, 4), ({1}, {1}), ({1}, 4), ({2}, {2}), ({2}, 4), (4, A)}.

Vennin kaaviot eivét sovellu kovin hyvin tulojoukkoja koskevien yleisten vaitteiden tutki-
miseen. Tulojoukkoja voi kuitenkin havainnollistaa koordinaatiston avulla kuten jo aiemmin
néhtiin. Seuraavassa esimerkissd tutkitaan kuvan avulla, miten karteesinen tulo suhtautuu
muihin joukko-operaatioihin.

Esimerkki 1.24. Oletetaan, ettd A, B ja C ovat joukkoja. Havainnollistetaan piirroksella
joukkoja A x (BNC) ja (Ax B)N(AxC).

Aloitetaan joukosta A x (BN () ja toimitaan samalla tavalla kuin esimerkissa 1.22.
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Kuva 1.11: Joukot A, B ja C.

Leikkausta B N C vastaava vaakasuora kaistale on kuvassa 1.12. Tulojoukko A x (BN C)
on joukkoa A vastaavan kaistaleen ja joukkoa B N C vastaavan kaistaleen leikkaus, joka on
merkitty kuvaan 1.12 tummanharmaalla.

- Ax (BNCO)

BNnC BncC -

Kuva 1.12: Joukot BNC ja A x (BNC).

Vastaavasti tulojoukko A x B on joukkoa A vastaavan kaistaleen ja joukkoa B vastaavan
kaistaleen leikkaus, joka on merkitty kuvaan 1.13 tummanharmaalla. Kuvassa 1.13 nédkyy
havainnollistus myo6s tulojoukolle A x C'. Niiden leikkauksena saadaan joukko (Ax B)N(AxC).

AxC

- (Ax B)N(AxC(C)

Kuva 1.13: Joukot A x B, Ax C ja (Ax B)n(Ax C).
Esimerkin 1.24 havainnollistuksen perusteella joukot A x (BN C) ja (A x B)N (A x C)

nayttivat olevan samat. Tamé viite voidaan osoittaa tdsmaéllisesti sitten, kun opitaan todis-
tustekniikoita luvussa 6.
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2 Lukujen kasittelya

Tassé luvussa esitellddn lukuja koskevia késitteitd ja tekniikoita, joita tullaan tarvitsemaan
todistusten rakentamisessa. Ensin tutustutaan jaollisuuteen ja sen jalkeen summamerkinnan
kéasittelyyn.

2.1 Jaollisuus, parillisuus ja parittomuus

Jotkin kurssilla késiteltavista vaitteistd koskevat jaollisuutta seké parillisia ja parittomia lu-
kuja. Jotta voidaan laatia néitd koskevia tadsmallisid todistuksia, tarvitaan kasitteille méari-
telmét.

Tieddmme, ettd esimerkiksi luku 22 on jaollinen luvulla 11, silld jakolasku menee tasan:
22/11 = 2. Toisella tavalla sama asia voidaan ilmaista sanomalla, etté luku 22 voidaan kirjoit-
taa luvun 11 monikertana: 22 = 2 - 11. Tatd ndkokulmaa kéytetddn, kun méaaritellian, mita
kokonaislukujen jaollisuudella tarkoitetaan.

Maiaritelma 2.1. Kokonaisluku z on jaollinen kokonaisluvulla m, jos jollakin kokonais-
luvulla a pétee z = am. Talloin merkitdédn m | z ja sanotaan, ettd luku m jakaa luvun z.
Jos luku z ei ole jaollinen luvulla m, merkitdén m ¢t z.

Esimerkki 2.2. Oletetaan, ettd k € Z. Tilloin lauseke 6k + 3(—4+2k) on jaollinen kolmella,
silla
6k% + 3(—4 + 2k) = 3(2k? — 4 + 2k)

ja 2k% — 4 + 2k € Z. Toisin sanoen 3 | 6k2 + 3(—4 + 2k).

Maaritelma 2.3. Kokonaisluku p > 1 on alkuluku, jos sen ainoat positiiviset tekijat ovat
1 ja p.

Huomaa, ettd méaritelméan mukaan luku 1 ei ole alkuluku. Pienimmat alkuluvut ovat 2 ja
3. Esimerkiksi luvut 4 ja 35 eivit ole alkulukuja, silla 4 =2-2ja35=5-7.
Jos kokonaisluku on jaollinen kahdella, se on pariton. Muussa tapauksessa luku on pariton.

Maaritelma 2.4. Kokonaisluku m on parillinen, jos se voidaan kirjoittaa muodossa
m = 2k, missd k € Z. Kokonaisluku m on pariton, jos se voidaan kirjoittaa muodossa
m = 2k + 1, missa k € Z.

Esimerkiksi luku 8 on parillinen, silld 8 = 2-4, misséd 4 € Z. Luku 13 on puolestaan pariton,
silld 13 =2-6 41, missd 6 € Z.
Tarkastellaan sitten hiukan abstraktimpaa tapausta.

Esimerkki 2.5. Oletetaan, ettd k& € Z. Osoitetaan parittomuuden méaritelmén avulla, etté
lauseke 3(k + 1) + 5k on pariton. Tdmé tehdéén muuttamalla lauseke muotoon 2a + 1, missi
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a on jokin kokonaisluku. Etukéateen ei voi tietdd, miké tulee luvun a tilalle, vaan se selvida
matkan varrella.
Aloitetaan sieventamalld lauseketta:

3(k+1)+5k=3k+3+5k=2_8k+3.
Erotetaan lausekkeesta termi +1, jolloin saadaan
8k+3=8k+2+1.
Nyt voidaan vield ottaa luku 2 yhteiseksi tekijéksi, jolloin lauseke saadaan haluttuun muotoon:
8k+2+1=2(4k+1)+ 1.

On siis osoitettu, etté
3(k+1)+5k=2(4k+1)+1,

4k + 1 € Z. Lauseke on siis pariton.

Edellisessé esimerkissa saattaa jo varhaisemmassa vaiheessa nédhdé, ettd luku on pariton.
Joku voisi paatella, ettd koska 8k on parillinen ja 3 on pariton, niiden summa on pariton. Tama
paéattely ei ole vaarin. Téssa tehtavissa oli kuitenkin tavoitteena harjoitella juuri méaritelman
kayttod, minka vuoksi lausekkeen muokkausta piti jatkaa pidemmalle. Liséksi talla kurssilla
ei ole osoitettu, ettd parillisen ja parittoman luvun summa on pariton. Kyseinen péaittelyaskel
olisi ollut siis iso hyppy ilman kunnollisia perusteluita.

Edellisessé esimerkissa alusta asti tavoitteena oli osoittaa, etté luku on pariton. Usein teh-
tévissd ei kuitenkaan tiedé, onko luku parillinen tai pariton. Tall6in tdytyy ensin kokeilemal-
la tai arvaamalla selvittda, onko kyse parillisesta vai parittomasta luvusta, ja tdmén jélkeen
osoittaa viite tdsmallisesti.

2.2 Summamerkinta

Matematiikassa saatetaan kasitelld pitkid summia kuten vaikkapa summaa
24+44+6+8+ - +24.

Tallaisten summien kirjoittaminen ja muokkaaminen on tehokkaampaa summamerkinnan avul-
la:

12
24446+8+---+24=> 2j.
j=1

Summamerkinnéssd symbolin j paikalle sijoitetaan luvut 1, 2, ..., 12 ja saadut lausekkeet
lasketaan yhteen: 2-1+2-24+2-24---42-12.

Esimerkki 2.6. Lasketaan summan .

2.i=3

Jj=0
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arvo. Sijoitetaan symbolin j tilalle kokonaisluvut ldhtien luvusta 0 ja padttyen lukuun 5. Néin
saadut luvut summataan yhteen:

5
Y ji-3=(0-3)+(1-3)+(2-3)+3-3)+(4—-3)+(5-3)
j=0

=-2-1+0+1+2=0.

Seuraavassa esimerkissd summaaminen ei padty mihinkdan tiettyyn lukuun, vaan yleiseen
kokonaislukuun n.

Esimerkki 2.7. Kirjoitetaan auki summamerkinta

n
> 5%+ 1.
j=3

Sijoitetaan symbolin j tilalle kokonaisluvut lahtien luvusta 3 ja paéttyen lukuun n. Saadaan
n
> 5P +1=056-32+1)+06-4>+1)+(5-5>+1)+ -+ (5n* + 1).
j=3

Aiemmissa esimerkeissd niin kutsuttuna summausindeksind kaytettiin symbolia j. Mika
tahansa muukin symboli kdy summausindeksiksi.

Esimerkki 2.8. Kirjoitetaan summamerkinndn avulla summa
5+8+11+ 14+ 17+ 20.

Summassa luvut esiintyvit kolmen vélein, joten summattavaan kannattaa yrittda kirjoittaa
kolmen monikerta. Lisdksi summaamisen pitda alkaa luvusta 5, jonka voi kirjoittaa muodossa
5 =3 -1+ 2. Siksi summausindeksi lahtee liikkeelle luvusta 1.

Testataan, tuottaako summa

6
> 3i+2
1=1

halutun tuloksen. Ndhdaéan, etta

6
Y 3i4+2=(31+2)+(3-2+2)+(3-3+2)+(3-4+2)+(3-5+2)+(3-6+2)
=1

=548+ 11+14+17+20

niin kuin pitdakin.
Summan voi kirjoittaa usealla eri tavalla summamerkinnén avulla. My6s esimerkiksi

5
> 3i+5
i=0
tuotaa halutun tuloksen.
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Usein on hyodyllistd muuntaa yksi summamerkinté toisenlaiseksi summamerkinnéksi. Té-
td tarvitaan todistusten vélivaiheeena erityisesti niin kutsutuissa induktiotodistuksissa, joita
kasitelldan luvussa 8.

Esimerkki 2.9. Osoitetaan, etté

k+1 k

2= 2j+2(k+1).
1=0 =0

Toisin sanoen summasta on mahdollista irrottaa viimeinen summattava erilleen.
Osoitetaan viite lahtemaélld liikkeelle yhtalon vasemmasta puolesta ja padtymalld oikeaan.
Kirjoitetaan ensin vasen puoli auki:

k+1

D 2i=0+2444 - +2(k+1).
=0

Tavoitteena on saada aikaan summa, jossa summataan vain symboliin k asti. Kirjoitetaan
nakyviin toiseksi viimeinen summattava, jolloin haluttu summa tulee nakyviin:

04244+ +2k+1)=0+2+4+---+2k+2(k+1)
—(0+2+4+---+2k)+2(k+1)

k
=) +2i+2(k+1).
i=0
On siis osoitettu, etta
k+1 k
do2i=) 2j+2(k+1).
i=0 i=0
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3 Logiikkaa

Tassa luvussa tutustutaan joihinkin logiikan késitteisiin ja merkint6ihin.

3.1 Loogiset konnektiivit

Viitelauseen tunnistaa siité, ettéd se voi olla tosi tai epéatosi. Esimerkiksi 10 > 8 on véitelause,
samoin /2 € Z. Naistd ensimméinen eli 10 > 8 on tosi, jalkimmaéinen eli v/2 € Z puolestaan
epatosi. Viitelauseista voidaan rakentaa monimutkaisempia vaitelauseita loogisten konnektii-
vien avulla. Niista tavallisimmat on lueteltu alla taulukossa 3.2.

Nimitys Symboli  Merkitys

Negaatio - ei

Konjuktio A ja

Disjunktio \% tai

Implikaatio — jos ..., niin ...
Ekvivalenssi > ...jos ja vain jos ...

Taulukko 3.2: Loogisia konnektiiveja.

Konnektiivien lisdksi monimutkaisempien véaitteiden muodostamiseen tarvitaan sulkeita osoit-
tamaan konnektiivien soveltamisen jérjestys. Esimerkiksi A A (BV C) tarkoittaa eri asiaa kuin
(AANB)VC. Tassa A, B ja C ovat propositiolauseita, jotka symboloivat véitelauseita. Ne
muodostetaan propositiosymboleista py, p1, p2 ..., konnektiiveista ja sulkeista. Esimerkiksi
véite ”jos sataa tai tuulee kovasti, niin en ldhde merelle” voidaan kirjoittaa propositiolauseena
(po Vp1) — —pe, missé lause ”sataa” on korvattu propositiosymbolilla pg, lause "tulee kovasti”
propositiosymbolilla p; ja lause "1ahden merelle” propositiosymbolilla po.

Taulukossa 3.2 mainittujen konnektiivien tarkka merkitys méaritellaan totuustaulujen avul-
la. Propositiolauseen totuustaulu on taulukko, jossa sen totuusarvot (tosi/epétosi) on listattu
kaikissa tapauksissa. Jos propositiolause on tosi, merkitdén totuustaulussa vastaavaan kohtaan
totuusarvo 1. Jos propositiolause on epatosi, merkitdan totuustaulussa vastaavaan kohtaan to-
tuusarvo 0.

Maaritelma 3.1. Negaatiolla — on seuraava totuustaulu:

Al -A
110
0 1

Maaritelmén 3.1 totuustaulusta ndhdaén, ettd negaatio vaihtaa propositiolauseen totuusar-
von: jos propositiolause on tosi, on sen negaatio epétosi, ja painvastoin. Merkintd —A luetaan
’7ei A”'
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Maiaritelméd 3.2. Konjunktiolla A ja disjunktiolla V on seuraavat totuustaulut:
A B|AAB A B|AVB
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1
0 O 0 0 0 0

Maééritelmén 3.2 totuustaulusta ndhddén, ettd konjuktio A A B (luetaan ”A ja B”) on tosi
tdsmaélleen siind tapauksessa, ettd propositiolauseet A ja B ovat molemmat tosia. Konjuktion
médritelma vastaa siis ja-sanan arkikielesta tuttua merkitysta.

Arkikielessé tai-sanaa kiytetddn kahdella erilaisella tavalla. Esimerkiksi lauseessa ”"lounaa-
seen sisaltyy kahvi tai jalkiruoka” kysymyksessé on niin sanottu poissulkeva tai, miké tarkoit-
taa, ettd asiakas voi valita kahvin tai jilkiruoan, mutta ei molempia. Toisaalta esimerkiksi
lauseesta "jos sataa tai tulee kovasti, niin en lahde merelle” voidaan pééatelld, ettd merimatka
jaa valiin silloinkin, kun seké sataa ettd tuulee kovasti.

Maéritelmén 3.2 totuustaulusta ndhddin, ettd disjunktio A V B (luetaan "A tai B”) on
epéatosi tdsmaélleen siind tapauksessa, ettd propositiolauseet A ja B ovat molemmat epétosia.
Kaikissa muissa tapauksissa disjunktio on tosi. Vertaamalla tédta havaintoa edellisiin arkikielen
esimerkkeihin huomataan, ettd disjunktio ei ole poissulkeva.

Maaritelma 3.3. Implikaatiolla — ja ekvivalenssilla <+ on seuraavat totuustaulut:
A B|A—B A B|A+& B
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 O 1

Maééritelmén 3.3 totuustaulusta nidhdién, ettd implikaatio A — B (luetaan ”jos A, niin
B?”) on epétosi vain yhdessd tapauksessa: etujisenen A ollessa tosi ja takajisenen B ollessa
epatosi. Huomaa, ettd jos etujiasen A on epétosi, on implikaatio A — B tosi riippumatta
takajdsenen totuusarvosta.

Maééritelmén 3.3 totuustaulusta ndhdaéan, ettd ekvivalenssi A «» B (luetaan ”A jos ja
vain jos B”) on tosi tdsmélleen niissd tapauksissa, joissa propositiolauseilla A ja B on sama
totuusarvo.

Esimerkki 3.4. Havainnollistetaan implikaation méaritelméaé tarkastelemalla lupausta ”jos

saat kokeesta vdhintddn 40 pistettd, niin padset kurssista 14pi”. Se voidaan kirjoittaa propo-
sitiolauseena pg — p1, missd lause ”saat kokeesta vihintadn 40 pistettd” on korvattu propo-
sitiosymbolilla pg ja lause "padset kurssista 14pi” on korvattu propositiosymbolilla p;. Tama
implikaatio on tosi seuraavissa tilanteissa:
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— Saat kokeesta vahintddn 40 pistettd ja pédset kurssista ldpi. Implikaatio on tosi, sil-
l1a sekd sen etujasen ettd takajisen ovat tosia. Tama tilanne vastaa maaritelméssa 3.3
implikaation totuustaulun ylinté rivid. Téssd tapauksessa lupaus on pidetty.

— Saat kokeesta alle 40 pistettd ja padset kurssista ldpi. Implikaatio on tosi, silld etujisen
on epétosi. Tdma tilanne vastaa méaritelméssa 3.3 implikaation totuustaulun kolmatta
rivid. Todellisessa elamaéssa téllainen tilanne saattaa syntyé, jos koe on esimerkiksi odo-
tettua vaikeampi ja opettaja paattad laskea pisterajoja. Huomaa, ettéd tarkasteltu lupaus
ei sulje pois mahdollisuutta paésta kokeesta lapi alle 40 pisteell.

— Saat kokeesta alle 40 pistetté etkéd padse kurssista lapi. Implikaatio on tosi, silld etujdsen
on epatosi. Tama tilanne vastaa maaritelmassa 3.3 implikaation totuustaulun alinta rivia.
Téassdkadn tapauksessa lupausta ei ole rikottu.

Tarkasteltava implikaatio on epétosi ainoastaan tilanteessa, jossa saat kokeesta vahintdan
40 pistettd mutta et kuitenkaan péédse kurssia lapi. Talloin lupausta ei ole pidetty. Tilanne vas-
taa médaritelman 3.3 implikaation totuustaulun toista rivié, jossa etujédsen on tosi ja takajisen
epatosi.

3.2 Milloin propositiolauseet ilmaisevat saman asian? — Looginen ekviva-
lenssi

Joskus kaksi propositiolausetta voivat ilmaista saman asian mutta eri tavalla. Talla kurssilla
asiaa pitdd miettid erityisesti kahdessa tapauksessa: lauseiden negaatioiden seké implikaatioi-
den kohdalla. Késitellaédn asiaa ensin kautta ja sitten esitetddn tarkemmat perustelut totuus-
taulujen avulla. Aloitetaan lauseiden negaatioista.

Tarkastellaan vaikkapa lausetta "Tanéén uin ja syon jaatelon.” Talloin péivin ohjelma me-
nee pieleen siiné tapauksessa, ettd en mene uimaan tai en syo jaatelod. Kumman tahansa asian
puuttuminen tekee lauseesta epatoden. Lauseen negaatio on "Tandén ei ui tai en syo jaateloa.”
Negaatiota muodostettaessa ja-sana muuttuu siis tai-sanaksi. [lmaistaan sama vield loogisten
konnektiivien avulla. Merkitddn lausetta "Téndédn uin.” symbolilla A ja lausetta "Tanédén syon
jaatelon.” symbolilla B. Nyt lauseella =(A A B) on sama merkitys kuin lauseella =A V = B.

Sama pétee myo0s toisin pain. Lauseen "Haluan mehun tai teen.” negaatio on "En halua
mehua ja en halua teetd.” Tai-sana muuttuu siis ja-sanaksi, kun muodostetaan lauseen negaatio.
Loogisten konnektiivien avulla ilmaistuna lauseella =(A V B) on sama merkitys kuin lauseella
—AN-B.

Siirrytdan sitten implikaatioon eli jos ... niin -muotoisten véitteiden tarkasteluun. Lauseen
”Jos sataa, taivaalla on pilvid” kanssa saman asian ilmaisee lause ”Jos taivaalla ei ole pilvia,
ei sada.” Lauseilla A — B sekd =B — —A on siis sama merkitys.

Alaluvun loppuosa kisittelee edellisien esimerkkien ilmi6ité tdsmaéllisesti Propositiolausei-
ta, jotka ilmaisevat saman asian kutsutaaan loogisesti ekvivalenteiksi. Taméan késitteen avulla
voidaan osoittaa, ettd esimerkkilauseet tosiaan ilmaisevat saman asian.

Maasritelmé 3.5. Propositiolauseet A ja B ovat loogisesti ekvivalentteja, jos ekvivalens-
sin A +» B totuusarvo on aina 1.
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Ekvivalenssin A <+ B totuusarvo on 1 tasmaéalleen silloin, kun propositiolauseilla A ja B
on sama totuusarvo. Loogisesti ekvivalenttien propositiolauseiden totuusarvot ovat siis aina
samat.

Aloitetaan osoittamalla, ettd negaatio muuttaa ja-sanan tai-sanaksi kuten esimerkin koh-
dalla huomattiin.

Esimerkki 3.6. Merkitddn lausetta "Tandan uin.” symbolilla A ja lausetta "Ténddn syon
jaatelon.” symbolilla B. Nyt tutkittavat propositiolauseet ovat =(AAB) ja =AV-B. Osoitetaan,
ettd ndma ovat loogisesti ekvivalentteja. Laaditaan totuustaulu ekvivalenssille (=(A A B)) «»
(mAV -B):

A|B|lAAB| ~«(AAB) | A | -B| ~Av-B | (7(AAB)) & (mAV -B)
11| 1 0 0] 0 0 1
110 o 1 0| 1 1 1
011 0 1 1 0 1 1
010 0 1 1 1 1 1

Totuustaulusta ndhdéaéan, ettd propositiolauseilla =(A A B) ja =A V =B on aina samat
totuusarvot, joten niiden ekvivalenssin totuusarvo on aina 1. Propositiolauseet —(A A B) ja
- AV =B ovat siis loogisesti ekvivalentit. Voidaan ajatella, ettd ne ilmaisevat saman asian
mutta eri tavoilla.

Kasitelldan viela toistakin esimerkkia negaatiosta. Siind ndhdééan, kuinka implikaation ne-
gaation voi ilmaista konjuktion avulla.

Esimerkki 3.7. Yritetdédn etsid implikaation negaation =(A — B) kanssa loogisesti ekvi-
valentti propositiolause. Alla olevasta totuustaulusta nédhddéan, ettd implikaatio A — B on
epéatosi tdsmélleen siind tilanteessa, etté propositiolause A on tosi ja B on epétosi:

A B|A—B
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 O 1

Taméa vastaa tilannetta, jossa implikaation negaatio =(A — B) on tosi. Néin voidaan
paatelld, ettd (A — B) on loogisesti ekvivalentti konjuktion A A =B kanssa.
Tarkistetaan asia laatimalla totuustaulu ekvivalenssille (=(4 — B)) <+ (A A —=B):

A|B|A—-B|-(A—B)|| -B|AAN-B | (-(A— B)) < (AAN—-B)
11 1 0 0 0 1
110 0 1 1 1 1
0|1 1 0 0 0 1
010 1 0 1 0 1
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Totuustaulusta ndhdéén, ettd propositiolauseilla =(A — B) ja A A =B on aina samat
totuusarvot, joten niiden ekvivalenssin totuusarvo on aina 1. Propositiolauseet =(A — B) ja
AN—B ovat siis loogisesti ekvivalentit. Voidaan ajatella, ettd ne ilmaisevat saman asian mutta
eri tavoilla.

Esimerkiksi implikaation ”jos aurinko paistaa, ldhden kavelylle” negaatio on esimerkin 3.7
mukaan loogisesti ekvivalentti lauseen "aurinko paistaa ja en ldhde kévelylle” kanssa. Huomaa,
ettd implikaation negaatio vastaa tilannetta, jossa alkuperiisen implikaation etujasen on tosi
mutta takajéisen ei.

Lopuksi naytetdan, ettd implikaation voi kirjoittaa myos toisella tavalla, niin kutsutun
kontraposition avulla. Tassd esimerkissd ei siis muodosteta implikaation negaatiota, vaan ai-
noastaan kirjoitetaan implikaatio uudessa muodossa.

Esimerkki 3.8. Implikaation A — B kontrapositio tarkoittaa implikaatiota =B — —A. Esi-
merkiksi implikaation "Jos sataa, taivaalla on pilvid.” kontrapositio on ”Jos taivaalla ei ole
pilvid, ei sada.”. Osoitetaan totuustaulun avulla, ettd implikaatio ja sen kontrapositio ovat
loogisesti ekvivalentit. Molemmat lauseet kertovat siis saman asian mutta eri sanoin.

A|B|A—-B|-B|-A|-B—--A| (A— B) <+ (-B— —-A)
1)1 1 0 0 1 1
110 0 1 0 0 1
011 1 0 1 1 1
00 1 1 1 1 1

Propositiolausetta, joka on aina tosi, sanotaan tautologiaksi. Tautologia tarkoittaa siis pro-
positiolausetta, jonka totuusarvo on aina 1. Propositiolauseet A ja B ovat siis loogisesti ekvi-
valentteja, jos A «+» B on tautologia.

3.3 Kvanttorit

Viite, jossa esiintyy niin sanottu wvapaa muuttuja, voi olla jollakin muuttujan arvolla tosi ja
jollakin muuttujan arvolla epitosi. Esimerkki téllaisesta viiteestd on x? — 2z + 1 = 0, jossa
x on vapaa muuttuja. Havaitaan, ettd jos esimerkiksi « = 5, tarkasteltava vdite on epatosi,
silld 22 —2x +1=05%2—-2-5+ 1= 16 # 0. Toisaalta jos esimerkiksi x = 1, viite on tosi, silld
22 —-2r+1=12-2-14+1=0.

Vapaita muuttujia sisdltavien viitteiden tapauksessa ollaan usein kiinnostuneita siita, onko
véite tosi kaikilla muuttujan arvoilla tai ainakin yhdelld muuttujan arvolla. Nama4 asiat voidaan
ilmaista niin sanottujen kvanttoreiden avulla. Ne on lueteltu alla taulukossa 3.3.

Kaava Merkitys

VxA A pétee kaikilla muuttujan x arvoilla

JxA A pétee joillakin muuttujan x arvoilla

Taulukko 3.3: Kvanttorit
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Esimerkki 3.9. Tulkitaan seuraavat kokonaislukuja koskevat véitteet suomen kielelle ja péé-
tellaén, ovatko ne tosia vai epétosia.

a)

Viite: 3z(3z — 12 = 3)
Tulkinta: On olemassa kokonaisluku, joka toteuttaa yhtélon 3z — 12 = 3.

Vaite on tosi, silld se toteutuu esimerkiksi, jos x = 5. Nimittdin 3-5—-12=15—-12 = 3.

Viite: Va(r < 2 — 22 < 4)

Tulkinta: Kaikilla kokonaisluvuilla = pitee, ettd jos # < 2, niin 22 < 4.

Viite on epétosi, silld jos esimerkiksi x = —5, niin implikaation etujasen on tosi mutta
takajésen on epitosi: —5 < 2 mutta (—5)? = 25 > 4.

Viite: Jz(2? = —1).

Tulkinta: On olemassa kokonaisluku, jonka toinen potenssi on —1.

Viite on epétosi, silld kertolaskun laskusdantojen nojalla kaikkien kokonaislukujen toinen
potenssi on epanegatiivinen.

Viite: Va(2? + 3 > 1)

Tulkinta: Kaikilla kokonaisluvuilla z pitee, ettd 22 +3 > 1.

Viite on tosi. Perustelu: Oletetaan, ettéd x € Z. Kaikkien kokonaislukujen toinen potenssi
on aina epinegatiivinen, joten z? > 0. Tésté seuraa, ettd 2 + 3 > 3. Voidaan pédtelli,
ettd tallsin 22 + 3 > 1.

Esimerkki 3.10. Monet matematiikassa esiintyvit méaaritelmét voidaan muotoilla logiikan
symbolikielelld. Téssa esimerkissé ilmaistaan joukkoja koskevia vaitteitd kvanttoreiden ja mui-
den logiikan symboleiden avulla.

a)

Oletetaan, ettd A ja B ovat joukkoja. Tarkastellaan viitettd A C B.

Maaritelméan 1.4 mukaan joukko A on joukon B osajoukko, jos joukon A jokainen alkio on
my6s joukon B alkio. Toisin sanottuna kaikkien alkioiden pitdd tayttda ehto ”jos alkio
kuuluu joukkoon A, niin se kuuluu joukkoon B”. Viite A C B voidaan siis kirjoittaa
muodossa Vz(r € A — x € B).

Oletetaan, ettd B ja C ovat joukkoja. Tarkastellaan vaitettd B ¢ C.

Osajoukon mééritelmésté seuraa, etta joukko B ei ole joukon C' osajoukko, jos joukossa B
on yksikin alkio, joka ei kuulu joukkoon C. Viite B ¢ C voidaan siis kirjoittaa muodossa
Jx(x € BAz ¢ C).

Oletetaan, ettd A, B ja C ovat joukkoja. Tarkastellaan vaitettd AN B C B~ C.

Kaytetddn aluksi osajoukon méaritelmaé, jolloin viite voidaan kirjoittaa samaan tapaan
kuin a-kohdassa: Vz(z € AN B — z € B~ C). Yhdistdmalld tdhdn leikkauksen ja
joukkojen erotuksen madritelmét (ks. maaritelmé 1.1) voidaan viite kirjoittaa muodossa
Vz((r € ANz €B) = (x€BAz &) .
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d) Oletetaan, ettd A, B, C' ja D ovat joukkoja. Tarkastellaan véitetta A~ B =C U D.

Maaritelmén 1.12 mukaan kaksi joukkoa ovat samat, jos niissd on tédsmélleen samat
alkiot. Toisin sanottuna kaikkien alkioiden pitdéd tayttdd ehto ”alkio kuuluu joukkoon
A~ B, jos ja vain jos alkio kuuluu joukkoon C'U D”. Tdmén tiedon avulla alkuperdinen
viite saadaan muotoon Vz(z € A\ B <» x € C' U D). Soveltamalla vield erotuksen ja
yhdisteen mééritelmid paddytain muotoon Vo ((x € ANz & B) +» (x € CVz € D)).

3.4 Kvanttorit ja negaatiot

Viite ”kaikki kissat ovat mustia” voidaan kumota vastaesimerkilld. Jos 16ydetaédn yksikin kissa,
joka ei ole musta, osoittaa se edelld mainitun vaitteen epatodeksi. Voidaan paatelld, etta
vaitteen "kaikki kissat ovat mustia” negaatio on ”"on olemassa kissa, joka ei ole musta”.

Toisaalta vaitteen "on olemassa vihrea kissa” kumoaminen on tyoladmpad. Tama véite
saadaan néytettyd epdtodeksi, jos osoittautuu, ettei yksikddn kissa ole vihred. Toisin sanot-
tuna véaitteen “on olemassa vihred kissa” negaatio on “kaikilla kissoilla pétee, etteivat ne ole
vihreita”.

Osoittautuu, ettd edelliset havainnot negaation vaikutuksesta kvanttoreihin pétevéit ylei-
sesti: kaavat =Vr A ja dx—A ovat loogisesti ekvivalentteja, samoin kaavat =3z A ja Vz—A.

Kvanttoreita sisidltdvien vaitteiden loogista ekvivalenssia ei voi tutkia totuustaulujen avulla.
Lisatietoja predikaattilogiikan loogisen ekvivanlenssin kéasitteestéd 10ytyy esimerkiksi kirjasta
Logiikka I

Esimerkki 3.11. Alla olevaan taulukkoon on koottu joitakin viitteitd ja niiden negaatioita
sekd suomeksi etta logiikan symbolikielell.

Viite Negaatio
Joku on iloinen. drl(x) Kukaan ei ole iloinen. Vz—I(z)
Kaikki ovat iloisia. VaI(x) Joku ei ole iloinen. dx—I(x)

Esimerkki 3.12. Monimutkaisempien viitteiden negaatioita voidaan muokata vaiheittain.
Tarkastellaan esimerkiksi vaitettd “kaikki iloiset ovat ahkeria”. Logiikan symbolikielelld sama
asia voidaan ilmaista kaavana Vz(I(z) — A(x)). Etsitddn tdmén kaavan negaation kanssa
loogisesti ekvivanlentti kaava.

Negaatio =Vz(I(z) — A(x)) voidaan esimerkin 3.11 tapaan kirjoittaa loogisesti ekvivalen-
tissa muodossa Jz—(I(x) — A(z)). Implikaation negaatio =(I — A) on puolestaan loogisesti
ekvivalentti konjuktion I A —A kanssa (esim. 3.7). Soveltamalla téité tietoa padadytddan kaavaan
dx(I(x) A ~A(x)). Suomeksi sama asia voidaan ilmaista vditteend ”joku on iloinen mutta ei
ahkera”.

Suomeksi Logiikan symbolikielella
Viite: Kaikki iloiset ovat ahkeria. Va(I(z) — A(x))
Negaatio: Joku on iloinen mutta ei ole ahkera. dzx(I(x) N —A(x))
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Esimerkki 3.13. Tarkastellaan vaitettd ”joku iloinen on ahkera” Logiikan symbolikielella
sama asia voidaan ilmaista kaavana Jz(I(x) A A(z)). Etsitddn tdmén kaavan negaation kanssa
loogisesti ekvivanlentti kaava.

Negaatio =3z (I (z)AA(z)) voidaan esimerkin 3.11 tapaan kirjoittaa loogisesti ekvivalentissa
muodossa Ve (I (z) AA(x)). Konjuktion negaatio —(I A A) on puolestaan loogisesti ekvivalentti
disjuktion =~ V —A kanssa (esim. 3.6). Néin paadytdan kaavaan Vo (—I(x)V —A(x)). Suomeksi
tdman voidaan ajatella vastaavan véitetta ”jokainen on surullinen tai laiska”.

Totuustaulujen avulla voidaan osoittaa, ettd konjunktion negaatio —(I A A) on loogisesti
ekvivalentti myos implikaation I — —A kanssa. TAméa voidaan paatelld myos esimerkisté 3.12
korvaamalla propositiolause A propositiolauseella —A. Kayttamalld tita tietoa saadaan kaava
Vz—(I(z) A A(z)) loogisesti ekvivalenttiin muotoon Vz(I(x) — —A(x)). Suomeksi sama asia
voidaan ilmaista véitteend “kukaan iloinen ei ole ahkera”.

Suomeksi Logiikan symbolikielell&
Viite: Joku iloinen on ahkera. Jx(I(x) AN A(z))
Negaatioita: Jokainen on surullinen tai laiska Vm(—'I (x) VvV —=A(z))

Kukaan iloinen ei ole ahkera. Va(l — ﬂA)

3.5 Kvanttorien jarjestys

Jos véitteessd on useampia muuttujia, saatetaan kvanttoreitakin tarvita enemmén kuin yksi.
Kvanttoreiden jarjestys vaikuttaa oleellisesti véitteen merkitykseen. Téatd havainnollistetaan
seuraavissa esimerkeissé.

Esimerkki 3.14. Tulkitaan seuraavat kokonaislukuja koskevat vaitteet suomen kielelle ja
paatelladn, ovatko ne tosia vai epéatosia.

a) Viite: Voedy(z +y = 5).

Tulkinta: Jokaista kokonaislukua x kohti on olemassa jokin sellainen kokonaisluku y, etta
lukujen « ja y summa on 5.

Viite on tosi, silld olipa x mikd tahansa kokonaisluku, voidaan aina valita y = 5 — .
Talloin y on kokonaisluku ja z +y =2+ (5 — z) = 5.

b) Viite: JyVz(z +y = 5).
Tulkinta: On olemassa sellainen kokonaisluku y, ettd sen ja mink& tahansa kokonaisluvun

T summa on .

Viite on epétosi. Perustelu: Jos vaitetty luku y olisi olemassa, se tarkoittaisi, etté esi-
merkiksi y4+0 = 5 ja y+1 = 5. Ensimmaisesta yhtélosta seuraa, ettd y = 5. Toisesta taas
seuraa, ettd y = 4. Yhdistdmaélla ndmé tiedot paddytadn ristiriitaan 5 = 4. Viitteessa
mainittua lukua y ei siis voi olla olemassa.
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Luku 11

Todistaminen

4 Vaitteen kumoaminen vastaesimerkilla

Tassé luvussa tutustutaan todistustekniikkaan, jolla voi osoittaa viitteen véaraksi. Monis-
sa tilanteissa kohdataan véitteitd, jotka koskevat esimerkiksi kaikkia kokonaislukuja, kaikkia
reaalilukuja tai kaikkia joukkoja. Esimerkkeja tallaisista vaitteista ovat vaikkapa seuraavat:

— Jokaisen parittoman kokonaisluvun toinen potenssi on pariton.

— Kaikilla a, b € R piitee, etti (a + b)? = a® + 2ab + b>.

— Kaikilla joukoilla A ja B pétee, ettd (AU B) \ B C A.
Y1la mainitut vaitteet ovat kaikki tosia, mutta toisinaan vastaan tulee myos samantyyppisia
epatosia véaitteitd kuten

— Kaikilla a, b € R pitee, etti (a + b)% = a? + b2

— Kaikilla joukoilla A ja B pétee, ettd (AU B) \ B = A.

— Kaikilla n € Z pitee, ettd luku n? — n + 11 on alkuluku.

Tallaisten vaitteiden kumoaminen onnistuu vastaesimerkin avulla. Sitd havainnollistetaan seu-
raavissa esimerkessa.

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan viiitettd, jonka mukaan (a + b)? = a? + b? kaikilla a, b € R.
Osoitetaan véite epdtodeksi antamalla vastaesimerkki. Valitaan esimerkiksi a = 1 ja b = 2.
T4lloin yhtélon vasen puoli on (a + b)? = 3% = 9 ja oikea puoli on a? + b* = 12 + 22 = 5. Siis
tiissd tapauksessa (a + b)? # a? + b%. Viite on siis epétosi.

Huomaa, ettéd joillakin luvuilla vaitetty yhtdlo kuitenkin pétee. Esimerkiksi jos a = 0 ja
b= 1, on yht#lén vasen puoli (a + b)? = 12 = 1 ja oikea puoli a? + b? = 0% + 12 = 1. Siis téissi
tapauksessa yhtdlo pétee.

Esimerkki 4.2. Tarkastellaan viitetté, jonka mukaan kaikilla joukoilla A, B ja C pétee yhtalo
AUu(BNC)=(AuB)NC.
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Kumotaan véite vastaesimerkin avulla. Valitaan vaikkapa A = {1,2}, B = {2,3} ja C =
{1,3}. Tallsin AU(BNC) = {1,2}U{3} = {1,2,3} ja (AUB)NC = {1,2,3}n{1,3} = {1,3}.
Siis tésséd tapauksessa AU (BN C) # (AU B)NC. Viite on siis epatosi.

Voidaanko siis paatelld, ettd AU (BN C) # (AU B) N C kaikilla joukoilla A, B ja C?

Néytetdan vastaesimerkin avulla, ettd nédinkddn ei voida padtelld. Valitaan A = {1, 2},
B ={2}jaC = {1,2}. Tallsin AU(BNC) = {1,2} U{2} = {1,2} ja (AUB)NC =
{1,2} n{1,2} = {1,2}. Siis téssé tapauksessa AU (BNC)=(AUB)NC.

Seuraavassa esimerkissé tarvitaan alkuluvun késitettd, joka esiteltiin méaritelméssa 2.3.
Alkuluvun ainot positiiviset tekijat ovat 1 ja luku itse.

Esimerkki 4.3. Tarkastellaan viitettd, jonka mukaan luku n? — n + 11 on alkuluku kai-
killa n € Z. Osoitetaan viite epéatodeksi antamalla vastaesimerkki. Kokeilemalla tai muuten
jarkeilemélld huomataan, ettd jos n = 11, niin

n2—n+11=11%2-11+11=112=11-11,

joka ei ole alkuluku. Siis véite on epétosi.
Huomaa, etté joidenkin kokonaislukujen tapauksessa n? —n 4+ 11 on alkuluku. Esimerkiksi
luvun n = 2 tapauksessa n? — n 4 11 = 13, joka on alkuluku.
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5 Lausekkeisiin liittyvia todistuksia

Téassé luvussa kerrotaan, kuinka kaksi lauseketta osoitetaan samoiksi ja kuinka osoitetaan,
ettéd lauseke on toista suurempi.

5.1 Kuinka osoittaa kaksi lauseketta samoiksi?

Téassé alaluvussa tutkitaan, kuinka osoittaa kaksi lauseketta samoiksi tai lauseke toista suu-

remmaksi. Tat4 tarvitaan usein todistusten vélivaiheissa. Asioita saatetaan késitelld eri tavalla

kuin mihin olet koulussa tai aiemmissa opinnoissasi tottunut. Tama johtuu siité, ettd nyt kiin-

nitetdan erityistd huomiota siihen, pdattelyiden loogiseen perustaan eli sithen miksi paattelyt

toimivat. Talloin padttelyt ovat yleistettdvissd monenlaisiin ja monimutkaisiinkin tilanteisiin.
Oletetaan, ettd a,b € R. Osoitetaan, etti (a + b)? = a® + 2ab + b*:

(a+b)? =a®+2ab+b?
(a+Db)(a+b) = a®+ 2ab+ b?
aa + ab + ba + bb = a® + 2ab + b*
a® + ab + ab + b = a® + 2ab + b?
a? + 2ab+ b* = a® + 2ab + b*
a?® + 2ab +b* — (a* + 2ab + b*) = 0
0=0.

Koska paadytddan lopputulokseen, joka on aina tosi, viite patee. Vai olemmeko itse asiassa
todistaneet yhtddn mitdan?

Ennen kuin pureudutaan edellisen todistuksen ongelmiin, tutkitaan toista esimerkkié. Osoi-
tetaan, ettd 3 = 17:

3=17 |- 0
0-3=0-17
0=0.

Piaadytadan lopputulokseen 0 = 0, joka on aina tosi. Siis 3 = 17.
Edellinen todistus ei varmastikaan ole pétevd. Sen rakenne on aivan samanlainen kuin
ensimmaisen todistuksen, joten ensimméisessa todistuksessakin on jotain pielessa.
Ensinnakin ongelmana on, ettd kummassakaan todistuksessa ei ole kerrottu, miten alle-
kain kirjoitetut yhtélot riippuvat toisistaan. Kirjoitetaan jalkimmaisen todistuksen yhtéloketju
uudelleen kayttden implikaatio- ja ekvivalenssinuolia:

3=17
= 0-3=0-17
< 0=0.
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Olemme siis itse asiassa osoittaneet, ettd jos 3 = 17, niin 0 = 0. Toisin sanoen lahdimme
liikkeelle véitteestd (3 = 17) ja lopputuloksi tuli jotain, joka jo tiedettiin (0 = 0). Matemaatti-
sen todistuksen pitdisi kulkea aivan toiseen suuntaan! Sen, mitd halutaan todistaa, on oltava
lopputulos. Siksi todistus ei toimi.

Kirjoitetaan sitten uudelleen todistuksista ensimméinen. Nyt jokaisen véliin sopiikin ekvi-
valenssinuoli:

(a+b)? = a® + 2ab + b

& (a+Dd)(a+b) = a®+ 2ab+ b

& aa+ab+ba+ bb = a® + 2ab + b

& a®+ab+ab+ b = a® + 2ab + b

& a2+ 2ab+ b% = a® + 2ab + b
& a?42ab+b? — (a® + 2ab+ %) =0
< 0=0.

Nyt tiedetéifin, ettd viite 0 = 0 on yhtépitivi viitteen (a + b)? = a® + 2ab + b? kanssa. Koska
0 = 0 pétee, myds (a + b)? = a® + 2ab + b? piitee.

Vaikka edellinen todistus on loogisesti pateva, se on melko monimutkainen. Jokaisen ekvi-
valenssinuolen kohdalla on tarkistettava, etti edellisestd viitteestd seuraa jalkimméinen ja
jalkimmadisestéd edellinen. Tuntuu myo6s hieman kummalliselta, ettd yhtalon oikea puoli pysyy
samanlaisena ldhes todistuksen loppuun saakka.

Kirjoitetaan edellé esitetty todistus uudelleen jarkevimmélla ja helpommalla tavalla

Esimerkki 5.1. Osoitetaan, etti (a + b)? = a® + 2ab + b?. Lihdetiin liikkeelle yht#lon va-
semmasta puolesta ja muokataan sité:

(a+b)?=(a+b)(a+D)
= aa + ab + ba + bb
=a? + ab+ ab + b*
= a® + 2ab + b*.

Niin olemme osoittaneet, etti (a + b)? = a? + 2ab + b

Huomaa, ettd ekvivalenssinuolia ei itse asiassa tarvittu lainkaan.

Jos lausekkeet ovat monimutkaisia, suoraviivaisin tapa niiden samaksi osoittamiseen on
laskea erikseen auki vasen ja oikea puoli ja todeta, ettd tulos on sama. Tutkitaan, kuinka tama
tapahtuu kaytanossa.

Esimerkki 5.2. Oletetaan, ettd n € N. Osoitetaan, etté

2 1)2 1
n ;—n+n+1:(n+ ) ;—(n—i— )
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Ryhdytadn muokkaamaan yhtdlon vasenta puolta:

n?+n n2+n 2n+2 nP4+n+2n+2 n2+3n+2
5 +n+1= st~ = 5 = 5 )

Tamén pidemmélle on vaikea edetd, joten siirrytddn oikeaan puoleen.
Yhtéalon oikeaa puolta muokkaamalla saadaan

(n+1)%4+(n+1) n*+2n+1+n+1 n’+3n+2
2 B 2 B 2 ‘

Koska vasemmasta ja oikeasta puolesta saadaan sama tulos, pitee yhtalé. Tosin sanoen on
osoitettu, etta

2 1)2 1
n;n+n+1:("+);("+).

Erés tyypillinen tilanne, jossa taytyy osoittaa kaksi lauseketta samoiksi syntyy osoitettaes-
sa, etté jokin luku toteuttaa yhtédlon. Tutkitaan téallaista esimerkkié.

Esimerkki 5.3. Osoitetaan, ettd luku 1 toteuttaa yhtilon va2 — 2 +4 = 22 + 1. On siis
osoitettava, ettd v/12 — 1 +4 = 12 4 1. Lasketaan ensin yht#lon vasen puoli:

VI2—14+4=V14+3=V4=2,

ja sitten oikea puoli:
P+1=1+1=2

Koska molemmista laskuista tulee sama tulos, péatee yhtilo Va2 —z +4 =22+ 1, kun z = 1.
Siis luku 1 toteuttaa yhtilon Va2 — x +4 = 22 + 1.

Ohjeita lausekkeiden osoittamiseen samoiksi

o Vilta todistuksia, jotka lahtevat liikkeelle todistettavasta yhtadsuuruudesta ja padttyvét
johtopadtokseen 0 = 0.

e Todistettavan vaitteen pitda olla lopputulos, ei lahtokohta.
e Jos sinun taytyy osoittaa jokin yhtdsuuruus todeksi, seuraavat menetelmét ovat toimivia:

— Laske auki ensin vasen puoli ja sitten oikea puoli. Totea, ettd molemmissa tapauk-
sissa tuli sama vastaus. Tdmé& toimii aina ja on hyvid menetelmé erityisesti moni-
mutkaisten lausekkeiden kanssa.

— Lé&hde liikkelle yhtélo vasemmasta puolesta ja etene yhtdsuuruuksien avulla oikeaan
puoleen.

— Sama kuin edelld, mutta lahde liikkeelle oikeasta puolesta.
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5.2 Kuinka osoittaa, ettad lauseke on toista suurempi?

Koulussa epédyhtéloité yleenséd ratkaistiin eli etsitiin kaikki luvut, joilla epayhtdlo péatee. Nyt
tutustumme epéyhtaloiden erilaiseen kayttotarkoitukseen, joka tulee olemaan tarpeellinen teh-
tdessd paatelmid ja todistettaessa yleisid tuloksia. Matematiikassa epayhtaloita kaytetdan ni-
mittéin siithen, ettd lausekkeelle etsitédén jokin yla- tai alaraja. Tatd kutsutaan ylospéin tai
alaspdin arvioinniksi. Ohessa on listattu muutamia esimerkkeji epéyhtaléihin liittyvistéd véit-
teisté, joita opettelemme todistamaan:

- 3+10710 < 9+107%
— Oletetaan, ettd h on reaaliluku ja 0 > h > 1. Talléin (3 + h)? > 9 + 7Th.
— Oletetaan, etté reaaliluvulle k pitee k > 4. Tilloin 351 > (k + 1)3.

Ryhdytaédn tutkimaan, kuinka ndma véiitteet voisi todistaa.

Esimerkki 5.4. Osoitetaan, ettd 3 + 107190 < 9 + 1077, Lahdetiin liikkeelle vasemman-
puoleisesta lausekkeesta ja keksitdan lausekkeita, jotka ovat suurempia tai yhta suuria. Talla
tavoin edetdédn pienin askelin kohti oikeanpuoleista lauseketta. Seuraavanlainen paéttely osoit-
taa viitteen todeksi:

10799 (1) 9 10799 (2)

34107199 =34+10"1-107" =3 9+ 1079,
+ + +—g <9t <9+

Kohdassa (1) hyddynnettiin tietoa siitd, ettd 3 < 9. Jos nimittéin lausekkeeseen lisiéd suurem-
man luvun, suurenee lauseke. Kohdassa (2) puolestaan jéatettiin pois nimittajé, jolloin lauseke
suureni. Jos positiivisen luvun jakaa kymmenelld, on tulos pienempi kuin silloin, jos lukua
ei jaa kymmenelld. Siksi lauseke suurenee, kun nimittdja poistetaan. N&in on osoitettu, etta
3+10710 <94 107%.

Todistuksen idea on siis tehda ketju yhtaloitéd ja epdyhtaloita niin, ettd jokaisessa vaiheessa
siirrytddn kohti suurempaa tai yhtd suurta lukua. Vahintaankin yhdessd kohtaa taytyy olla
aito epiyhtilo, jotta voidaan padtelld, ettd 3 + 10719 on aidosti pienempi kuin 9 + 107%9.

Misté sitten tiedetddn, mité vélivaiheiksi tulee? Esimerkiksi kohdassa (2) voisi myos péaétel-
14 3 + 1017099 <10+ 1017099, silla 3 < 10. Niin ei kuitenkaan kannata tehdi, sillid lopputuloksessa
on luku 9. Arviointi vaatiikin kokeilua ja pohtimista.

Vasemmanpuoleisesta lausekkeesta kannattaa kaivaa esiin elementtejé, jotka muistuttuvat
oikeanpuoleista lauseketta. Esimerkiksi edelld vasemmanpuoleinen lauseke muutettiin muo-
toon, jossa nikyy oikean puolen 107%?. Lauseketta voi suurentaa muun muassa lisddmalld

sithen positiivisen luvun, pienentamalld positiivisen luvun nimittédjaéd tai suurentamalla posi-
tiivisen luvun kerrointa.

Esimerkki 5.5. Oletetaan, ettd h € R ja 0 < h < 1. Osoitetaan, ettd (3 +h)2 <9+ 7h.
Lihdetién liikkeelle vasemmanpuoleisesta lausekkeesta (3 +h)? ja arvioidaan sitd ylospiin
yrittden padstd kohti lauseketta 9 + Th:

(1)
(3+h)2=9+6h+h>=9+6h+h-h<9+6h+1-h=9+6h+h=09+Th.
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Kohdassa (1) hyodynnettiin tietoa 0 < h < 1. Jos nimittdin epanegatiivisen luvun kerrointa
suurentaa, suurenee lauseke.

Esimerkki 5.6. Oletetaan, etti reaaliluvulle k pitee k > 4. Osoitetaan, ettd 381 > (k4 1)3.
Arvioidaan epayhtdlon oikeaa puolta alaspéin kdyttden toistuvasti oletusta k > 4:
3R> k3 k3 4 k3
=4k K2Rk
QI 2
> k° 4+ 4k* + 16k
= k> + 4k + 15k + k

@ .
> k3 4 4k? 4 15k + 4

3
¢ k34 3k* +3k+ 1= (k+1)%

Oletusta k > 4 kiytettiin kohdissa (1) ja (2). Kohdassa (3) hydédynnettiin myés tietoa 4k% >
3k2. Kun positiivisen luvun kerrointa pienentéi, pienenee luku.

Saadusta epiyhtiloketjusta voidaan péitelld, ettd 3541 > (k + 1)3.
Ohjeita ylospidin ja alaspdin arviointiin

« Jos sinun pitda osoittaa, ettd jokin lauseke on pienempi tai suurempi kuin toinen, ldhde
liikkeelle vasemmanpuoleisesta lausekkeesta. Etene ylos tai alaspain kohti oikeanpuoleista
lauseketta sen mukaan, pitddko vasemmanpuoleinen lauseke osoittaa pienemméksi vai
suuremmaksi kuin oikeanpuoleinen.

o Voit myos aloittaa oikeanpuoleisesta lausekkeesta ja edetéd kohti vasemmanpuoleista.
o Lauseketta voi suurentaa muun muassa seuraavilla keinoilla

— lisddmalla siihen positiivisen luvun
— suurentamalla positiivisen luvun kerrointa

— pienentamalld positiivisen luvun jakajaa.

o Vastaavasti lauseke pienenee péinvastaisilla toimilla.
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6 Implikaatio- ja ekvivalenssitodistukset

6.1 Implikaatiotodistus eli jos ...niin -viitteen todistaminen

Tassé kappaleessa perehdytédén siihen, miten ”jos P, niin Q)7 -tyyppisia viitteitd todistetaan.
Esimerkkeja téallaisista vaitteistéd ovat vaikkapa seuraavat:

— Josa, b€ R ja0 < a< b, niin a® < b?.

2

— Jos kokonaisluku m on parillinen, niin m~ on parillinen.

Viite "jos P, niin Q7 vastaa implikaatiota P — Q.

Viite "jos P, niin @” voidaan todistaa seuraavasti:

— Oletetaan, ettad etujasen P on tosi. Toisin sanottuna oletetaan, ettd P pétee.

— Padtellddn, ettd talloin myos @ pétee.

Esimerkki 6.1. Oletetaan, ettd a, b € R. Osoitetaan, ettd jos 0 < a < b, niin a? < b.
Oletetaan, ettd tarkasteltavan implikaation etujisen on tosi. Toisin sanottuna oletetaan,
ettd 0 < a < b. Tavoitteena on nidyttda, ettd talloin myos implikaation takajisen on tosi.
Toisin sanottuna tavoitteena on niyttid, ettd a’® < b?.
Oletuksen mukaan a < b. Tdmén epdyhtdlon molemmat puolet voidaan kertoa luvulla a.
Koska oletuksen mukaan a > 0, epayhtalon suunta séilyy. Saadaan siis uusi epayhtalo

a’? < ab.

Toisaalta epayhtéalon a < b molemmat puolet voidaan kertoa luvulla b. Koska oletuksen mu-
kaan myo6s b > 0, epayhtalon suunta séilyy. Saadaan siis uusi epayhtalo

ab < b2,

Yhdistamalld nididen epayhtilsiden tiedot voidaan padtelld, ettd a? < ab < b2, joten a® < b2.
Viite ”jos 0 < a < b, niin a? < b>” on nyt todistettu, silld saatiin niytettyi, ettd oletuksesta
0 < a < b seuraa a? < b.

Edellisessé todistuksessa oli mukana selityksié, jotka valottavat todistuksen eri osia. Niiden
tarkoitus oli selventdé todistuksen kulkua sellaiselle henkilolle, joka ei ole ndhnyt implikaatioto-
distusta aiemmin. Téllaisia selityksié ei kuitenkaan tyypillisesti ole varsinaisissa todistuksissa.
Seuraavassa esimerkissid nikyy pelkké todistus ja selitykset on jatetty pois.

Esimerkki 6.2. Osoitetaan, etti jos kokonaisluku m on parillinen, niin m? on parillinen.

Oletetaan, etts kokonaisluku m on parillinen. Nyt on osoitettava, ettd m? on parillinen.
Koska kokonaisluku m on parillinen, se voidaan kirjoittaa muodossa m = 2k jollakin k € Z.
Talloin
m? = (2k)? = 4k* = 2 2k?,
missi 2k% € Z. Koska m? on kaksi kertaa jokin kokonaisluku, se on parillinen.
Viite ”jos kokonaisluku m on parillinen, niin m? on parillinen” on nyt todistettu.
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6.2 Ekvivalenssitodistus eli jos ja vain jos -viitteen todistaminen
Tassé kappaleessa perehdytédén sithen, miten ”P jos ja vain jos Q7 -tyyppisia vaitteita todis-
tetaan. Esimerkkeja téllaisista véitteistd ovat vaikkapa seuraavat:

— Kokonaisluvulle n pétee 6 | n, jos ja vain jos 2 | n ja 3 | n.

— Yhtilo 22 — 62 + 9 = 0 toteutuu, jos ja vain jos x = 3.

— Joukoilla A, B ja X pitee X C AN B, jos ja vain jos X C A ja X C B.

Viite "P jos ja vain jos Q7 vastaa ekvivalenssia P <> (). Se voidaan kirjoittaa kahden
implikaation avulla muodossa (P — Q) A (Q < P). Viitteen 7P jos ja vain jos Q7 todistus
muodostuukin todistuksesta implikaatiolle "jos P, niin @” ja implikaatiolle "jos @), niin P’.

Viite ”P jos ja vain jos Q7 todistetaan kahdessa osassa:

— Oletetaan, ettd P pétee. Padtelldan, ettd talloin myos () pétee.

— Oletetaan, ettd @) patee. Paitelldan, ettd talloin myos P pétee.

Aluksi kun ekvivalenssitodistuksen rakenne ei ole vield tuttu, voit todistuksen hahmottami-
sessa auttaa eri osien erottaminen toisistaan merkeilld ”=" ja ”<=". Niiden avulla on helpompi
muistaa, kumpaa suuntaa ollaan todistamassa. Néin on tehty seuraavissa esimerkeissé.

Esimerkki 6.3. Oletetaan, ettd n € Z. Osoitetaan, ettd luku 6 jakaa luvun n, jos ja vain jos
sekd luku 2 etta luku 3 jakavat luvun n.

"=": Oletetaan, ettd 6 | n. Jaollisuuden mééritelmén 2.1 mukaan t&ll6in on olemassa sel-
lainen a € Z, ettd n = 6a. Voidaan siis kirjoittaa n = 2-3a, missa 3a € Z kahden kokonaisluvun
tulona. Néin 2 | n. Toisaalta voidaan kirjoittaa n = 3 - 2a, missi 2a € Z. Néin 3 | n.

7«<": Oletetaan, ettd 2 | n ja 3 | n. Jaollisuuden maéritelmén 2.1 mukaan talléin on
olemassa sellainen a € Z, ettd n = 2a, ja sellainen b € Z, ettd n = 3b.

Kirjoittamalla n erotuksena 3n — 2n saadaan paateltyd seuraavasti:

n=3n—2n=3-2a—2-3b=6a—6b=6(a—b),
missé a — b € Z kahden kokonaisluvun erotuksena. Siis 6 jakaa luvun n.

Esimerkki 6.4. Osoitetaan, ettd yhtilo 22 — 62 + 9 = 0 toteutuu, jos ja vain jos = = 3.
"=": Oletetaan, ettd yhtilo 22 — 62 + 9 = 0 toteutuu. Sen vasen puoli voidaan kirjoittaa
muodossa (z — 3)2, silli

(-3 =(@x—-3)(z—3)=2>-3z -3z +9=2a—62+9.

Yhtilé saadaan siis muotoon (2 —3)? = 0. Nolla on ainoa luku, jonka toinen potenssi on nolla,
joten voidaan padtellé, ettd x — 3 = 0. Siten x = 3.
7<": Oletetaan, ettd x = 3. Talléin

22 —6x+9=32-6-3+9=9—-184+9=0.
Siis yhtalo 22 — 6z + 9 = 0 toteutuu.
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6.3 Ekvivalenssi ja yhtalonratkaisu

Yhtéalonratkaisu on koulusta tuttua, mutta usein sitd tehdddn mekaanisesti sen kummempia
ajattelematta. Jotta pystytddn ratkaisemaan monimutkaisempia yhtaloitd, on kuitenkin tér-
kedd ymmaéartad, mitd yhtalonratkaisussa tapahtuu. Yhtédlonratkaisu liittyy ldheisesti ekviva-
lenssin kéasitteeseen.

Ryhdytdan ratkaisemaan yhtalod «ax + 2 = —a:

vVr+2=—=x
(Vo +2)? = (—2)?

T+ 2=z
—224+2+2=0

—1++/1—-4(-1)-
Y e L

-2

—-1+3

xTr =
-2
r=—1taix=2.
Saadaan siis kaksi ratkaisua, = —1 ja x = 2. Ensimmaéinen luvuista todellakin on yhtilon

ratkaisu, silli /—1+2 = /1 = 1 ja —(—1) = 1. Toinen luvuista ei yllittien toteutakaan
yhtilod, silld /2 4+ 2 = v/4 = 2 # —2. Siten x = 2 ei ole yhtdlon ratkaisu! Mikd meni vikaan?

Ensimmainen ongelma on, ettd yhtaloita kirjoittaessa ei ole kerrottu, miten allekaiset yh-
télot liittyvét toisiinsa. Ovatko ne kenties yhtépitdvid? Vai onko jalkimméinen aina edellisen
looginen seuraus? Néitd suhteita voidaan ilmaista ekvivalenssi- ja implikaationuolilla tai sa-
nallisesti.

Tutkitaan vaikkapa esimerkin kolmatta ja neljittd yhtiloda. Kun yhtdlon o 4+ 2 = 22 mo-
lemmille puolille lisitdin —x?, saadaan —x? + z + 2 = 0. Jos siis yhtdlo @ + 2 = 22 piitee,
myds yhtdlo —z? + « + 2 = 0 pétee. Niin ollen yhtdlo —22 + x4+ 2 = 0 on yhtélén = + 2 = 22
looginen seuras, miké voidaan kirjoittaa myos implikaationuolen avulla:

:c+2:a:2 = fx2+x+2:0.

Toisaalta myds yhtilostd —z2 + 2 + 2 = 0 seuraa yhtdlo = + 2 = 22. Téamén voi osoittaa
lisadmélla yhtélon molemmille puolille 2. Toisin sanoen

2?4+ x+2=0 = x+2=2%

Nyt tiedetdin, ettd yhtilo o 4+ 2 = 22 pitee, jos ja vain jos yhtilo —22 + z + 2 = 0 pitee.
Talloin sanotaan, ettd yhtalot ovat yhtdpitdvid. Saman asian voi ilmaista ekvivalenssinuolella:

r+2=2> & —2’+x+2=0.

Koska yhtild = 4+ 2 = 22 on totta tdsmilleen samoilla luvuilla kuin yhtilé —z? + 2z +2 = 0,
niiden ratkaisut ovat samat. Néin on aina: yhtapitavilla yhtal6illd on samat ratkaisut.
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Aiemman esimerkin yhtdlonratkaisuyritys tuottaa yliméaraisid ratkaisuja, silla yhtaloket-
jun kaksi ensimmaista yhtéloa eivit ole yhtépitaivia. Tama johtuu toiseen potenssiin korotta-
misesta. Tutkitaan hieman tarkemmin, mitd toiseen potenssiin korottaminen tekee yhtéldlle.

Oletetaan, ettd a,b € R. Jos luvut a ja b ovat samoja, niiden neliét ovat samoja, eli
a =b = a® = b Jos taas kahden luvun neliét ovat samoja, luvut eivit vilttdmétta ole
samoja. Esimerkiksi lukujen 2 ja —2 neliét ovat samat. Ei siis voida kirjottaa a®? = b*> = a = b.
Niin ollen ei mydskidn voida kiyttid ekvivalenssinuolta: ei pade a? = bv? < a = b.

Edellisen nojalla pitee v/ + 2 = —z = (V& + 2)? = (—z)?. Laitetaan vield kaikki nuolet
paikoilleen alussa esitettyyn yhtaloketjuun:

Vr+2=—x

= (Vr+2)?=(-x)?
& r+2=2>
& —2’+2+2=0
—1+/1-4(-1)-2
= T =
-2

R —143

xr =

-2
& r=-—1taix=2.
Nyt ndhdaédn, miksi yhtalonratkaisu meni pieleen. Jos v/x + 2 = —z, niin joko x = —1 tai

x = 2. Yhtédlon mahdollisia ratkaisuja ovat siis —1 ja 2. Toiseen suuntaan ei voida kuitenkaan
paatelld mitdin, eli ehdosta "z = —1 tai = 2”7 ei seuraa, ettid /= + 2 = —x. Siksi tulokseksi
saatiin ylimaaraisia lukuja, jotka eivét ole yhtédlon ratkaisuja.

Kirjoitetaan vield lopuksi huolellisesti yhtédlon ratkaisu. Se tehdadén kahdessa osassa.

Ratkaisu: Ratkaistaan yhtdlo v/x 4+ 2 = —z. Nahdéén, etta

vVer+2=—x

5 (Va2 = (-2

= x+2=2"

= —-2’41+2=0

—1+/1-4(-1)-2
= =
-2
N _—1%3
T
= x=-—1taiz=2.

Nyt tiedetdan, etta jos yhtalo «/x + 2 = —x pétee, niin x = —1 tai z = 2. Yhtélon
ratkaisuja ovat siis joko x = —1 tai x = 2 tai molemmat. Tarkistetaan sijoittamalla,
mitka kaikki ovat ratkaisuja:
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Huomataan, ettid /—1+2 = /1 = 1 ja —(—1) = 1, joten luku —1 on toteuttaa
yhtélon v/z + 2 = —z. Siten £ = —1 on yhtdlon ratkaisu. Toisaalta v/2 + 2 = /4 =
2 # —2, joten luku 2 ei toteuta yhtaloa eiké siten ole ratkaisu.

Siten yhtdlon ainoa ratkaisu on x = —1.

Huomaa, edella yhtalonratkaisun véalivaiheisiin kirjoitetttiin implikaationuolet, vaikka ekvi-
valenssinuolikin olisi sopinut moneen paikkaan. Ekvivalenssinuoliten antamasta lisdtiedosta ei
tassa tapauksessa olisi kuitenkaan mitdan hyotya, silld niitd ei kuitenkaan voi kiyttad joka
vélivaiheessa.

Ylipaatadn ekvivalenssinuolia ei kannata kdyttdda, ellei niitd vdlttamdttd tarvita. Jos parjaat
implikaationuolella, kayta sitd. Ekvivalenssinuolen tapauksessa pitda nimittdin aina tarkistaa
ettd viitteet todella ovat yhtapitavia. Se jad helposti tekemétté tai ainakin aiheuttaa lisdvaivaa
niin kirjoittajalle kuin lukijallekin. Jos kirjoittaa A < B taytyy nimittiin tarkistaa kaksi asiaa:
viitteestd A tadytyy seurata viite B ja viitteestd B tdytyy seurata véite A.

Jopa seuraavanlainen merkintdtapa on hamé&ava:

z+2=2z> || — 22

& —2*+z2+2=0

Viivan oikealla puolella oleva kommentti perustelee, kuinka ratkaisu etenee ylhaalta alas. Ekvi-
valenssinuoli tarkoittaa sitd, ettd padttelyn pitaa olla totta my6s alhaalta ylos. Sité ei kuiten-
kaan perustella milldéan tavalla.

Koulusta tuttuja 1. ja 2. asteen reaalilukuyhtél6itd saa ratkaista ekvivalenssien avulla,
silld tieddmme, mita operaatioita yhtaldille saa tehda niin, ettd yhtapitdvyys séilyy. Voidaan
esimerkiksi kirjoittaa

2c+3=1

& 2= -2

& x=-—1
tai
Seuraavat yhtéalot ovat yhtapitavia:

2z4+3=1

20 = -2

r=—1.

Monimutkaisempia yhtéloita pitdd kuitenkin késitella suurella varovaisuudella, silld ne ei-
vat valttamatta ratkea ekvivalenssien avulla. Sama pédtee hieman eksoottisempiin yhtél6ihin,
joiden muuttujat eivét ole lukuja (esim. matriiseja tai vaikkapa permutaatioita sisiltavét yhta-
16t). Niiden ratkaisussa implikaatioiden kiyttdminen on yleensé jarkevampéa ja turvallisempaa
kuin ekvivalenssien.

35



Ohjeita yhtialoiden ratkaisemiseen

e Yhtaloita ei voi vain kirjoittaa allekkain kertomatta, miten yhtdlot riippuvat toisistaan.
Kayté nuolia tai sanoja.

o Kaikki yhtéalot eivit ratkea yhtéapitdvia yhtéaloitd muodostamalla. Eras tapa ratkaista
yvhtald on johtaa siitd uusia yhtaloita ja tarkistaa lopuksi, mitkéd saaduista ratkaisuista
ovat alkuperaisen yhtalon ratkaisuja.

e Muista, ettd ekvivalenssinuolessa on kaksi suuntaa.
o Ali kéytd ekvivalenssinuolia, jos implikaationuoli riitt&a.

o Ali kiiytd nuolia, jos pérjddt suomen kielen sanoilla. Yhtilonratkaisussa nuolet ovat
kuitenkin usein kaytannollisié.

e Koulusta tutut 1. ja 2. asteen yhtélot saa ratkaista samaan tapaan kuin ennenkin. Yh-
taloiden keskinéinen riippuvuus on kuitenkin ilmaistava nuolin tai sanoin.

6.4 Osajoukoksi osoittaminen

Erikoistapaus implikaatiotodistuksesta on osajoukoksi osoittaminen. Aikaisemmin luvussa 1.4
olemme tutkineet konkreettisissa tapauksissa, milloin annettu joukko on toisen joukon osajouk-
ko. Nyt ldhdemme rakentamaan todistuksia, jotka toimivat abstrakteissa tilanteissa. Méaari-
telmén 1.4 mukaan joukko A on joukon B osajoukko, jos kaikilla x € A pétee myos x € B.
Kyseessa on jos...niin -muotoisen viitteen todistus eli implikaatiotodistus.

Esimerkki 6.5. Oletetaan, ettd A ja B ovat joukkoja. Osoitetaan, ettd (AU B) \ B C A.

Oletetaan, ettd a € (AUB)\ B. Téasté voidaan erotuksen maaritelmén nojalla paatella, etté
a € AUB ja a ¢ B. Edelleen koska a € AU B, voidaan yhdisteen mééaritelmén nojalla paatella,
ettd a € A tai a € B. Naistad jalkimméainen vaihtoehto ei voi toteutua, koska jo aikaisemmin
paddyttiin siihen, ettd a ¢ B. Voidaan siis olla varmoja, ettd ensimmaéinen vaihtoehto on totta
elia € A.

Y114 oleva paattely voidaan tehdd mille tahansa joukon (AU B) \ B alkiolle, joten jokainen
joukon (AU B) ~\ B alkio kuuluu joukkoon A.

Esimerkki 6.6. Oletetaan, ettd A, B ja C ovat joukkoja. Osoitetaan, etté
AUu(BNC)C(AUB)N(AUCQ).

Oletetaan, ettd z € AU (BN C). Yhdisteen mééritelmén nojalla voidaan paatelld, ettd x € A
tai x € BN C. Koska ei voida olla varmoja siitd, kumpi néistd vaihtoehdoista on voimas-
sa, taytyy kumpikin niistd tarkastella erikseen. Nain voidaan varmistua siitéd, ettd haluttuun
johtopaatokseen paadytdan kaikissa mahdollisissa tapauksissa.

Tapaustarkastelu:

— Oletetaan, ettd x € A. Yhdisteen mééritelmén nojalla voidaan téstd péaitelld, ettd
r € AUB jax € AUC. Koska x on nididen molempien joukkojen alkio, voidaan
leikkauksen mééritelmén nojalla paatelld, ettd z € (AU B)N (AU C).
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— Oletetaan, ettd * € B N C. Leikkauksen méaéritelmén nojalla voidaan pééitelld, etta
r € Bjax € C. Koska € B, niin yhdisteen mééaritelmén nojalla x € A U B.
Toisaalta koska x € C, niin yhdisteen mééaritelmén nojalla x € AU C. Koska z kuuluu
seké joukkoon A U B ettd joukkoon AUC, niin x € (AUB)N(AUC).

Kaikissa mahdollisissa tapauksissa pdéadytéén siis johtopdatokseen, ettd z € (AUB)N(AUC).
Siten on osoitettu, etta

AU(BNC)C (AUB)N(AUC).

Huomaa, ettd matematiikan ”tai” ei ole poissulkeva, vaan edelld tapaustarkastelussa on
mahdollista, ettd = kuuluu kumpaankin joukoista A ja B. Miksi sitten ei erikseen késitelty
vaihtoehtoa, jossa z € A ja x € B? Itse asiassa tdmé vaihtoehto sisdltyy edelld késiteltyihin
tapauksiin. Nimittdin ensimmaéisessa tapauksessa oletetaan, ettd r € A eiké oteta mitdén kan-
taa siihen, kuuluuko x joukkoon B vai ei. Siten ensimmaéinen tapaus sisdltda seké tapauksen,
jossa x € B, ettd tapauksen, jossa x ¢ B. Vastaavasti jalkimmaéisessd tapauksessa oletetaan
vain, ettd x € B eikd oteta kantaa siihen, kuuluuko x joukkoon A vai ei.

6.5 Kahden joukon osoittaminen samoiksi

Erikoistapaus ekvivalenssitodistuksesta on joukkojen osoittaminen samoiksi. Maéritelméan 1.12
mukaan joukot A ja B ovat samat, jos niissd on tdsmélleen samat alkiot eli kaikilla alkioilla x
pétee seuraava: x € A, jos ja vain jos x € B.

Samalla tavalla kuin ekvivalenssitodistus koostuu kahdesta implikaatiotodistuksesta, jou-
kot voi osoittaa samoiksi tekemaélla kaksi osajoukkotodistusta: joukot osoitetaan samoiksi osoit-
tamalla kumpikin joukko toisen osajoukoksi.

Todistus, jossa kaksi joukkoa osoitetaan samaksi, muodostuu siis kahdesta osasta. Namé
voi todistamista harjoitellessa erottaa toisistaan merkeilla ”C” ja ”D”, jotka muistuttavat to-
distuksen kirjoittajaa ja myos lukijaa siitd, kumpaa joukkoa ollaan osoittamassa toisen joukon
osajoukoksi. Nain on tehty my0s seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 6.7. Oletetaan, ettd A, B ja C ovat joukkoja. Osoitetaan, etta
(AUB)N(AUC)=AU(BNCOC).

"C”: Oletetaan, ettd x € (AU B) N (AU C). Leikkauksen maéaritelmén nojalla voidaan
paatelld, etti x € AUB jax € AUC.

Yhdisteen mééaritelmén soveltaminen sekd joukkoon A U B ettd joukkoon A U C' johtaa
helposti sekavaan tilanteeseen, jossa virhepaételmien riski kasvaa. Turvaudutaan siis hiukan
erilaiseen menettelytapaan. Voidaan olla varmoja, ettd joka tapauksessa pétee joko x € A tai
x ¢ A. Tutkitaan ndmé vaihtoehdot erikseen:

— Oletetaan, ettd x € A. Talloin yhdisteen mééritelmén mukaan z € AU (BN C).

— Oletetaan, ettd « ¢ A. Koska kuitenkin tiedetdén, ettd x € A U B, voidaan paétella,
ettd x € B. Vastaavasti koska z € A U C ja oletuksen mukaan = ¢ A, niin x € C.
Siis z € B ja x € C, joten leikkauksen méaritelmén mukaan x € B N C. Tésta seuraa
yhdisteen mééritelmén nojalla, ettd z € AU (BN C).
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Kaikissa mahdollisissa tapauksissa padadytadn johtopaédtokseen, ettd x € AU (BN C). Tama
tarkoittaa, etté
(AUB)N(AUC)Cc AUu(BNCQO).

”D7”: Tamé on osoitettu esimerkissé 6.6.
Pééttelysuunnat "C” ja ”D” yhdessé osoittavat, ettd AU (BNC) = (AUB)N(AUC). O

Niin kutsutut de Morganin lait todistetaan osoittamalla joukot samoiksi.

Lause 6.8 (de Morganin lait). Oletetaan, etti A ja B ovat joukon X osajoukkoja. Tdlldin
C(AuB)=CANnCB ja C(ANnB)=CAUCB.

Todistus. Todistetaan ensimmainen viite ja jatetddn toisen véitteen todistus harjoitustehté-
viiksi. Osoitetaan siis, ettd ((AUB) = CANCB niyttamailld kumpikin joukko toisen osajoukoksi
samaan tapaan kuin esimerkissé 6.7.

"C”: Oletetaan, etti r € C(4A U B). Komplementin miiritelmin nojalla tisti voidaan
paatelld, ettd z € X jax ¢ AU B.

Voiko alkio x tédssd tilanteessa kuulua joukkoon A? Jos x € A, niin silloin yhdisteen méé-
ritelmén mukaan x € A U B. Koska kuitenkin edelld todettiin, ettd x ¢ A U B, niin voidaan
paatelld, ettd © ¢ A. Vastaavasti koska z ¢ AU B, niin x ¢ B.

Koska = € X ja x ¢ A, niin komplementin mééritelmin mukaan = € CA. Vastaavasti koska
r € X jax ¢ B, niin € CB. Néin z € (A ja x € [B, joten leikkauksen mééritelmin mukaan
r € 0ANCB.

”57: Oletetaan, ettd 2 € CANCB. Leikkauksen méiritelmén nojalla voidaan téstd pédtelld,
ettd x € CA ja x € [B. Komplementin mééritelmin mukaan télloin z € X jaz € A jax € B.
Koska * ¢ Aja x ¢ B, niin x ¢ AUB. Siis ¢ € X jax ¢ AU B, mikd komplementin
miéiritelmin mukaan tarkoittaa, ettd x € (AU B). O

Seuraavassa esimerkissé osoitetaan potenssijoukot samoiksi. Esimerkissd ei endéd kiytetd
apumerkintéja "C” ja ”D”, mutta todistuksen rakenne on sama kuin aiemmin. Ensin osoite-
taan vasemmanpuoleinen joukko oikeanpuoleisen joukon osajoukoksi ja sitten oikeanpuoleinen
vasemmanpuoleisen osajoukoksi.

Esimerkki 6.9. Oletetaan, ettd A, B ja C ovat joukkoja. Esimerkissd 1.24 huomattiin kuvan
avulla, ettd Ax (BNC) = (Ax B)N(Ax C). Todistetaan tama hyodyntien todistustekniikkaa
kahden joukon osoittamiseksi samoiksi.

Oletetaan ensin, etta © € A x (B N C'). Tulojoukon mééritelmén nojalla voidaan paatella,
ettd x on tietynlainen jirjestetty pari. Tarkemmin sanottuna x = (s,t), missd s € A ja t €
BNC. Koska t € BNC, voidaan leikkauksen méaritelmén nojalla paatelld edelleen, ettd t € B
jateC.

Mité nyt voidaan sanoa jarjestetysté parista (s,t)? Koska s € A ja t € B, niin tulojoukon
madritelmdn mukaan (s,t) € A x B. Lisdksi x = (s,t), joten x € A x B. Vastaavasti koska
s€ Ajate C,niin z = (s,t) € A x C. Koska = kuuluu sekd joukkoon A x B etté joukkoon
A x C, voidaan leikkauksen méadritelmén nojalla péételld, ettd z € (A x B)N (A x C).

38



Oletetaan sitten, ettd y € (A x B) N (A x C). Leikkauksen mééritelmén nojalla y € A x B
jay € A x C. Alkio y on siis tietynlainen jarjestetty pari. Tarkemmin sanottuna y = (a,d),
misséd a € A, d € B jad € C. Koska d kuuluu sekid joukkoon B ettd joukkoon C, voidaan
paatelld, ettd d € BN C. Koska a € A ja d € BN C, niin tulojoukon méaritelmén mukaan
y=(a,d) € Ax (BNC).

Siten on osoitettu, ettd A x (BNC) = (Ax B)N(Ax ().

6.6 FErilaisten todistustyyppien yhdistelmat

Seuraavissa esimerkeissé implikaatio- ja ekvivalenssitodistukset yhdistyvét osajoukkotodistuk-
siin ja joukkojen osoittamiseen samoiksi. Taméa tuo todistuksiin lisda kerroksia. Jotta todis-
tusten rakennetta on helpompi seurata, kdytetddn esimerkeissd apumerkintoja "C” ja "=".

Esimerkki 6.10. Olkoot A ja B joukkoja. Osoitetaan, ettd jos A C B, niin AUB = B.

Oletetaan, etta tarkasteltavan implikaation etujésen on tosi. Toisin sanottuna oletetaan,
ettd A C B. Tavoitteena on ndyttda, ettd tdlloin myos implikaation takajdsen on tosi. Toi-
sin sanottuna tavoitteena on ndyttdd, ettd A U B = B. Koska kysymyksessi on joukkojen
identtisyys, osoitetaan sisdltyminen molempiin suuntiin. Kaytetaén kappaleessa 77 opiskeltua
tekniikkaa.

7C”: Oletetaan, ettd x € AU B. Téstd voidaan yhdisteen méaritelmén nojalla péaatella,
ettd x € A tai x € B. Koska ei voida olla varmoja, kumpi néistd vaihtoehdoista pétee, téytyy
tehdéd tapaustarkastelu. Sen avulla varmistetaan, ettd jokaisessa mahdollisessa tapauksessa
paddytdan haluttuun johtopaétokseen.

— Oletetaan, ettd x € A. Todistuksen alussa tehdyn oletuksen mukaan A C B. Siis
jokainen joukon A alkio kuuluu my6s joukkoon B. Néin voidaan péételld, ettd = € B.

— Oletetaan, ettd x € B. Téassakin tapauksessa z € B.

Siis molemmissa tapauksissa = € B. N&in on osoitettu, ettd AU B C B.

Huomaa, ettd matematiikan "tai” ei ole poissulkeva, vaan edelld on mahdollista, etté tar-
kasteltava alkio kuuluu seké joukkoon A etta joukkoon B. Tété tapausta ei kuitenkaan tarvitse
kéasitella erikseen, silla kasitellyt tapaukset kattavat myos sen. Esimerkiksi ensimmaisessé ta-
pauksessa oletetaan, ettd x € A eiké oteta mitddn kantaa sithen, kuuluuko x joukkoon B vai
ei.

757 Oletetaan, ettd z € B. Téalloin yhdisteen mééritelméan nojalla voidaan péatella, etta
r € AU B. Tamaé osoittaa, ettd B ¢ AU B.

Péadttelyt ”C” ja D" yhdessé osoittavat, ettd AUB = B. Viite "jos A C B, niin AUB = B”
on nyt todistettu, silld saatiin ndytettyé, ettd oletuksesta A C B seuraa AU B = B.

Esimerkki 6.11. Oletetaan, ettd A, B ja C ovat joukkoja. Osoitetaan, ettd jos A C B ja
A ¢ C,niin B ¢ C.

Oletetaan, ettd tarkasteltavan implikaation etujdsen on tosi. Toisin sanottuna oletetaan,
ettd A C B ja A ¢ C. Tavoitteena on nayttad, ettd talloin myos implikaation takajdsen on
tosi. Toisin sanottuna tavoitteena on ndyttdéa, ettd B ¢ C. Yritetddn 16ytad alkio, joka kuuluu
joukkoon B mutta ei kuulu joukkoon C.
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Oletuksen mukaan A ¢ C|, joten voidaan péétellad, ettd on olemassa a € A, jolle pétee
a ¢ C. Toisaalta oletuksen mukaan A C B, joten jokainen joukon A alkio kuuluu joukkoon
B. Néin ollen erityisesti a € B. Siis olemassa alkio a € B, jolla pétee a ¢ C. Téstd voidaan
paatelld, ettd B ¢ C. (Vrt. esim. 1.7 ja 1.9.)

Viite "jos A C B ja A ¢ C, niin B ¢ C” on nyt todistettu, silld saatiin néytettyi, ettd
oletuksesta A C B ja A ¢ C seuraa B ¢ C.

Esimerkki 6.12. Oletetaan, ettd X on joukko ja A, B C X. Osoitetaan, ettd A C B, jos ja
vain jos CAUB = X.

"=7: QOletetaan, ettdi A C B. Pitdi niyttii, ettd talloin CA U B = X. Tehdddn tdméi
osoittamalla sisédltyminen molempiin suuntiin.

”C”: Oletetaan, ettd s € CA U B. Téstd voidaan yhdisteen médritelmén nojalla padtelld,
ettd s € CA tai s € B. Koska téytyy varmistua siité, ettd oikeaan lopputulokseen piistiin
kaikissa mahdollisissa tilanteissa, tehdddn tapaustarkastelu:

— Oletetaan, ettd s € CA. Talloin komplementin mééritelméin nojalla s € X ja s & A.
Téassa tapauksessa siis s € X.

— Oletetaan, ettd s € B. Alun oletusten mukaan B C X, joten jokainen joukon B alkio
kuuluu joukkoon X. Siis erityisesti s € X.

Siis kaikissa mahdollisissa tapauksissa s € X.

7?27 Oletetaan, ettd m € X. Tastd on vaikea edetd suoraan, joten lahdetddn miettiméan
asiaa joukkoon A kuulumisen kannalta. Voidaan olla varmoja, ettd joko m € A tai m ¢ A.
Muita vaihtoehtoja ei ole, eivatkd mainintut kaksi vaihtoehtoa voi olla voimassa yhta aikaa.
Tutkitaan ne erikseen:

— Oletetaan, ettd m € A. Todistuksen alussa tehdyn oletuksen mukaan A C B, joten
voidaan péaatella, ettd m € B.

— Oletetaan, ettd m ¢ A. Kuitenkin oletuksen mukaan m € X. Télléin komplementin
méiiritelmin mukaan m € CA.

Molemmissa tapauksissa voidaan yhdisteen médritelmén nojalla paatelld, ettd m € CA U B.

"«<": Oletetaan, etti CA U B = X. Pitdé osoittaa, ettd tallsin A C B. Pitdd siis nayttés,
ettéd jokainen joukon A alkio kuuluu my6s joukkoon B.

Oletetaan, ettd a € A. Oletuksen mukaan A C X, joten voidaan paitella, ettd a € X.
Liséksi oletuksen mukaan X = [A U B. Yhdistimailld ndmé tiedot saadaan piiteltyd, ettd
a € 0A U B. Tasté seuraa yhdisteen mééritelméin nojalla, ettd a € CA tai a € B. Oletuksen
mukaan kuitenkin a € A, joten ensimméinen vaihtoehto a € CA ei voi olla totta. Siis a € B.

7 Epasuora todistaminen

7.1 Kontrapositiotodistus

Kappaleessa 6 perehdyttiin implikaatiotodistukseen eli "jos P, niin @)” -tyyppisten viitteen
todistamiseen. Kyseessa oli niin kutsuttu suora todistus. Toisinaan téllaista suoraa todistusta
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on vaikea rakentaa. Silloin on hytdyllisti muuttaa viite erilaiseen muotoon ja tehd& niin
kutsuttu epésuora todistus.

Tutkitaan esimerkin avulla, kuinka implikaation voi muuttaa erilaiseen muotoon niin, etta
merkitys ei kuitenkaan muutu. Lauseen ”Jos sataa, taivaalla on pilvid” kanssa saman asian
ilmaisee lause ”Jos taivaalla ei ole pilvié, ei sada.” Lauseilla P — @ sekd =@} — —P on siis
sama merkitys. (Asia on osoitettu tasmaéllisesti esimerkissé 3.8.) Muotoa —() — —P kutsutaan
implikaation P — @) kontrapositioksi.

Implikaatio P — @ voidaankin todistaa nayttadmaélla, ettd sen kontrapositio =¢) — —P on
tosi. Tamé tehdddn kappaleessa 6 esitetylld tavalla: olettamalla, ettd etujdsen —(Q on tosi, ja
nayttamalla, ettd talloin myos takajiasen —P on tosi.

Kontrapositiotodistus véitteelle "jos P, niin @7 rakentuu seuraavasti:

— Oletetaan, etta - on tosi.

— Paatelldan, ettéd talloin myds —P on tosi.

2 on parillinen, niin m on

Esimerkki 7.1. Oletetaan, ettd m € Z. Osoitetaan, ettd jos m
parillinen. Tehddan kontrapositiotodistus.
Oletetaan, ettd m ei ole parillinen. T&ll6in m on pariton, joten m = 2k + 1 jollakin k € Z.

Tésta seuraa, etta
m? =2k +1)% = (2k + 1)(2k + 1) = 4k> + 4k + 1 = 2(2k* 4 2k) + 1,

missé, 2k? 4 2k € Z. Siis m? on pariton. Toisin sanottuna m? ei ole parillinen.
Niin on todistettu, ettd jos m ei ole parillinen, niin m? ei ole parillinen. Téamé on alkupe-
rdisen vaitteen kontrapositio, joten myos alkuperéinen véite on todistettu.

Esimerkki 7.2. Oletetaan, ettd A ja B ovat joukkoja. Osoitetaan, ettd jos AU B = B, niin
A C B. Tehdéén kontrapositiotodistus.

Oletetaan, ettd A ¢ B. Talloin on olemassa a € A, jolla pétee a ¢ B. Koska a € A, niin
a € AU B. Toisaalta a ¢ B. Siis AU B # B.

Néin on todistettu, ettd jos A ¢ B, niin AU B # B. Taméi on alkuperdisen viitteen
kontrapositio, joten my6s alkuperdinen vaite on todistettu.

7.2 Ristiriitatodistus

Kappaleessa 7.1 tutustuttiin kontrapositiotodistukseen, joka on yksi epasuoran paattelyn tyyp-
pi. Téssé kappaleessa perehdytédén toiseen epésuoran padttelyn tyyppiin, ristiriitatodistukseen.
Kontrapositiotodistuksella voitiin todistaa "jos P, niin Q”-tyyppisié véitteitd. Ristiriitatodis-
tus puolestaan soveltuu kaikenlaisten véitteiden todistamiseen.

41



Ristiriitatodistus vaitteelle P rakentuu seuraavasti:

— Tehdéan vastaoletus eli oletetaan, ettd =P on tosi. Ris-

— Paadytdan johonkin ristiriitaan.

tiriita tarkoittaa, ettéd todistuksessa on kaksi padinvastaista vaitettd. Etukateen ei valttaméatta
tiedd, millaiseen ristiriitaan todistuksessa pdddytddn. Seuraavat esimerkit havainnollistavat,
millaisia ristiriidat voivat olla.

Esimerkki 7.3. Osoitetaan, etti kaikilla kokonaisluvuilla a ja b pitee a® — 4b # 2.
Tehdisn vastaoletus, ettd on olemassa kokonaisluvut a ja b, joilla a? — 4b = 2. Tallin

a? =24 4b = 2(1 + 2b),

missi 1 + 2b € Z. Siis a? on parillinen. Tésti seuraa esimerkin 7.1 nojalla, ettd myos luku a
on parillinen. Toisin sanottuna a = 2k, missa k € Z.

Alkuperiiinen yhtilo a? — 4b = 2 voidaan nyt kirjoittaa muodossa (2k)% — 4b = 2 eli
4k? — 4b = 2. Jakamalla yhtdlon molemmat puolet luvulla 2 padstiin yhtaloon 2k? — 2b = 1.
Siis

1=2(k*—b),
missd k? — b € Z. Tama tarkoittaa, ettd luku 1 on parillinen. Toisaalta tiedetédn, ettd luku 1
ei ole parillinen. Paadyttiin ristiriitaan.

Koska vastaoletus johti ristiriitaan, on alkuperéinen véite tosi. Siis kaikilla kokonaisluvuilla
a ja b pitee a® — 4b # 2.

Seuraavassa esimerkissé todistetaan ”jos ja vain jos”-tyyppinen véite kdyttden kappaleessa
6.2 esiteltyd tekniikkaa. Todistuksessa kéytetddn myos epdsuoraa paattelyé.

Esimerkki 7.4. Oletetaan, ettd A ja B ovat joukkoja. Osoitetaan, ettd A U B = B, jos ja
vain jos A~ B = 0.

”=": Oletetaan, ettd A U B = B. Pitdd niyttdi, ettd tdlloin A N~ B = (). Kéiytetdan
epédsuoraa padttelya.

Muodostetaan vaitteelle A ~ B = () vastaoletus eli antiteesi: oletetaan, ettd A . B # ().
Vastaoletuksesta seuraa, ettd on olemassa x € A \ B. Erotuksen méaritelméin nojalla x € A
jax & B.

Koska x € A, niin yhdisteen mééritelmén mukaan x € AUB. Oletuksen mukaan AUB = B.
Yhdistamalla namé tiedot saadaan péateltyé, ettd z € B.

Néin pdddytddn ristiriitaan: ¢ € B ja « € B. Koska vastaoletus johti ristiriitaan, on
alkuperéinen viite tosi. Siis A~ B = (.

7<": Oletetaan, ettd A ~ B = (). Pitda ndyttaa, ettd tdlloin A U B = B. Tehdddn tama
osoittamalla kumpikin joukko toisen osajoukoksi.

7C”: Oletetaan, ettd z € AU B. Tésta voidaan yhdisteen méaritelmén nojalla paétella, etta
xr € A tai z € B. Jotta voidaan olla varmoja siitéd, ettd oikeaan johtopdattkseen paaddytdan
kaikissa mahdollisissa tapauksissa, tehdédéan tapaustarkastelu:
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— Oletetaan, ettd x € A. Tastéd on vaikea edetéd suoraan, joten mietitddn asiaa joukon B
kannalta. Varmasti joko = € B tai x ¢ B. Muita vaihtoehtoja ei ole.

Jos z ¢ B, niin oletuksen x € A nojalla voidaan péételld, ettd x € A ~ B. Toisaalta
oletuksen mukaan A \ B = (). Néin z € (), mikd on mahdotonta. Vaihtoehto = ¢ B ei
siis ole mahdollinen, joten x € B.

— Oletetaan, ettd x € B. Talloinkin x € B.

Kaikissa mahdollisissa tapauksissa x € B.
7D7: Oletetaan, ettd x € B. Tallin yhdisteen méaaritelmén nojalla x € A U B.

Jos ristiriitatodistusta halutaan kayttda ”"jos P, niin QQ”-tyyppisen viitteen todistamisessa,
on vastaoletuksen muotoilussa oltava tarkkana. Implikaation negaatio —(P — @) on esimerkin
3.7 mukaan loogisesti ekvivalentti konjuktion PA—=(Q kanssa. Vastaoletus véitteelle ”jos P, niin
@7 on siis muotoa " P ja =@Q)”. Téta havainnollistetaan seuraavassa esimerkissé. Siiné esiintyva
vaite todistettiin suoralla todistuksella jo esimerkissa 6.11.

Esimerkki 7.5. Oletetaan, ettd A, B ja C' ovat joukkoja. Osoitetaan, ettd jos A C B ja
A ¢ C,niin B¢ C.

Tehdédén vastaoletus, ettdi A C Bja A ¢ C ja B C C. Koska A C B ja B C C, voidaan
néyttéd, ettd A C C:

Oletetaan, ettd a € A. Koska A C B, niin a € B. Koska B C C, niin a € C.

Siis A C C ja A ¢ C. Koska vastaoletus johti ristiriitaan, on alkuperdinen véite tosi. Siis
viite "jos A C B ja A ¢ C, niin B ¢ C” pétee.

Vastaoletuksen muotoilu voi olla helpompaa, jos alkuperiisen viitteen jakaa ensin osiin.
Seuraavassa esimerkissi esitetdédn toinen tapa esimerkin 7.5 véitteen todistamiseen.

Esimerkki 7.6. Oletetaan, ettd A, B ja C ovat joukkoja. Osoitetaan, ettd jos A C B ja
A ¢ C,niin B¢ C.

Koska kysymyksessd on ”jos P niin Q”-tyyppinen véite, kdytetdan kappaleessa 6 esiteltya
tekniikkaa. Oletetaan, ettéd tarkasteltavan implikaation etujésen on tosi. Toisin sanottuna ole-
tetaan, ettd A C B ja A ¢ C. Tavoitteena on ndyttaa, etta tdlloin myos implikaation takajisen
on tosi. Toisin sanottuna tavoitteena on néyttédd, ettd B ¢ C.

Muodostetaan télle véitteelle vastaoletus: oletetaan, ettd B C C. Yhdistdmalld alkuperai-
nen oletus A C B ja vastaoletus B C C voidaan nédyttas, ettd A C C:

Oletetaan, ettd a € A. Koska A C B, niin a € B. Koska B C C, niin a € C.

Siis A C C ja A ¢ C. Koska vastaoletus johti ristiriitaan, on alkuperdinen véite tosi. Siis

B¢C.
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8 Matemaattinen induktio

Joidenkin vaitteiden todistamiseksi pitdéd nédyttad, ettd kaikilla luonnollisilla luvuilla on jokin
ominaisuus P. Esimerkkejé tallaisista vaitteista ovat vaikkapa seuraavat:

— kaikilla n € N pétee, ettdi 0+ 1+2+---+n=n(n+1)/2.
— kaikilla n € N pétee seuraava: jos € R ja x > —1, niin (1 4+ z)" > 1+ na.

— kaikilla n € N~ {0, 1,2} pétee, ettd n-kulmion kulmien summa on (n — 2)7.

Koska luonnollisia lukuja on ddrettoman paljon, emme voi tarkistaa yksitellen, onko niilla
kaikilla ominaisuus P. Tarvitaan jokin toinen keino tdméntyyppisten viitteiden todistamiseen.

I induktioperiaate

Edelllé esitetyt viitteet voi todistaa hyodyntéen niin kutsuttua induktioperiaatetta.

Oletetaan, etté seuraavat ehdot ovat voimassa:

1) Luvulla 0 on ominaisuus P.
2) Kaikilla luonnollisilla luvuilla pétee:

jos luvulla n on ominaisuus P, niin sitd seuraavalla luvulla n + 1 on ominaisuus P.

Talloin kaikilla luonnollisilla luvuilla on ominaisuus P.

Induktiotodistus rakentuu kahdesta osasta, silla pitda varmistaa, ettd molemmat induktio-
periaatteessa mainitut ehdot toteutuvat. Alkuaskeleessa varmistetaan, ettd tutkittava viite
pétee luvun nolla tapauksessa. Induktioaskeleessa osoitetaan, ettd implikaatio P(n) — P(n+1)
on tosi kaikilla n € N. Se tapahtuu seuraavasti:

— Oletetaan, ettd k € N. Oletetaan lisdksi, ettd tarkasteltava véite pétee luvulla k.

— Néytetadn, ettd talloin viite pétee seuraavalla luvulla k + 1.

Alkuaskeleesta ja induktioaskeleesta voidaan induktioperiaatteen nojalla paitelld, ettd tutkit-
tava vaite patee kaikilla luonnollisilla luvuilla.

Esimerkki 8.1. Osoitetaan induktiolla, ettd n:n ensimmaéisen parillisen luonnollisen luvun
summa on n(n + 1). Toisin sanoen osoitetaan kaikilla n € N pétee yhtélo

0+2+4+---+2n=n(n+1).

Ennen varsinaista todistusta tutkitaan, mité viite oikein tarkoittaa. Lahdetdan laskemaan
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vasemman puolen summia eri n:n arvoilla:

0
0+2=2
0+2+4=6

04+2+4+6=12

Toisaalta oikean puolen lauseke n(n + 1) saa seuraavanlaisia arvoja:

0-(0+1)=0
1-(1+1) =
2.(2+41) =
3.(3+1)=12

Ainakin neljin ensimmaéisen luonnollisen luvun perusteella viite vaikuttaa péatevin. On kui-
tenkin tdrkedd huomata, ettd tdmé ei vield todista mitddn silld voi olla, ettd véaite ei pade
esimerkiksi luvulla n = 100. Nama laskut eivéit olekaan osa varsinaista todistusta. Nyt meilla
on kuitenkin hiukan parempi kuva siitéd, mité véite sanoo. Kirjoitetaan seuraavaksi varsinainen
todistus kiyttamaélla induktioperiaatetta.

Alkuaskel: Viitteen mukaan ensimméinen luku, jolla vditteen pitda péated on n = 0. Tutki-
taan, pateeko yhtalo téssa tapauksessa. Oletetaan, ettd n = 0. Yhtédlon vasen puoli on télléin
0 ja yhtéalon oikea puoli on puolestaan n(n+1) = 0-(0+ 1) = 0. Yhtdlon vasen ja oikea puoli
ovat siis yhté suuret, joten yhtalo patee tassa tapauksessa.

Induktioaskel: Aloitetaan tekemélld induktio-oletus. Oletetaan, ettd k € N ja

04244+ +2k=k(k+1). (10)

Seuraavaksi tavoitteena on ndyttdd induktio-oletuksen avulla, ettd vastaava yhtédlo péatee
my6s seuraavalle luonnolliselle luvulle k£ 4 1. Pitda todistaa niin sanottu induktiovéite:

04244+ +2(k+1)=(k+1)(k+2). (IV)

Tama yhtald on muodostettu tutkittavasta yhtalosta sijoittamalla symbolin n paikalle k£ + 1.

Tutkitaan yhtalon (IV) vasen ja oikea puoli erikseen ja osoitetaan, ettd ne ovat samat.
Aloitetaan vasemmasta puolesta ja muokataan sitéd niin, ettd saadaan nikyviin summa, joka
on induktio-oletuksessa (10):

O+2+44+---+2k+1)=0+2+4+---+2k+2k+1)=0+2+4+---+2k)+2(k+1)

Sovelletaan sitten induktio-oletusta (IO) ensimmaéiseen suluissa olevaan lausekkeeseen:
04+24+44+---+2k)+2(k+1)=k(k+1)+2(k+1).

Lopuksi kerrotaan sulut auki:

k(k+1)+2(k+1) = k* + 3k + 2.
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Muokataan sitten yhtdlon (IV) oikeaa puolta. Kertomalla sulut auki saadaan.
(k+1)(k+2) =k +2k+k+2=Kk +3k+2.

Vertaamalla vasenta ja oikeaa puolta havaitaan, ettd ne ovat samat. Siis yhtélo (IV) pétee.
Johtobaatos: Alkuaskeleesta ja induktioaskeleesta seuraa induktioperiaatteen nojalla, etté
kaikilla n € N péatee yhtalo

0+2+4+---+2n=n(n+1).
Myos seuraava esimerkki koskee véitetta, jossa on summa ja joka todistetaan induktiolla.
Talla kertaa summa on kuitenkin kirjoitettu summamerkkid kdyttden kuten luvussa 2.2. Tama

ei muuta todistuksen ideaa, ainoastaan merkintoja.

Esimerkki 8.2. Osoitetaan induktiolla, ettd kaikilla n € N pétee

" s n?(n+1)?
2=

Alkuaskel: Tutkitaan, pateekd yhtélo tapauksessa n = 0. Oletetaan, ettd n = 0. Yhtélon
vasen puoli on talldin

Yhtélon oikea puoli on puolestaan

Yhtalo siis patee, kun n = 0.
Induktioaskel: Aloitetaan tekemélld induktio-oletus. Oletetaan, ettd k € N ja véite pétee

talla luvulla. Toisin sanoen
k 2 2
) k“(k+1
533:7(4 ) (I0)
=0

Seuraavaksi ndytetddn, ettd ettd vastaava yhtélo pétee myos luvulle k£ 4+ 1. On siis todis-
tettava induktioviite

= (B 1)2(k +2)?
;)jg = 1 : (V)

Taméa yhtalo on muodostettu tutkittavasta yhtéalostd sijoittamalla symbolin n paikalle k + 1.
Osoitetaan, ettd yhtalon (IV) vasen ja oikea puoli ovat samat. Kéytetddn tésséd induktio-
oletusta (I10).
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Léahdetaan liikkeelle todistettavan yhtalon (IV) vasemmasta puolesta. Erotetaan siité eril-
leen summan viimeinen termi. Néin saadaan nakyviin summa, joka on induktio-oletuksessa.

k+1
Z]3ZO3+13+23+1€3+(1€+1)3
=0

= (0P + 12+ 2%+ k) + ((k+1)%)

k
=> 7+ ((k+1)°%).

Jj=0

Edelld summamerkintd on kirjoitettu auki selvyyden vuoksi, mutta vélivaiheita ei tarvitse
kirjoittaa nékyviin, jos hahmottaa tilanteen suoraan.
Kaytetaan sitten induktio-oletusta (10), jonka perusteella summalauseke voidaan kirjoittaa
osamaarana:
k 2 2
. k“(k+1
233 + ((k+1)%) = Kk +1)7 + (k+1)3.

J=0

Lasketaan seuraavaksi lausekkeet yhteen. Tata varten jalkimmainen lauseke taytyy muut-
taa osaméaraksi:

k2 (k +1)? 3 kKA(k+1)2  4(k+1)3

— a1 7 (k+1)7 = 4 4
K2 (k+1)% +4(k+1)°
- 1 :

Jatketaan lausekkeen muiokkaamista kertomalla auki potensseja ja yhdistelemélld summatta-
via:

K2(k+ 12 +4(k+1)3  kK(k+1)?+4(k+1)*(k+1)
Z —

E*(k+1)% + 4(k* + 2k + 1)(k + 1)
k2(k+1)2+4(k§+2k2+k+k2+2k+1)
K2 (k +1)% + 4(k* + 34k:2 +3k+1)
k?(k* + 2k + 1) jlr4(l<;3 +3k% + 3k + 1)
_ k4+2k3+k2+4(l§3+3k2+3k+1)
_ k4+2k3+k2+4:3+12k2+12k+4
_ k* + 6k3 + 13k? +412k: +4
T .
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Tamén pidemmalle lauseketta on vaikea sieventdd. Siirrytddn siis induktiovéitteen (IV)
vasempaan puoleen ja yritetddn saada se samaan muotoon kuin mihin edelld péaastiin:

(k+1)%*k+2)?  (K*+2k+1)(k*+ 4k +4)
4 B 4
KN 4RS AR 4 2k + 8K 4 8k + K2 4 4k 4+ 4
B 4
K+ 6k% 4 13k% + 12k + 4

4

Saatiin sama tulos kuin yhtalon (IV) oikeasta puolesta. Siten induktiovéite (IV) pétee eli

Koy (B 1)%(k+2)°
JZ;J?’ = 1 : (V)

Johtopéaétos: Alkuaskeleesta ja induktioaskeleesta seuraa induktioperiaatteen nojalla, etté
kaikilla n € N patee yhtalo

n?(n+1)2

n
> =T
j=0
Seuraava esimerkki induktiotodistuksesta liittyy lukujen jaollisuuteen.

Esimerkki 8.3. Osoitetaan induktiolla, ettd luku 11 jakaa luvun 52" — 3" kaikilla n € N.
Alkuaskel: Tutkitaan, jakaako luku 11 luvun 52 — 3", jos n = 0.
Oletetaan, ettd n = 0. Talldin

520 —3n =520 _30=1-1=0=0-11,

missd 0 € Z. Siis jos n = 0, niin luku 52" — 3" on jaollinen luvulla 11.

Induktioaskel: Aloitetaan tekemaélld induktio-oletus. Oletetaan, ettd & € N, ja oletetaan,
ettd luku 11 jakaa luvun 52% — 3. Tistéd seuraa mééritelmin 2.1 nojalla, ettd on olemassa
a € 7, jolla pétee

5% —3F = ¢ - 11. (1)

Seuraavaksi tavoitteena on ndyttdd induktio-oletuksen avulla, ettd luku 11 jakaa myos
luvun 520+1) — 3k+1 Muokataan tarkasteltavaa lukua potenssisdantéjen avulla:

Yht#ls (1) voidaan kirjoittaa muodossa 528 = a - 11 + 3%, Kayttamalld titd tietoa voidaan
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yhtéloketjua (2) jatkaa:
52k _ 3kt — 95. (.11 + 3F) — 3. 3

=25-a-11+25-3¥—3.3"
= 25a- 11 + (25 — 3) - 3"

= 25a-11+22- 3"
=25q-11+2-11-3%

= (25a+2-3%) - 11.

Koska a € Z ja k € N, voidaan padtelld, ettd 25a+2-3% on kokonaisluku. Siis luku 52(k+1) _gk+1
on jaollinen luvulla 11.

Johtopaitos: Alkuaskeleesta ja induktioaskeleesta seuraa induktioperiaatteen nojalla, etté
luku 11 jakaa luvun 52" — 3" kaikilla n € N,

Induktiolla voi todistaa myos sellaisia véitteita, jotka patevét kaikille luonnollisille luvuille
jostain positiivisesta luonnollisesta luvusta ldhtien. Esimerkiksi viite 3” > n® on epétosi, jos
n = 3, mutta patee kaikilla luonnollisilla luvuilla n > 4, kuten seuraava esimerkki osoittaa.
Tallaisissa tilanteissa taytyy alkuaskeleessa varmistaa, ettd véite patee pienimmaélla tarkastel-
lulla luonnollisella luvulla.

Esimerkki 8.4. Osoitetaan induktiolla, ettd 3" > n3 kaikilla luonnollisilla luvuilla n > 4.
Alkuaskel: Tutkitaan, pateeko epayhtilo pienimméan tarkasteltavan luonnollisen luvun eli
luvun 4 tapauksessa. Havaitaan, ettd 3% = 81 ja 4% = 64, joten 3% > 43.
Induktioaskel: Aloitetaan tekeméalld induktio-oletus. Oletetaan, ettd k € N ja

3k > &3 (10)
Seuraavaksi tavoitteena on nayttad induktio-oletuksen avulla, ettd vastaava epayhtélo patee
myos seuraavalle luonnolliselle luvulle k£ + 1. Kertomalla induktio-oletuksen epayhtélon (10)
molemmat puolet positiivisella luvulla 3 saadaan uusi epayhtilo 3 - 3% > 3k3, joka voidaan
kirjoittaa my6s muotoon
SAE N R (3)
Arvioidaan epéyhtilon (3) oikeaa puolta varovasti alaspéin kdyttéen toistuvasti oletusta k > 4:
S AR N A
=+ k2R k
> k3 + 4k* + 16k
=k +4k* + 15k + k
> k3 + 4k + 15k + 4

>E 43k +3k+1=(k+1)>
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Saadusta epéyhtiloketjusta voidaan pidtelld, ettd 3F+1 > (k + 1)3.
Johtobaitos: Alkuaskeleesta ja induktioaskeleesta seuraa induktioperiaatteen nojalla, etté
kaikilla Iuonnollisilla luvuilla n > 4 pétee 3" > n3.

Esimerkki 8.5. Osoitetaan induktiolla, ettd n-kulmion kulmien summa on (n — 2)x kaikilla
luonnollisilla luvuilla n > 3.

Alkuaskel: Tutkitaan, pateeko viite pienimmén tarkasteltavan luonnollisen luvun eli luvun
3 tapauksessa. Merkitdén kolmikulmion eli kolmion kulmia «, 5 ja v kuten kuvassa 8.1.

Y Q

Kuva 8.1: Kolmio, jonka kulmat ovat «, 3 ja

Piirtamalld kulmaa [ vastaavaan kolmion kérkeen kolmion kannan suutainen suora ja
jatkamalla kolmion sivuja kuten kuvassa 8.2 voidaan pééatelld, ettd kulmien summa o+ 5+
on oikokulma eli 180 astetta eli 7 radiaania. Siis kolmion kulmien summa on (3 — 2)7.

Kuva 8.2: Kolmion kulmien summa a + 5 + -« on 180 astetta eli 7 radiaania.

Induktioaskel: Aloitetaan tekeméllé induktio-oletus. Oletetaan, ettd luonnollinen luku & >
3 ja k-kulmion kulmien summa on (k — 2)7.

Tarkastellaan (k + 1)-kulmiota, jonka kérjet ovat vy,ve, v, ..., vk11. Sitd on havainnollis-
tettu kuvassa 8.3:

V2

U4
U3
U1
Uk+1 U5
\\ //
N /
AN /
Kuva 8.3: Osa (k 4 1)-kulmiosta, jonka kérjet ovat vy, va, vs,..., Ugt1.

Piirtamalla jana kérjesta vy kdrkeen vs saadaan muodostettua k-kulmio vivs . .. vg41, jonka
kulmien summa on induktio-oletuksen mukaan (k — 2)m. Sitd on havainnollistettu kuvassa 8.4:
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N Vg
s

U1

Vk41 Us

Kuva 8.4: Induktio-oletuksen mukaan k-kulmion vjvs...vg4+1 kulmien summa on (k — 2)7.

Koska alkuperéinen (k 4 1)-kulmio saadaan yhdistaméalld k-kulmio vjvs...vg11 ja kolmio
v1v9v3, saadaan (k + 1)-kulmion kulmien summaksi (k —2)r+7 = (k—1)m = ((k+1) — 2)7.

Askeisessi tilanteessa syntynyt k-kulmio sisiltyi alkuperiiseen (k + 1)-kulmioon. Joskus
voi kdyda myo6s toisin. Kuvassa 8.5 on havainnollistettu toista mahdollista tilannetta, jossa
alkuperéinen (k + 1)-kulmio siséltyy syntyvddn k-kulmioon.

V1 U1
U3 v3

U2
Vk+41 V41

Kuva 8.5: Syntyva k-kulmio sisdltad alkuperdisen (k + 1)-kulmion.

Koska kolmion vjvovs kulmien summa on a4+ 3 + v = 7 ja tayskulma on 360 astetta eli
27, saadaan péadteltyd kulman § suuruus:

d=2r—y=2r—(r—a—-pF)=r+a+p.

Induktio-oletuksen nojalla k-kulmion vyvs ... vk11 kulmien summa on (k — 2)7. Alkuperéisen
(k + 1)-kulmion kulmien summa on siten

(k=2 r—a—-f+0=(k—-2)r—a—-p+(r+a+8)=(k—-2)r+nm=(k— 17
=((k+1)—2)m.

Johtobaitos: Alkuaskeleesta ja induktioaskeleesta seuraa induktioperiaatteen nojalla, etté
n-kulmion kulmien summa on (n — 2)7 kaikilla luonnollisilla luvuilla n > 3.

Seuraava esimerkki osoittaa, ettd induktioaskeleen todistaminen voi onnistua silloinkin,
kun varsinainen viite ei pade. Induktiotodistus vaatii siis toimiakseen seké alkuaskeleen etta
induktioaskeleen.
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Esimerkki 8.6. Tarkastellaan véitettd ”luku 9 jakaa luvun 10™ + 1 kaikilla n € N”. Pyritdén
todistamaan taméa vaite induktiolla.

Aloitetaan induktioaskeleesta ja osoitetaan, etta kaikilla n € N pétee, ettd jos luku 9 jakaa
luvun 10" 4 1, niin luku 9 jakaa luvun 10"+! 4 1.

Oletetaan, ettd k € N. Oletetaan lisiksi, ettd luku 9 jakaa luvun 10¥ 4 1. Téstd seuraa
madritelman 2.1 nojalla, ettd on olemassa a € Z, jolla patee

10F+1=a-9. (4)

Kertomalla yhtilon (4) molemmat puolet luvulla 10 saadaan yhtils 10 - (10F +1) = 10-a- 9.
Kertomalla sen vasemman puolen sulut auki saadaan 10T 4+ 10 = 10 - a - 9. Tamén yhtilon
avulla voidaan paatelld, etta

10F 1 =101 + (10 -9) = (10" +10) —9=10-a-9 -9 = (10a — 1) - 9.

Tiéssd 10a — 1 € Z, silld a € Z. Siis luku 10t + 1 on jaollinen luvulla 9.
Induktioaskeleessa tehty péadttely todistaa, etté kaikilla n € N pétee, ettd jos luku 9 jakaa
luvun 10™ + 1, niin luku 9 jakaa luvun 10"+! + 1. Logiikan symboleilla tdmé voidaan kirjoittaa

Vn € N (P(n) — P(n+ 1)),

missd P(n) tarkoittaa, ettd luku 9 jakaa luvun 10™ + 1.
Pelkka induktioaskel ei kuitenkaan riitd todistamaan vaitetta ”luku 9 jakaa luvun 10™ + 1
kaikilla n € N”. Alkuaskeleessa tulee ongelmia, silld jos n = 0, niin

10"+1=10"+1=1+1=2
ja 91 2. Koska 10° + 1 ei ole jaollinen luvulla 9, viite "luku 9 jakaa luvun 10" + 1 kaikilla
n € N” on epatosi.

Pelkké alkuaskel ei myoskéan riitd todistamaan vaitetté oikeaksi, kuten seuraava esimerkki
osoittaa.

Esimerkki 8.7. Tarkastellaan viitettd "epéyhtilo n? < 2771 pitee kaikilla n € N”. Pyritdin
todistamaan tdma véiite induktiolla.
Aloitetaan alkuaskeleesta. Havaitaan, ettd 02 = 0 ja 2071 =271 = 1/2. Siis 0% < 20-1.
Induktioaskeleessa voi yrittda kiyttda samankaltaista paattelyd kuin esimerkissa 8.4. Ko-
keilemalla kuitenkin huomaa, ettd induktioaskeleen tekeminen ei tunnu millddn onnistuvan.
Itse asiassa viite "epayhtilo n? < 277! pitee kaikilla n € N” on epétosi, silld esimerkiksi

52 =25 £ 16 =21 =251,

Nyt kun olemme esimerkkien kautta tutustuneet induktioperiaatteeseen, kirjoitetaan se
vield toisessa muodossa symboleiden avulla. Tama saattaa auttaa hahmottamaan induktiope-
riaatetta.

I induktioperiaate. Oletetaan, ettd seuraavat ehdot ovat voimassa:
1) P(0).
2) ¥n €N (P(n) — P(n+1)).

Tdlloin ¥Vn € N P(n).
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IT induktioperiaate

Joidenkin luonnollisia lukuja koskevien véitteiden todistaminen kdy helpommin niin sanotun
IT induktioperiaatteen avulla. Se poikkeaa I induktioperiaatteesta induktio-oletuksen osalta.

Oletetaan, ettéd seuraavat ehdot ovat voimassa:

1) Luvulla 0 on ominaisuus P.
2) Kaikilla luonnollisilla luvuilla pétee:
jos luvulla n ja kaikilla sitd pienemmilld luonnollisilla luvuilla on ominaisuus P, niin

luvulla n + 1 on ominaisuus P.

Talloin kaikilla luonnollisilla luvuilla on ominaisuus P.

Ennen IT induktioperiaatteen todistusta muotoillaan se logiikan symboleiden avulla. Mer-
kintdjen yksinkertaistamiseksi lyhennetddn merkintd V5 € N (j < n — P(j)) muotoon
Vj < n P(j).

IT induktioperiaate. Oletetaan, etti seuraavat ehdot ovat voimassa:

1) P(0).
2) YneN ((Vj <n P(j)) = P(n+1)).

Tdlloin ¥Vn € N P(n).

Todistus. Oletetaan, ettd n € N. Sovitaan, ettd merkintd QQ(n) tarkoittaa, ettd Vj < n P(j).
Todistetaan aluksi I induktioperiaatteen avulla, ettd Q(n) on tosi kaikilla n € N.
Alkuaskel: Merkintd Q(0) tarkoittaa, ettd Vj < 0 P(j). Lukua 0 pienempid luonnollisia

lukuja ei ole, ja P(0) on tosi oletuksen nojalla. Niin voidaan paételld, etta V5 < 0 P(j) on

tosi. Siis @(0) on tosi.

Induktioaskel: Aloitetaan tekemélld induktio-oletus. Oletetaan, ettd n € N ja Q(n) on tosi.
Tamé tarkoittaa, ettd Vj < n P(j) on tosi. Téll6in oletuksen nojalla P(n + 1) on tosi. Koska
Vj <n P(j) on tosi ja liséksi P(n + 1) on tosi, niin Vj < n+ 1 P(j) on tosi. Siis @Q(n + 1) on
tosi.

Johtopéaétos: Alkuaskeleesta ja induktioaskeleesta seuraa induktioperiaatteen nojalla, etté
Q(n) on tosi kaikilla n € N.

Néin on todistettu, ettd kaikilla luonnollisilla luvuilla n patee Vj < n P(j). Tésta seuraa,
ettd kaikilla luonnollisilla luvuilla n patee P(n). O

Esimerkki 8.8. Madritelldan lukujono (z,) rekursiivisesti asettamalla zg = 2, z; =1 ja

Zp = Zp—1 + 22p-2
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kaikilla n > 2. Lukujono (z,) alkaa siis seuraavasti:

zZ0 = 2
zZ1 = 1
29=21+22 =5
23 =204+221 =7
Z4 = 23+ 229 = 17
25 = z4 + 223 = 31
Osoitetaan II induktioperiaatteen avulla, ettd z, = 2" + (—1)" kaikilla n € N.
Alkuaskel: Tutkitaan, pateeko viitetty yhtdlo, jos n = 0. Lukujonon (z,) mééiritelman
mukaan 29 = 2. Huomataan, ettd myos 20 4+ (—1)° =1 +1 = 2. Siis z9 = 2° + (-1)°.
Induktioaskel: Aloitetaan tekemélld induktio-oletus. Oletetaan, ettd k € N ja z; = 27 +
(—1)? kaikilla luonnollisilla luvuilla j < k.
Seuraavaksi tavoitteena on niyttdsd induktio-oletuksen avulla, ettd myos zpy = 28! +
(—1)¥+1. Koska lukujonon (z,) méiiritelmin rekursiokaavaa voi kiyttid vasta jésenestd 2o
alkaen, taytyy luku z; késitelld erikseen:

— Jos k = 0, niin 241 = z1. Lukujonon (z,) méadritelmén mukaan z; = 1. Huomataan,
ettd myos 2! + (—1)! =2 — 1 = 1. Siis téissi tapauksessa 21 = 2871 4 (—1)FFL,

—Jos k > 1, niin £+ 1 > 2. Luvun 2;4; laskemiseen voidaan siis tédssid tapauksessa
kayttdd méaadritelmén rekursioyhtélod. Sen ja induktio-oletuksen avulla saadaan

10
Zk4+1 = Zk T 2251 (:) Qk =+ (—1)k +2- (Qk_l + (—1)k_1)

— ok 4 (“1)k £ 2k 2. (—1)k L
=225 4 (<1 (<) 2 (c)A
—okHl (L1 4 9). (—1)k!

—okHl yq L (L1)R-l

— okl (L1)2. (Z1)ET

— okl ()R,

Huomaa, ettd induktio-oletuksen mukaan zj, = 2% + (—=1)* ja 2,1 = 281 4+ (—1)k1,
silld k ja k — 1 ovat kumpikin luonnollisia lukuja ja pienempia tai yhta suuria kuin k.

Johtobaétos: Alkuaskeleesta ja induktioaskeleesta seuraa Il induktioperiaatteen nojalla,
ettd z, = 2" + (—1)" kaikilla n € N.

Esimerkki 8.9. Osoitetaan, ettd jokainen luonnollinen luku n > 2 on joko alkuluku tai
alkulukujen tulo.

Alkuaskel: Méaéritelman 2.3 mukaan ykkostd suurempi kokonaisluku on alkuluku, jos sen
ainoat positiiviset tekijat ovat 1 ja kyseinen luku itse. Huomataan, etta luku 2 on alkuluku,
silld sen ainoat positiiviset tekijat ovat 1 ja 2.
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Induktioaskel: Aloitetaan tekemélld induktio-oletus. Oletetaan, ettd k& > 2 on luonnollinen
luku. Oletetaan lisdksi, ettd kaikilla luonnollisilla luvuilla 2 < j < k pétee, ettd j on joko
alkuluku tai alkulukujen tulo.

Seuraavaksi tavoitteena on niyttid induktio-oletuksen avulla, ettd myos luku &£+ 1 on joko
alkuluku tai alkulukujen tulo. Tutkitaan lukua k + 1.

— Jos k + 1 on alkuluku, ei asiaa tarvitse tutkia sen enempéaa.

— Jos k41 ei ole alkuku, se voidaan kirjoittaa tulona k + 1 = ab, missa kokonaisluvuille
ajabpitee l <a<k+1jal <b< k+ 1. Lukuihin a ja b voidaan siis kayttaa
induktio-oletusta, jonka mukaan luvut a ja b ovat alkulukuja tai alkulukujen tuloja.
Koska k + 1 = ab, seuraa tésté, ettd k + 1 on alkulukujen tulo.

Molemmissa tapauksissa k& + 1 on joko alkuluku tai alkulukujen tulo.
Johtobaitos: Alkuaskeleesta ja induktioaskeleesta seuraa II induktioperiaatteen nojalla,
ettd jokainen luonnollinen luku n > 2 on joko alkuluku tai alkulukujen tulo.
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Luku 111

Kuvaukset ja relaatiot

9 Perusasioita kuvauksista

Tamaé luku on Lotta Oinosen materiaalista ”Johdatus yliopistomatematiikkaan”.

9.1 Kuvauksen maaritelma

Maaritelma 9.1. Oletetaan, ettd X ja Y ovat joukkoja. Kuvaus joukosta X joukkoon 'Y
on saanto, joka liittad joukon X jokaiseen alkioon tdsmalleen yhden alkion joukosta Y.

Merkintd f: X — Y tarkoittaa, ettd f on kuvaus joukosta X joukkoon Y. Joukko X on
kuvauksen f ldhté ja joukko Y on kuvauksen f maali.

Merkinta f(z) tarkoittaa sitd joukon Y alkiota, jonka kuvaus f: X — Y liittaa alkioon
x € X. Alkio f(x) on nimeltédén alkion = kuva-alkio.

Esimerkki 9.2. Koulusta tutut funktiot ovat kuvauksia. Esimerkiksi yhtalo f(x) = 0,5z + 1
méérittelee kuvauksen f: R — R. Téssé kuvauksessa alkion z kuva-alkio on f(z) = 0,5z + 1.
Kuvaus f liittaa siis jokaiseen reaalilukuun toisen reaaliluvun, joka saadaan kertomalla alku-
perainen luku luvulla 0,5 ja lisddmaélla tulokseen 1.

Laskemalla huomataan, ettd esimerkiksi f(0) =0,5-0+1=1ja f(2) =0,5-24+1 = 2.
Talloin voidaan merkitd my6s 0 +— 1 ja 2 +— 2.

Piirtamaélla koordinaatistoon kaikki pisteet (z,y), missd * € R ja y = f(x), saadaan
piirrettya funktion f kuvaaja. Kuvaajan pisteen y-koordinaatti on siis x-koordinaattia vastaava
kuva-alkio f(z). Sanotaan myos, ettd f(x) on funktion arvo kohdassa x.
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A

Kuva 9.1: Osa esimerkissa 9.2 tarkastellun funktion f kuvaajasta.

Esimerkki 9.3. Yhtalo 1

9(z) = —5

méérittelee kuvauksen ¢g: R \ {3} — R. Jos x # 3, on jakaja nollasta poikkeava ja osaméaara
on madritelty. Lisdksi osamééra on aina yksikésitteinen reaaliluku (ei ole mahdollista saada
monta erilaista tulosta samalla luvulla x). Kuvauksen méaritelm4 siis toteutuu: sdanto g liittaa
joukon R~ {3} jokaiseen alkioon tdsmélleen yhden alkion joukosta R.

A

v

Kuva 9.2: Osa esimerkissé 9.3 tarkastellun funktion ¢g: R \ {3} — R kuvaajasta.

Edellisissé esimerkeissé esiintyneiden kuvausten lahtona ja maalina oli reaalilukujen joukko
tai jokin sen osajoukko. Kuvauksen mééaritelmédn mukaan ldht6 ja maali voivat kuitenkin olla
mita tahansa joukkoja.

Esimerkki 9.4. Olkoon X kaikkien niiden opiskelijoiden joukko, jotka saivat opinto-oikeuden
Helsingin yliopistoon 1.9.2014. Maéaritellddn sdanto f asettamalla

f(x) = opiskelijan x syksyn 2014 aikana suorittama opintopisteméaaré.

Havaitaan, ettd ndin méaritelty f on kuvaus joukosta X joukkoon Q, silld se liittda joukon X
jokaiseen alkioon tésmélleen yhden rationaaliluvun.
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Esimerkki 9.5. Alla on havainnollistettu sdantéja o, 5 ja v kuvassa 9.3. Osoittautuu, etta
mikian niistd ei ole kuvaus joukosta X joukkoon Y.

«Q B Y
X S A 4 X A 4 X ST A Y
| ! -
]
[ J
Kuva 9.3: S4annét «, S ja v eivit ole kuvauksia joukosta X joukkoon Y.

Saanto a ei ole kuvaus X — Y, silla joukossa X on alkio, johon « ei liitd yhtdén joukon Y
alkiota. Saanto (8 ei ole kuvaus X — Y, silld joukossa X on alkio, johon S liittd4 useamman
kuin yhden joukon Y alkion. S&&nto «y ei ole kuvaus X — Y silld joukossa X on alkio, johon
liitetty alkio ei kuulu joukkoon Y.

Esimerkki 9.6. Alla on havainnollistettu sdéntéja f, g ja h kuvassa 9.4. Ne kaikki ovat
kuvauksia joukosta X joukkoon Y, silla ne liittdvat joukon X jokaiseen alkioon tédsmaélleen
yvhden alkion joukosta Y.

f g h
X _—aY X _—4,Y X _—LY
!. “ ==

Kuva 9.4: Sdannét f, g ja h ovat kuvauksia joukosta X joukkoon Y.

Huomaa, ettd maalissa Y voi olla sellaisia alkioita, joihin ei kuvaudu yhtaan alkiota. Toisaalta
samalla maalin Y alkiolle voi kuvautua useampi alkio.

Esimerkki 9.7. Oletetaan, ettd a, b € Z ja b # 0. Méaaritelladn sdantd h asettamalla

a 2a
hl-)=——.
( b) a? + b2
Onko talla tavalla méaaritelty A kuvaus Q — Q7
Tiedetéén, ettd jokainen rationaaliluku voidaan kirjoittaa muodossa a/b, missa a, b € Z ja

b # 0. Liséksi oletuksesta b # 0 seuraa, ettd b?> > 0. Niin ollen nimittija a® + 6> > 0+b> >0
ja siten osamiird 2a/(a? + b?) on aina méiritelty.
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Ongelma syntyy siitd, ettd jokainen rationaaliluku voidaan kirjoittaa usealla eri tavalla
muodossa a/b, missi a, b € Z ja b # 0. Esimerkiksi luku 1/2 voidaan kirjoittaa my6s muodossa
2/4 tai 4/8. Sen kuva-alkion pitéisi kuitenkin olla yksikésitteinen. Toisin sanottuna tulos ei
saisi riippua siitd, missd muodossa alkuperdinen luku on esitetty. Huomataan, ettd ndin ei

kuitenkaan ole:
h<1> __ 21 2
2 12422 5
h(2> _ 22 4 1
4) 22442 20 5

Néin h(1/2) # h(2/4), vaikka 1/2 = 2/4. S&&nto h siis liittd4 alkioon 1/2 ainakin kaksi eri
alkiota joukosta Q, joten h ei ole kuvaus Q — Q.
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9.2 Kuva

Maaritelméd 9.8. Oletetaan, ettd f: X — Y on kuvaus. Oletetaan lisdksi, ettd A C X.
Joukon A kuva kuvauksessa f on joukko

fA={y€eY |y= f(a), missd a € A}.

Kuvan fA muodostavat siis ne maalin alkiot, jotka ovat joukon A alkioiden kuva-alkoita.
Se voidaan joukkona merkitd myos lyhyesti fA = {f(a) | a € A}.

Kuva 9.5: Kuvan fA muodostavat joukon A alkioiden kuva-alkiot.

Esimerkki 9.9. Tarkastellaan funktiota f: R — R, jolla f(z) = 22 — 2 kaikilla z € R.
Funktion f kuvaajan avulla voidaan paatelld, ettd esimerkiksi joukon A = [1,2] kuva on
fA = [-1,2] ja joukon B = [-2,1] kuva on fB = [-2,2]. Huomaa, ettd joukot A ja B
merkitddn vaaka-akselille, ja kuvat fA ja fB muodostuvat pystyakselille.

A A

A
fB
fA
A . B

Kuva 9.6: Joukon A = [1,2] kuva fA = [-1,2] ja joukon B = [-2,1] kuva fB = [-2,2].

v

Esimerkki 9.10. Olkoon f:Z — R kuvaus, jolle x — 22 + 1 kaikilla € Z. Merkitdin
A={-1,0,1,2}. Maaritetdan fA.
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Kuvan méaéaritelmén mukaan
fA={yeR|y= f(a), missd a € A} = {f(a) | a € A} = {f(-1), f(0), f(1), f(2)}
=1{1,2,5}

\ og————— L]

Kuva 9.7: Joukon A = {-1,0,1,2} kuva on fA = {1,2,5}.

Esimerkki 9.11. Oletetaan, ettd A = {1,2,3}. Potenssijoukon P(A) muodostavat kaikki
joukon A osajoukot. Téssa tapauksessa

P(A) ={0,{1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, A},

Tarkastellaan kuvausta f: P(A) — P(A), jolla f(X) = X U {1} kaikilla X € P(A). Siis

esimerkiksi f(0) = {1}, F({2}) = {1,2}, F({3}) = {1,3} ja f(4) = A,
Joukko B = {{2},{2,3}} on joukon P(A) osajoukko, silld {2} € P(A) ja {2,3} € P(A).

Joukon B kuva kuvauksessa f on
fB={Y e P(A) Y = f(X), missé X € B} = {f(X) | X € B} = {f({2}), f({2,3})}
= {{17 2}7 A}
Joskus on oltava erityisen tarkkana sen suhteen, tarkoitetaanko kuva-alkiota vai kuvaa. Esi-

merkiksi tyhja joukko () on yhtd aikaa joukon P(A) alkio ja osajoukko. Alkion () € P(A)
kuva-alkio on f(0) = {1}. Osajoukon () C P(A) kuva on

fO={Y eP(A)|Y = f(X), missia X € 0} = 0.

Korostamme kuva-alkio ja kuvan eroa kayttdmalld kuva-alkion tapauksessa aaltosulkuja ja
jattamailla kuvan tapauksessa sulut pois. Merkinta f(0) tarkoittaa siis alkion () kuva-alkiota
ja merkintd f() osajoukon () kuvaa. Kaikissa kirjoissa niin ei kuitenkaan tehda. Silloin on

asiayhteydesté padteltdva, kumpi kisite on kysymyksessa.

Seuraavassa esimerkissd tarkastellaan joukkojen A ja B yhdisteen kuvaa f[A U B]. Téssé
merkinnéssd sulkuja ei voi jattda pois, joten kaytdmme hakasulkuja, jotta ero kuva-alkio ja

kuvan valilld olisi mahdollisimman selkea.
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Esimerkki 9.12. Olkoon f: X — Y kuvaus. Osoitetaan, ettd f[AU B] = fAU fB kaikilla
joukoilla A, B C X.

Oletetaan, ettd A, B C X. Koska véiitteend on kahden joukon identtisyys, perustellaan
sisdltyminen molempiin suuntiin:

”C”: Oletetaan, ettd y € f[A U B]. Kuvan mééritelmén mukaan talloin y € Y ja y = f(z)
jollakin z € AU B. Koska © € AU B, niin x € A tai x € B. Tapaustarkastelu:

— Jos z € A, niin kuvan méaéritelmén mukaan f(z) € fA. Koska y = f(x), niin y € fA.
— Jos x € B, niin kuvan mééaritelmén mukaan f(x) € fB. Koska y = f(x), niin y € fB.

Molemmissa tapauksissa voidaan péaétella, ettd y € fAU fB.
7D7: Oletetaan, ettd y € fAU fB. Talloin y € fA tai y € fB. Tapaustarkastelu:

— Jos y € fA, niin kuvan mééritelmidn mukaan y = f(a) jollakin a € A. Koska a € A,
niin @ € AU B. Télléin kuvan mééritelmén mukaan f(a) € f[AU B]. Koska y = f(a),
niin y € f[AU B].

— Jos y € fB, niin kuvan méiritelmidn mukaan y = f(b) jollakin b € B. Koska b € B,
niin b € AU B. Télloin kuvan mééritelmén mukaan f(b) € f[A U B|. Koska y = f(b),
niin y € f[AU B].

Paattelyt ”C” ja ”D” yhdessi osoittavat, ettd f[A U B] = fAU fB. Koska tarkastellut
joukot A ja B saattoivat olla mitd tahansa joukon X osajoukkoja, péatee tulos kaikilla joukon
X osajoukoilla A ja B.
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9.3 Alkukuva

Maaritelmad 9.13. Oletetaan, ettd f: X — Y on kuvaus. Oletetaan lisdksi, ettd B C Y.
Joukon B alkukuva kuvauksessa f on joukko

f"B={xe X | f(x) € B}.

Alkukuvan < B muodostavat siis ne lahdon alkiot, joiden kuva-alkiot kuuluvat joukkoon
B. Joissakin kirjoissa joukon B alkukuvalle kdytetdin merkintia f~'B tai f~1(B).

Kuva 9.8: Alkukuvan f< B muodostavat ne ldhdon alkiot, jotka kuvautuvat joukkoon B.

Esimerkki 9.14. Tarkastellaan funktiota f: R — R, jolla f(z) = 2? — 2 kaikilla z € R.
Funktion f kuvaajan avulla voidaan paatelld, ettd esimerkiksi joukon A = [—2, —1] alkukuva
on fCA =[-1,1] ja joukon B = [—1,2] alkukuva on f< B = [-2,—1] U[1,2]. Huomaa, ettd
joukot A ja B merkitadn pystyakselille, ja alkukuvat f< A ja f< B muodostuvat vaaka-akselille.

A A

JTA

fB

Kuva 9.9: Joukon A alkukuva f< A ja joukon B alkukuva f B.
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Esimerkki 9.15. Olkoon f: Z — R kuvaus, jolle z + z? 4 1 kaikilla € Z. Merkitéén
B ={-1,1,2,3}. Méaritetdaan f< B.
Alkukuvan mééaritelman mukaan

fFB={2cZ|f(x)eB}={zxcZ|z’+1ecBl={zcZ|2*+1€{-1,1,2,3}}.

Alkukuvan méaarittamiseksi on siis ratkaistava kokonaislukujen joukossa yhtélot 22 +1 = —1,
22+1=1,22+1=2jax?+1 = 3. Koska kaikilla z € Z pétee 22 > 0, ensimmaéiselld yhtilolla
ei ole ratkaisuja. Toisella yhtalolla on tdsmélleen yksi ratkaisu:

?+l1=1e2°=0c2=0.
Kolmannella yhtélolld on kaksi ratkaisua:
P?+l=2e2’=1or=-1V =1
Viimeisella yhtalolla ei ole ratkaisua kokonaislukujen joukossa, silla
P?+l1=3e2’=2c2=—V2V z=V2.
Alkukuvaksi saadaan siis
J B={z€Z| f(z) e B} ={-1,0,1}.

Sita on havainnollistettu alla kuvassa 9.10.

Kuva 9.10: Joukon B = {—1,1,2,3} alkukuva on f<B = {-1,0,1}.

Esimerkki 9.16. Oletetaan, ettd A = {1,2,3}. Potenssijoukon P(A) muodostavat kaikki
joukon A osajoukot. Téssé tapauksessa

P(A) ={0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, A},

Tarkastellaan esimerkista 9.11 tuttua kuvausta f: P(A) — P(A), jolla f(X) = XU{1} kaikilla
X € P(A). Siis esimerkiksi f({2}) = {1,2}, f({3}) ={1,3} ja f(4) = A.
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Joukko B = {{2},{1,3}} on joukon P(A) osajoukko, silla {2} € P(A) ja {1,3} € P(A).
Joukon B alkukuva kuvauksessa f on

fTB={XeP(A) [ f(X) e B} ={X e P(A) | f(X) ={2} V f(X)={1,3}}
= {{35,{1,3}}

Myos joukko C' = {{2,3}} on joukon P(A) osajoukko, silli {2,3} € P(A). Sen alkukuva

kuvauksessa f on
[TC=A{XePA) | [(X)eC={X e P(A) | f(X)={2,3}} =0.

Huomaa, ettd alkukuva on aina olemassa, mutta joskus se saattaa olla tyhji joukko kuten
tassa esimerkissia f<C = ().

Seuraavassa esimerkissi tarkastellaan joukkojen C' ja D leikkauksen alkukuvaa f<[C'ND].
Jos alkukuvan yhteydessa tarvitaan sulkuja, kdytadmme hakasulkuja kuten kuvan tapauksessa.

Esimerkki 9.17. Olkoon f: X — Y kuvaus. Osoitetaan, ettd f<[CN D] = f<CnN f<D
kaikilla joukoilla C', D C Y.

Oletetaan, ettd C, D C Y. Koska viitteend on kahden joukon identtisyys, perustellaan
sisaltyminen molempiin suuntiin:

"C”: Oletetaan, ettd x € f<[C' N D]. Télloin alkukuvan méaaritelmén mukaan = € X ja
f(z) € C'n D. Tasta voidaan paatella, ettd f(x) € C ja f(x) € D. Koska z € X ja f(x) € C,
niin alkukuvan méaaritelmén mukaan z € f<C. Toisaalta = € X ja f(x) € D, joten alkukuvan
méadritelman mukaan x € f< D. Néin ollen z € f<C N f<D.

"D7: Oletetaan, etta x € fC N f<D. Télloin z € f<C jaxz € f<D. Koska x € f<C,
niin alkukuvan méaaritelmén mukaan =z € X ja f(x) € C. Toisaalta € f D, joten alkukuvan
médritelméasta seuraa, ettd f(z) € D. Néin ollen f(z) € CND. Koska = € X ja f(z) e CND,
niin alkukuvan méaéritelméan mukaan x € f<[C N D].

Pééttelyt "C” ja ”D” yhdessa osoittavat, ettd f<[CND] = f<CNf D. Koska tarkastellut
joukot C' ja D saattoivat olla mita tahansa joukon Y osajoukkoja, pétee tulos kaikilla joukon
Y osajoukoilla C' ja D.

Seuraavan esimerkin tulosta on havainnollistettu kuvassa 9.11.

Esimerkki 9.18. Olkoon f: X — Y kuvaus. Osoitetaan, ettd f[f< B] C B kaikilla B C Y.

Oletetaan, ettd B C Y. Oletetaan, ettd y € f[f< B|. Talloin kuvan mééritelmén mukaan
y €Y jay = f(x) jollakin x € f< B. Koska x € f B, niin alkukuvan mééritelmén nojalla
f(z) € B. Koska y = f(x), niin y € B.
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Kuva 9.11: Jos B on maalin osajoukko, niin f[f< B] C B.

Esimerkki 9.19. Oletetaan, ettd X ja Y ovat joukkoja. Tutkitaan, pateekd yhtalo f[f< B] =
B kaikilla kuvauksilla f: X — Y ja osajoukoilla B C Y.
Kuvan 9.11 tilanteessa f[f< B] # B, joten vastaesimerkin keksiminen néyttiisi olevan
mahdollista. Yritetddn siis 16ytdé sellainen kuvaus f ja sellainen joukko B, ettd f[f< B| # B.
Olkoon f: R — R kuvaus, jolla f(x) = 2 + 1 kaikilla x € R. Olkoon B = {—1,1}. Tilléin

ffB={zecR|f(zx)eB}={zcR|2®*+1ec{-1,1}} = {0}.

Siten
Bl = f{0} = {f(z) |z € {0}} = {f(0)} = {1} # B.

Tilannetta on havainnollistettu alla kuvassa 9.12.

Kuva 9.12: Joukon B = {—1, 1} alkukuvan kuva on f[f< B] = {1}.
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9.4 Injektio

Injektion késitteen avulla kuvauksia voidaan luokitella sen mukaan, kuvautuvatko jotkin alkiot
samaksi alkioksi vai eivat.

Maaritelma 9.20. Kuvaus f: X — Y on injektio, jos kaikilla x1, xo € X yhtélosta
f(z1) = f(x2) seuraa, ettd z; = 3.

Logiikan symboleiden avulla injektion méaritelméan ehto voidaan kirjoittaa seuraavasti:

VI1V$2(f(LL“1) = f(xg) — Tl = SCQ).

Implikaation P — @ kontrapositio on =) — —P, joten mééaritelmén ehto voidaan kirjoittaa
loogisesti ekvivalentissa muodossa

Va:ng(:nl 7& To — f(l'l) 7& f(:E?))

Havaitaan, ettd injektio tarkoittaa kuvausta, jossa eri alkiot kuvautuvat aina eri alkioksi ei-
vatké koskaan samaksi. Injektion késitettd on havainnollistettu alla kuvassa 9.13.

/ g h
X _—Y VY Y Y Y

= l <!

Kuva 9.13: Kuvaus f on injektio, kuvaukset g ja h eivit ole injektiota.

Esimerkki 9.21. Tarkastellaan funktiota f: R — R, jolla f(z) = 2% — 22 kaikilla € R.
Funktion f kuvaajasta havaitaan, ettd f ei ole injektio, silld se saa saman arvon useassa eri
kohdassa. Esimerkiksi f(—1) = f(3), vaikka —1 # 3.

A

Kuva 9.14: Funktio = — 22 — 2z ei ole injektio.
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Esimerkki 9.22. Olkoon g: R — R funktio, jolle g(z) = 2 — 0,25z kaikilla x € R. Osa sen
kuvaajasta on piirretty kuvaan 9.15. Kuvaajan perusteella funktio g ndyttéisi olevan injektio,
silld sen kuvaaja leikkaa minké tahansa vaaka-akselin suuntaisen suoran enintdén kerran. Siita
voidaan péaatelld, ettd funktio g ei saa mitdén arvoa kahdessa eri kohdassa. Osoitetaan tdma
vield tédsmaéllisesti.

Oletetaan, ettd x1, 2 € R. Oletetaan lisdksi, ettd g(z1) = g(x2). Télloin
2 —0,25z1 = 2 — 0,25x9.
Vihentdmalld tdmén yhtdlon molemmilta puolilta luku 2 padstdan yhtaloon
—0,25z1 = —0,25x3.
Kertomalla yhtdlon molemmat puolet luvulla —4 saadaan yhtélo
T1 = To.

Niin on néaytetty, ettd kaikilla 1, 9 € R yhtélostd g(x1) = g(x2) seuraa, ettd z; = wo.
Siis kuvaus g on injektio.

A/

Kuva 9.15: Funktio z — 2 — 0,252 on injektio.

Esimerkki 9.23. Tarkastellaan funktiota h: R~ {1} — R, jolla

kaikilla € R~ {1}. Osa sen kuvaajasta on piirretty kuvaan 9.16. Kuvaajan perusteella funktio
h néayttéisi olevan injektio, silld sen kuvaaja leikkaa minké tahansa vaaka-akselin suuntaisen
suoran enintddn kerran. Siitd voidaan pééatella, ettd funktio h ei saa mitddn arvoa kahdessa
eri kohdassa.
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Kuva 9.16: Funktio z — z/(x — 1) on injektio.

Osoitetaan vield tdsméllisesti, ettd funktio h on injektio. Oletetaan, ettd x1, xo € R~ {1}.
Oletetaan lisdksi, ettd h(z1) = h(ze). Talléin

I L2

x1—1 - Tg—1°

Kertomalla tdmén yhtdlon molemmat puolet nimittédjien tulolla (zq — 1)(z2 — 1) saadaan

xi1(xg — 1) = x9(11 — 1).
Kertomalla sulut auki padstaén yhtaloon

T1Xy — X1 = T1To — T2.
Viahentamalla tamén yhtalon molemmilta puolilta tulo z1x9 saadaan yhtalo

—x] = —Ta.
Kertomalla tdméan yht&lon molemmat puolet luvulla —1 havaitaan, etta
1 = To.

Naiin on osoitettu, ettd kaikilla 1, x9 € R yhtédlosta h(z1) = h(xg) seuraa, ettd x; = xo. Siis
kuvaus h on injektio.

Joissakin tapauksessa lahtojoukko vaikuttaa siithen, onko kuvaus injektio vai ei. Esimerkissa
9.14 nahtiin, ettd kuvaus x — 2 —2x, jonka 1iht6 on R, ei ole injektio. Seuraavassa esimerkissé
osoitetaan, ettd kuvaus x +— 22 — 2z, jonka lihto on [1, 00, on injektio.
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Esimerkki 9.24. Tarkastellaan funktiota p: [1,00[ — R, jolle p(x) = 22 — 2z kaikilla = € R.
Sen kuvaaja on piirretty kuvaan 9.17.

A

Kuva 9.17: Funktio x — x? — 2z, jonka ldht6 on [1, 0o[, on injektio.

Osoitetaan, ettd p on injektio. Oletetaan, etta a, b € [1, 00[. Oletetaan lisdksi, ettd p(a) =
p(b). Tallsin a® — 2a = b — 2b eli

a® = b* = 2a+2b = 0.
Tama yhtald voidaan kirjoittaa muodossa
(a+b)(a—b)—2(a—b)=0
ja edelleen muodossa
(a=0b)(a+b—2)=0.

Tulon nollasddnnén nojalla tdméa yhtalo toteutuu, jos ja vain josa —b=0taia+b—2 = 0.
Namaé yhtalot voidaan kirjoittaa myos muodossa a = b ja a = 2 — b.

Tarkastellaan tarkemmin yht&l6d a = 2 — b. Oletuksen mukaan b € [1, oo, joten —b < —1.
Yhtélosta a = 2 — b saadaan nain arvio a = 2 — b < 2 — 1 = 1. Tastéd voidaan péatella, etta
yhtélo a = 2 — b toteutuu vlilla [1, oo, jos ja vain jos a = 1 = b.

Néin on osoitettu, ettéd kaikilla a, b € [1, oo[ yhtalosta p(a) = p(b) seuraa, ettd a = b. Siis
kuvaus p on injektio.
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9.5 Surjektio

Surjektion kasitteen avulla kuvauksia voidaan luokitella sen mukaan, kuvautuuko kaikille maa-
lin alkioille jokin alkio vai ei.

Masdritelmd 9.25. Kuvaus f: X — Y on surjektio, jos jokaisella y € Y on olemassa
ainakin yksi sellainen z € X, etta f(z) =y.

Logiikan symboleiden avulla surjektion mééaritelmén ehto voidaan kirjoittaa seuraavasti:

Vy3z(f(x) = y)-

Havaitaan, etté surjektio tarkoittaa kuvausta, jossa kaikille maalin alkioille kuvautuu yksi tai
useampi alkio. Surjektion késitettd on havainnollistettu alla kuvassa 9.18.

/ g h
X/NX Y/NX Y/NY

Kuva 9.18: Kuvaukset f ja g ovat surjektioita, kuvaukset h ei ole surjektio.

Esimerkki 9.26. Tarkastellaan funktiota f: R — R, jolla f(z) = 2% — 22 kaikilla € R.
Funktion f kuvaajasta havaitaan, ettd f ei ole surjektio, silld f(x) > —1 kaikilla z € R.

A

Kuva 9.19: Funktio = + x? — 2z ei ole surjektio.
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Perustellaan vield tisméllisesti, ettd edelld tarkasteltu funktio f: R — R, jolla f(z) = 22 —

2z kaikilla = € R, ei ole surjektio. Tehddén vastaoletus, ettd f on surjektio. Silloin surjektion

madritelmdn mukaan jokaista y € R kohti on olemassa sellainen x € R, etta f(z) = .
Erityisesti esimerkiksi lukua —2 € R kohti on olemassa sellainen a € R, ettd f(a) = —2.
Tilloin a? — 2a = —2. Lisdamalld tdmén yhtalon molemmille puolille luku 1 saadaan yhtilo

a>—2a+1=—1.
Koska (a — 1)? = a® — 2a + 1, voidaan saatu yhtlo kirjoittaa muodossa
(a—1)? = —1.

Néin on paddytty ristiriitaan, silld minkaédn reaaliluvun toinen potenssi ei ole —1. Koska vas-
taoletus johti ristiriitaan, on alkuperéinen véite tosi. Siis f ei ole surjektio.
Toinen tapa osoittaa, ettd funktio f ei ole surjektio, on tarkastella yhtalod f(x) = —2.
Havaitaan, etta
fl)= 22> 20=-222-224+2=0.

Huomataan, ettd yhtdlolld z2 — 2z 4+ 2 = 0 ei ole ratkaisuja reaalilukujen joukossa, silld sen
diskriminantti on negatiivinen: Toisen asteen yhtélon ratkaisukaavalla saadaan

(- (22412 241
e 2.1 -y

Tistd nahdéin, ettd yhtilon 22 — 22 4+ 2 = 0 diskriminantti on —4. Tarkastellulla yhtalolla ei
ole ratkaisuja reaalilukujen joukossa, koska negatiivisen luvun nelidjuuri ei ole méaritelty. Siis
f(z) # —2 kaikilla z € R, joten f: R — R ei ole surjektio.

Esimerkki 9.27. Olkoon g: R — R funktio, jolle g(z) = 2 — 0,25z kaikilla x € R. Osa sen
kuvaajasta on piirretty kuvaan 9.20. Kuvaajan perusteella funktio g ndyttéisi olevan surjektio,
sillé sen kuvaaja leikkaa minké tahansa vaaka-akselin suuntaisen suoran ainakin kerran (jotkin
niistd kuvan 9.20 ulkopuolella). Siitd voidaan paitelld, ettd funktio g saa jokaisen arvon ainakin
yhdessé kohdassa.

\/

Kuva 9.20: Funktio z +— 2 — 0,25z on surjektio.
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Osoitetaan viela tasmallisesti, ettd edelld tarkasteltu funktio g: R — R, jolle g(z) = 2 —
0,25x kaikilla x € R, on surjektio. Oletetaan, ettd y € R. Télloin myos —4y 4+ 8 € R ja lisdksi

g(—4y+8)=2-025- (—dy+8) =2 +y—2=1y.

Nain on néytetty, ettd jokaista y € R kohti on olemassa sellainen x = —4y + 8 € R, etta
g(z) = y. Siis g on surjektio.

\/

Kuva 9.21: Jokaista lukua y € R kohti 16ytyy luku z = —4y + 8 € R, jolla g(z) = y.

Nyt herdd kysymys, miten edelld osattiin ryhtyéa tarkastelemaan juuri lukua —4y + 8. Se
loydettiin ratkaisemalla z yhtdlosta g(x) = y:

g)=ye2-02r=y& —020r=y—2< o =—4(y—2) = -4y + 8.

Tata etsintdvaihetta ei kuitenkaan tarvitse ottaa mukaan varsinaiseen perusteluun, vaan sen
voi tehdé esimerkiksi suttupaperilla. Kun sopiva alkio on loytynyt, riittda perustella, ettd se
kuuluu tarkastellun kuvauksen 14ht66n ja ettd sen kuva-alkio on alkuperdinen y.

Esimerkki 9.28. Tarkastellaan kuvausta 7: R — [—1, o0, jolle 7(z) = 22 — 27 kaikilla € R.
Osa sen kuvaajasta on piirretty kuvaan 9.22. Kuvaajan perusteella funktio 7 néyttéisi olevan
surjektio, silld sen maaliksi on valittu sopivasti [—1, co].

\ 4

Kuva 9.22: Funktio  — 22 — 2z, jonka maali on [—1, 00|, on surjektio.
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Osoitetaan, ettd kuvaus 7 on surjektio. Oletetaan, ettd y € [—1, 0o[. Télloin y > —1, joten
y+12>0.Nain 1 + \/y + 1 on maéritelty ja lisdksi

T+ Vy+ D) =0+Vy+ 17 =20+ Vy+1)
=1+2Vy+1++1)-2-2Vy+1

=l+y+1-2

Néin on néytetty, ettd jokaista y € [—1, c0[ kohti on olemassa sellainen z = 1+ /y +1 € R,
ettd 7(x) = y. Siis 7 on surjektio.

1+vy+1

Kuva 9.23: Jos y > —1, niin 7(1 +y + 1) = v.

Jéalleen herda kysymys, miten edelld osattiin ryhtya tarkastelemaan juuri lukua 1++/y + 1.
Se loydettiin ratkaisemalla x yhtélostd 7(x) = y:

24+ /4 —4(—y)

T(:U):y<:>x2—2x2y<:>aj2—2$—y:0<:>l': 9

Ratkaisut voidaan sieventéé:

94+ A 4(—y) 2+ A(1 2+9/TFy
r = > (=y) _ 2( ) _ . Y e Ty =14 yF1

Huomataan, ettd todistuksessa olisi yhtd hyvin voinut kdyttda lukua 1 — /y + 1.
Esimerkki 9.29. Tarkastellaan funktiota h: R~ {1} — R, jolla

kaikilla 2 € R~ {1}. Osa sen kuvaajasta on piirretty kuvaan 9.24.Kuvaajan perusteella ndyt-
tda siltd, ettd mikéddn ldhtojoukon alkio ei kuvaudu luvulle 1. Kuvaus ei siis ole surjektio.
Osoitetaan tdmaé ristiriitatodistuksella.

Tehdédan vastaoletus, ettd h on surjektio. Silloin surjektion mééritelmén mukaan jokaista
y € R kohti on olemassa sellainen x € R~ {1}, ettd h(z) = y. Erityisesti lukua 1 € R kohti on
olemassa sellainen a € R \ {1}, ettd h(a) =1 eli




Tasta seuraa, ettd a = a — 1 ja siten 0 = —1. TamaA on ristiriita. Siis vastaoletus on epétosi ja
alkuperainen viite patee. Néin ollen A ei ole surjektio.

A

\ 4

Kuva 9.24: Funktio  — z/(z — 1), jonka maali on R, ei ole surjektio.

Joskus kuvan perusteella voi olla vaikea 16ytda maalijoukon alkiota, jolle ei kuvaudu mitéan.
Toinen strategia tdhdn on yhtdlon h(x) = y tutkiminen. Jos z € R ~ {1}, voidaan paitelld
seuraavasti:

hz) =y <

1:y<:>x:y(x—1)<:>x:yx—y<:>x—y$:—y
x_

&S (1-y)z=—y.

Nyt ndhdaén, etté jos y = 1, alin yhtalo saa muodon 0z = —1. Tamé yhtélo ei toteudu milldan
x € R~ {1}. Mikédén joukon R ~ {1} alkio ei siis kuvaudu luvuksi 1.

Kuvauksen surjektiivisuus tarkoittaa, ettd ldhdon kuva on koko maali. Taémé osoitetaan
seuraavassa lauseessa.

Lause 9.30. Kuvaus f: X — Y on surjektio, jos ja vain jos fX =Y.

Todistus. "=": Oletetaan, ettd f: X — Y on surjektio. Tavoitteena on nédyttas, ettd fX =Y.
Tehddan tama osoittamalla sisdltyminen molempiin suuntiin.

”C”: Oletetaan, ettd b € fX. Talloin kuvan méaaritelman mukaan b = f(z) jollakin z € X.
Koska kuvauksen f maali on Y, niin f(z) € Y. Koska b = f(z), niin b€ Y.

7>7: Oletetaan, ettd y € Y. Oletuksen mukaan f: X — Y on surjektio, joten on olemassa
sellainen x € X, jolla f(z) = y. Siis y € fX kuvan méaaritelmén nojalla.

7<": Oletetaan, ettd fX =Y. Tavoitteena on nayttda, ettd f: X — Y on surjektio.

Oletetaan, ettd y € Y. Oletuksen mukaan Y = fX, joten y € fX. T&ll6in kuvan méari-
telmén mukaan on olemassa sellainen x € X, etta f(x) = y. O
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Esimerkeissd, 9.21, 9.24, 9.26 ja 9.28 havaittiin, ettd kuvauksen z + x? — 22 injektiivisyys
ja surjektiivisuus riippuuvat siitd, mitad kuvauksen 1dhto- ja maalijoukko ovat. Tdméan vuoksi

kuvausten sanotaan olevan samoja vain siind tapauksessa, ettd niiden 1dhto- ja maalijoukot
ovat samat.

Maaritelmé 9.31. Oletetaan, ettd f ja g ovat kuvauksia X — Y. Kuvaukset f ja g ovat
samat eli f = g, jos f(z) = g(x) kaikilla z € X.

Esimerkki 9.32. Tarkastellaan kuvauksia f: R — [0,00[, g: Z — N ja h: N — N, joilla
kaikilla  + |2z + 2|. Niiden kuvaajat on piirretty kuvaan 9.25. Kuvaukset f, g ja h ovat
kaikki eri kuvauksia, silld niiden 14ht6- ja maalijoukot eivit ole samoja.

»

Kuva 9.25: Kuvaukset f, g ja h ovat eri kuvauksia.
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9.6 Yhdistetty kuvaus

Maaritelma 9.33. Oletetaan, ettd f: X — Y ja g: Y — Z ovat kuvauksia. Yhdistetty
kuvaus g o f: X — Z méaritelladn asettamalla

(go f)(z) = g(f(x))

kaikilla z € X.

Huomaa, ettd yhdistetty kuvaus méaritelladn vain siind tapauksessa, ettd ensimméisen ku-
vauksen maali on sama kuin jalkimmaéisen kuvauksen 1aht6. Huomaa myd6s kuvausten jarjes-
tys: ensimméinen kuvaus kirjoitetaan yhdistetyssa kuvauksessa oikealle puolelle. Yhdistettya
kuvausta on havainnollistettu alla kuvassa 9.26.

f g gof
X _—Y — 72 X _—  Z

— |

Kuva 9.26: Yhdistetty kuvaus g o f: X — Z maééritellddn asettamalla (g o f)(x) = g(f(x)).

Esimerkki 9.34. Tarkastellaan funktiota f: R — R, jolla f(x) = 2 — x kaikilla =z € R, ja
funktiota g: [0,00] — R, jolla g(x) = /x — 1 kaikilla # > 0. Niiden kuvaajat on piirretty
kuvaan 9.27.

v
\

Kuva 9.27: Esimerkin 9.34 funktioiden f ja g kuvaajat.
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Havaitaan, ettd yhdistetty kuvaus go f ei ole mééaritelty, koska kuvauksen f: R — R maali
on eri kuin kuvauksen g: [0, co[ — R 14ht6.

Yhdistetty kuvaus f o g puolestaan on mééritelty, silld kuvauksen g: [0, co[ — R maali on
sama kuin kuvauksen f: R — R 1dht6. Yhdistetylle kuvaukselle f o g: [0, 00[ — R pétee

(foglx)=flg(x)) =f(Va-1)=2—-(Va-1)=2-Vo+1=3—-u
Sen kuvaaja on piirretty kuvaan 9.28.

A

Kuva 9.28: Yhdistetyn funktion f o g kuvaaja.

Esimerkki 9.35. Tarkastellaan funktioita f: R — R ja g: R — R, joilla f(z) = 1+ 2z ja
g(z) = (z — 1)? kaikilla x € R. Niiden kuvaajat on piirretty kuvaan 9.29.

A y

y = f(w)

\

¥

Kuva 9.29: Esimerkin 9.35 funktioiden f ja g kuvaajat.
Yhdistetty kuvaus g o f: R — R on maééritelty. Sille patee
(g0 f)() = g(f(2) = g(1 +20) = (1422 — 1)? = (22)* = 4a”
kaikilla z € R.
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Myo6s yhdistetty kuvaus f o g: R — R on méaritelty. Sille patee

(fog)(@) = flg(x) = f((& = 1)*) =1+2(z = 1)* = 1 +2(2® — 22 + 1)

=142 — 42 +2=22>—4a+3

Yhdistettyjen funktioiden g o f ja f o g kuvaajat on piirretty kuvaan 9.30. Havaitaan, ettéa
go f # foug,silla esimerkiksi (g o f)(0) = 0 mutta (f o g)(0) = 3.

y=(go f)(z) y=(fog)(x)

\4
\4

Kuva 9.30: Esimerkin 9.35 yhdistettyjen funktioiden g o f ja f o g kuvaajat.

Seuraavissa esimerkeissd osoitetaan, ettd injektiivisistd kuvauksista yhdistetty kuvaus on
injektio ja surjektiivisista kuvauksista yhdistetty kuvaus on surjektio.

Esimerkki 9.36. Oletetaan, ettd f: X — Y ja g: Y — Z ovat injektioita. Osoitetaan, ettd
yhdistetty kuvaus go f: X — Z on injektio.

Oletetaan, ettd a, b € X. Oletetaan lisdksi, ettd (go f)(a) = (go f)(b). Tama yhtilod voidaan
yhdistetyn kuvauksen méaaritelmén nojalla kirjoittaa muodossa g(f(a)) = g(f(b)). Kuvauksen
g injektiivisyyden nojalla tasta yhtéalostéd seuraa, ettd f(a) = f(b). My6s kuvaus f on injektio,
joten yhtédlosta f(a) = f(b) seuraa, ettd a = b.

Niin on néaytetty, ettd yhtalostd (g o f)(a) = (g o f)(b) seuraa, ettd a = b. Siis g o f on
injektio.

Esimerkki 9.37. Oletetaan, ettd f: X — Y ja g: Y — Z ovat surjektioita. Osoitetaan, etta
yhdistetty kuvaus go f: X — Z on surjektio.

Oletetaan, etta z € Z. Koska g on surjektio, on olemassa sellainen y € Y, ettd g(y) = z.
Koska my6s f on surjektio, on olemassa sellainen z € X, ettd f(x) = y. On siis olemassa
sellainen = € X, etta

(go f)(z) =g(f(z)) =g(y) = 2

Tamai tarkoittaa, ettd g o f on surjektio. Ratkaisun vélivaiheita on havainnollistettu kuvassa
9.31.
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Kuva 9.31: Kuvausten g ja f surjektiivisuuden avulla 16ydetédén ensin y ja sitten z.

Esimerkki 9.38. Oletetaan, ettd f: X - Y, g: Y — Z ja h: Z — W ovat kuvauksia. Osoi-
tetaan, ettd kuvausten yhdistdminen on liitdnndinen operaatio eli ettd yhdistetyt kuvaukset
ho(gof): X - W ja(hog)o f: X — W ovat samat.

Oletetaan, ettd x € X. Yhdistetyn kuvauksen mééritelmén mukaan

(ho(go f))(x)=nh((go f)(z)) = h(g(f(x))).
ja
((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) =h(g(f(z))

Naiden kuvausten muodostumista on havainnollistettu alla kuvassa 9.32.
Havaitaan, etta kaikilla x € X pétee

(ho(gof))x)=((hog)o f)(x).
Siis kuvaukset ho(go f): X — W ja (hog)o f: X — W ovat samat eli ho(go f) = (hog)o f.

gof h f hog
X/\AZ/_\AW X/NY/\W

Kuva 9.32: Kuvausten yhdistdminen on liitdnnédinen operaatio eli ho (go f) = (hog)o f.

9.7 Kaanteiskuvaus ja bijektio

Aloitetaan méaarittelemalld identtisen kuvauksen késite. Sitd tarvitaan myohemmin kéénteis-
kuvauksen méaritelmassa.



itelma Joukon X identtinen kuvaus tarkoittaa kuvausta idx: X — X, jolla idx(z) = =
kaikilla z € X.

Identtinen kuvaus tarkoittaa siis kuvausta, joka ei muuta alkioita mitenk&an. Joskus tal-
lainen kuvaus syntyy kuvauksia yhdistdmalld. Seuraavassa esimerkissé tarkastellaan kuvausta
f, joka kaksi kertaa perdkkéin tehtyné ei muuta alkioita mitenkaén.

Esimerkki 9.39. Tarkastellaan kuvausta f: R — R, jolla f(z) = 2 — z kaikilla x € R.
Maééritetdan yhdistetty kuvaus f o f: R — R. Oletetaan, ettd x € R. T&ll6in

(fof(@)=f(fx)) =f2-2)=2-(2—-2)=2-2+z=u.

Havaitaan, ettd (f o f)(x) = x = idg(z) kaikilla z € R. Yhdistetty kuvaus fo f: R — R on
siis sama kuin joukon R identtinen kuvaus idg eli f o f = idg.

Kuva 9.33: Esimerkin 9.39 kuvaukselle f péatee f o f =id.

Maisdritelmd 9.40. Oletetaan, ettd f: X — Y on kuvaus. Jos on olemassa sellainen
kuvaus g: Y — X, etta

gof=idx ja [fog=idy,

niin sanotaan, ettd kuvaus g on kuvauksen f kddnteiskuvaus ja merkitdin f~ = g.

Esimerkissé 9.39 néytettiin, ettd kuvaukselle f: R — R, f(z) = 2 — z, patee f o f = id.
Téama tarkoittaa médritelmén 9.40 mukaan, ettd kuvaus f on oma kédnteiskuvauksensa eli

=

Esimerkki 9.41. Tarkastellaan funktioita f: R — R ja g: R — R, joilla f(z) = 4 — 3z ja
g(x) =4/3 — x/3 kaikilla € R. Mééaritetddn yhdistetyt funktiot go f ja fog.
Oletetaan, ettd x € R. Talloin

4 4-3z 4 4

(99 £)(@) = 9(f(2) = g4 —30) = 5 - —="L = — S+ o=z =id(a)

Tastd voidaan padtelld, ettd go f: R — R ja id: R — R ovat sama kuvaus eli g o f = id.
Lisaksi

(o)) = flo@) = F(5 - 5) =4-3(5 - 5) =4 - 44z =2=id().



Tastéd voidaan padtella, ettd fog: R — R ja id: R — R ovat sama kuvaus eli f o g =id.

Havaitaan, ettd kéddnteiskuvauksen méaritelmén ehdot tayttyvit: go f =id ja fog = id
eli kumpikin yhdistetty kuvaus on identtinen kuvaus. Siis g on kuvauksen f k&anteiskuvaus
eli g = f~!. Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 9.34.

A

Kuva 9.34: Kuvaukset f ja g ovat toistensa kddnteiskuvauksia.

Kaanteiskuvauksen méaritelméa 9.40 ei suoraan sulje pois mahdollisuutta, ettd kuvauksella
olisi useampi kuin yksi kadnteiskuvaus. Jos kuvauksella f voisi olla useampia kdanteiskuvauk-
sia, ei merkintd f~! olisi mielekés, koska ei voitaisi olla varmoja, mihin kéinteiskuvaukseen
se viittaa. Voidaankin osoittaa, ettd kuvauksella voi olla enintddn yksi kiddnteiskuvaus. TAmé
tehdédan esimerkissd 9.43. Sitd ennen esimerkissd 9.42 havaitaan, ettd identtisen kuvauksen
yhdistdminen toiseen kuvaukseen ei muuta téta kuvausta.

Esimerkki 9.42. Olkoon f: X — Y kuvaus. Néytetdén, ettd foidx = f jaidy o f = f.
Oletetaan, ettd x € X. Yhdistetyn kuvauksen mééaritelman mukaan

(f oidx)(z) = f(idx(2)) = f(2).

Tastd ndhdédén, ettd kuvaukset foidx: X — Y ja f: X — Y ovat samat eli foidyx = f.
Toisaalta myos

(idy o f)(z) = idy (f(2)) = f().

Siis kuvaukset idy o f: X — Y ja f: X — Y ovat samat eli idy o f = f.
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Esimerkki 9.43. Osoitetaan, ettd kuvauksella f: X — Y on enintdén yksi kddnteiskuvaus.

Tehdéén vastaoletus, ettd kuvauksella f on ainakin kaksi kdédnteiskuvausta. Vastaoletuksen
nojalla on siis olemassa kuvaukset g: Y — X ja h: Y — X, joille patee g # h seké lisdksi
kéadnteiskuvauksen méaritelmén nojalla go f =idx, fog =idy, ho f =idx ja foh =idy.
Kayttamalla néita yhtaloita sekéd esimerkkien 9.42 ja 9.38 tuloksia saadaan

g=idxog=(hof)og=ho(fog)=hoidy = h.

Vastaoletus johti ristiriitaan g # h ja g = h. Siis alkuperdinen viite pétee eli kuvauksella
f: X — Y on enintdédn yksi kddnteiskuvaus.

Edellisen esimerkin mukaan kuvauksella on enintdén yksi kddnteiskuvaus. On siis mahdol-
lista, ettd kuvauksella ei ole lainkaan kddnteiskuvausta. Osoittautuu, ettd kadnteiskuvaus on
olemassa tasmalleen niilld kuvauksilla, jotka ovat sekd injektioita ettd surjektioita. Téllaisia
kuvauksia sanotaan bijektioiksi, kuten alla olevasta maéritelméastd kay ilmi.

Maaritelma 9.44. Bijektio tarkoittaa kuvausta, joka on seké injektio ettd surjektio.

Lause 9.45. Oletetaan, ettd f: X — Y on kuvaus. Kuvauksella f on kddnteiskuvaus, jos ja
vain jos kuvaus f on bijektio.

Todistus. "=": Oletetaan, ettd on olemassa f~!: Y — X. Osoitetaan, ettd f on bijektio.

— Osoitetaan, ettd f on injektio. Oletetaan, ettd x1, xo € X. Oletetaan lisdksi, ettd
f(x1) = f(x2). Soveltamalla kuvausta f~! alkioon f(x1) = f(x2) € Y saadaan yhtilo

FHf (@) = 7 (f(2)).

Yhdistetyn kuvauksen mééaritelmén mukaan tdmé yhtélo voidaan kirjoittaa muodossa

(f o f)lar) = (f 7" o f)(22).

Kisnteiskuvauksen médritelman mukaan f~' o f = idy, joten saadaan yhtilo
idx(l'l) = idx($2).

Siis 1 = 9.

Néin on osoitettu, ettd kaikilla x1, o € X oletuksesta f(x1) = f(z2) pdddytédén
johtopéatokseen x1 = xo. Siis f on injektio.

— Osoitetaan, ettd f: X — Y on surjektio. Oletetaan, etti y € Y. Koska f~! on kuvaus
Y — X, niin on olemassa tasan yksi f~!(y) € X. Lisiksi

U W) = (fo fN(y) =id(y) = v

Siis jokaista y € Y kohti on olemassa joukon X alkio f~!(y), joka kuvautuu alkioksi
y kuvauksessa f. Néin f on surjektio.
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7<=": Oletetaan, ettd f: X — Y on bijektio. Maaritellddn sdanto g asettamalla g(y) = =,
jos ja vain jos y = f(z). Osoitetaan, ettd g on kuvauksen f kéénteiskuvaus.

— Osoitetaan aluksi, ettd g on kuvaus Y — X. Oletetaan, ettd y € Y.

Koska f on surjektio, on olemassa ainakin yksi sellainen z € X, ettd f(z) = y eli
g(y) = z. Siis kuva-alkio ¢g(y) on olemassa ja kuuluu joukkoon X.

Toisaalta koska f on injektio, on olemassa vain yksi sellainen x € X, ettd f(z) =y eli
g(y) = z. Siis kuva-alkio g(y) on yksikésitteinen.

— Osoitetaan, ettd kuvaus g on kuvauksen f kadnteiskuvaus. Tarkastellaan aluksi yhdis-
tettyd kuvausta g o f: X — X. Oletetaan, ettd = € X. Merkitddn y = f(x), jolloin
kuvauksen g mééritelmén nojalla ¢g(y) = z. Tdmén tiedon ja yhdistetyn kuvauksen
maaritelman avulla saadaan

(go f)(z)=g(f(z)) =g(y) =z =1idx(z).

Havaitaan, ettd kuvaukset go f: X — X jaidx: X — X ovat samat eli go f = idx.

Tarkastellaan viela yhdistettyd kuvausta fog: Y — Y. Oletetaan, ettd y € Y. Mer-
kitdan = = g(y), jolloin kuvauksen g mééritelmén nojalla f(z) = y. Tamén tiedon ja
yvhdistetyn kuvauksen méaritelman avulla saadaan

(feg)y) = flgly) = f(z) =y =idy(y).

Havaitaan, ettd kuvaukset fog: Y — Y jaidy: Y — Y ovat samat eli f o g =idy.

Niin on osoitettu, ettd g on kuvauksen f kidnteiskuvaus eli g = f~1.
O]

Esimerkki 9.46. Esimerkeissi 9.22 ja 9.27 tarkasteltu kuvaus g: R — R, g(z) = 2 — 0,25z,
on seka injektio ettd surjektio. Kuvaus g on siis bijektio, joten silla on lauseen 9.45 nojalla
kidnteiskuvaus ¢g7': R — R.

\/

Kuva 9.35: Funktio z — 2 — 0,252 on bijektio.
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Esimerkki 9.47. Tarkastellaan funktiota h: R — R, jolla h(x) = z* — 2% — 222 kaikilla x € R.
Osa sen kuvaajasta on piirretty kuvaan 9.36.

Havaitaan, ettd funktio h saa saman arvon kahdessa eri kohdassa, joten se ei ole injektio.
Esimerkiksi h(—1) = 0 = h(2), vaikka —1 # 2. Siten funktio h ei ole bijektio, minka vuoksi
silld ei ole kddnteisfunktiota.

Kuva 9.36: Funktio = — z% — 2% — 222 ei ole bijektio, joten silli ei ole kifnteisfunktiota.

Esimerkki 9.48. Tarkastellaan kuvausta g: Z — Z, jolla f(n) = 3n + 2 kaikilla n € Z. Esi-
merkiksi laskemalla muutamia kuvauksen g arvoja huomataan, ettd kuvaus g ei vaikuta olevan
surjektio. Tarkempi tarkastelu osoittaa, ettd esimerkiksi g(n) # 3 kaikilla kokonaisluvuilla n:

1
g(n):3<:>3n+2:3<:>3n:1(:>n:§.

Siis g ei ole surjektio, joten se ei ole bijektio. Néin ollen kuvauksella g ei ole kdanteiskuvausta.

Esimerkki 9.49. Tarkastellaan funktiota f: R~ {1} — R\ {2}, jolla

2x

kaikilla € R~ {1}. Osa sen kuvaajasta on piirretty kuvaan 9.37.
Tutkitaan, mikéd voisi olla funktion f kddnteisfunktio. Oletetaan, ettda y € R ~ {2} ja
tutkitaan yhtaloa f(z) = y:

f(x)zy@%zy@%c:y(x—l) AN x#1
S2r=yr—y AN x#1
S2r—yr=—y N x#1
S 2-—yxr=—-y A

2-y
Huomaa, ettéd viimeisen ekvivalenssin kohdalla tarvitaan oletusta y € R \ {2}.
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Kuva 9.37: Funktion = — 2z/(x — 1) kuvaaja.

Saadun ratkaisun perusteella funktion f kéanteisfunktio vaikuttaisi olevan

-y
—_ —.
Y 2_y
Néytetaan vield, ettd (1) tAmé sddnté on todella kuvaus R \ {2} — R ~\ {1}, ja ettd (2)
kéaanteiskuvauksen méaritelman ehdot tayttyvét.

(1) Oletetaan, ettd y € R~ {2} . Talloin osaméddra —y/(2 — y) on méadritelty, silla nimittaja
on nollasta poikkeva. Lisiksi osaméérd on yksikésitteinen ja kuuluu joukkoon R ~ {1}:
yhtélostd —y/(2 — y) = 1 seuraisi —y = 2 — y eli 0 = 2, mikd on mahdotonta.

Siis voidaan maééritelld kuvaus g: R\ {2} — R~ {1} asettamalla

kaikilla 2 € R \ {2}.

(2) Osoitetaan, ettd g on kuvauksen f kédnteiskuvaus. Oletetaan, ettd = € R ~\ {2}. Talloin

(fog)(x) = f(g(x))

— 2 (2_—xx) 2_29; 2_—23;
=/ - - —z\  —z-(2—z
(=) )

%) (-

= (2—x).—x—2+x: — =z =id(x).

Siis kuvaukset f o g ja id: R~ {2} — R\ {2} ovat sama kuvaus eli f o g = id.
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Oletetaan vield, ettd z € R ~ {1}. Talloin

(go f)(x) =g(f(x))

2_( 2z )_ 2(x—1§_2 2 >_ 2 — 2 — 2z

(x—1) x—1 x—1

_(2;1;) —2z —2z
:g =
xr

2z (zx-1)
e =z =id(z).

Siis kuvaukset go f jaid: R~ {1} — R~ {1} ovat sama kuvaus eli go f = id.

Néin on osoitettu, ettd fog = idr. (2} ja g o f = idg. 1} Siis funktio g on funktion f
kidnteisfunktio eli g = f~!. Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 9.38.

v

Kuva 9.38: Funktion ja sen kéédnteisfunktion kuvaajat ovat symmetrisid suoran y = =z
suhteen.
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10 Tyokaluja reaalifunktioiden rakentamisen

10.1 Potenssit ja juuret

Tassa luvussa kéasitellddn koulusta potensseja ja juuria. Jos haluat kerrata nadmé késitteet
vield tarkemmin, 16ydat aiheeseen liittyvaa lukiomatematiikan materiaalia osoitteesta https:
//kisallioppiminen.fi/kurssit/maa2/luku4.

Reaaliluvuille voidaan maéaaritelld kokonaislukupotenssit. Negatiiviset potentssit méaaritel-

laan kdanteislukujen avulla.

Maaritelméa 10.1. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Talléin

l.2"=xz-2---x

n kpl
2. 20=1
— 1
3 A n:xT

Edellisessé méaritelméssa lukua x kutsutaan kantaluvuksi ja lukua n eksponentiksi.
Seuraavaan lauseeseen on kerétty potenssien laskusdéntoja:

Lause 10.2. Olkoot z,y € R. Seuraavat kaavat pédtevit kaikilla kokonaisluvuilla m ja n:
o) (@) = ()"
b) ™ " = gmtn
c) L =a™" josx #0.
&) @) = om
e) ay)" =™y
D (2)" =2, josy #o.

Ennen lauseen todistusta havainnollistetaan sen joitakin tapauksia positiivisten kokonais-
lukujen ja kantaluvun 2 tapauksessa. Oletetaan, ettd m, n € N~ {0}. Talloin

M. = (2...2)(2-2---2)=2.2.2.2.2...2 = 9m+"
—_—— N——
m kpl n kpl

m~+n kpl
ja

(2Mm = (2™) - (2™)--- (2™ =(2---2)-(2---2)---(2---2)=2-2-2.2.2...2 = 2",
—_—— —— ———
n kpl m kpl m kpl m kpl

nm kpl
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Todistus. Todistetaan osa véitteistd. a) Vaitteen osoittamiseksi on tarkasteltava eri tapauksia
sen mukaan, onko n positiivinen, negatiivinen vai nolla. Tapaukset ovat hyvin samankaltaisia,
joten todistamme niistd esimerkin vuoksi vain yhden.

Oletetaan, ettd n > 0. T&lloin

xn. (xil)n :x.x...x.xil .wil...xfl
—
n kpl n kpl
:x.x...x.l.xil.xil...xil
—
n—1 kpl n—1 kpl
—...=1.
Siten z" - (z71)® = 1, mistd seuraa, ettd (z")”! = (27!)”. Samalla tavoin nihddin, ettd

(x71)" . 2" = e. Kéddnteisalkion miiritelméin perusteella (z~1)" on alkion 2" kiifinteisalkio, eli
(")~ = (=)™

b) Nyt on tarkasteltava eri tapauksia sen mukaan, ovatko m, n ja m + n positiivisia,
negatiivisia vai nollia. Todistetaan tapaus, jossa m > 0, n < 0 ja m + n < 0. Merkitdan
n' = —n. Nyt n’ > 0 ja m < n’. Kohdan a) nojalla pitee 2" = =" = (z"')~' = (z~1)", joten
voidaan paatelld seuraavasti:

— —

m kpl n’ kpl

n’/—m kpl
_ (x—l)n’—m _ (mn’—m)—l

— /_
= (n'=m) _ Lt

d) Myo6s talla kertaa on tarkasteltava useita tapauksia. Todistamme véitteen siind tapauk-
sessa, ettd m < 0 ja n > 0. Merkitaan m’ = —m, jolloin m’ on positiivinen. Kayttamalla
jalleen a)-kohdassa osoitettua tulosta saadaan

(@) = @)™ = (@)™ = ()"

m/n kpl
Muiden tapausten lédpikdyminen jatetddn harjoitustehtavéksi. O

Reaaliluvun eksponentti voi olla my6s murtoluku. Oletetaan, ettd n € Z ja x on positiivinen
reaaliluku. Talloin



Jos lisaksi m € Z \ {0}, méaritellaan

Esimerkiksi 2° = ¥/ ja 78 = (v/3)2.

Edelleen potenssin méaritelméaa voidaan laajentaa niin, ettd ekxponettiksi voi laittaa minka
tahansa reaaliluvun. Télloin lauseessa 10.2 esitellyt laskusddnnot patevat myos reaalilukueks-
ponenteille. Tamén lauseen todistus sivuutetaan.

Lause 10.3. Olkoot x,y € R. Seuraavat kaavat pdtevdt kaikilla reaaliluvuille m ja n, kun
kantaluku on posititvinen:

a) (")~ = (a7h)"
b) 2™ g = gmtn
c) ﬁ:

=z " jos x # 0.

m

e) (zy)™ =a™y

D (2)" =2 josy #0.

10.2 Polynomit

Tasé luvussa késitellddn polynomeja. Jos haluat kerrata polynomifunktion késitteen lukioma-
tematiikan ndkokulmasta, 10ydét lisimateriaalia osoitteesta https://kisallioppiminen.fi/
kurssit/maa2/.

Yhden tuntemattoman polynomi on aérellinen summa

n
p($) = Z akxk =ap+aixr+ (121‘2 + - Fapa™,
k=0

missd n € N ja a; € R kaikilla k. Lukuja ay,...,a kutsutaan polynomin p(x) kertoimik-
si ja symbolia x polynomin p(z) tuntemattomaksi tai muuttujaksi. Summattavat a;z’ ovat
polynomin termejd. Esimerkiksi

p(z) =223 — 2 + 32 +5

on polynomi

Kaksi polynomia ovat samat, jos ja vain jos niiden toisiaan vastaavissa termeissi on samat
kertoimet. Jos jonkin termin kerroin on nolla, termi voidaan jattda kirjoittamatta. Lisaksi
termien jérjestysti polynomilausekkeessa saa muuttaa. Niin ollen esimerkiksi polynomit 323 —
222 + 0z + 2 ja 2 — 222 + 323 ovat samoja. Polynomit —2z% — x +5 ja —22% — x — 5 puolestaan
eivit ole samoja.
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Polynomeille voidaan mééritelld yhteenlasku, jossa toisiaan vastaavien termien kertoimet
lasketaan yhteen. Esimerkiksi polynomien 3z? — 4z + 10 ja —2x° — 23 4 522 + 42 summa on
polynomi

—2x° — 23 + 822 + 10.

Polynomien tulo voidaan laskea kohtelemalla polynomeja laskulausekkeina ja kayttamalla
osittelulakia sulkujen avaamiseksi. Esimerkiksi

(—dat 4 222) (2 4 322 + 2) = —4a” — 122° — 821 4 22° + 62 + 422
= —427 — 1225 4+ 22° — 22 + 422

Tutkitaan seuraavaksi, kuinka polynomeista voi muodostaa polynomifunktioita. Jos ¢ on
reaaliluku ja p(z) = ag + a1x + asx?® + - - - + a,2™ on polynomi, merkitéin

p(c) = ap + ajc+ asc® + - + apc”.

Sanotaan, etté alkio c on sijoitettu polynomiin p(x). Esimerkiksi polynomiin p(z) = —23+3x+2
voidaan sijoittaa luku 3, jolloin saadaan tulokseksi

p(3)=-33+3-3+2=-27+9+2=—16.
Sijoituksen avulla voidaan mééritelld polynomia p(x) vastaava polynomifunktio
p:R—=R, ¢~ p(e).

Esimerkiksi polynomista p(z) = —2® + 3z + 2 € R[x] saadaan polynomifunktio p: R — R,
p(z) = —23 + 32+ 2.

Usein polynomien ja polynomifunktioiden vélille ei tehdé eroa. Tarkalleen ottaen polynomi
on kuitenkin summalauseke ja polynomifunktio on kuvaus. Reaalilukukertoimisten polynomien
tapauksessa polynomit ja niistd saadut polynomifunktiot voidaankin samastaa keskenédén. Kun
polynomit méaritellidn yleisemmin niin, etteivit kertoimet vélttadmatta ole reaalilukuja, eivét
polynomit ja polynomifunktiot enédéd olekaan sama asia.

Miéritelmi 10.4. Olkoon p(x) = ag + a1x + azx? + --- + a,2™ polynomi. Oletetaan
lisiksi, etta a, # 0. Lukua n kutsutaan polynomin asteeksi ja merkitdan deg(p(x)).

Polynomia, jonka aste on nolla, kutsutaan vakiopolynomiksi. My6s nollapolynomi 0 laske-
taan vakiopolynomiksi, mutta sen astetta ei maaritella.

Esimerkiksi polynomin —2z° — 22 + 822 + 10 aste on 5.

Polynomien tulon asteen voi selvittaé tekijoiden asteiden perusteella.

Lause 10.5. Oletetaan, ettd p(x) ja q(x) ovat nollasta poikkeavia polynomeja. Tdlldin
deg(p(z)q(x)) = deg(p(x)) + deg(q(x)).
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Todistus. Oletetaan, etté
p(x) =ao+ a1z + -+ apz™ ja q(x) = by + byz + - - + bz,
missé a,, # 0 ja b, # 0. Talléin deg(p(x)) = m ja deg(q(z)) = n. Polynomien tulo on
p(x)q(x) = agbo + (aob1 + arbo)x + - - - + apbpa™ ™.

Koska a,, # 0 ja b, # 0, taytyy pited am,b, # 0. Tasta seuraa, etta deg(p(z)q(z)) = m+n. O

Maaritelma 10.6. Reaaliluku ¢ on polynomin p(z) juuri, jos p(c) = 0.

Vakiopolynomilla ei voi olla juuria, ellei se ole nollapolynomi. Toisaalta jos polynomi p(x)
ei sisdlld lainkaan vakiotermié (potenssia 0 vastaava kerroin on nolla), sille pétee p(0) = 0 eli
nolla-alkio on sen juuri.

Polynomeille maaritellddn jaollisuus samalla tavalla kuin kokonaisluvuille.

Maaritelma 10.7. Polynomi p(x) on jaollinen polynomilla q(x), jos on olemassa sellainen
polynomi r(x), ettd p(z) = r(x)q(x). Talloin merkitdan q(x) | p(x).

Jos p(x) on jaollinen polynomilla ¢(x), sanotaan myos, ettd g(z) jakaa p(z)mn tai g(z)
on p(x)m tekijd. Esimerkiksi polynomi 22 — 1 on jaollinen polynomilla x + 1, silli 22 — 1 =
(z —1)(z +1). Se on jaollinen myés vakiopolynomilla 3, silld 2% — 1 = (2% — 1) - 3.

Jos kokonaisluvun yrittda jakaa toisella kokonaisluvulla eikd jako mene tasan, jaa jaljelle
jakojaannos. Esimerkiksi 19 = 3544, missd jakojadnnos on 4. Téta kutsutaan jakoyhtaloksi.
Sama ilmi6 esiintyy polynomeilla.

Lause 10.8. (Polynomien jakoyhtilo.) Oletetaan, etti p(x) on polynomi ja s(z) on nollasta
poikkeava polynomi. Tdlloin on olemassa yksikasitteiset polynomit p(x) ja q(x), joille patee

p(x) = q(z)s(x) +r(z)
ja joko r(x) =0 tai deg(r(x)) < deg(s(x)).

Todistus. Todistusta ei esitetéd téssa, silld se on melko pitkd. Lauseen todistusta késitelladn
algebran kurssilla.
O

Polynomeille voi 16ytéda tekijoita juurten avulla.
Lause 10.9. Oletetaan, etti reaaliluku ¢ on polynomin p(x) juuri. Talloin x —c on polynomin
p(x) tekija.

Todistus. Oletetaan, ettd reaaliluku ¢ on polynomin p(z) juuri. Jakoyhtdlon perusteella on
olemassa polynomit g(x) ja r(z), joille patee p(x) = q(x) - (x — ¢) + r(x). Lisaksi tdytyy olla
joko r(x) =0 tai

deg(r(z)) < deg(z — ¢) =1,

92



ja kummassakin tapauksessa r(z) on vakiopolynomi. Nyt r(z) = p(x) — q(x) - (z — ¢), joten
edellisen lemman perusteella

r(c) =plc) —qlc—¢c)=0—-0=0.

Koska r(z) on vakiopolynomi, téytyy péted r(x) = 0. Téten p(z) = q(z) - (x — ¢) eli p(x) on
jaollinen polynomilla z — c. O

Esimerkiksi polynomilla p(z) = 323+ 22 —8x+4 on juuri —2, silli p(—2) = 0. Nyt edellisen
lauseen mukaan = + 2 on polynomi p(z) tekijd. TAmé tosiaankin pitédé paikkansa, silld

p(x) = (x —2) <w2—5m—|—2>.

3 3
Koska jokaisesta juuresta saadaan polynomille uusi tekijé, polynomin aste rajoittaa juurten
mAaaraa.
Lause 10.10 (Algebran peruslause). Olkoon p(z) nollasta poikkeava polynomi.Polynomin p(x)
Juurten lukumddrd on korkeintaan deg(p(x)).

Todistus. Todistetaan véite induktiolla polynomin asteen suhteen.

1) Alkuaskel. Jos deg(p(z)) = 0, polynomi P on nollasta poikkeava vakiopolynomi. Silla ei
ole juuria, joten viite pétee.

2) Induktioaskel. Oletetaan, etté viite péatee luvulla n, ja osoitetaan, ettd se patee myos
luvulla n + 1. Olkoon deg(p(x)) = n + 1. Jos polynomilla P ei ole juuria, viite on todistettu.
Oletetaan siis, ettd p(x):1l4 on juuri a € K. Télléin lauseen 10.9 perusteella on olemassa
polynomi ¢(z), jolle patee p(x) = (x — a)g(x). Olkoon nyt b € K polynomin pg(z) juuri.
Talloin

0 =p(b) = (b—a)q(b).
Tulon nollasdannon perusteella téytyy pated joko b —a = 0 tai g(b) = 0. Tastad seuraa, etté
b = a tai b on polynomin ggq(x) juuri. Polynomilla pg(z) on siis korkeintaan yksi juuri enemméan
kuin polynomilla gq(x).

Koska pg(x) = (z — a)q(x), lauseesta 10.5 seuraa, etté

deg(q(z)) = deg(pq(x)) — deg(z —a) =n+1—1=n.

Induktio-oletuksen nojalla polynomilla gg(z) on korkeintaan n juurta. Edelld ndhtiin, ettd
polynomin P juuria on korkeintaan yksi enemmén eli yhteensa enintédan n+ 1. Viite pétee siis
luvulla n + 1.

Induktioperiaatteen nojalla lause on todistettu. O

10.3 Eksponentti- ja logaritmifunktiot

Tamaé luku on muokattu Lotta Oinosen materiaalista ”Johdatus yliopistomatematiikkaan”.

Tassa kappaleessa kasitellddn eksponentti- ja logaritmifunktioita. Jos haluat kerrata néi-
td aiheita perusteelliseemmin, 16ydat lukiomatematiikan lisimateriaalia osoitteesta https:
//kisallioppiminen.fi/kurssit/maa8.
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Eksponenttifunktio

Aloitetaan tarkastelemalla kaksikantaista eksponenttifunktiota f: R — R, jolla f(z) = 27
kaikilla = € R. Alla kuvassa 10.39 on nakyvissé osa sen kuvaajasta. Huomaa, ettd funktion f
maaliksi voidaan valita positiivisten reaalilukujen joukko Ry = {z € R | z > 0}.

A

S

Kuva 10.39: Osa kaksikantaisen eksponenttifunktion x — 2% kuvaajasta.

v

Kokonaislukujen joukossa tdmén eksponenttifunktion arvojen laskeminen onnistuu tavalliseen
tapaan. Esimerkiksi

f(5)=2"=2.2.2.2.2=232
F(0)=2" =

.3 111
=27 =5=533"3

Rationaalilukujen joukossa funktion f arvot saadaan laskettua ottamalla tarvittaessa kdyttoon
juurifunktiot. Esimerkiksi

11/2)
1(1/3)
f(=5/2) =2(-3) =

=
Il

S W

Il
[N [\
Wl
Il

1 1 1
2% V2 VI V222 42

Jotta eksponenttifunktio saadaan méariteltya koko reaalilukujen joukossa (siis erityisesti ir-
rationaalilukujen R \ Q joukossa), tdytyy potenssi pystyd médrittelemddn myos silloin, kun
eksponentti on irrationaaliluku. Tdhén tarvitaan enemmén matemaatiikan teoriaa. Emme sy-
venny siihen téssa sen tarkemmin.

Eksponenttifuktiossa voi olla kantalukuna mika tahansa positiivinen reaaliluku. Jos siis
k € R4, saadaan kuvaus

fRe—=R, f(z)=k".
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Erés paljon kéytetty ja sovelluksissa hyodyllinen kantaluku on Neperin luku e = 2,718, josta
saadaan funktio

[:R—=R, f(zx)=e¢"

Logaritmifunktio

On mahdollista osoittaa, ettd eksponenttifunktiolla on kaddnteisfunktio. Taté kadnteisfunktiota
kutsutaan logaritmiksi.

Maéritelma 10.11. Oletetaan, ettd k € Ry ja k # 1. Logaritmifunktio x — logy(z) on
eksponenttifunktion z — k% kddnteisfunktio. Toisin sanottuna

logy(z) =a < k*=ux.

Edelld maariteltyd funktiota kutsutaan k-kantaiseksi logaritmifunktioksi.

Koska eksponenttifunktion kantalukuna voi olla vain positiivisia reaalilukuja, eksponent-
tifunktion arvot ovat aina positiivisia. Logaritmi on siis mééritelty vain positiivisille reaali-
luvuille. Mé&éritelmén 10.11 mukaan logaritmi log (x) kertoo, mihin potenssiin luku & pitad
korottaa, jolla tuloksena on z. Siis esimerkiksi logy(8) = 3 ja logy(1) = 0, silli 23 = 8 ja 20 = 1.
Osa kaksikantaisen logaritmifunktion kuvaajasta niakyy alla kuvassa 10.40.

Kuva 10.40: Osa kaksikantaisen logaritmifunktion z +— log,(z) kuvaajasta.

Yleisesti kiytettyjé logaritmifunktioita ovat eksponenttifunktion x +— 10 kédnteisfunktio
kymmenkantainen logaritmi x — log,o(z) sekd eksponenttifunktion x — e® kiédnteisfunktio
luonnollinen logaritmi x — In(z), jonka kantaluku on Neperin luku e &~ 2,718. Niiden kuvaajat
on piirretty kuvaan 10.41.
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Kuva 10.41: Logaritmifunktioiden = — log;o(x) ja z +— In(z) kuvaajat.

Kuvista nikyy, ettd logaritmifunktion arvot kasvavat melko hitaasti. Sama asia ndhd&an
seuraavasta lauseesta.

Lause 10.12. Oletetaan, ettd k € Ry \ {1}, z € Ry ja ¢ € R. Tdllsin logy,(2°) = clogy,(z).

Todistus. Merkitdan a = logy,(z). TAma4 tarkoittaa logartimin méaaritelmén 10.11 mukaan, ettd
k* = z. Soveltamalla lausetta 10.3 saadaan

:L,C — (ka)c — kCa'

Logaritmin médritelmén nojalla t&lloin logy (z¢) = ca. Ottamalla huomioon, ettd a = logy(z),
paastdan johtopéadtokseen

log (z€) = clog(x). O

Esimerkiksi luvun 1000 = 10? 2-kantainen logaritmi on lauseen 10.12 nojalla vain kolmin-
kertainen luvun 10 logaritmiin verrattuna: log,(1000) = 3log,(10).

My6s seuraava tulon logaritmia koskeva tulos perustuu lauseessa 10.3 mainittuihin ekspo-
nenttifunktion ominaisuuksiin.

Lause 10.13. Oletetaan, etti k € Ry \ {1} ja z,y € Ry. Tdlloin log,(zy) = logy(x)+logy (y).

Todistus. Merkitdan a = logy,(z) ja b = logy,(y). Logaritmin mééritelmén 10.11 mukaan t&lléin
x = k% ja y = kb. Soveltamalla lausetta 10.3 saadaan

zy = k" K = kTP

Tamé puolestaan tarkoittaa logaritmin mééritelméin nojalla, ettd log,(xy) = a + b. Ottamalla
huomioon, ettd a = log,(z) ja b = log(y), padstadn johtopaatokseen

logy (zy) = logy(w) + log(y). [
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Esimerkiksi jos luku 10 kerrotaan luvulla 8, kasvaa logaritmin arvo vain kolmella:
log,(80) = logy(8 - 10) = logy(8) + logy(10) = 3 + log,(10).
Lauseiden 10.12 ja 10.13 avulla saadaan vastaava tulos my6s osaméaréan logaritmille:
Lause 10.14. Oletetaan, ettd k € Ry \{1} ja z,y € Ry. Tdlloin log(x/y) = logy(x)—log(y).

Todistus. Osaméiri /y voidaan kirjoittaa tulona muodossa x/y = z-y~!. Soveltamalla lausei-
ta 10.12-10.13 saadaan

x _ _
logy (y) = logy,(z -y~ ") = log(2) +logi(y™") = logk(2) + (~1) - log,(y)
= log(x) — logy,(y). u
Logaritmifunktion mééritelman mukaan log,(x) = n, jos ja vain jos z = k™. Jalkimmé&inen
vhtélo voidaan kirjoittaa my6s muodossa

x

— =1
kn

Tama tarkoittaa, ettd logaritmifunktion arvoja voidaan maarittda jakolaskun avulla. Asiaa on
havainnollistettu seuraavissa esimerkeissé.

Esimerkki 10.15. Madritetdén logy(32) jakolaskun avulla. Katsotaan, kuinka monta kertaa
luku 32 pitaa jakaa luvulla 2, jotta tulokseksi saadaan 1:
32
5 =

16 . 8 4

16 8, —=4, -—=2 =1.
Y 2 ? Y Y

NN V]

Jakolaskuja tarvittiin viisi, joten 32/2° = 1. T#std voidaan péitelld, ettd log,(32) = 5.

Esimerkki 10.16. Méaritetdén luvun logy(24) likiarvo jakolaskun avulla. Katsotaan, kuinka
monta kertaa luku 24 pitda jakaa luvulla 2, jotta tulos on mahdollisimman ldhelld lukua 1:
24

12 6 3 1,5
6 ?
2

-=3, -=15—=0,75.

12, ,
2 2 2 2

Havaitaan, ettd viidennen jakolaskun jélkeen tulos on lahimpéné lukua 1. Siis logy(24) ~ 5.

Eksponentti- ja logaritmiyhtiloiden ratkaiseminen

Esimerkki 10.17. Ratkaistaan yhtalo 2% = 50.
Tapa I: Kéytetdan 2-kantaisen logaritmin méaaritelméa, jonka mukaan

2 =50 & z =logy(50).

Siis yhtalolld on tasan yksi ratkaisu, joka on logs(50).
Ratkaisun likiarvo saadaan jakolaskun avulla:
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Jaetaan lukua 50 kantaluvulla 2 kunnes tulos on mahdollisimman 1ahelld lukua 1:

52£ _ 9 % —125, 125 _go5 920 595
1 |
3125 4 5625 ’52625 — 0,78125.

Paatelladn, etta logy(50) = 6, silld kuudennen jakolaskun tulos on lahimpéané lukua 1.
Tapa II: Otetaan yhtdlon molemmilta puolilta vaikkapa 10-kantainen logaritmi, jolloin
saadaan uusi yhtalo
log((2%) = log;((50).

Muokataan yhtdlon vasenta puolta logaritmien laskusédénnoilld (potenssin logaritmi), jolloin
saadaan yhtalo

rlog;((2) = logyo(50).

Jaetaan tuntemattoman kertoimella:

_ 10g10(50)
108;10(2)

Lopuksi tarkistetaan, etta l0ydetty luku on todella alkuperéisen yhtdlon ratkaisu. Téma voi-
daan tehda esimerkiksi sijoittamalla saatu tulos alkuperiiseen yht&loon, jolloin laskimella tms.

saadaan
log10(50)

2Toz102 — 5().

Siis yhtédlolla on tasan yksi ratkaisu, joka on

log10(50)
10g10(2)

log1(50) ~

Ratkaisun likiarvo saadaan tavallisella laskimella: ~ 5,6.
logy(2)

Edellisesté esimerkistd 10.17 voi paatellé, etta

10%’10(50)
10%10(2)

Yleisesti voidaan osoittaa, ettéd jos a, b € Ry ~ {1} ja z € R4, niin

log, (50) =

_ logy ()
1080(8) = 1o @)

Yksinkertaisia logaritmiyhtéloita voi ratkaista kiyttdmaélla logaritmin méaritelmaa.

Esimerkki 10.18. Péattellddn miké luku x on, jos tiedetdén, ettéa

(a) logy(z) =1 (b) logy(x) =4 (c) logy(x) =6.5 (d) logy(x) = —3.

Kaytetddn logaritmin maéritelmaés:
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a) Jos logy(x) = 1, niin x = 2! = 2.
b) Jos logy(x) = 4, niin z = 2* = 16.
c¢) Jos logy(x) = 6,5, niin

x = 265 = 961+05 _ 96 905 _ 96 /9 — 644/2.

d) Jos logy(z) = —3, niin

1
—_9—3 _ —

Esimerkki 10.19. Ratkaistaan yhtalo logs(z) + logy(z 4 6) = logy(16).
Muokataan yhtdlon vasenta puolta logaritmien laskusddnnéilld (tulon logaritmi), jolloin
saadaan uusi yhtalo

log(x( + 6)) = log,(16).

Logaritmifunktio on aidosti kasvava ja sen vuoksi saa jokaisen arvonsa vain kerran. Néin ollen
edellisestéi yhtilostd seuraa, ettd x(x + 6) = 16 eli 22 + 6 = 16 eli

22+ 6x — 16 = 0.

Toisen asteen yhtélon ratkaisukaavalla saadaan

L 0=V T T (-16) _ —6£10

2.1 2
eli
r=2V z=-8.

Lopuksi tarkistetaan, ettd 16ydetyt luvut todella ovat alkuperdisen yhtéalon ratkaisuja:

Huomataan, ettd log,(2) 4+ logy(8) = 1+ 3 = 4 = logy(16), joten luku 2 on alkuperéisen
yhtélon ratkaisu.

Havaitaan, ettd logy(—8) + logy(—2) ei ole médritelty, silld logaritmi on méaaritelty vain
positiisille luvuille. Siis luku —8 ei ole alkuperdisen yhtdlon ratkaisu.

Aiempi padttely osoittaa, ettd mitddn muita ratkaisuja ei ole olemassa. Yhtalolld on siis
tasan yksi ratkaisu: x = 2.

10.4 Trigonometriaa

Tama luku on muokattu Jokke Hésén ja Jaakko Kortesharjun monisteesta Y100 kurssimate-
riaali”.

Tassa luvussa késitellddn koulusta tuttuja trigonometrisia funktioita. Jos haluat kerra-
ta ndmé kasitteet viela tarkemmin, 16ydat aiheeseen liittyvaéd lukiomatematiikan materiaalia
osoitteesta https://kisallioppiminen.fi/kurssit/maa7/.

Trigonometrisia funktioita ovat koulusta tutut sini-, kosini- ja tangenttifunktiot. Sana "tri-
gonometria” tulee kreikan kielestd ja tarkoittaa kolmion mittaamista ("trigonon’ = kolmio,
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'metrein’ = mitata). Trigonometriset funktiot ilmaisevat suorakulmaisen kolmion sivujen pi-
tuuksien suhteiden riippuvuutta annetusta kulmasta. Jos ldhtéarvona on jokin kulman suu-
ruus, esimerkiksi sinifunktion arvo tuolla ldhtoarvolla saadaan seuraavasti: asetetaan kyseinen
kulma toiseksi kulmaksi mihin tahansa suorakulmaiseen kolmioon ja luetaan tuon kulman vas-
taisen kateetin ja hypotenuusan pituuksien suhde. Tuo suhde on sinifunktion arvo eli annetun
kulman sini. Trigonometristen funktioiden perinteiset méaéritelmat nédkyvét oheisesta kuvasta.

sin z = a/c
a cos z = b/c

tan z = a/b

Suorakulmaisen kolmion avulla voidaan kuitenkin méarittda trigonometristen funktioiden
arvoja vain tietyilld kulman arvoilla, koska suorakulmaisessa kolmiossa kaikki muut kuin suora
kulma ovat pienempid kuin 90 astetta. Jos siis haluttaisiin maééaritelld sinin arvo vaikkapa
ldhtoarvolla 130, térméttéisiin vaikeuksiin. Asia korjaantuu méarittelemélld trigonometriset
funktiot uudelleen ns. yksikkéympyrdin avulla.

Yksikkoympyra on koordinaatistoon piirretty ympyré, jonka keskipiste on origossa ja sidde
on 1. Tahén ympyraén sijoitetaan kulmia siten, ettd niiden karki on origossa ja toinen kylki
x-akselin positiivisella osalla. Kulman suuruus tulkitaan positiiviseksi, jos se aukeaa x-akselilla
olevasta kyljesta vastapdivién, ja negatiivinen, jos se aukeaa myotapaivaan. Yksikkdympyrdan
voidaan piirtdd myos tdyskulmaa (360°) suurempi kulma kiertdmalla ympyrd ympéri mahdol-
lisesti useampaankin kertaan.

positiivisia
1 . 1
kulmia

\

\
N
NZ

suuri kulma
negatiivinen (> 360°)
kulma

-1

Matematiikassa kulman suuruus ilmoitetaan tavallisesti radiaaneina. Radiaani on sen ko-
koinen kulma, ettd yksikkOympyrassa sitd vastaavan kaaren pituus on sama kuin kulma itse.
Kulman koko on siis yksi radiaani, jos sitd vastaavan yksikkOympyran kaaren pituus on 1.
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1 rad T

Radiaaneja kaytettaessd yksikkod ei yleensd merkitd lainkaan nékyviin. Joskus saatetaan
selvyyden vuoksi kéiyttad lyhennetta "rad”. Koska yksikkdympyrén kaaren puolikkaan pituus
on 7, puoliympyréia vastaavan kulman eli oikokulman suuruus on 7 radiaania. Toisaalta oiko-
kulma on 180 astetta. Téasta saadaan radiaanien ja asteiden vélille seuraava muunnoskaava:

. . . ™
kulma radiaaneina = kulma asteina - —.

180

Sinifunktio ja kosinifunktio

Sini- ja kosinifunktiot voidaan médritelld yksikkGympyran avulla seuraavasti (ks. oheinen ku-
va). Olkoon x lahtoarvo. Piirretdén yksikkoympyrdadn kulma, jonka suuruus on x siten, etté
sen alkukylki tulee x-akselin positiiviselle osalle. Oletetaan, ettd loppukylki leikkaa yksikkGym-
pyran pisteessi (a,b). Talloin sinifunktion arvo sinz on tuon leikkauspisteen y-koordinaatti
eli a, ja kosinifunktion arvo cosx on saman leikkauspisteen y-koordinaatin arvo eli b.

(a,b) = (cos z, sin z)
sin |- p

Madritelmasta nahdédén, ettd sini- ja kosinifunktion arvot sijoittuvat vélille [—1, 1], sill& yk-
sikkOympyralld olevan pisteen x- ja y-koordinaatit eivit voi olla suurempia kuin 1 tai pienem-
pid kuin —1. Kun negatiiviset kulmat ja yli tdysympyrdn menevéit kulmat tulkitaan aiemmin
selitetylld tavalla, sini- ja kosinifunktiot voidaan mééritelld kaikilla reaaliluvuilla. Niiden ar-
vot tosin toistuvat aina tdyskulman vélein, kun yksikkGympyraén piirretyn kulman loppukylki
palaa taas x-akselille.

Sini- ja kosinifunktion arvoja laskettaessa kédytetdan yleensd kulmanyksikkéné radiaania.
Funktioiden kuvaajat on piirretty seuraaviin kuviin. Kuvista huomataan, ettad seka sini- etta
kosinifunktion kuvaajat toistavat itseddn aina tdyskulman eli 27 radiaanin vélein. Téllaisia
funktioita, joiden arvot toistavat itsedén, sanotaan jaksollisiksi. Sini- ja kosinifunktio ovat siis
jaksollisia funktioita, joiden jakson pituus on 2.
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f(x) =sinx Ay

NV

Sini- ja kosinifunktion kuvaajia vertailemalla huomataan, ettd niiden kuvaajat vastaavat
toisiaan, kun toista siirretdén hieman vaakasuunnassa. Tarkka mééra on itse asiassa m/2 (eli
90°). Kaavana voitaisiin ilmaista, ettd cosx = sin(x + 7/2).

Koska sini- ja kosinifunktio ovat jaksollisia, my6s niiden nollakohdat toistavat itsedén sdéan-
nollisesti. Sinifunktio saa arvon nolla, kun kulman suuruus on nolla, ja nollakohdat toistuvat
aina 7 radiaanin (eli 180°) vélein. Nollakohdat voidaan siis ilmaista lyhyesti muodossa

r =nmw, missd n on kokonaisluku.

Kosinin ensimméinen nollakohta puolestaan on kohdassa x = 7/2 (eli 90°), ja nollakohdat
toistuvat m radiaanin vilein. Taten nollakohdat voidaan ilmaista muodossa

7T - .
T = 5 + nm, missd n on kokonaisluku.

Esimerkki 10.20. Etsitdédn valiltd [0, 4] ne luvut z, jotka toteuttavat yhtalon
T
in (2 -] =0.
sin < T+ 2)

Tama yhtalo toteutuu tasmaélleen silloin, kun lauseke 22 +7/2 on sinifunktion nollakohta. Erds
téllainen nollakohta on 0, ja muut saadaan tastd m:n vilein. Voidaan siis paétella, ettd yhtélo

patee, kun

23:—1—%27177,

misséd n voi olla miké tahansa kokonaisluku. Téasta uudesta yhtalosta voidaan helposti ratkaista
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2:13—1—%:717?

T
<:>2m:—§+n7r
nmw

— Ty
T=——+—.
173

Saatu x on yhtdlon ratkaisu aina, kun n on kokonaisluku. Sijoittamalla n:n paikalle eri
kokonaislukuja saadaan muun muassa ratkaisut

T 0 T T T 27

—— 4+ -~ — —_— 4 — = —_—— 4+ — =2
1 + 5 0,79, 1 + 5 0,79, 1 + 5 ,30,
T 37 . T A4r

Vain osa ratkaisuista osuu tutkittavalle vélille [0,4]. Ndmé ratkaisut ovat (likiarvoina) 0,79,
2,36 ja 3,93.

Peruskaavoja

Sini- ja kosinifunktioiden jaksollisuudesta johtuen samat funktioiden arvot toistuvat tasavélein
(2m:n vilein) lukusuoraa pitkin liikuttaessa. Tamé voidaan ilmaista seuraavilla kaavoilla:
sinx = sin(z +n - 27),
cosx = cos(z +n - 2m),
kaikilla z € R ja n € N. Yksikkdympyréaa tutkimalla voidaan liséksi johtaa seuraavat sdannot
sini- ja kosinifunktioiden arvoille:
sin(—z) = —sinz,
cos(—x) = cos,
sinx = —sin(z + 7) = —sin(x — 7),
cosz = —cos(x + m) = — cos(z — )
kaikilla = € R.

Aiemmin mainittiin jo, ettd kosinifunktio saa samat arvot kuin sinifunktio sai aiemmissa
(tai myShemmissé pisteissé):

me=eosfe-g) =eos(e5)

simr =cos|x— = | =cos|x+ — |,
2 2

n(es5) (=)
cosr=sm|x+ —|=sm|xr——|.
2 2

Lisdksi suorakulmaista kolmiota koskeva, geometriasta tuttu Pythagoraan lause on yhtéapitéva
seuraavan ns. trigonometrian peruskaavan kanssa:

sin?x + cos?z = 1, (1)
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missd merkinniit sin? z ja cos?r tarkoittavat samaa kuin (sinx)? ja (cosw)?. Ratkaisemalla
tasta kaavasta sinz ja cosx saadaan sinin ja kosinin vilille vield seuraavat yhteydet:

sinz = £v/'1 — cos? z,

cosx = £v1 —sin? z.
Naissa kaavoissa etumerkki tdytyy valita sen mukaan, kumman etumerkin sini tai kosini saa
annetulla kulman arvolla. Neligjuurihan tuottaa kuitenkin aina positiivinen luvun.

Erilaisten trigonometriaan liittyvien kaavojen johtamisessa ovat hyodyllisid niin kutsutut
summakaavat:

sin(z +y) =sinzcosy + coszsiny ja

cos(x +y) = cosxcosy —sinxzsiny kaikilla z,y € R.
Summakaavojen todistusta ei esiteta tassa. Niiden perustelu 10ytyy esimerkiksi lisimateriaalina
olevasta Antti Kédenméen monisteesta.
Tangenttifunktio

Tangenttifunktio on trigonometrinen funktio, jonka ominaisuudet poikkeavat melkoisesti sini-
ja kosinifunktioiden ominaisuuksista. Tangenttifunktio mééritellian sinin ja kosinin osaméé-
rana:

tanzr = .
CoS T

Koska nollalla ei voi jakaa, tangenttifunktio ei ole mééritelty siellé, missé kosinifunktio saa
arvon nolla. Toisin sanoen tangenttifunktion arvo tan x ei ole méaritelty, kun

U o .
T=3 + nm, missd n on kokonaisluku.

Tangenttifunktion kuvaaja on piirretty seuraavaan kuvaan.

Ay

—2n/ —=a7

] [P}
|
5
|
S L]
|
EINE
=)
ol Lo
)
o
)
=Y
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My6s tangenttifunktio on jaksollinen, mutta télla kertaa jaksona on . Tangenttifunktion
arvot toistuvat siis m:n vélein. Tangenttifunktio saa arvon nolla silloin, kun osoittaja on nolla.
Nollakohdat ovat siis samat kuin sinifunktiolla, eli ne ovat muotoa nm, missi n on miké tahansa
kokonaisluku.
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11 Relaatiot

11.1 Mita relaatiot ovat?

Matematiikassa olioiden vélisid suhteita kuvataan relaatioilla. Olio on relaatiossa toisen kanssa,
jos ne toteuttavat tietyn suhdetta kuvaavan ehdon. Tuttu esimerkki relaatiosta on reaalilukujen
jarjestysrelaatio <. Esimerkiksi luku 1 on relaatiossa luvun /2 kanssa, silli 1 < /2. Luku 2
puolestaan ei ole kyseisessi relaatiossa luvun /2 kanssa.

Sanotaan, ettd R on joukon A relaatio, jos jokaiselle joukon A alkioparille (a,b) on méaéri-
telty, onko alkio a relaatiossa R alkion b kanssa vai ei. Jos a on relaatiossa R alkion b kanssa,
merkitdan aRb.

Esimerkki 11.1. Tarkastellaan joukon A = {1,2,3,4,5} relaatiota R, joka méaritelldén eh-
dolla

aRb, jos a-+b<6.

Esimerkiksi luku 2 on relaatiossa luvun 3 kanssa, koska 2 + 3 < 6. Voidaan siis merkitda 2R3.
Toisaalta 2 ei ole relaatiossa luvun 4 kanssa.

Koska joukko A on kohtalaisen pieni, voidaan luetella kaikki parit, joiden jisenet ovat
relaatiossa toistensa kanssa. Relaation selvd symmetria helpottaa téta tehtdvia entisestdan.
Relaatiossa olevat parit ovat

(1,1),(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(1,4),(4,1),(2,2), (2, 3), (3, 2).

Néamé parit muodostavat karteesisen tulon A x A osajoukon.

Kuvassa 11.42 relaatiota vastaava osajoukko on merkitty koordinaatistoon. Samassa ku-
vassa on relaatiosta piirretty myos nuolidiagrammi. Nuoli kulkee luvusta a lukuun b tdsmalleen
silloin, kun a on relaatiossa b:n kanssa.

A

—_ N W o g

D>VV

1 2 3 45

Kuva 11.42: Kaksi graafista esitystd relaatiosta R.

11.2 Relaation tasmallinen maaritelma

Téssé luvussa annetaan tdsmaéllinen méaritelmaé relaatiolle. Tarkalleen ottaen joukon A relaatio
on karteesisen tulon Ax A osajoukko. Jos R on relaatio, ehto a Rb merkitsee sité, etté (a,b) € R.
Relaatio voidaan mééritelld myos kahden eri joukon alkioiden vilille.
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Maiiaritelma 11.2. Oletetaan, ettd X ja Y ovat joukkoja.
Jos R C X x Y, sanotaan, ettd R on joukkojen X ja Y wdlinen relaatio.
Jos R C X x X, sanotaan, ettd R on joukon X relaatio.

Jos (a,b) € R, sanotaan, etta alkio a on relaatiossa R alkion b kanssa ja merkitddn aRb.

Usein relaatiota merkitdan kirjaimen R sijasta jollakin symbolilla, esimerkiksi <, C tai ~.

Esimerkki 11.3. Merkitdén X = {1,2,3} jaY = {n € N| 1 <n < 9}. Tall6in esimerkiksi
R={(1,1),(1,2),(2,4),(3,6),(3,9)}

on joukkojen X ja Y vilinen relaatio, silld R C X x Y. Liséksi esimerkiksi

S = {(17 2)7 (27 1)7 (37 2)}
on joukon X relaatio, silld S C X x X.

11.3 Ekvivalenssirelaatio

Relaatioiden erikoistapaus on ekvivalenssirelaatio, jota voidaan kiyttda olioiden luokittelemi-
seen.

Tarkastellaan esimerkkinéd luokittelusta Suomen asukkaiden muodostamaa joukkoa. Suo-
messa on noin 5 miljoonaa asukasta, mutta heiddt voidaan jakaa karkeasti ryhmiin maakun-
tien mukaan. Jokainen ihminen on erilainen yksild, mutta esimerkiksi hdnen puhetavastaan,
luonteenpiirteistdan ja ruokatottumuksistaan voidaan sanoa paljon asuinmaakunnan perus-
teella. (Tésséd oletetaan, ettd maakuntien rajat ovat selvit.) Matemaattisesti voidaan sanoa,
ettd samassa maakunnassa asuvat ihmiset ovat keskenédén ekvivalentteja.

Ekvivalenssin késitteelld on muutamia sitd luonnehtivia ominaisuuksia. Maakuntaesimer-
kin tapauksessa ne voidaan ilmaista seuraavasti.

1) Jokainen ihminen asuu samassa maakunnassa itsensé kanssa. Jokainen on siis itsensd
kanssa ekvivalentti.

2) Jos Niina asuu Pekan kanssa samassa maakunnassa, niin Pekka asuu Niinan kanssa
samassa maakunnassa. Ekvivalenttius on siis symmetrista.

3) Jos Niina asuu Pekan kanssa samassa maakunnassa ja Pekka asuu Tainan kanssa samassa
maakunnassa, my6s Niina asuu Tainan kanssa samassa maakunnassa.

Osoittautuu, etté edelld mainitut ominaisuudet riittdvat méarittelemaédn ekvivalenssin ké-
sitteen.

Maaritelma 11.4. Olkoon R joukon A relaatio. Kyseessd on ekvivalenssirelaatio, jos R
toteuttaa seuraavat ehdot kaikilla a,b,c € A:

1) aRa (refleksiivisyys).
2) Jos aRb, niin bRa (symmetrisyys).

3) Jos aRb ja bRc, niin aRc (transitiivisuus).
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Kuva 11.43: Maakuntien muodostama ositus Suomen asukkaiden joukossa.

Esimerkki 11.5. Tutkitaan reaalilukujen joukon jarjestysrelaatiota <. Relaatio ei ole reflek-
siivinen, silld luku ei voi olla itseddn suurempi. Relaatio ei myoskdan ole symmetrinen, silla
esimerkiksi 2 < 3, mutta 3 < 2 ei pdde. Relaatio on transitiivinen: jos a < b ja b < ¢, niin
a<c.

Esimerkki 11.6. Suomen asukkaiden joukossa voidaan mééritelld ekvivalenssirelaatio M seu-
raavan ehdon avulla:

aMb, jos a asuu samassa maakunnassa kuin b.
Esimerkki 11.7. Olkoon L kaikkien tason suorien joukko. Maaritelladn relaatio || seuraavasti:
l1 || I, jos suorat 1 ja lo ovat yhdensuuntaisia.

Jokainen suora on yhdensuuntainen itsensd kanssa, joten relaatio on refleksiivinen. Relaatio
on my6s symmetrinen: jos suora l[; on yhdensuuntainen suoran ls kanssa, myos suora lo on
vhdensuuntainen suoran /; kanssa. Liséksi relaatio on transitiivinen: jos suorat l; ja ls ovat
yvhdensuuntaiset ja suorat ls ja [3 ovat yhdensuuntaiset, myos l; ja l3 ovat yhdensuuntaiset.
Siten relaatio on myo6s transitiivinen. Kyseessé on siis ekvivalenssirelaatio.

Esimerkki 11.8. Tarkastellaan jélleen joukon A = {1,2,3,4,5} relaatiota R, joka méiaritel-
lddn ehdolla
aRb, jos a-+b<6.

Tutkitaan, kuinka relaation refleksiivisyys, symmetrisyys ja transitiivisuus nakyvét nuolikaa-
viossa.

Kuvan 11.44 nuolikaaviosta ndhdéén, ettd esimerkiksi alkioon 4 ei mene nuolta alkiosta
itsestddn. Siten 4 ei ole relaatiossa itsensd kanssa. Néin ollen relaatio R ei ole refleksiivinen.

Nuolikaaviossa kaikki nuolet eri pisteiden vélilld menevit molempiin suuntiin. TAmé& tar-
koittaa sita, etté relaatio on symmetrinen.

Relaatio R ei ole transitiivinen. Kaaviosta ndhdéén, ettd alkiosta 3 menee nuoli alkioon 1
ja alkiosta 1 nuoli edelleen alkioon 4. Siis 3R1 ja 1R4. Alkiosta 3 ei kuitenkaan mene nuolta
alkioon 4. Siten ei pdde 3RA4.

108



w
Ut e

Kuva 11.44: Relaatio R on symmetrinen, mutta ei refleksiivinen eiké transitiivinen.
Esimerkki 11.9. Maéritellddn kokonaisluvuille relaatio ~ seuraavasti:
a~b, jos a—bon jaollinen luvulla 5.

Osoitetaan, etta kyseessa on ekvivalenssirelaatio. Olkoot a, b, ¢ € Z.

1) Luku 5 jakaa erotuksen a —a, silli a —a = 5-0. Siten a ~ a, ja relaatio on refleksiivinen.

2) Oletetaan, ettd a ~ b. Nyt 5/(a — b), joten a — b = 5k jollakin k € Z. Téstd seuraa,
ettd b — a = 5(—k). Siten 5|(b — a), miké tarkoittaa sitd, ettd b ~ a. Relaatio on siis
symmetrinen.

3) Oletetaan, ettd a ~ b ja b ~ c. Nyt 5|/(a — b) ja 5|(b — ¢). Téastéa seuraa, ettd a — b = 5k
ja b —c =5l joillakin k,[ € Z. Nahdaén, etta

a—c=(a—b)+ (b—c)=5k+5l=>5k+1),
joten 5|(a — ¢). Siten a ~ ¢, ja relaatio on transitiivinen.
Kyseista relaatiota kutsutaan kongruenssiksi modulo 5. Jos alkiot a ja b ovat relaatiossa kes-
kenddn, merkitdén a = b (mod 5).
11.4 Ekvivalenssiluokat

Niiden alkioiden joukkoa, jotka ovat ekvivalenssirelaatiossa jonkin alkion kanssa, kutsutaan
tdman alkion ekvivalenssiluokaksi. Maakuntaesimerkissd samassa maakunnassa asuvat ihmi-
set muodostavat yhden ekvivalenssiluokan. Kuka tahansa asukas voidaan valita maakuntansa
edustajaksi.

Maasritelmd 11.10. Oletetaan, ettd ~ on joukon A ekvivalenssirelaatio. Alkion a € A
ekvivalenssiluokka on

[al. ={be A|b~a}.

Jos asiayhteydestéd on selvda, mika ekvivalenssirelaatio on kyseessd, voidaan alaindeksi
jattaa merkitsemétta ja kirjoittaa [a]~. = [a].

Koska jokainen alkio on itsensd kanssa ekvivalentti, kaikilla a € A pétee a € [a].. Alkiota
a kutsutaan ekvivalenssiluokkansa [a]. edustajaksi. Kuvassa 11.45 on hahmoteltu ekvivalens-
siluokkien ja niiden edustajien suhdetta. Relaation A kaikkien ekvivalenssiluokkien joukkoa
merkitdan A/~.
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Kuva 11.45: Ekvivalenssiluokkia ja niiden edustajia.

Esimerkki 11.11. Esimerkin 11.7 suorien ekvivalenssirelaatiossa suoran [ ekvivalenssiluokas-
sa ovat kaikki suorat, jotka ovat yhdensuuntaisia suoran [ kanssa. Kussakin ekvivalenssiluokas-
sa ovat siis kaikki keskenddn yhdensuuntaiset suorat. Jokaisen ekvivalenssiluokan edustajaksi
voidaan valita sen siséltdmisté suorista vaikkapa se, joka kulkee origon kautta.

Esimerkki 11.12. Olkoon S kaikkien suomen kielen sanojen muodostama joukko. Méaaritel-
l&4n joukon S relaatio ~ ehdolla

a ~b, jossana a alkaa samalla kirjaimella kuin sana b.

Voidaan osoittaa, ettd kyseessd on ekvivalenssirelaatio. Tutkitaan, millaisia ovat tdmén
ekvivalenssirelaation ekvivalenssiluokat.
Maéritelman mukaan

[AAMU]. = {s € S| s ~ AAMU} = {s € § | sana s alkaa kirjaimella a}

Havaitaan, ettd sanan AAMU ekvivalenssiluokan muodostavat kaikki a-kirjaimella alkavat sa-
nat. Vastaavalla tavalla paattelemalla huomataan, ettd relaation ~ ekvivalenssiluokat ovat

[AAMU], [BANAANI|, [CELCIUS|, [DEMOKRATIA], ..., [OLJY].

Jokaisen ekvivalenssiluokan muodostavat siis kaikki tietylla kirjaimella alkavat sanat. Téssa
esimerkiksi sana DEMOKRATIA on valittu kaikkien d-kirjaimella alkavien sanojen edustajaksi.
Kaikkien ekvivalenssiluokkien joukko on

S/~ = {[AAMU], [BANAANI|, [CELCIUS], [DEMOKRATIA], ..., [OLJY]}
Esimerkki 11.13. Esimerkisséd 11.9 méariteltiin joukon Z relaatio ~ ehdolla
a~b, joserotus a—b on jaollinen luvulla 5,

ja osoitettiin, ettd ~ on ekvivalenssirelaatio. Méaritetdan sen ekvivalenssiluokat.
Tarkastellaan aluksi vaikkapa lukua 0. Ekvivalenssiluokan méaéritelmén mukaan
Ol ={2€Z]|z~0}
={z€Z|z—-0=>5k jollakin k € Z}
={z€Z|z=>5k jollakin k € Z}
= {bk | k € Z}.
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Luvun 0 ekvivalenssiluokan muodostavat siis kaikki viidelld jaolliset luvut: 0, +5, £10, £15,
+20, £25, +30, ...
Luvun 1 ekvivalenssiluokaksi saadaan vastaavalla tavalla

={2€Z]|z~1}
={z€Z|z—1=>5k jollakin k € Z}
={z € Z|z=5k+1 jollakin k € Z}
={bk+1|keZ}.

Havaitaan, ettd luvun 1 ekvivalenssiluokan muodostavat ne luvut, joiden jakojaannos viidella
jaettaessa on yksi. Siis luvut 1, 6, 11, 16,... ja luvut —4, —9, —14, —19, ...
Samaan tapaan havaitaan, ettd

2]. = {5k +2 | k € Z}
3] = {5k +3| k € Z}
4] = {5k +4 | k € Z}.

Voidaan osoittaa, etta téssa ovat kaikki relaation ~ ekvivalenssiluokat. Tama liittyy siiden, etta
viidelld jaettaessa mahdolliset jakojadnnokset ovat 0, 1, 2, 3 ja 4. Asiaa on havainnollistettu
tarkemmin seuraavassa esimerkissa.

Kaikkien ekvivalenssiluokkien joukko on siis

2]~ =A{[0l~, [l~, [2]~; B~ [4l~}

Jokaisen ekvivalenssiluokan muodostavat kaikki ne kokonaisluvut, joilla on sama jakojadnnos
luvulla 5 jaettaessa.

Esimerkki 11.14. Jatketaan esimerkin 11.13 ekvivalenssirelaation ~ tarkastelua. Esimerkissé
11.13 néhtiin, ettd alkion 3 ekvivalenssiluokka on

8l. ={5k+3|keZ}={ .., —17,-12,—7,-2,3,8,13,18,23,...}.

Ekvivalenssiluokan [3]. muodostavat siis ne luvut, joiden jakojadnnos viidella jaettaessa on
3. Osoitetaan, ettd luvun 8 ekvivalenssiluokka on sama kuin luvun 3 ekvivalenssiluokka, eli
ettd [8]~ = [3]~. Koska ekvivalenssiluokat ovat joukkoja, ndytetddn siséltyminen molempiin
suuntiin.

7C”: Oletetaan, ettd x € [8].. Talloin ekvivalenssiluokan mééritelmén mukaan x ~ 8.
Toisaalta 8 ~ 3, silld erotus 8 —3 = 5 on jaollinen luvulla 5. Koska ~ on ekvivalenssirelaatio, se
on transitiivinen. Transitiivisuuden nojalla voidaan péaatella, ettd myos x ~ 3. Tama tarkoittaa,
ettd x € [3]~.

"D”: Oletetaan, ettd = € [3].. Talloin x ~ 3. Lisdksi 3 ~ 8, silld erotus 3 —8 = —5 on
jaollinen luvulla 5. Ekvivalenssirelaation ~ transitiivisuuden nojalla t&lldin myo6s = ~ 8. Siis
x € [8]~.
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11.5 Kuvaus relaationa

Kuvaukset voidaan méaritelld tietynlaisina relaatioina. Oletetaan, ettd tarkoituksena on maa-
ritelld kuvaus F': A — B. Ideana on asettaa alkio a relaatioon alkion b kanssa silloin, kun b
on a:n kuva eli F'(a) = b. Koska a on ldhtojoukon A alkio ja b puolestaan kuuluu maalijouk-
koon B, taytyy relaatio méaaritelld joukossa, joka sisaltaé seké lahto- ettd maalijoukon. Tahan
voidaan soveltaa joukkojen yhdistetta.

Sanotaan, etté joukon A U B relaatio F' on kuvaus A — B, jos seuraavat ehdot pétevat:

1) Jokaisella parilla (a,b) € F pitee a € A ja b e B.
2) Jokaista a € A kohti on olemassa tdsmélleen yksi (a,b) € F'.

Tallaista méaritelméa kaytettiessd lause b on a:n kuva kuvauksessa F'” voidaan merkita
ainakin seuraavilla tavoilla: F'(a) = b, a L b, (a,b) € F ja aFb.
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Luku IV

Kompleksiluvut

12 Kompleksiluvut

Tamaé luku on muokattu Lotta Oinosen materiaalista ”Johdatus yliopistomatematiikkaan”.
Luvun tarkoituksena on antaa perustaidot kompleksiluvuilla laskemiseen seké niiden geo-
metriseen tulkintaan.

12.1 Kompleksilukujen esittely

Koko opintiesi ajan késityksesi luvuista on muuttunut ja olet tutustunut aina vain laajempiin
lukujoukkoihin. Kun alakoulussa harjoiteltiin vihennyslaskua, opittiin aluksi, ettd pienemmas-
td luvusta ei voi vahentdd isompaa. Hiukan myohemmin kédyttoon otettiin negatiiviset luvut.
Nyt vahentdminen onnistui! Sitten harjoiteltiin jakolaskua. Jos jako ei mennyt tasan, ei sité
voinut tehda. Esimerkiksi luku 3 ei voinut jakaa viidelld. Kun kdytoon saatiin murtoluvut,
ei jaon endd tarvinnutkaan menné tasan. Reaaliluvut laajensivat lukujoukkoa entisestaén ja
esimerksiki kaikista positiivisista luvuista oli mahdollista ottaa neliGjuuri.

Nyt astumme seuraavan askeleen lukujoukkojen laajentamisessa. Reaaliluvun toinen po-
tenssi ei koskaan voi olla negatiivinen. Fi esimerkiksi ole olemassa sellaista reaalilukua x, jolla
22 = —1. Lahdemme tutustumaan niin kutsuttuihin kompleksiluluihin, jolla timé on mahdol-
lista.

Kompleksiluvut ovat muotoa a + bi, missé a ja b ovat reaalilukuja. Symbolia ¢ kutsutaan
imaginddariyksikoksi. Kompleksilukujen joukko voidaan siis kirjoittaa muodossa

C={a+bi|abeR]}.

Kompleksilukujen summa ja tulo lasketaan kuten koulussa on opittu sieventdmaéén reaali-
lukulausekkeita. Liséiksi imaginddriyksikolle pitee 2 = —1, ja tidmé on huomioitava laskuissa.

Esimerkki 12.1. Merkitddn z = —4 — 2¢ ja w = 3 + 5¢. Lasketaan lukujen z ja w summa
yvhdistdmaélla samanmuotoiset termit:

stw=(—4—2i)+ (3+5i)=—4+3—2i+5i=—1+3i.
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Lasketaan lukujen z ja w tulo kertomalla sulut auki:

2w = (—4—2i)(3+5i) =—4-3—4-5i—2-3—2i-5i = —12 — 20i — 6i — 10i°
=—12-26i—10-(—1) = —12 — 26i + 10 = —2 — 26i.

Kuten alussa todettiin kompleksiluvun toinen potenssi voi olla negatiivinen reaaliluku.
Esimerkiksi 12 = —1 ja (3i)? = 34 - 3i = 9i®> = 9(—1) = 9.

Kompleksiluvussa a + bi lukua a kutsutaan reaaliosaksi ja lukua b imaginddriosaksi. Esi-
merkiksi kompleksiluvun /5 — 4i reaaliosa on /5 ja imaginéériosa —4.

Reaaliluku on puhtaasti imaginddrinen, jos sen imagindariosa on 0. Esimerkiksi 17¢ on puh-
taasti imaginddrinen. Toisaalta jos kompleksiluvun imaginéariosa on 0, kyseessa on reaaliluku.
Myos reaaliluvut ovat siis kompleksilukuja.

Kompleksilukuja voi havainnollistaa pisteina koordinaatistossa eli niin kutsutussa komplek-
sitasossa. Kompleksiluvussa a + bi reaaliosa a vastaa vaaka-akselin koordinaattia ja imaginaé-
riosa b pystyakselin koordinaattia. Kuvassa 12.1 on esitetty joitakin kompleksilukuja komplek-
sitasossa. Reaaliluvut sijaitsevat kompleksitason vaaka-akselilla, silld niien imaginiériosa on
0.

Kuva 12.1: Kompleksilukuja kompleksitasossa.

12.2 Kompleksilukujen maaritelma

Edella kuvattiin, millaisia kompleksiluvut ovat ja miten niilld lasketaan. Jos ollaan tarkkoja,
kompleksilukuja tai niiden laskutoimituksia ei ole viela méaaritelty tdsmallisesti, vaan ainoas-
taan kuvailtu, millaisia ne ovat. Erityisesti tdssd vaiheessa on epéselvdd mika symboli ¢ oikein
on.

Seuraavaksi annetaan kompleksilukujen muodollinen maaritelma. Maédritelmén avulla voi-
daan kisitelld kompleksilukuja tdsmallisesti ja vakuuttua siitd, ettd ne ovat olemassa. Kéytan-
non laskuissa maaritelmaé ei kuitenkaan talla kurssilla kayteta.
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Maaritelma 12.2. Kompleksilukujen joukko C on joukko
{(a,b) [a,b e R}
varustettuna yhteenlaskulla ja kertolaskulla, jotka mééaritellidn seuraavasti:

(a,b) + (¢,d) =(a+c,b+d) ja (a,b)-(c,d) = (ac—bd,ad+ bec).

Maééritelmén mukainen merkinté (a,b) vastaa aiemmin esiteltyd ilmaisua a + bi. Méaéari-
telméan hyva puoli on se, etta ei ole epédselvyyttad kompleksilukunen olemassaolosta tai siité,
mitd symboli ¢ tarkoittaa. Maaritelmén huono puoli on kuitenkin se, ettd kompleksilukujen
tulon laskeminen on melko vaivalloista. Siksi talld kurssilla kdytetddnkin kompleksiluvuista
kéytannon laskuissa muotoa a + bi.

Kompleksiluvut ovat méaritelmédn mukaan reaalilukupareja. Nyt on luonnollista esittaé
kompleksiluvut kompleksitasossa kuten aiemminkin tehtiin. Kuvassa 12.2 on esitetty samat
kompleksiluvut kuin aiemmin kuvassa 12.1.

Kuva 12.2: Kompleksilukuja kompleksitasossa.

Reaaliluvut ajatellaan kompeksilukujen osajoukoksi samastamalla reaaliluku a ja komplek-
siluku (a, 0) eli tulkitsemalla kompleksitason vaaka-akseli reaalilukusuorana. Voidaan osoittaa,
ettd talloin reaaliluvuilla saadaan samat tulokset riippumatta siité, kidytetaanko niille komplek-
silukujen yhteen- ja kertolaskua vai reaalilukujen yhteen- ja kertolaskua. Tété havainnolliste-
taan seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 12.3. Oletetaan, ettd a, b € R. Tulkitaan reaaliluvut a ja b kompleksilukuina ja
lasketaan niiden tulo:

(a,0) - (b,0) = (ab—0-0,a-040-b) = (ab— 0,0+ 0) = (ab,0).

Huomataan, etta tulos (ab,0) vastaa reaalilukua ab. Padddytaan siis samaan tulokseen riippu-
matta siitd, kiytetddnko reaalilukujen vai kompleksilukujen kertolaskua.
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Lisdksi voidaan osoittaa, ettd kompleksilukujen yhteen- ja kertolasku noudattavat samoja
tuttuja laskusadntoja kuin reaalilukujen yhteen- ja kertolasku. Téatd havainnollistetaan seu-
raavassa esimerkissa.

Esimerkki 12.4. Osoitetaan, ettd kompleksilukujen yhteenlasku on vaihdannainen eli yh-
teenlaskettavien jarjestyksellé ei ole vélia.

Oletetaan, ettd z, w € C. Talloin z = (21, 22) ja w = (w1, wsy), misséd z1, 29, wi, wy € R.
Léhdetddan muokkaamaan summaa z + w:

z+w = (21,22) + (w1, ws) = (21 + w1, 22 + w2)
= (w1 + 21, w2 + 22) = (w1, w2) + (21,22) =w+ 2
Saatiin yhtaloketju, jonka nojalla z4+w = w++z. Perustelussa hyodynnettiin tietoa reaalilukujen

yhteenlaskun vaihdannaisuudesta: koska z1, zo, w1, we € R, niin 21 + w1 = w1+ 21 ja 20 +wy =
wo + 29.

Aiemmin esiteltiin reaaliosa, imaginiériosa seké puhtaasti imaginédériset luvut. Annetaan
naille késitteille tdsmélliset méadritelmét reaalilukuparimerkinnan avulla.

Maaritelma 12.5. Oletetaan, ettd a, b € R. Kompleksiluvun z = (a,b) reaaliosa on
Rez = a ja imaginaariosa on Imz = b.

Maaritelma 12.6. Oletetaan, ettéd z € Cja z # 0. Jos Rez = 0, sanotaan kompleksiluvun
z olevan puhtaasti imaginaarinen.

Puhtaasti imagindariset kompleksiluvut sijaitsevat kompleksitason pystyaksellilla.

Esimerkki 12.7. Kompleksiluvun z = (3, —1) reaaliosa on Rez = 3 ja imaginaariosa on
Imz = —1. Kompleksiluvun w = (0, 2) reaaliosa on Rew = 0 ja imaginaariosa on Imw = 2. Se
on puhtaasti imaginaarinen.

[

Kuva 12.3: Kompleksiluku w on puhtaasti imaginaarinen, kompleksiluku z puolestaan ei ole.

Nyt voidaan maaritelld tdsmallisesti myds imagindériyksikko 4 ja osoittaa, ettd i = —1.

Maaritelma 12.8. Kompleksilukua (0, 1) kutsutaan imaginaariyksikoksi ja merkitdan
symbolilla 7.
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Kuva 12.4: Imaginaariyksikké i = (0, 1).
Lause 12.9. Imaginaariyksikille i pitee i> = —1.

Todistus. Imaginaariyksikon madritelman mukaan ¢ = (0, 1). Soveltamalla kompleksilukujen
kertolaskua saadaan

i =(0,1)-(0,1) = (0 — 1,0 +0) = (~1,0) = —1. O

Osoitetaan lopuksi, ettd maarittelemalld ¢ = (0, 1), voidaan kompleksiluku (a, b) kirjoittaa
muodossa a + bi:

(@5 2 (a,0) + (0,0) 2 (@,0) + (5,0)- (0,1) ¥ (a,0) + (b,0) i
Kohdassa (1) kédytetdén kompleksilukujen yhteenlaskun mééritelméé. Kohdassa (2) kiytetdan
kompleksilukujen kertolaskun mééritelméd, jonka mukaan (b,0) - (0,1) = (0,b). Kohdassa (3)
kéytetddn imaginaariyksikon madritelméad ¢ = (0,1). Kohdassa (4) samastetaan kompleksilu-
vut (a,0) ja (b,0) reaalilukuihin a ja b.

Huomaa, ettd kompleksilukujen yhteenlasku on méaritelméan mukaan sama kuin lineaarial-
gebran kurssilla késiteltdvin avaruuden R? vektoreiden yhteenlasku. Kompleksiluvut eroavat
avaruuden R? vektoreista siiné, ettd kompleksiluvuille on mééritelty kertolasku: on mahdollista
laskea kahden kompleksiluvun tulo, joka on edelleen kompleksiluku.

@a—i-bi.

12.3 Mihin kompleksilukuja tarvitaan?

Kompleksiluvut voivat tuntua kummallisilta ja tarpeettomiltakin. Mihin niitd oikein tarvi-
taan? Matematiikassa asiat voivat kuitenkin olla mielenkiintoisia jo ihan vain sen vuoksi, etté
ne ovat olemassa. On jannittavéaa, ettd on olemassa reaalilukujen laajennos jossa nelié voi ol-
la negatiivinen. Itse asiassa voidaan osoittaa, ettd kompleksilukujen joukossa mille tahansa
polynomiyhtélélle 16ytyy ratkaisuja.

Kompleksiluvut vakiintuivat itse asiassa kdyttoon jo ennen kuin negatiiviset luvut. Aikoi-
naan yhtéloissa ei niissé esiintynyt lainkaan negatiivisia lukuja. Mita mika tarkoittaisi vaikkapa
miinus kolme tomaattia? Samaan aikaan yhtalonratkaisussa kuitenkin hyédynnettiin komplek-
silukuja. 1500-luvun Italiassa matemaatikot nimittdin huomasivat, ettd jos kolmannen asteen
yhtélon ratkaisun vélivaiheessa sallii negatiivisen luvun neli6juuren, yhtélolle voi 16ytaa rat-
kaisun. Tuon ajan matemaatikoiden mielestd negatiiviset luvut olivat siis luonnottomampia
kuin kompleksiluvut!

Nykyaan kompleksiluvuilla on useita sovelluskohteita. Niitd hyodynnetddn esimerkiksi vaih-
tosdhkopiirien yhteydessa ja signaalinkésittelyssa.
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12.4 Kompleksiluvuilla laskeminen

Kuten reaaliluvuilla, my0s jokaisella kompleksiluvulla on vastaluku. Kompleksilukujen erotus
voidaan maéritelld yhteenlaskun ja vastaluvun avulla:

Madritelma 12.10. Oletetaan, ettd a, b € R. Kompleksiluvun z = (a,b) vastaluku
on —z = (—a,—b). Kompleksilukujen z ja w erotus tarkoittaa summaa z + (—w). Sité
merkitdan z — w.

Esimerkki 12.11. Merkitdan z = —4 4 3¢ ja w = —2 — 7. Maéaritetdan luvun z vastaluku
vaihtamalla seké reaaliosan ettd imaginaariosan merkki: —z = —(—4 4 3i) = 4 — 3i.

Lukujen z ja w erotusta laskiessa pitdd huomata, ettd miinusmerkki vaikuttaa kaikkiin
etumerkkeihin sulkujen sisélla: z —w = (-4 +3i) — (-2 —i) = -4+ 3i+ 2+ 1= -2+ 4.

[ 4

Kuva 12.5: Kompleksiluku z ja sen vastaluku —z.

12.5 Kompleksiluvun liittoluku ja itseisarvo

Jokaiselle kompleksiluvulle voidaan maéritella niin sanottu liittoluku, joka saadaan vaihtamal-
la alkuperdisen luvun imaginaariosan merkki:

Maisaritelmd 12.12. Oletetaan, ettd a, b € R. Kompleksiluvun z = a + bi liittoluku eli

kompleksikonjugaatti on
zZ=a— bi.

Liittoluvun ottaminen vastaa siis kompleksitason pisteen peilaamista vaaka-akselin suh-
teen. Luvun z liittoluvulle kdytetdan joissakin kirjoissa merkintad z*.

Esimerkki 12.13. Kompleksilukujen z = —4 4 3¢ liittoluku on z = —4 — 3¢. Kompleksiluvun
w = —2 — ¢ liittoluku on w = —2 4 4. N&itd on havainnollistettu kuvassa 12.6.
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ow +

Kuva 12.6: Kompleksiluvut z ja w seka niiden liittoluvut z ja w.

Lause 12.14. Oletetaan, ettd z, w € C. Tdlldin

d) jos Imz =0, niin z = z.

Todistus. Todistetaan malliksi a-kohta ja jatetédan loput harjoitustehtéviksi.

Oletetaan, ettd z, w € C. Talloéin z = a + bi ja w = ¢ + di, missd a, b, ¢, d € R. Summan
z + w liittoluvuksi saadaan

z+w=(a+bi)+ (c+di)=a+c+ (b+dyi=a+c— (b+d)i.

Liittolukujen summaksi saadaan puolestaan
Z+w=(a—bi)+(c—di)=a+c—bi—di=a+c— (b+d)i.

Tulokset ovat samat, joten z +w = z + w. O

Reaaliluvun a itseisarvo |a| kertoo luvun a etiisyyden nollasta. Esimerkiksi luvun —4 it-
seisarvo on |—4| = 4. Vastaava itseisarvon késite voidaan mééritelld myos kompleksiluvuille:

Maaritelma 12.15. Oletetaan, ettd a, b € R. Kompleksiluvun z = a + bi itseisarvo on
|z| = Va? + b2

Itseisarvon toinen nimitys on moduls.

Huomaa, ettd miiritelmissi nelivjuuren alla esiintyvé lauseke a? + b? on epénegatiivinen
reaaliluku, minké vuoksi siitd voidaan ottaa nelidjuuri.
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Kuva 12.7: Kompleksiluvun itseisarvo kertoo luvun etéisyyden origosta.

Pythagoraan lauseen mukaan kuvassa 12.7 nidkyvéssd suorakulmaisessa kolmiossa kateet-
tien nelididen summa a? + b? on sama kuin hypotenuusan eli pisimmsén sivun pituuden neli6.
Hypotenuusan pituudeksi saadaan siten va? + b2 = |z|. Kompleksiluvun itseisarvo kertoo siis
luvun etaisyyden kompleksitason origosta.

Lause 12.16. Kompleksiluvun z itseisarvolle patee |z| = v/ zZ.

Todistus. Oletetaan, ettd z € C. Talléin z = a + bi joillakin a, b € R. Lasketaan tulo zZ:

2 _ abi+ abi — (b)) = a® — %2 = a® — 0% - (—1) = a® + b2

zz2=(a+bi)(a—bi)=a
Havaitaan, ettd zz = a® + b2, joten sen nelidjuuri on v/zz = Va2 + b2 = |2|. O

Voidaan osoittaa, ettd kompleksilukujen itseisarvolle patevét reaalilukujen itseisarvon tutut
ominaisuudet. Seuraavassa lauseessa todistetaan néistd ominaisuuksista yksi.

Lause 12.17. Olkoot z, w € C. Tulon zw itseisarvo on lukujen z ja w itseisarvojen tulo eli
2wl = |z - wl.
Todistus. Todistus voidaan rakentaa yhtaloketjuna:

ol 2 o) Em) 2wy Ea) 2 /2 wn) Y Varves D 12 Jul.

Kohdassa (1) sovelletaan lausetta 12.16, jonka mukaan kompleksiluvun zw itseisarvolle pétee

2w] = /(2w) (zm).

Kohdassa (2) kiytetadn lausetta 12.14, jonka mukaan zw = zw.

Kohdassa (3) kéaytetdan kompleksilukujen tulon liitdnnéisyyttd, jonka nojalla sulkujen
paikkaa saa vaihtaa, ja kompleksilukujen tulon vaihdannaisuutta, jonka nojalla tulon teki-
joiden jérjestystd saa vaihtaa: (zw)(zw) = z(wz)w = z(Zw)w = (22)(ww).
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Kohdassa (4) kédytetdédn tietoa, ettd kompleksiluvun ja sen liittoluvun tulo on epénegatii-
vinen reaaliluku. Nimittiin lauseesta 12.16 seuraa, etti 2z = |z|* > 0. Niin voidaan kéiyttis
reaalilukujen neliGjuuren ominaisuutta y/ac = \/a/c eli tulon neliGjuuri on sama kuin neli-
juurten tulo.

Kohdassa (5) sovelletaan uudelleen lausetta 12.16, jonka mukaan vzz = |z| ja Vww =
|w. O

Reaaliluvuille patee niin sanottu tulon nollasdanto: jos a, b € R ja ab = 0, niin a =
0 tai b = 0. Itseisarvon ominaisuuksien avulla saadaan tulon nollasdanté todistettua myos
kompleksiluvuille:

Lause 12.18. Oletetaan, ettd z, w € C. Jos zw =0, niin z =0 tai w = 0.

Todistus. Oletetaan, ettd zw = 0. Talloin |zw| = |0| = 0. Toisaalta lauseen 12.16 nojalla
|zw| = |z||w|. Yhdistamé&lld ndmé tiedot voidaan padtelld, ettéd |z||w| = 0. Reaalilukujen tulon
nollasdénnon mukaan téstd yhtélostd seuraa, etta |z| = 0 tai |w| = 0. Koska kompleksiluvun
itseisarvo kertoo kyseisen luvun etaisyyden kompleksitason origosta, voidaan téstd paatella,
ettd z =0 tai w = 0. U

12.6 Kompleksiluvun kaanteisluku ja kompleksilukujen osamaara

Kompleksiluvun itseisarvo kertoo kyseisen luvun etédisyyden kompleksitason origosta, joten
voidaan padtelld, ettd kompleksiluvulle z pétee |z| = 0, jos ja vain jos z = 0. Téstd seuraa,
etté osamédri 1/ |z|> on mééritelty kaikille nollasta poikkeaville kompleksiluvuille. Kyseisen
osamadran ja liittoluvun avulla saadaan méaériteltyéd kaikille nollasta poikkeaville kompleksi-
luvuille kdanteisluku.

Maaritelmd 12.19. Kompleksiluvun z # 0 kddnteisluku on

1
1 _
= zZ.
Elk

z

1
Kompleksiluvun z kaénteislukua voidaan merkitd myos 1/z tai —.
z

Reaaliluvun ja sen kédédnteisluvun tulo on aina yksi. Esimerkiksi 3-(1/3) = 1ja 5-(1/5) = 1.
Sama péatee kompleksilukujen tapauksessa:

Lause 12.20. Kompleksiluvun ja sen kdanteisluvun tulo on yksi.

Todistus. Kéanteisluku on méaritelty vain nollasta poikkeaville kompleksiluvuille, joten olete-
taan, ettd z € C ja z # 0. Kompleksiluvun z ja sen kdénteisluvun tulo on

et (hr) = 202

2P N

=1
|z|2 2z

Kohdassa (1) kiytetddn kddnteisluvun maaritelméé. Kohdassa (2) sovelletaan lausetta 12.16,
jonka mukaan |z| = /zZ. Siitd voidaan paatelld, etté |z|* = zZ. O
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Kaénteisluvun ja kertolaskun avulla saadaan maéaériteltyd kompleksilukujen osaméaaras:

Maiaritelmd 12.21. Oletetaan, ettd z, w € C ja w # 0. Kompleksilukujen z ja w
0samaard on

Kaytdnnossa osamaéaérd on mukava sieventdd laventamalla nimittédjén liittoluvulla. Laven-
taminen tarkoittaa, ettd sekd osoittaja ettd nimittaja kerrotaan samalla luvulla (tédssé tapauk-
sessa nimittdjan liittoluvulla). Tatd havainnollistetaan seuraavissa esimerkeissa.

Esimerkki 12.22. Merkitddn z = —4 + 7¢ ja w = —2 — ¢. Méé&ritetddn luvun z kaénteisluku
seka lukujen z ja w osamadara.
Luvun z kdanteisluku sievennetédén laventamalla nimittajén liittoluvulla kohdassa (x):
4 1 1 (%) —4-Ti —4-T —4-Ti —4-T

z = — = = =

2 —A+Ti (—A—Ti)(—4+7) (42— (Ti)2  16—49iZ 16 + 49
—4—Ti 4 7

65 65 65

Lukujen z ja w osaméaarikin sievennetéén laventamalla nimittajén liittoluvulla kohdassa (x):

z AT () (—240)(—4+Ti)  8—14i—4i+T7i* 8—18i+7-(-1)

w —2—i  (—2+4+d)(-2—19) (22—  4—(-1)
8- 18i—-7 1-18 1 18

= - -

5 5 5 5

10
—4+ 24
Lavennetaan nimittéjan liittoluvulla kohdassa (x):

10 (» 10-(—4—29) —40 — 20¢ —40 — 207

Esimerkki 12.23. Maaritetdan kompeksiluvun z = reaaliosa ja imaginaariosa.

T 4420 (—4+20)(—4-2) (—4Z—(20)2 16— 442
40 —20i  —40 — 20i

= =24

z

16 +4 20
Siis Rez = —2 ja Imz = —1.
21 1
Esimerkki 12.24. Maaritetdan kompeksiluvun z = T Z3, + — reaaliosa ja imaginaariosa.
—3i 1
Lavennetaan nimittajien liittoluvuilla kohdassa (x):
2i 1 21+ 3 1 (—i 2i+6i2  —i  2i—6 —i
z= Z.+T(:) Z(,+ Z), .(.l)z Z+Z. +7.z: ! - + !
1-3i @+ (1—-3i)(1+3i)  i(—9) 12— (3i)?2 =2 1-922  —(-1)

20—6 —¢ 29—6 —10¢ 2t—6-—-10¢ —6— 8 3 4.
= _— = = = = —— — -1

1+9 + 1 10 10 10 10 5 O
Siis Rez = —3/5 ja Imz = —4/5.
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Itseisarvon tutut ominaisuudet patevat myos kompleksilukujen kdanteisluvuille kuten seu-
raava lause osoittaa.

Lause 12.25. Oletetaan, etti z € C ja z # 0. Kddnteisluvun 2~ itseisarvo on itseisarvon
kddanteisluku 1/|z| eli 1
o7t = =
E

Todistus. Lauseen 12.17 mukaan itseisarvojen tulo on tulon itseisarvo, joten
27 2l = 272 = 1 = 1.

Koska oletuksen mukaan z # 0, niin |z| # 0. Jakamalla luvulla |z| saadaan

|27 = —. O
2]
z
.\
N
\\\\\
>
51 « 2t
L] L]
z —z

Kuva 12.8: Kompleksiluvun z liittoluku, ka&nteisluku ja vastaluku.
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12.7 Yhtaloiden ratkaisemisesta

Yhtalon ratkaisu voi joskus 16ytyé kokeilemalla tai arvaamalla kuten seuraavassa esimerkissé.

Esimerkki 12.26. Tutkitaan yhtdlod /2 — 1 = & — 2. Kokeilemalla huomataan, ettd luku 5
on kyseisen yhtédlon ratkaisu. Nimittdin jos x = 5, niin

V2r—1=v2-5-1=V9=3=5-2=ux-2.
Tamén perusteella ei kuitenkaan vield tiedetd, onko tutkittavalla yhtélolla muitakin ratkaisuja.

Jos halutaan maarittda yhtalon kaikki ratkaisut, voidaan aluksi rajata mahdollisten rat-
kaisujen joukkoa. Tama tehdadn ldhtemalla liikkeelle tutkittavasta yhtédlostd ja katsomalla,
mité siitd voidaan padtelld. Tatd on havainnollistettu seuraavassa esimerkissa.

Esimerkki 12.27. Tutkitaan yhtdloa +/2z — 1 = & — 2. Voidaan péaételld seuraavasti:
V2e—1=2-2 = (V2r -1 =(@—-2)? = 20— 1=2" 4z +4

6++(—62—-4-1-5
2.1

= 0=2-6x+5 = z=

6+4
= x:T = =5V zez=1
Taméa padttely osoittaa, ettd tarkasteltava yhtélon ratkaisut 16ytyvét joukosta {1,5}. Milladn
muulla luvulla yhtélo ei voi toteutua.
Tehty paattely ei kuitenkaan takaa, ettd 16ydetyt luvut todella olisivat ratkaisuja. Esimer-
kiksi jos = 1, niin 22 — 1 =+2-1—1=+1 =1 mutta z —2 = 1 — 2 = —1. Havaitaan,
ettd luku 1 ei ole tutkittavan yhtéalon ratkaisu.

Yhdistamalld esimerkkien 12.26 ja 12.27 tiedot voidaan péatella, ettd yhtalolla v/2x — 1 =
x — 2 on tasan yksi ratkaisu, joka on z = 5. Yhtdlon kaikkien ratkaisujen etsiminen vaatii
siis kaksi vaihetta: mahdollisten ratkaisujen joukon rajaamisen sekd mahdollisten ratkaisu-
jen tarkistamisen. Seuraava esimerkki havainnollistaa yhtélon ratkaisemista kompleksilukujen
joukossa.

Esimerkki 12.28. Ratkaistaan kompleksilukujen joukossa yhtalo iz + 3 = 5z — i + 21.

i
Rajataan aluksi mahdollisten ratkaisujen joukkoa tutkimalla, mitd voidaan péaatelld lahte-
mallé oletuksesta, ettd yhtalo toteutuu.

iz4+3=5z— 249 @ 2+ 3i=biz—24+22 E L 43i—5iz—z—2
1

3 +2
@ gito—5iy @ Z; _
7

z

Kohdassa (1) kerrotaan yht&lén molemmat puolet imaginaariyksikollé 4, jotta nimittéja supis-
tuu pois. Kohdassa (2) kilytetdin tietoa i = —1. Kohdassa (3) yht#lén molemmille puolille
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lisdtdan z + 2, jotta padstdan yhtdloon, jossa tuntematon z esiintyy vain yhtdlon toisella puo-
lella. Kohdassa (4) jaetaan yhtalon molemmat puolet tuntemattoman kertoimella 5i.
Laventamalla nimittdjan liittoluvulla saadaan tulos sievennettyé.
2+3i  —5i(2+3i) —10i—15i> —10i+15 3
z = = = = =

2
= = = 2 Zi=0,6 - 0,4i.
5i —(5i)2 —952 2 5 5 0

Tama padttely osoittaa, ettd tarkastellun yhtalon ratkaisut 16ytyvét joukosta {0,6 — 0,4:}.
Mikaan muu luku ei voi olla tarkastellun yhtalon ratkaisu. Kyseiselld yhtalolla on siis enintdan
yksi ratkaisu. Periaatteessa on mahdollista, ettd yhtalolla ei ole yhtdéan ratkaisual

Tarkistetaan 16ydetty mahdollinen ratkaisu. Sijoitetaan z = 0,6 — 0,44 yhtdlon vasemmalle
puolelle:

iz +3=14(0,6 —0,4i) +3 = 0,6i — 0,42 + 3 = 0,6i + 0,4 + 3 = 3,4 + 0,6i.

Sijoitetaan z = 0,6 — 0,47 yhtélon oikealle puolelle:

1 0,6
52— 2 4+ 2i = 5(0,6 — 0,4i) — = (0,6 — 0,46) + 2 = 3 — 2 — —— + 0,4 + 2
(3 2 2

_34-20_3y

]

0,6i
— = 34+0,6i
7

Yhtdlon vasen ja oikea puoli ovat yhtd suuret, joten yhtéloé toteutuu ja luku 0,6 — 0,47 on sen

ratkaisu. Mahdollisten ratkaisujen joukon rajaaminen ja sijoittamalla tehty tarkistus yhdessa
osoittavat, ettd yhtalolla

iz +3=5z— > +2
i
on tasan yksi ratkaisu, joka on z = 0,6 — 0,44.

Esimerkki 12.29. Ratkaistaan kompleksilukujen joukossa yhtélo 3z — 4i = 1 + 2iz.
Rajataan ensin mahdollisten ratkaisujen joukkoa:
3z—4i=14+2iz=32=142i24+4i=32—-2iz=1+4i= (3—-20)z=1+4i
1444
z = ,
3—2
Tama paattely osoittaa, ettd yhtalolla on enintdan yksi ratkaisu. Periaatteessa on mahdollista,
ettd yhtalolld ei ole yhtddn ratkaisual

Huomataan kuitenkin, ettd kaikkien implikaatioiden suunta voidaan kaantéa:
1+ 4
33—

z

= B8-2i)z=14+41=32—-2iz=1+4i=32=1+2iz+4i

=3z—4i =1+ 2iz.

Namaé kaksi erisuuntaista padttelyd yhdesséd osoittavat, ettd tarkastellulla yhtélolla on tasan
yksi ratkaisu, joka on

144

(3+2i)(1+4i) 3+12i+2i+8% —5+14i 5,14,
= = = ——= + =t
3-2  (3+20)(3—2i) 9 — 42 13 13 13

z
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12.8 Napaesitys

YksikkGympyré tarkoittaa ympyraé, jonka keskipiste on origossa ja jonka sdde on yksi. Mika
tahansa kulma voidaan piirtdéd yksikkGympyrdan asettamalla kulman kérki origoon ja toinen
kylki positiiviselle vaaka-akselille. Kulman suuruus méaréa sen, mihin suuntaan kulman toinen

kylki piirretdén. Téatd on havainnollistettu kuvassa 12.9.

~
%

Kuva 12.9: YksikkGympyréan piirretyt 45 asteen, 120 asteen ja 210 asteen kulmat.

Trigonometriset funktiot sini ja kosini voidaan mééritelld yksikkdympyrdan avulla. Kul-
man ¢ kosini on kulmaa ¢ vastaavan yksikkGympyréan kehépisteen vaakakoordinaatti. Vastaa-
vasti kulman ¢ sini on tdmén kehépisteen pystykoordinaatti. Tata havainnollistetaan kuvassa

12.10.

Kuva 12.10: Sini ja kosini yksikkdympyran avulla méériteltyna.

Maaritelma 12.30. Kompleksiluvun z napaesitys tarkoittaa sen esittdmistd muodossa
z = |z|(cos ¢ + isin @),

missé |z| on luvun z itseisarvo eli moduli ja ¢ on luvun z vaihekulma eli argumentti.
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v

|z| cos p + i|z| sin g

Kuva 12.11: Kompleksiluvun napaesitys.

Kompleksiluvun vaihekulman yksikkéna on usein absoluuttinen kulmayksikké eli radiaani.

Maaritelma 12.31. Kulman suuruus « radiaaneine on kulman rajoittaman ympyrén
kaaren b suhde ympyréan séteeseen r:

(=
(=

Tayskulma 360° vastaa 27 radiaania ja oikokulma 180° vastaa m radiaania. Néistd voidaan
johtaa muiden kulmien tarkkoja arvoja radiaaneissa. Joitakin niistd on merkitty kuvaan 12.12.

90°

A

120° 60°

150°

180° ™

210°

wlot

270° in
Kuva 12.12: Joitakin kulmia ilmaistuna asteissa ja radiaaneissa.

Kompleksiluvun vaihekulma ei ole yksikésitteinen. Luvun 0 vaihekulmaksi voidaan valita
miké luku tahansa, silld 0 = 0(cos ¢ + isin ¢) kaikilla ¢ € R. Nollasta poikkeavan kompleksi-
luvun vaihekulmat eroavat toisistaan jollain méaralla téysia kierroksia. Toisin sanottuna nol-
lasta poikkeavan kompleksiluvun tapauksessa kahden vaihekulman erotus on aina n - 27, missa
n € Z. Tata on havainnollistettu kuvassa 12.13.
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P e

|z| cosy + i|z| siny

|z| cos 6 + i|z| sin O

|z| cos ¢ + 1| z| sin ¢
Kuva 12.13: Kompleksiluvun z eri vaihekulmia: § = ¢ — 27 ja v = ¢ + 27.
Esimerkki 12.32. Maaritetdan kompleksiluvun z = —i napaesitys.
Itseisarvon miiritelmin mukaan |z| = /02 + (=1)2 = v/1 = 1. Merkitéin luku z = —i

kompleksitasoon:

Kuva 12.14: Luku z = —i kompleksitasossa.

Kuvan avulla voidaan paatelld, ettd luvun z yksi vaihekulma on 270 astetta eli 37/2 radi-

aania. Néin luvun z napaesitykseksi saadaan z = cos(37/2) + ¢sin(37/2).
Vaihekulmaksi voidaan valita myos —90 astetta eli —m/2 radiaania. T&lloin paddytadn

vaihtoehtoiseen napaesitykseen z = cos(—m/2) + isin(—n/2).

Joidenkin kompleksilukujen vaihekulman pédtteleminen onnistuu niin sanottujen muisti-
kolmioiden avulla. Ne voidaan johtaa tasasivuisesta kolmiosta ja neliostd (kuva 12.15).

=B

w3

N

Kuva 12.15: Muistikolmiot.
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Esimerkki 12.33. Méaritetdan kompleksiluvun z = —2 4 24 napaesitys.

Itseisarvon médritelmin mukaan |z| = /(=2)2+22 = /8 = V4-2 = V4 -2 = 2V2.

Merkitaan luku z = —2 + 2¢ kompleksitasoon:

Kuva 12.16: Luku z = —2 + 2¢ kompleksitasossa.

Kuvaan piirretyn suorakulmaisen kolmion molempien kateettien pituus on 2, joten oo = 45°.
Luvun z yksi vaihekulma on siten ¢ = 180° — 45° = 135° eli ¢ = 3w /4. Néin luvun z
napaesitykseksi saadaan z = 2v/2(cos(37/4) + isin(37/4)).

Esimerkki 12.34. Miiritetdin kompleksiluvun z = 1 — iy/3 napaesitys.

Itseisarvon méaéritelmian mukaan |z| = \/12 + \/32 = /4 = 2. Merkitaan luku z = 1 — iv/3
kompleksitasoon:

.
v

Kuva 12.17: Luku z = 1 — iv/3 kompleksitasossa.

Kuvaan piirretyn suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 1 ja /3 ja hypotenuusa on 2.
Havaitaan, ettd se on yhdenmuotoinen muistikolmion kanssa. Téastd voidaan paédtelld, etta
¢ = —60° eli p = —7/3. Néin luvun z napaesitykseksi saadaan z = 2(cos(—n/3)+isin(—m/3)).

Vaihekulmaksi voidaan valita my6s 360 — 60 = 300 astetta eli 57/3 radiaania. Télléin
paddytddn vaihtoehtoiseen napaesitykseen z = 2(cos(57/3) + isin(57/3)).

Liittoluvun ja kdanteisluvun méarittdminen onnistuu hyvin myos napaesityksessé, kuten
seuraava lause osoittaa.
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Lause 12.35. Oletetaan, ettd kompleksiluvulla z on napaesitys z = |z|(cos p+isin ). Talldin
luvun z liittoluku on

z = |z|(cos(—¢) + isin(—y))
ja kadnteisluku on
271 = |2~ (cos(—p) + i sin(—p)).

Todistus. Méaritelméan 12.12 mukaan luvun z = |z| cos ¢ + i|z|sin ¢ liittoluku on
zZ = |z| cos p —i|z| sin p.
Yksikkéympyran avulla voidaan péételld, ettd cos(—p) = cos ¢ ja sin(—y) = — sin ¢:

(cosp,singp) -~ [ .

(cos(—¢),sin(=¢p)) - | -

Kuva 12.18: Havaitaan, ettd cos(—¢) = cos ¢ ja sin(—p) = —sin ¢.

Luvun z liittoluku voidaan siis kirjoittaa muodossa
Z = |z| cos(—¢p) + i|z| sin(—¢).

Kayttamalla maaritelmaa 12.19 ja liittoluvun z napaesitystéd luvun z kéénteisluvuksi saadaan

L1 1 1

= WZ = W - |z](cos(—¢) +isin(—yp)) = m(cos(—s@) + isin(—¢)).

Esimerkki 12.36. Esimerkissi 12.34 etsittiin luvulle z = 1 — i1/3 napaesitys
z = 2(cos(—n/3) + isin(—7/3)).
Lauseen 12.35 mukaan luvun z liittoluku on
zZ = 2(cos(m/3) + isin(n/3))

ja kdanteisluku on
1
P i(cos(w/?)) + isin(m/3)).

Napaesityksen avulla saadaan toinen tapa kompleksilukujen tulon ja osaméairadn laskemi-
seen:
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Lause 12.37. Oletetaan, ettd luvuille z, w € C on napaesitykset z = |z|(cos ¢ + isiny) ja
w = |w|(cos @ +isinh). Talloin lukujen z ja w tulo on

zw = |z]|w|(cos(¢ + 0) + isin(p + 0))

ja osamaara on
; - ||;||(COS(<,0 —0) +isin(p — 0))

Todistus. Lasketaan napaesitysten tulo:

zw = |z|(cosp + isiny) - |w|(cosf + isin )

= |z||w|(cos ¢ + isin ¢)(cos f + i sin H)

= |2|Jwl|(cos ¢ cos § + i cos psin § 4 i sin @ cos O + i* sin @ sin 0)
= |z||w|(cos ¢ cos 8 + i(cos ¢ sin O + sin ¢ cos #) — sin ¢ sin )
(

= |z||w|(cos ¢ cos § — sin @ sin § + i(cos ¢ sin O + sin ¢ cos #))
Kayttamalld kosinin ja sinin summakaavoja

cos(p + 0) = cos ¢ cos @ — sin psin §
sin(¢ + 0) = cos @ sin 0 + sin ¢ cos 0

saatu tulos voidaan kirjoittaa muodossa
zw = |z||w|(cos(p + 0) + isin(p + 6)).

Todistus perustui siis kosinin ja sinin summakaavoihin, jotka puolestaan voidaan perustella eri
tavoin. Osoitteesta math.uaa.alaska.edu/~smiley/trigproofs.html 16ytyy geometrinen todis-
tus alle 90° kulmille. Osoitteesta www.intmath.com/analytic-trigonometry /2-sum-difference-
angles 16ytyy kaksi erilaista yksikkoympyréd hyodyntavaa todistusta.

Osamidrid z/w = zw~! koskeva viite voidaan todistaa kiyttaméilld lausetta 12.35 ja fdsken
todistettua tulosta. Se jatetdédn harjoitustehtévaksi. O

Esimerkki 12.38. Lukujen z = 1 —iv/3 ja w = —2 + 2i napaesitykset ovat esimerkkien 12.34
ja 12.33 mukaan z = 2(cos(—n/3)+isin(—7/3)) ja w = 2v/2(cos(3m/4) +isin(37/4)). Lauseen
12.37 mukaan niiden tulo on

1 3 . 1 3
2w =2- 2\/5 (cos (—37r + 47T) + 7sin (—37r + 47r))

=42 (cos (15277) + ¢sin (1527r>) .

Lukujen z ja w osamé&éara on lauseen 12.37 mukaan
z 2 ( ( 1 3 ) L ( 1 3 ))
—=——=|cos| —-m— -7 isin ( ——-m— -7
W 2V2 3 4 37 4

= —|(cos|——m ) +2sin|{——m .
2 12 12


http://math.uaa.alaska.edu/~smiley/trigproofs.html
http://www.intmath.com/analytic-trigonometry/2-sum-difference-angles.php
http://www.intmath.com/analytic-trigonometry/2-sum-difference-angles.php

Nollasta poikkeaville kompleksiluvuille voidaan mééritelld negatiiviset potenssit:

Maaritelmd 12.39. Oletetaan, ettd z € C ja n € N. Oletetaan lisdksi, ettd z # 0.
Merkinta z~" tarkoittaa luvun z" kdanteislukua:

Liséksi masritelldsn, ettd 20 = 1.

Kompleksilukujen potenssien laskemisessa auttaa niin sanottu de Moivren kaava, joka on
saanut nimensé ranskalaisen matemaatikon Abraham de Moivren mukaan:

Lause 12.40 (de Moivren kaava). Oletetaan, ettd kompleksiluvulla z # 0 on napaesitys
z =|z|(cos p +isin ). Tdlloin kaikilla n € Z pitee

= |2z|"(cos ny + isinny).

Todistus. Todistetaan aluksi induktiolla, etta kaikilla n € N péatee 2" = |z|"(cos np+isinnep).
Alkuaskel: Jos n = 0, niin

2| (cos ny + isinng) = |2|%(cos 0+ isin0) = 1- (1 +0i) =1 = 2" = 2",

Induktioaskel: Aloitetaan tekemalld induktio-oletus. Oletetaan, ettéd k € N ja

28 = |2|¥(cos ke + i sin ko). (I0)

Kayttamalld induktio-oletusta ja lausetta 12.37 saadaan

Zk+1

=z 2" = |z|(cos p + isin @) - |2|*(cos ke + i sin k)
= [2[** Y (cos(p + k) + isin(e + k)

= |z (cos(k 4 1) + isin(k + 1)¢).

Johtobéaétos: Alkuaskeleesta ja induktioaskeleesta seuraa induktioperiaatteen nojalla, etté
kaikilla n € N pétee 2" = |z|"(cos ng + isinny).

Todistetaan viite vield negatiivisille kokonaisluvuille. Oletetaan, ettd m € Z ja m < 0.
Tallsin —m > 0 ja médritelmén 12.39 nojalla 2™ = (z~™)~!. Kiytamalld dsken todistettua
tulosta ja lausetta 12.35 saadaan

2" = (|z| " (cos(—myp) +isin(—mg0)))71

(|2]™™) " (cos my + i sin me)

= |z|"™(cos myp + i sinmy)
Néin on osoitettu, ettd kaikilla n € Z pétee 2™ = |z|"(cos ny + isinngp). O
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Esimerkki 12.41. Olkoon z = —v/6 — i/2. Lasketaan de Moivren kaavan avulla z19.
Aloitetaan madrittdmalla luvun z napaesitys. Itseisarvon méaritelman mukaan

2l = /(—v6) + (—v2)* = VB = Vi 2 = Viv2 = 2V2.

Vaihekulman selvittdmista varten merkitdan luku 2 kompleksitasoon:

A

\90

A\

Kuva 12.19: Luku z = —v6 — iv/2 kompleksitasossa.

Kuvaan piirretyn suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat v/6 = v/3v/2 ja v/2. Hypo-
tenuusan pituus on v/8 = 2v/2. Havaitaan, ettd kuvan 12.19 kolmio saadaan, kun kuvan 12.15
muistikolmion kaikki sivut kerrotaan luvulla v/2. Kyseiset kolmiot ovat siis yhdenmuotoiset.
Téastd voidaan paatelld, ettd o = 7/6. Luvun z yksi vaihekulma on siten ¢ = 7 + a = 77 /6.
Luvun z napaesitykseksi saadaan z = 2v/2((cos(77/6) + i sin(77/6)).

Luvun z kymmenes potenssi voidaan nyt laskea de Moivren kaavalla (lause 12.40):

210 = (2v/2)'%(cos(10 - 77/6) + isin(10 - 77 /6))
= 219/2"(cos(707 /6) + i sin (707 /6))
= 2192%(cos(11m + 47/6) + isin(117 + 47/6))
= 2% (cos(5 - 2m + 7 + 27/3) + isin(5 - 27 + 7 + 27/3))
= 21 (cos(m + 27/3) + isin(w + 27/3))
= 21 (cos(57/3) + isin(57/3))

Napaesityksesta voidaan siirtya takaisin tavalliseen summamuotoiseen esitykseen. Yksikkoym-
pyrin ja muistikolmion avulla voidaan paitelld, ettd cos(57/3) = 1/2 ja sin(57/3) = —/3/2.
Téata on havainnollistettu kuvassa 12.20. Néin saadaan

z =215 (; — \f@> =211 —4iV/3).
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S+ (cos(57/3),sin(57/3))

Kuva 12.20: Kosinin ja sinin arvojen pédtteleminen yksikkéympyran ja muistikolmion avulla.
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12.9 Eksponenttiesitys

Otetaan yksinkertaisuuden vuoksi kdyttoon seuraava maéritelmaé:

Maaritelma 12.42. Oletetaan, ettd ¢ € R. Talloin

€'’ = cos ¢ + isin .

Potenssisarjojen avulla voidaan eksponenttifunktio z — e® seké trigonometriset funktiot
sini ja kosini méaritelld koko kompleksitasossa. Télloin ylla olevassa méaaritelmassa 12.42 esiin-
tyva yhtalo eli niin sanottu Eulerin kaava saadaan todistettuna tuloksena. Lisdtietoja téasta
16ytyy esimerkiksi Petri Olan kirjoittamasta Lukualueet-kurssin materiaalista. Koska potens-
sisarjojen teoria ei kuulu tdmén kurssin esitietoihin, kdiytdmme méaritelmas 12.42.

Maééritelmén 12.42 avulla kompleksiluvun z napaesitys |z|(cos ¢ + isin ) voidaan kirjoit-
taa muodossa |z|e’?. Tité esitysmuotoa kutsutaan luvun z eksponenttiesitykseksi, kuten alla
olevasta méaaritelméstd kay ilmi.

Maaritelma 12.43. Kompleksiluvun z eksponenttiesitys tarkoittaa luvun z esittdmistéa
muodossa
z = |z|e'?,

missé |z| on luvun z itseisarvo ja ¢ on luvun z vaihekulma.

Kompleksiluvun z eksponenttiesitystd on havainnollistettu kuvassa 12.21.

A

¢
(N .

, |2l
|2le*?

Kuva 12.21: Kompleksiluvun z eksponenttiesitys.

Esimerkki 12.44. Maéaritetdan kompleksﬂuvun w = —3 31 eksponenttles1tys

Itseisarvon mééritelméan mukaan |w| = /(- —3)2 =118 =92 =19v2 = 3V2.
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Merkitdan luku w = —3 — 3¢ kompleksitasoon:

e,

v
w
Kuva 12.22: Luku w = —3 — 3i kompleksitasossa.

Kuvan 12.22 suorakulmaisesta kolmiosta saadaan paateltyd, ettd a = w/4. Luvun w vaihe-
kulmaksi voidaan siten valita ¢ = 7+« = 5w /4. Nain luvun w eksponenttiesitykseksi saadaan

w = 3\/56%”.

Esimerkki 12.45. Misritetdan kompleksiluvun z = —2 + 2/3i eksponenttiesitys.
Itseisarvon maaritelmén mukaan |z| = \/ (—2)2 + (2v/3)2 = /16 = 4. Merkitddn luku
2z = —2 4 24/3i kompleksitasoon:

a AINY

A\

Kuva 12.23: Luku z = —2 + 2v/3i kompleksitasossa.

Kuvan 12.23 suorakulmaisesta kolmiosta saadaan paételtya esimerkiksi muistikolmion avul-
la, ettd o = 7/3. Luvun z vaihekulmaksi kelpaa siten ¢ = 7 — a = 27/3. Néin luvun z ekspo-

nenttiesitykseksi saadaan
2T

z=4e3".
Napaesityksen laskusaéntojé koskevista lauseista 12.35 ja 12.37 sekd de Moivren kaavasta
12.40 seuraa, ettd eksponenttiesitystd kaytettdessid voidaan soveltaa tuttuja potenssien las-

kusadntoja. Tata havainnollistetaan seuraavissa esimerkeissa.

e o _T; T . . . . .
Esimerkki 12.46. Méairitetdédn luvun z = 3e™ 2" - Te4® itseisarvo, vaihekulma, reaaliosa ja
imaginaariosa.
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Itseisarvo ja vaihekulma saadaan sieventdmaélld lukua z tuttujen laskusdéantéjen avulla:
z=3¢ 2. Tei' = 3. 76(_%+%)i =2le” %"

Havaitaan, ettd luvun z itseisarvo on |z| = 21 ja luvun z vaihekulmaksi kelpaa —m /4.
Reaaliosan ja imaginaariosan selvittdmiseksi siirrytddn napaesitykseen:

. 1 1 21v2 212
2 =2le 11 =21 <Cos <—7T> + isin (—W)> =21 ( - z) _2v2 21V,
4 4 NG 2 2

Kosinin ja sinin tarkat arvot voidaan téssd tapauksessa padtelld muistikolmion ja yksikko-
ympyran avulla. Muistikolmiosta saadaan itseisarvot, etumerkit paétellddn kulman sijainnista
yksikkoympyrassa (kuva 12.24).

Sl

4
A
v

/ /4

/
/
\

\
—~
Q
[}
n
0
3
~

o~
~
w0
=
=
0
3
~
o~
~~
~
—_
S

Kuva 12.24: Kosinin ja sinin arvojen péatteleminen yksikkGympyréan ja muistikolmion avulla.

Esimerkki 12.47. Miiritetiin luvun z = —2e~ 6¢

imaginaariosa.

itseisarvo ja vaihekulma seké reaali- ja

Huomataan, ettd z ei ole eksponenttiesityksessa, silla kerroin —2 on negatiivinen. Kaytta-
malld luvun —2 eksponenttiesitysta —2 = 2¢™ saadaan

29 = 276 = 2¢™ . e 5% = 2e(T"F)1 = 9¢ 5 ¢,

Huomataan, ettd luvun z itseisarvo on |z| = 2 ja luvun z vaihekulmaksi kelpaa 57 /6.
Toinen tapa itseisarvon ja vaihekulman selvittdmiseksi on huomata, etta luku z = —2¢” 6"

on luvun 2e 6" vastaluku. Téstd voidaan paatella, ettd niiden itseisarvot ovat samat ja vaihe-

kulmien erotus on m. Luvun z itseisarvo on siten |z| = 2 ja luvun z vaihekulmaksi kelpaa

—m/6 + 7 = 5w /6. Tata on havainnollistettu kuvassa 12.25.
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Kuva 12.25: Luku z = —2¢~ 6 on luvun 2e~ 6% vastaluku.

Reaali- ja imaginaariosan selvittdmiseksi siirryta&n napaesitykseen:

.. 1
2 =926t =9 (cos (5(?) +isin (5(?)) —9 <—\f+i2> = 3+

Kosinin ja sinin tarkat arvot voidaan téssdkin tapauksessa péételld muistikolmion ja yksikko-
ympyran avulla. Muistikolmiosta saadaan itseisarvot, etumerkit paéatellddn kulman sijainnista
yksikkOympyréssé (kuva 12.26).

il N
/

ot

N

N[

| N . /6

v

s

Kuva 12.26: Kosinin ja sinin arvojen pédtteleminen yksikkéympyran ja muistikolmion avulla.
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12.10 Binomiyhtalo

Tassé kappaleessa sovelletaan kompleksilukujen eksponenttiesitystd niin sanottujen binomi-
yhtaldiden ratkaisemiseen.

Masritelmd 12.48. Oletetaan, ettd w € C jan € N, n > 1. Muotoa
't =w

olevaa yhtéaloa kutsutaan binomiyhtdlokss.

Esimerkiksi yhtalot z° = 1 ja 2% = 24/3 — 2i ovat binomiyhtélsitd. Huomaa, ettd binomi-
yhtélossé tuntematonta voidaan merkitd muullakin kirjaimella kuin kirjaimella x.

Esimerkki 12.49. Ratkaistaan kompleksilukujen joukossa yhtils 2® = 1.

Aloitetaan muodostamalla ekponenttiesitys vakiolle 1. Koska luvun 1 itseisarvo on 1 ja
sen vaihekulmaksi voidaan valita 0, saadaan eksponenttiesitykseksi 1 = e%. Muodostetaan
eksponenttiesitys myos tuntemattomalle 2 merkitsemélld = re’?, missi o, 7 € R ja r > 0.

Tarkasteltava yhtdlo voidaan eksponenttiesitysten avulla kirjoittaa muodossa

(re'?)® = %,

Kompleksilukujen laskusdantoéjen avulla yhtélon vasenta puolta voidaan sieventéd, jolloin yh-
talo saadaan muotoon

rPedP = el (1)
Tamé yhtilo toteutuu, jos ja vain jos siind esiintyvilla kompleksiluvuilla 7°e¢%% ja €% on sama
itseisarvo ja niiden vaihekulmien erotus on k - 27 jollakin k € Z. Vaihekulmien ei siis tarvitse
olla samoja, vaan ne voivat erota toisistaan yhden tai useamman tdyden kierroksen verran.
Yhtélon (1) kanssa yhtéapitava yhtéalopari on siten

=1
5p —0=k-2m,
missd k € Z. Téassa yhtaloparissa tuntemattomat r ja ¢ ovat reaalilukuja ja lisdksi » > 0, joten
yvhtélopari voidaan ratkaista tavallisia reaalilukujen laskusadntojéa kayttéen:

P =1 r= r=1
& < 2
S50 —0=k-2m S5p=Fk- 27 go:k-gw.

Yhtéaloparin ratkaisut ovat siis

r=1

2
=k -7

2 5
missd k € Z. Havaitaan, etta kaikkien ratkaisujen itseisarvo on 1, joten ne sijaitsevat komplek-
sitasossa yksikkoympyran kehalla. Eri ratkaisuja saadaan kaikkiaan viisi kappaletta:



Ne saadaan esimerkiksi tapauksissa, joissa k& € {0,1,2,3,4}. Muilla parametrin k arvoilla
saadut vaihekulmat tuottavat lopputulokseksi jonkin naistd samoista kompleksiluvuista. Tata
on havainnollistettu alla kuvassa 12.27.

ke{ .. —4,1,6,11,16,...}

kef.. —5051015,...}

.

ke{. ,—2,3,813,18,...} " /
i | o

ke{ .. —1,4,914,19,...}

Kuva 12.27: Yhtilon 2° = 1 ratkaisut sijaitsevat kompleksitason yksikkdympyralld.

Yhtélon 2® = 1 ratkaisut ovat nimeltdin viidennet ykkésen juuret. Parametrin k perak-
kiisilla arvoilla saatujen ratkaisujen vaihekulmien ero on aina 27 /5, joten viidennet ykkosen
juuret ovat sdannollisen viisikulmion karkipisteet. Téatd on havainnollistettu kuvassa 12.28.

Kuva 12.28: Yhtilon 2° = 1 ratkaisut muodostavat kompleksitasoon siénnéllisen viisikulmion.

Esimerkki 12.50. Ratkaistaan kompleksilukujen joukossa yhtélo z* = 21/3 — 2i.
Aloitetaan muodostamalla eksponenttiesitys vakiolle 21/3 — 2i. Sen itseisarvo on mééritel-

man mukaan

12v/3 — 2i| = \/(2\/3)2 +(=2)2 = V16 = 4.
Vaihekulma 6 saadaan ratkaistua kuvan 12.29 suorakulmaisesta kolmiostas:
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|
|
|
|
|
Yo =243 -2

Kuva 12.29: Luku w = 2v/3 — 2i kompleksitasossa.

Vakion 2v/3 — 2i eksponenttiesitykseksi saadaan néiin 2v/3 — 2i = 4e~6". Muodostetaan eks-
ponenttiesitys myos tuntemattomalle z merkitsemilli z = re’?, missi ¢, r € R ja r > 0.
Tarkasteltava yhtdlo voidaan eksponenttiesitysten avulla kirjoittaa muodossa

(re'?)* = 475",
Kompleksilukujen laskusdantojen avulla yhtélon vasenta puolta voidaan sieventéd, jolloin yh-
talo saadaan muotoon
L

rtet® = 4¢7 50,

(2)
Tamé yhtilo toteutuu, jos ja vain jos siind esiintyvilld kompleksiluvuilla rte® ja 4e~6" on
sama itseisarvo ja niiden vaihekulmien erotus on k - 27 jollakin k € Z. Vaihekulmien ei siis
tarvitse olla samoja, vaan ne voivat erota toisistaan yhden tai useamman tdyden kierroksen
verran. Yhtalon (2) kanssa yhtapitavéa yhtalopari on siten

rt=4

4o — (—g) =k-2m,

missd k € Z. Ratkaistaan tastd yhtaloparista r ja ¢:

rt=4 r?=2V rl=-2 r=v2 Vr=-—v2
T - ™ < ™ ™
do——=)=k-2 dop=——+Fk-2 =——+ k- =
4 ( 6) ™ PR Ty
Huomaa, ettd vaihtoehto r? = —2 on aina epétosi eiké tuota ollenkaan ratkaisuja. Lisdksi

oletuksen mukaan r > 0, joten ainoa mahdollinen vaihtoehto on r = v/2. Ratkaisuiksi saadaan

siis
r=1v2
s Y
— " 4k
PET TR

missi, k € 7. Havaitaan, etti kaikkien ratkaisujen itseisarvo on /2, joten ne sijaitsevat
kompleksitasossa origokeskisen v/2-séteisen ympyréan kehélld. Eri ratkaisuja saadaan kaikkiaan

nelja kappaletta:
\/iefim‘, \/ie%m, \/§e§m, \@e%m.
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Ne saadaan esimerkiksi tapauksissa, joissa k € {0, 1,2,3}. Muilla parametrin k arvoilla saadut
vaihekulmat eroavat néisté jollain maéaralla taysid kierroksia ja tuottavat siis lopputulokseksi
samat kompleksiluvut. Téata on havainnollistettu alla kuvassa 12.30.

A

ke{ .. —31,509,..}

e

o e
\ Tkef...,—4,0,4,8,...}

Kuva 12.30: Yhtdlon z* = 21/3—2i ratkaisut sijaitsevat \/2-siteisells origokeskiselld, ympyrélla.

Parametrin k perikkaisilld arvoilla saatujen ratkaisujen vaihekulmien ero on aina 7/2,
joten yhtdlon z* = 2/3 — 2i ratkaisut ovat sadnnollisen nelikulmion kérkipisteet. Tétd on

havainnollistettu kuvassa 12.31.

Kuva 12.31: Yhtilon z* = 2¢/3 — 2i ratkaisut muodostavat kompleksitasoon nelion.

12.11 Toisen asteen yhtalo

Esimerkki 12.51. Tarkastellaan toisen asteen yht#lod 22 = 25. Yhtdlod muokkaamalla huo-
mataan, etté silld on reaalilukujen joukossa kaksi ratkaisua:

?=25e22-25=022>-5"=0s (z—-5)(z+5)=0

Tulon nollaséddnnon 12.18 mukaan viimeinen yhtalo toteutuu, jos ja vain jos © — 5 = 0 tai
z + 5 = 0. Toisin sanottuna, jos ja vain jos x = 5 tai x = —5.
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Esimerkki 12.52. Tarkastellaan toisen asteen yhtélod 22 = —9. Silld ei ole ratkaisuja reaali-
lukujen joukossa, koska 2 > 0 kaikilla z € R. Yhtdlo 2 = —9 voidaan kuitenkin kompleksi-
lukujen joukossa ratkaista samaan tapaan kuin miké tahansa binomiyhtalo:

Eksponenttiesitysten avulla yht#lo 2 = —9 voidaan kirjoittaa muodossa (re’?)? = 9¢™
eli muodossa r2e?"¥ = 9¢™. Tamai yhtilo toteutuu, jos ja vain jos siind esiintyvilli kompleksi-
luvuilla r2e%%% ja 9™ on sama itseisarvo ja niiden vaihekulmien erotus on k- 27 jollakin k € Z.
Tarkasteltavan yhtalon kanssa yhtapitavéa yhtalopari on siten

r2=9
20 —m=k- 27,

missd k € Z. Eksponenttiesityksessé itseisarvo r > 0, joten ratkaisuiksi saadaan

r=3
T
== + k- T,
2
missd k € Z. Havaitaan, etté yhtélolld 22 = —9 on kaksi eri ratkaisua: 3e2? = 3ija3e2 * = —3i.
// \\
/ \
/ \
/ \
/ \
! \
S >
| |
\ /
\ /
\ /
N /
N ’

Kuva 12.32: Yhtélon 22 = —9 ratkaisut 3i ja —3i kompleksitasossa.

Toisen asteen yhtaloiden ratkaisemiseen liittyy myos neliéjuuren késite, joka on mééritelty
epanegatiivisille reaaliluvuille:

Maiaritelma 12.53. Oletetaan, ettd ¢ € R ja a > 0. Luvun a nelidjuuri tarkoittaa

reaalilukua b, jolla péatee:
¥=a ja b>0.

Luvun a neligjuurta merkitaan /a.

2 = a epénegatiivi-

Maééritelmén 12.53 mukaan luvun a > 0 neliéjuuri /a on siis yhtdlon
nen ratkaisu. Néin jokaiseen reaalilukuun a > 0 liitetdan tasan yksi epanegatiivinen reaaliluku
Va. Saanté = — 4/ on siis kuvaus [0, 00[ — [0, 00[. Huomaa, ettd negatiivisen reaaliluvun

nelidjuuri ei ole maéritelty.
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Kuva 12.33: Osa nelidjuurifunktion x — /x kuvaajasta.

Esimerkki 12.54. Esimerkissi 12.51 saatiin yhtdlon z? = 25 ratkaisuiksi 5 ja —5. Luvun 25
nelivjuuri on /25 = 5, silld 52 = 25 ja 5 > 0.

Esimerkki 12.55. Esimerkin 12.52 mukaan myos yhtilolla 22 = —9 on kaksi ratkaisua: —3i
ja 3i. Negatiivisen luvun nelidjuuri ei kuitenkaan ole méaaritelty. Tutkitaan, mitd tapahtuisi,
jos yritettdisiin médritelld v/—9 = 3i. Kiyttamalla tavallisia laskusiintoji saataisiin seuraava
yhtéloketju:

9= V81 = /(~9)(~9) = V=9v~9 = 3i - 3i = 9% = 9.
Vaihtoehtoinen mééarittely /—9 = —3¢ johtaisi samanlaisiin ongelmiin:
9 = VBL = /(=9)(~9) = V=9v/~9 = —3i - (~3i) = 9% = 9.

Havaitaan, ettd nelidjuuren laskusaiantod vab = \/5\/5 ei voi kdyttaa, jos neliojuuri yritetdan
madritelld negatiivisille reaaliluvuille.

Neligjuuri voidaan méaéritelld negatiivisille reaaliluvuille ja yleisemmin kompleksiluvuille
eksponenttiesityksen avulla asettamalla luvun z = re® nelidjuureksi v/z = ﬁe’%. Talloin jou-
dutaan monikésitteisyyden valttdmiseksi rajoittamaan vaihekulma ¢ esimerkiksi vélille [0, 27|
tai |—m, w]. Tuttuihin neli6juuren laskusééntoihin ei kuitenkaan voi télléin endé luottaa, kuten
edellisista yhtéaloketjuista nahtiin.
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Jatketaan toisen asteen yhtéldiden tutkimista.

Esimerkki 12.56. Tarkastellaan yht#lod 22 = —2. Se voidaan ratkaista binomiyht#lons sa-
maan tapaan kuin esimerkissa 12.52. Kéaytetadn nyt kuitenkin toista ratkaisutapaa, joka pe-
rustuu tulon nollasdant6on ja muistuttaa esimerkin 12.51 ratkaisua.

Muokataan yhtald toiseen muotoon:

P=2612=2c22-22=0s22— (V2% =0

& (2 —iV2)(z +iv2) =0

Kompleksilukujen tulon nollasédnnon 12.18 mukaan viimeinen yhtélo toteutuu, jos ja vain jos
x —iv2 =0 tai z +iv/2 = 0. Toisin sanottuna, jos ja vain jos x = iV2 tai z = —iv/2.

Yhtalolld 22 = —2 eli yhtalolld 22 +2 = 0 ei siis ole ratkaisuja reaalilukujen joukossa. Taméi
merkitsee sité, ettei yhtélon y = x2 + 2 méiirittelems paraabeli kohtaa z-akselia. Tilannetta
on havainnollistettu kuvassa 12.34.

y=ax%+2

v

Kuva 12.34: Yhtélolld 22 + 2 = 0 ei ole ratkaisuja reaalilukujen joukossa.

Esimerkin 12.56 tulos voidaan yleistéda seuraavaksi lauseeksi:

Lause 12.57. Oletetaan, etti r € R ja r < 0. Yhtdilolld 2% = r on kompeksilukujen joukossa
tasan kaksi ratkaisua, jotka ovat i/|r| ja —i\/|r]|.

Todistus. Muokataan yhtilo 22 = r toiseen muotoon samaan tapaan kuin esimerkissi 12.56.
Koska 7 < 0, pitee r = — |r| = |r|i%.

2
:U2:1"<:>332:|r|i2<:>a:2—|r]i2:0<:>m2—<i |7‘]) =0

@(w—i |7~y> (:U+i m) —0

Tulon nollasddnnon 12.18 mukaan viimeinen yhtélo toteutuu, jos ja vain jos z — i+/|r| = 0 tai
x + 1+/|r] = 0. Toisin sanottuna, jos ja vain jos x = i+/|r| tai x = —i /|r|. O
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Yleisen toisen asteen yhtélon ratkaisemisessa tarvitaan niin sanottua nelidksi tdydentami-
sen tekniikkaa, joka perustuu kaikilla reaali- ja kompleksiluvuilla péteviéan yhtaloon

(a+b)? =a? + 2ab + b*. (3)
Nelioksi tdydentdmistéd havainnollistetaan seuraavassa esimerkissé.

Esimerkki 12.58. Taydennetiin nelioksi lauseke 22 +x —6. Muokataan lauseketta vaiheittain
niin, ettd se muistuttaisi enemmaén yhtalon (3) oikeaa puolta. Pidetaéan joka vaiheessa huolta,
ettd yhtdsuuruus sailyy koko ajan:

1 1 N2 /1\2
2 2 2
tr-6=a’42-Z-2—6=a+2-—-z+ (=) —(=) —6

a=z ja b=1/2

Lausekkeeseen saatiin nakyviin yhtdlon (3) oikeaa puolta muistuttava osa, joka voidaan kir-
joittaa toiseen muotoon:

e (3) () om () ()
T R -] =z —6=(z+=) —(=) —
2 2 2 2 2

a=z ja b=1/2 a=z ja b=1/2

Nain alkuperdinen lauseke saadaan muotoon

1\? 1 1\? 25
2 - = — —_ - — = —_ R
4+ x—6 (x—l—Q) 1 6 (:c+2> 1

Tarkastellaan seuraavaksi yhtdlod ax? + bx + ¢ = 0, jossa a, b, ¢ € R ja a # 0. Muokataan
yvhtélod niin, ettd sen vasen puoli saadaan tédydennettya nelioksi:

ar’ +br+c=0< a’z® + abx +ac=0

2
2 2
<:>(ax)2+2-aaz-g+(b> :ac+<b)

2 2
@< +b>2__4a0 b
WwrL) T Ty
@(aw+b>2—b2_4ac (%)
2) 4

Havaitaan, ettd saadun yhtdlon (x) oikea puoli on epanegatiivinen, jos ja vain jos diskriminantti
b2 — 4ac > 0. Téssi tapauksessa ratkaisuiksi saadaan

b b2 —4 Vb2 —4
ax+§:i 4ac:i . ac
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eli

_ —bE VIV —dac

N 2a '
Jos yhtilon (*) oikea puoli on negatiivinen eli diskriminantti b —4ac < 0, saadaan ratkaisuiksi
lauseen 12.57 nojalla

4ac| \/ b2 dac]

4ac

aoc—i-f

eli
_ —b=i/|b* — dac]

2a
Kootaan saadut tulokset seuraavaksi lauseeksi:

Lause 12.59. Oletetaan, etti a, b, c € R ja a # 0. Yhtilon ax? 4+ bx +c = 0 ratkaisut saadaan
seuraavasti: Jos diskriminantti b> — 4ac > 0, yhtdlon ratkaisut ovat

—b++vb? — 4ac

xr =

2a
Jos diskriminantti b> — 4ac < 0, yhtilon ratkaisut ovat
—b +i4/|b? — 4ac]

N 2a ’
Esimerkki 12.60. Ratkaistaan kompleksilukujen joukossa yhtilé 22 — 22 + 2 = 0. Sen dis-
kriminantti on negatiivinen: b? — 4ac = (—=2)? —4-1-2 = 4 — 8 = —4. Yht#lon ratkaisut ovat
siten

—(=2)+i/|(-2)2—-4-1-2 244/ —4 2+iv4  2+£2
o= —(E2£VIE2) |2Vl _24VE 2420

2.1 2 2 2

y=2%—2x+2

\ 4

Kuva 12.35: Yhtalolld 22 — 2z 4+ 2 = 0 ei ole ratkaisuja reaalilukujen joukossa.

Esimerkki 12.61. Ratkaistaan kompleksilukujen joukossa yht#lo z? —x — 2 = 0. Sen diskri-
minantti on positiivinen: v — 4ac = (—1)2 —4-1-(—2) = 1 + 8 = 9. Yht#lon ratkaisut ovat

siten
1)+ (-1)2-4-1-(-2) 1+v9 1+3
2.1 22
Ratkaisut ovat siis x1 = —1 ja xo = 2. Tilannetta on havainnollistettu kuvassa 12.36.

xr =
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y=a?—x—2

\

Kuva 12.36: Yhtéalon 22 — z — 2 = 0 ratkaisut ovat 7 = —1 ja xg = 2.

Seuraavissa esimerkeissi havainnollistetaan erityyppisiéd toisen asteen yhtélditd ja niiden

ratkaisuja.

Esimerkki 12.62. Yhtilo 22 = 1 toteutuu, jos ja vain jos = 1 tai = —1. Kyseinen yht&lo
voidaan kirjoittaa myds muodossa x> — 1 = 0, joten sen ratkaisut ovat polynomifunktion
x — x2 — 1 nollakohdat. Alla olevassa kuvassa 12.37 on havainnollistettu yhtilon ratkaisuja

kompleksitasossa.

y=a>-1

Kuva 12.37: Yhtdlén 22 = 1 ratkaisut ovat funktion z — 22 — 1 nollakohdat.
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Esimerkki 12.63. Yhtilo 22 = —1 toteutuu, jos ja vain jos z = i tai z = —i. Alla ole-
vassa kuvassa 12.38 on havainnollistettu yhtéalon ratkaisuja kompleksitasossa. Ratkaisut eivat
ole reaalisia, mikd nahddsn myos siité, ettei vastaavalla polynomifunktiolla  — z? 4+ 1 ole
nollakohtia.

y=2>+1

//
4*7
\
A
v

Kuva 12.38: Yhtilolli 22 = —1 ei ole ratkaisuja reaalilukujen joukossa.
Esimerkki 12.64. Ratkaistaan yhtilo (z — 3)? = 2:
(z—-3°=20r-3=+V2&1=3+V2

Kuvassa 12.40 on havainnollistettu yhtalon ratkaisuja kompleksitasossa. Havaitaan, etté rat-
kaisut sijaitsevat kompleksitasossa ympyrilld, jonka keskipiste on (3,0) ja siide on /2.

y=(z—3)?-2

Kuva 12.39: Yhtilon (x — 3)% = 2 ratkaisut ovat funktion = — (z — 3)? — 2 nollakohdat.

149



Esimerkki 12.65. Ratkaistaan yhtilo (z — 3)% = —2:
(z—3)2=—2or-3=+iV2ez=3+iV2

Kuvassa 12.39 on havainnollistettu yhtalon ratkaisuja kompleksitasossa. Havaitaan, etta rat-
kaisut sijaitsevat kompleksitasossa ympyrilld, jonka keskipiste on (3,0) ja side on /2 =

=2
A A
=(r—3)2+2
7 - -®-~ >
- 1 >
Kuva 12.40: Yhtélolld (x — 3)2 = —2 ei ole ratkaisuja reaalilukujen joukossa.

Esimerkki 12.66. Tarkastellaan yhtdlod (z — (3 + 44))? = 2i. Se voidaan kirjoittaa myds
muodossa 22 — (6 + 8i)z + 22i — 7 = 0. Kysymyksessi on siis kompleksikertoiminen toisen
asteen yhtilo. Sen ratkaisemiseksi etsitdin aluksi ne kompleksiluvut z, joilla 22 = 2i.

Binomiyhtilo 22 = 2i voidaan ratkaista merkitsemélld z = re’®, missi r, ¢ € R ja r > 0,
ja kiyttadmalld my6s vakiolle eksponenttiesitystd 2i = 2¢™/2. Talloin

2 =2er?e =20 o r=4V2 A 20=7/24n-2n
Sr=+V2 A p=7/4+n-m,

missd n € Z. Erilaisia ratkaisuja saadaan kaksi:

21 =V2e"t =144
29 = V/2eM5T/A = 1 g,

Alkuperiinen yht#ld (z — (3 + 44))? = 2i saadaan nyt ratkaistua:
(z—(3+4i)2=2r—(B+4i)=+(1+i)ca=4+5i V z=2+3i

Kuvasta 12.41 havaitaan, ettd ratkaisut sijaitsevat kompleksitasossa ympyralld, jonka keski-
piste on 3 + 4 ja siide on v/2 = /]2i].
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Kuva 12.41: Yhtélon (z — (3 + 4i))? = 2i ratkaisut kompleksitasossa.
Esimerkki 12.67. Tarkastellaan kompleksikertoimista toisen asteen yhtaloé
2% — (24 4i)z +8i — 6 = 0.
Muokataan yhtaloa niin, ettd sen vasen puoli saadaan tdydennettyé nelioksi:

° — (24 4i)r+8 —6=0 2> —2(1+2i)z+ (1 +2i)* — (1 +2i)> +8i —6=0
st =214 2)x + (14+2i)? = (14 2i)? —8i +6
S(r—(142i)2=(1+20)>-8i+6
- (14+2)2=1+4i—-4—-8i+6
& (v — (142i)* =3 — 4.

Ratkaistaan seuraavaksi yhtdlo 22 = 3 — 4i. Merkitéédn z = a + bi, missi a, b € R. Talléin
22 =3—4is (a+bi)? =3 —4ie a®+ 2abi —b* =3 — 4i.

Vertaamalla reaaliosia keskendén ja imaginaariosia keskenddn saadaan tdmén yhtdlon kanssa
yhtépitava yhtalopari, josta voidaan ratkaista a ja b:

4

{az—b2:3 {a2—b2:3 a2—¥:3 {a4—3a2—4:0
-~

= =
2ab = —4 P b 2 p— 2
a - a a

Yht#lod a* — 3a? —4 = 0 voidaan ajatella toisen asteen yhtiloni, jossa tuntematon on a?. Niin

saadaan

s —(-3)EV(-3)?—-4-1-(-4) 3+v25 3+5
“ = 2.1 — T2 T 2
Koska a € R, sen toinen potenssi ei voi olla negatiivinen, ja siten ainoaksi ratkaisuksi saadaan
a? = 4. Niiin a = 42 ja siten b = —2/a = F1. Siis

P2 =3—4diez==4(2-1).
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Alkuperiinen yhtilo (x — (1 + 2i))? = 3 — 4i saadaan nyt ratkaistua:
(r—(142))2=3-dicse—(1+2)=+2—i)eax=3+i V 2=—1+3i.

Kuvasta 12.42 havaitaan, ettd ratkaisut sijaitsevat kompleksitasossa ympyralla, jonka keski-
piste on 1+ 2i ja siide on /5 = /|3 — 4i].

A

N\
/ \
[ 4 \
/ \
I \
] |
\ |
\ /
/
% o
\

v

Kuva 12.42: Yhtélon (z — (1 + 2i))? = 3 — 4i ratkaisut kompleksitasossa.
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