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Opettajan ohje

ALKUSANAT OPETTAJALLE

Joustava yhtalonratkaisu (JYR) on LUMA SUOMI —kehittdmishanke, joka toteutettiin Oulun yliopiston matematiikan ope-
tuksen tutkimusryhmdssa. JYR —materiaalissa painotetaan ymmarrystd, oman ajattelun kertomista ddneen, eri ratkaisu-
tapojen kayttoa ja virheista oppimista. Tdssa opettajan materiaalissa kuvataan tavoitteidenasettelua, tehtdvien ratkai-
suja ja toteuttamisvinkkeja.

JYR —menetelmadssd matematiikka nahddaan mahdollisuutena oppia ajattelemaan, perustelemaan ja ymmartamaan.
Kasitteiden oppiminen ja ymmartaminen ajatellaan laskurutiineiden painotusta tarkedmpana. Ratkaisuprosessi on vas-
tausta tarkeampi. Yhtaldiden ratkaisemiseen tarvittavat muunnokset (puolittain lisddminen, vahentaminen, kertomi-
nen, jakaminen ja lausekkeen muokkaaminen) esitelldadn yhtena kokonaisuutena, jolloin oppilas saa kokonaisndkemyk-
sen ja vapautta yhtaldiden opiskeluun. Eri ratkaisutapojen tuottaminen ja vertaileminen on niin ikdan tarkeaa kasitteel-
lisen ymmarryksen kehittymiselle.

JYR:ssa kukin oppilas tdyttdad omaa monistettaan, mutta useimmissa tehtavissa tyoskennelldadn ryhmassa. Kaikilla tun-
neilla tydskennellddn 3-5 hengen pienryhmissa; pienryhméatyoskentelyn lomassa on myos koko luokan koonteja (ks.
alla). Materiaalissa kaytetdan padsaantoisesti seuraavia osioita:

- Tehtdva —osioissa padpaino on pienryhmatyoskentelyssa. Opettajan on hyva kannustaa ryhmaldisia tehtavien
tekemiseen yhdessa tai ainakin keskustelemaan kesken&an eri oppilaiden tuottamista ratkaisuista (ei ainoas-
taan vastauksesta). Tarkeda on kuvata omaa ajattelua sekd ymmartaa muiden ajattelua, seka varmistaa, etta
kaikki ymmartavat, mitad on tehty.

- Esimerkki —osiossa kdydaan materiaalia |dpi opettajajohtoisesti keskustellen. Oppilaille kannattaa antaa aikaa
(0,5-2 min) pohtia kutakin esimerkkitehtavaa ryhmissd ennen koko luokan keskustelua tai keskustelun valissa.

- Uusi kasite —osiossa kdydaan myos materiaalia lapi opettajajohtoisesti keskustellen. Nimensda mukaisesti osi-
ossa esitelldan (eli maaritellaan) uusi kdsite jota myohemmin kaytetdan esimerkeissa ja tehtavissa. Uuden ka-
sitteen osalta voi olla perusteltua antaa aikaa pienryhmakeskustelulle vasta opettajan esityksen jalkeen, koska
uusia kasitteita ei voi paatelld (matemaattisesti).

Rakentava pienryhmassa tyoskenteleminen

Opettajan on tarkeaa valita pienryhmat huolella sovittaen oppilaiden heikkouksia ja vahvuuksia yhteen (johtaja, ideoija,
innostaja, kokoaja, jne.). Jos luokka ei ole tottunut pienryhmatyoskentelyyn matematiikan tunneilla, voi sen kdyttamisen
aloittaa esimerkiksi pari viikkoa ennen yhtdlonratkaisuun siirtymista. Luokan kanssa on hyva keskustella, millaista on
hyva ryhmatyoskentely, mita haasteita siihen liittyy ja antaa heidadn tottua ryhmassa olemiseen. Tunneilla opettaja kier-
telee neuvomassa ryhmia, mutta kannustaa oppilaita kysymaan ensin toisiltaan ja ottamaan aktiivisen otteen seka
omasta ettd ryhman tekemisesta.

Opettajajohtoinen koonti

Opettajan rooli on tarkea paitsi pienryhmien ohjaajana, myods uusien kdsitteiden esittdmisessa ja ryhmien ajatusten
kokoajana (tunnin alussa, aikana ja lopussa). Siirtymaa opettajajohtoiseen tydskentelyyn voi nopeuttaa esim. kellon ki-
lindlla. Esimerkiksi kysymykset “Mita ajatuksia muilla tulee tdsta?”, "Kerrotko vield omin sanoin.”, "Miksi?” edistavat
luokkahuonekeskustelua seka oppilaiden ajattelun ja virhekasitysten esiintuloa. Opettajan rooli on ohjata keskustelua,
ei niinkdan selittaa itse tai kertoa vastauksia. Erityisen tirkeda on ohjata oppilaita kuuntelemaan ja kommentoimaan
toistensa puheenvuoroja. Jos asia uhkaa jaada epaselvaksi, opettaja auttaa olennaisen |6ytamisessa.



Erityyppisia tehtavia ja itsearviointia

Materiaali koostuu viidesta luvusta, joihin menee 10 tuntia. Jos aikaa on niukalti, niin kolmannen luvun jalkeen on mah-
dollista pitda tauko ja jatkaa esimerkiksi 8. luokalla. Lukujen sisallén perustelua on niiden alussa. Tehtavia seka analy-
soidaan, ratkaistaan ettd luodaan itse. Kalle ja Leena —tehtdvissa vertaillaan kahta eri ratkaisutapaa. Saman tehtdvan
eri ratkaisutapojen vertailun on yhdysvaltalaistutkimuksissa todettu kehittavan matematiikan kasitteellistd osaamista
ja joustavuutta kaiken tasoisilla oppilailla. Tehtdvaan voi sisdltya tarkoituksellinen virhe, mita analysoimalla voidaan
korjata tyypillisimpia virheita, pohtia perusteluja ja paljastaa muita virheellisia kasityksia. Jokeritehtaviksi merkityt teh-
tavat lasketaan, jos aikaa jaa ennen seuraavan esimerkkiin siirtymista tai ennen oppitunnin paattymistd. Kotitehtavissa
padosin kerrataan edellisen tunnin asiaa. Tuntien paatteeksi oppilaat arvioivat lyhyesti ryhmansa tyoskentelya. Lukujen
lopuksi he arvioivat matemaattista osaamistaan.

Tervetuloa mukaan kehittamaan itsedsi, oppilaitasi ja matematiikan opetusta!

Oulussa helmikuussa 2016, Joustava yhtalonratkaisu —tyoryhma



TAVOITTEET KAPPALEITTAIN

LUKU KAPPALE Sisalto
LUKU 1 1.1 Mika on yhtalo? - Pohjustetaan yhtéldiden kasitteellistd ymmarrysta.
JOHDATUS YHTA- - Opitaan ndkemaan ero lausekkeen ja yhtalon valilla.
LOIHIN - Pohditaan yhtélon totuusarvoa.
1.2 Mika on yhtalon ratkaisu? - Kokeilemalla tutkitaan, onko jokin luku yhtél6én rat-
kaisu.
- Tutkitaan yhtal6iden totuusarvoa.
- Ymmarretdan, mita tarkoitetaan yhtalon ratkaisulla.
LUKU 2 2.1 Muunnokset ja vaakamalli - Tutustutaan muunnoksiin keinona muuttaa yhtalon
MUUNNOKSIIN ratkaisua niin, etta ratkaisu (tasapaino) pysyy samana.
TUTUSTUMINEN | 2.2 Muunnoksien kdyttoon tu- - Tdydennetdén tehtdvia ja pohditaan muunnosten
tustumista kayttoa.
2.3 Virheitd muunnosten kdy- - Analysoidaan tyypillisid virheitd ja verrataan niita oi-
tossa keisiin ratkaisutapoihin.
LUKU 3 3.1 Yhtdlon luominen ja ratkai- - Harjoitellaan muunnosten kaytt6a ja luovuutta luo-

YHTALON RAT- seminen malla yhtal6ita itse ja ratkaisemalla toisten laatimia yh-
KAISEMINEN taloita.

- Analysoidaan ja luokitellaan yhtalgita.

- Opetellaan ryhmaéssa tyoskentelya.

- Opetellaan ratkaisemaan eri tyyppisia yhtaloita ja tar-
kistamaan ratkaisu.

3.2 Yhtalonratkaisutehtavia

LUKU 4 4.1 Sulkulausekkeet - Tutkitaan ja opitaan sulkujen avaamista mm. sakki-
JOUSTAVA YHTA- mallin avulla.
LONRATKAISU 4.2 Sulkuyhtal6t ja joustavuus - Analysoidaan ja tuotetaan useita ratkaisutapoja sa-

moille yhtaloille.
4.3 Lisaa joustavia yhtaloita - Analysoidaan lisaa erilaisia ratkaisutapoja.
- Ratkaistaan erilaisia yhtaloita.

- Kehitetdan joustavuutta.

LUKU 5 5.1 Kertaustehtavia - Harjoitella yhtalonratkaisua kerraten kurssilla kaytyja
KERTAUS * asioita.




POHJUSTAVA TUNTI

1) Kerrotaan lyhyesti kdynnistyvasta opetuskokeilusta materiaalin kansilehden avulla.

- Opetuskokeilun aikana oppilaat eivat tarvitse kirjaa tai laskinta ja materiaalin he saavat monisteina, joita he
tdydentdvat seka kerddvat omaan kansioonsa.

- Pienryhmatydskentely ja koko luokan keskustelu vuorottelevat.

- Kantavana ideana on, ettd ratkaisua tarkedmpi asia on perustelu ja idea menetelmasta tai tavasta, kuinka on
paatynyt ratkaisuun.

- Kuunnellaan ja otetaan kantaa muiden ratkaisuihin ja ideoihin.

2) Pohditaan mita hyotya ja haittaa ryhmaty6skentelysta ja keskustelusta on matematiikan oppimisessa.

Oppilaat voivat tutkia ajan kanssa Matemaattisen ryhmatyoskentelyn taitoja (s.2) ja pohtia ryhmissa, mita mielta niista
ovat. Oppilaat voi laittaa pohtimaan jo ennen koosteen nayttamistd, ettd mika on tarkeinta ja haastavinta ryhmatyos-
kentelyssa. Oppilaat on térked saada pohtimaan, miten luokan toimintakulttuuria ja ilmapiiria voi kehittaa.

3) Ryhmatyoskentelyn tavoitteiden asettaminen
- Keksitdan ryhmalle nimi ja pohditaan yhteiset ryhman tavoitteet esimerkiksi matemaattisen ryhmatyoskente-

lyn taidot — koosteen avulla.
- Jokainen oppilas pohtii vield itsendisesti omat tavoitteet ryhmatydskentelyyn.

Opettajalle taustatietoa ryhmatyodskentelyn sujuvoittamiseksi

Oppilaat ja ryhmat ovat hyvin erilaisia. Siksi tarvitaan oppilaantuntemusta ja tilannetajua rohkaista oikealla tavalla op-
pilaita luomaan pienryhmiinsa rakentava ilmapiiri. Tilanteen haastavuuden voi ilmaista oppilaillekin esimerkiksi seu-
raavasti: “"Ryhmassa tyoskenteleminen on haastavaa, koska ihmiset ovat niin erilaisia. Luotan siihen, etta osaatte luoda
ryhmaanne hyvan ilmapiirin, jossa jokaisella on mahdollisuus osallistua ilman virheiden tai nauramisen pelkoa. Hyvan
ilmapiirin luominen voi vaatia esimerkiksi sita, etta hiljaisempien taytyy rohkaistua esittdmaan ajatuksiaan ja puheliai-
den tulee oppia antamaan tilaa ja huomioimaan muita.” Taustatieto on jaettu viiteen aiheeseen:

A) Luokan toimintakulttuurin arviointi (apukysymyksia)

B) Ryhmatyoskentelyn haasteita ja hyotyja

C) Nelja askelta kohti rakentavia keskusteluja

D) Rakentavien koko luokan keskustelujen virittaminen

A) Luokan toimintakulttuurin arviointi
Millainen on luokan toimintakulttuuri?

JYR-materiaalista hyotyy erityisesti luokka, jossa on turvallinen ja ei-kilpailullinen ilmapiiri. Hyva onnistumisen |ahto-
kohta on, jos luokassa on seuraavia toimintatapoja:

1) Uskalletaan yrittaa ja erehtya. Tehdyille virheille ei virnuilla.
2) Uskalletaan kuvailla omaa ajattelua toisille ja opettajalle.

3) Uskalletaan kysya.




Millaiset ovat oppijoiden vuorovaikutustaidot?

Vuorovaikutustaidot ovat tarkeita JYR-materiaalin kdyt6ssa. Seuraavien kysymysten avulla voidaan arvioida oppilaiden
vuorovaikutustaitoja:

- Tekevatko oppijat toisilleen kysymyksia ja kuuntelevatko oppijat toisiaan?

- Auttavatko oppijat toisiaan?

- Esittavatko oppijat vaitteensa asiallisesti ja kdsitellaanko erimielisyyksia rakentavasti?
- Hyvaksyvatko oppijat asiallisen kritiikin?

- Pysyvatko oppijat asiassa keskustellessaan?

- Kayttavatko oppijat toistoa? “Selittaisitkd uudestaan...” “Tarkoitatko, etta...”

- Pystyvatko oppijat toimimaan muiden kuin kavereidensa kanssa?

Mika on asenne matematiikan opiskeluun?

Jaksavatko oppilaat tehda aivotyota ja uskovatko he voivansa oppia matematiikkaa? Aivot kehittyvat ajattelemalla
ihan samoin kuin kunto kasvaa juoksemalla. Taman aukiselittamiseen voi kayttaa esimerkiksi Growth Mindset posteria
tai TED-talkia aiheesta.

Posteri: https://chrishildrew.files.wordpress.com/2014/03/fixedgrowth-copy.ipg

TED-talk: https://www.youtube.com/watch?v=pN34FNbOKXc

B) Ryhmatyoskentelyn haasteita ja hyotyja:

Haasteita:
- Keskustelun sopiva maara ja ajoitus
- Aiheessa pysyminen
- Keskustelevan ja yksin rauhassa pohdiskelevan yhteensovittaminen
- Hyokkaavan ja rohkean seka varovaisen ja vetaytyvan yhteensovittaminen
- Auktoriteettihaasteet: Kuka on pomo? Kuka on oikeassa?
- “Miné tieddan paremmin” -asenne,
- Vapaamatkustaminen tai toisten varjoon jaaminen
- Jannittdminen
- Kiusaaminen

Hyotyja (kun ryhma toimii):
- Helpottaa tehtavien haastavuuden aiheuttamaa ahdistusta
- Ryhma pystyy yhdessa paljon enempdan kuin sen jasenet yksin
- Mahdollistaa useiden lahestymistapojen ja virheiden analysoimisen
- Tukee kasitteellistd ymmarrysta (joka muodostuu nimenomaan vuorovaikutuksessa)
- Kehittaa korkeamman tason ajattelutaitoja (esim. arviointi, analysointi)
- Vastaa tosielaman ongelmanratkaisutilanteita ja tyoyhteis6ja

Halutessasi voit tulostaa Matemaattisen ryhmatydskentelyn taidot -julisteen luokan seinélle tai pienryh-
mille:

https://drive.google.com/file/d/0BwtLKBmE9AYBajhzblRxeFRvamc/view?usp=sharing
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C) Nelja askelta kohti rakentavia keskusteluja:

1) Ohjataan yksittdisid oppilaita jakamaan ja selkiyttamaan ajatteluaan

2) Ohjataan oppilaita kiinnittdmaan huomiota toisten oppilaiden ajatteluun
3) Ohjataan oppilaita syventamaan paattelydan

4) Ohjataan oppilaita osallistumaan toisten paittelyyn rakentavasti

1) Autetaan yksittdisia oppilaita jakamaan ja selkiyttamaan ajatteluaan

Rohkaise oman ajattelun ddneen kuvailemiseen. Myos sen voi yrittda paikallistaa d4dneen mita tarkalleen ottaen ei ym-
marra. Kehota oppijoita selittdmaan toisilleen adneen, mita ovat ratkaisuissaan tehneet. "Miten olet aloittanut tehta-
van?" "Mitéa aiot seuraavaksi tehda?" "Miten paadyit tahan lopputulokseen?"

2) Autetaan oppilaita kiinnittdmaan huomiota toisten oppilaiden ajatteluun

"Voisitko toistaa omin sanoin Elinan ajatuksen?”
”Mita mielta olet Matin sanomasta?”

N&ita kysymyksia saattaa hyvin seurata vastaus “emma kuullu” tai “emma tiid”, jolloin voi kehoittaa

”Jos et kuullut, niin pyyda Elinaa toistamaan ajatuksensa”
”Mieti ihan rauhassa, samalla muutkin saavat aikaa miettia mita mielta ovat”
”Kysy jonkun toisen mielipidetta tai apua”.

Voidaan myos ottaa jokin esine (vaikkapa pehmolelukissa), jonka pitdjalla on puheenvuoro ja jonka kuljettamisesta
oppilaat vastaavat.

3) Autetaan oppilaita syventamain paattelydan

"Voitko olla varma, ettd ideasi toimii? Mista tiedat?" "Miten paadyit tdhan?" Rohkaise oppijoita muotoilemaan myos
kysymyksia; hyva kysymys on monesti vastausta arvokkaampi oppimisen kannalta. Toimiiko idea muunlaisissakin tilan-
teissa?

4) Autetaan oppilaita haastamaan toisten paattelya

Joskus on tarkeda olla paljastamatta ilmeilldan oliko oppilaan sanoma oikein vai vaarin, jotta oppilaat joutuvat keske-
naan paattelemaan. Opettaja voi kysya: "Millainen tama ratkaisu teidan mielestd on?" tai "Mietityttdadko tuossa ide-
assa/ratkaisussa jokin?"

Oppilaita voi opettaa kysymaan toisiltaan kysymyksia, jotka vaativat perustelua. Esim. Kavereilta voi aina kysya ”Miksi
ratkaisit tuolla tavalla?” tai “Miksi noin saa tehda?” tai ”Mita tuo tarkoittaa?” tai “Voitko selittdd minka virheen teit ja
miksei se sinusta ollutkaan hyva?” Kerro oppijoille, ettd eteenpain pyrkiva ihmettely on oppimisen ldhtokohta!

Jos asia tuntuu ristiriitaiselta, se on sitd mielenkiintoisempi! Kehottamalla oppilaita ottamaan kantaa: Olen samaa/eri
mieltd, koska... “Kuullessasi sanan, jota et ymmarra, kysy mita se tarkoittaa.” (Ei ole noloa, vaan merkki hyvista ajatte-
lutaidoista ja aktiivisesta kuuntelusta.)




D) Rakentavien koko luokan keskustelujen virittaminen

Smithin ja Steinin tyohon pohjautuva vaiheistus helpottaa matemaattisesti rakentavien koko luokan keskustelujen vi-
rittamista:

1 Ennakointi (Anticipating)
e Ratkaise tehtdva itse ja ennakoi oppilaan nakdkulmaa.
e Millaisia ongelmia oppilaat kohtaavat?
o Millaisia tuotoksia oppilailta todennakoisesti syntyy?
o  Mitka kysymykset ja tehtavat vievat parhaiten matemaattisten pohdintojen darelle?

2 Tarkkailu (Monitoring)
e  Kuuntele, tarkkaile, tunnista keskeisia ratkaisutapoja.
e Pysy kérryilla oppijoiden lahestymistavoista.
o Kysy kysymyksia auttaaksesi ja syventaaksesi pohdintoja.

3 Valinta (Selecting)
e  RATKAISEVA VAIHE - Mita haluat korostaa?
e Valikoi siten, ettd matemaattiset ideat paasevat kehittymaan.

4 Jarjestaminen (Sequencing)
e  Missa jarjestyksesséa haluat ottaa esille oppijoiden tuotoksia?
e  Yleisimmin esille noussut asia? Vaarinkasitykset ensin?
e Miten oppijat jakavat tydonsa? Suullisesti? Taululla? Dokumenttikameralla?

5 Koonti (Connecting)
e  Kiinnitd huomio sopivilla kysymyksilla olennaisiin ideoihin.
e Vertailkaa oppijoiden tuotoksia. Miten ne suhtautuvat matemaattisesti toisiinsa?
e Miten aiheet liittyvat aiemmin opittuun? Mita tasta voi oppia tulevaa varten?

Koonnissa varmistetaan yhteisymmarrys keskeisista kasitteista, vertaillaan erilaisia ratkaisutapoja (myos virheellisia),
luodaan yhteyksia aiemmin opittuun ja pohditaan tydskentelyn aikana herdnneita kysymyksia. Kun oppijat ovat vertai-
silleen vastuussa omasta tyoskentelystaan, heidan taytyy ottaa aktiivisempi rooli matematiikan pohdintaan. Syvallisen
kasitteellisen ymmarryksen on todettu muodostuvan vuorovaikutuksessa.

Smithin ja Steinin ohjeiden vaiheissa 3 ja 4 korostuu opettajan kontrolli siitd, mihin suuntaan
ollaan menossa. Joskus on tarpeen myds antaa arvoa oppijoiden itsensa valitsemalle suunnalle
vapauden tunteen ja ideoiden omistamisen ilon lisddmiseksi.

Lue lisaa ja perehdy konkreettiseen esimerkkiin lukemalla Margaret Smithin esitys:
https://drive.google.com/file/d/0BwtLKBmMESAYBU1U3YnFwZnFiT00/view?usp=sharing
Lahde: Practices for Orchestrating Productive Math Discussions, M. S. Smith & M. K. Stein,
NCTM & Corwin Press, 2011, http://www.mctm.org/mespa/5Practices.pdf (katsottu
13.10.2015)



https://drive.google.com/file/d/0BwtLKBmE9AYBU1U3YnFwZnFiT00/view?usp=sharing
http://www.mctm.org/mespa/5Practices.pdf

MATEMAATTISEN RYHMATYOSKENTELYN TAVOITTEET

Ryhman nimi:

Tutustukaa ryhmdnne kanssa alla oleviin matemaattisen ryhmatydskentelyn taitoihin. Poimikaa kaksi kohtaa, joissa

ryhmanne aikoo tulla hyvaksi.

1)

2)

Omat ryhmatyoskentelyn tavoitteeni

1)

2)

MATEMAATTISEN RYHMATYOSKENTELYN TAIDOT

AUTA JA PYYDA APUA:

- Pyydd apua ja auta toisia.

- Myés toisesta ryhmdstd voi hakea apua.

- Kuvaile ajatteluasi. Kerro mitd et ymmdrrd.

- Vaikuta ilmapiiriin myénteisesti. Rohkaise,
kiitd ja kehu.

TOISTO ON TARKEAA

- Usein kerta ei riitd asian ymmdrtdmiseen.
- ”Selittdisitk6é uudestaan...?”
- "Tarkoitatko, ettd...?”

- "Voisiko joku toinen selittdd saman asian?”

KESKUSTELE JOUSTAVASTI

Ota kantaa: Oletko samaa vai eri mielté?
Miksi?

Ole kohtelias. Kritisoi vditteitd, dld henkilditd.
Liitd ajatuksesi toisten puheenvuoroihin.
Pyydd miettimisaikaa.

KESKITY VASTAUKSEN SIJAAN PAATTELYYN

Vertaile erilaisia ratkaisutapoja.

Tutki virheellistd pdidittelyd ja opi siitd.

Kysele ja ihmettele! "Miksikéhdn... ?”

Etsi lisGd nékdkulmia. Ole luova! ”Entéi jos...?”
Keksi hyvié kysymyksié ja kirjoita ne yl6s.



Luku 1 Johdatus yhtaloihin

1.1 Mika on yhtalo?

Tunnin rakenne:
- Yhtalon rakenne ja tunnistaminen (tehtédva 1) ja yhtdlon ja lausekkeen vertailua (n. 10min)
- Yhtalo vaitteena — Jokeri 3 (n. 30 min)
- Tunnin idean koonti ja ryhmaarviointi (n. 5 min)
Tunnin tavoitteet
- Erotetaan yhtalo ja lauseke toisistaan.
- Hahmotetaan yhtdlon rakenne: lauseke = lauseke (yhtal6ita on hyvin, hyvin erilaisia)
- Huomataan, etta yhtald voi olla tosi, epatosi tai ehdollisesti tosi.
- Saadaan ensikosketus muuttujan sisaltaviin yhtal6ihin

Toimintaohje: Rohkaistaan oppilaita keskustelemaan matematiikasta. Keskiossa on perusteleminen, muiden ratkaisu-
jen kuunteleminen ja kommentoiminen.

Yhtdlon rakenne ja tunnistaminen

Opettaja esittelee yhtadlon: Keksitddan oppilaiden kanssa kaksi lauseketta ja yhdistetdan ne yhtasuuruusmerkilla.
Yhtdl6 on esimerkiksix +3 =1tai6 =2+ 2+ 2

Yhtalossa on kaksi lauseketta, joita vertaillaan. Lausekkeiden valissd on yhtasuuruusmerkki.
Huom. Tassa vaiheessa opettaja nayttaa tarkoituksella vain yhden yhtalon, jotta oppilaat voivat pohtia Tehtdvassa 1
itse, mika on tai ei ole yhtalo.

Taustatieto; "Yhtdlo on kahden lausekkeen merkitty yhtasuuruus. Lauseke on yhdistelma numeroita, operaattoreita ja
ryhmittelymerkkeja. Lausekkeissa voi olla yksi tai useampi muuttuja. Yhtalon ratkaisemisella tarkoitetaan sen selvitta-
mistd, milla muuttujien arvoilla lausekkeiden arvot ovat samat. Yhtalolle ei valttamatta ole ratkaisua, tai on myds mah-
dollista, etta yhtalé on voimassa kaikilla muuttujien arvoilla.”

Tehtdva 1 Selvitid mitka seuraavista ovat yhtildita ja mitkd puolestaan lausekkeita. Ympyroi yhtilot.
a)8=10-2 tosi f)1745+31=103—D epcitosi
b) 74 — 5 Q)8-14=4-14+4-14 tost

tosi, kunwa =0

C)—4=-2+2 epitosi

d)10-5+5-10 )—24+4=—(2+4) epatosi

-

N +1=5] \Rippuw laatikow siscllostos
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Kommentteja tehtadvan 1 eri kohtiin:

c) ndyttaa ensivilkaisulta todelta ja nostaa esille yleisen virheen.

f) Voi perustella laskematta suuruusluokan avulla epatodeksi.

g) kannattaa pohtia laskematta kuinka monta ”“neljaatoista” kummallakin puolella on (vasemmalla 8 ja oikealla kaks
neljan kasaa).

h) voi verrata a:ta tietyn kokoiseen sakkiin: vasemmalla puolella kaksi sdkkia ja oikealla puolella yksi. Vain jos sakit ovat
tyhjia, niin molemmilla puolilla on yhta paljon.

j) on tarkoituksena linkittda alakoulussa kaytyja laatikkotehtdvia nyt opiskeltavaan. Luokan innokkuuden mukaan voi
pohtia: Ovatko kummatkin laatikot samat luvut? Mitka luvut laatikkojen tilalle tulee, jos ne voivat olla eri luvut? Enta
I6ytyisikd muualta kuin kokonaislukujen joukosta ratkaisu, jossa laatikot ovat samat luvut. Jos laatikot oletetaan sa-

moiksi, oikea vastaus on 2 1os eriksi niin esim. 4 ja 1.

Yhtélon ja lausekkeen vertailua | Pohditaan yhdessa luokan kanssa ja kirjataan johtopaatds, johon yhdessa tultiin.

Esimerkiksi: "Molenmumnissa voi ol muumeroitoy, munttujiov jor
loskutoimituksia, joita voi laskea.” TAI “"Molemmissa ovv Mita samanlaista on
laseke; yhtolossiv jopow kaksi.” TAL ”Molempiin siscillyy law-  |yhtilsisss ja lausek-
seke (yhiGilossa on kaksi lavseketta) ja kadkke mistei lace- keissa?

e 9
C
U seke muodostuw:”
Vainw yhtcdossev o yhtoisuurunsmerkki.” Kuaw yhtodo-
vaitteend onw kéyty, voidaow lisdtii “Yhedls ow vilite,
Mita erilaista on

[

Jjokavvoi ollav tosi, epdtosi tal joskus tosi. Lauseke o
vair evicindainen rakennuspalikka.”

yhtal6issa ja lausekkeissa?

Ideaan johdatteluna oppilaita voi kehottaa ottamaan kantaa Esimerkin 1 vaitteisiin. Yhtalo voidaan aja-
tella vditteend, joka huutaa: "Nama kaksi lauseketta ovat yhta suuria!” Vditteeseen voi ottaa kantaa
usealla tavalla.

Yhtalo vaitteena

Esimerkki 1 Ovatko sleuraavat véitteet tosia vai epétosia.

a) Niili on joki. tosi b)24+5+1=8 tost

c) Maapallo on litted kuin lettu. epdtosi d)8+2=7+5 epdtosi

e) Poydassa on nelja jalkaa. ehdollisesti tosi, riippuw péyddstiv f) x = 4 tositaw epdtosi, ridppuesy xivw ouwvosto

Yhtdl6 vaa’an avulla esitettyna

Vaa’an tasapaino vertauskuvana yhtalon totuusarvosta

Esitellddn vaa’an kayttd yhtaloilla ilman muuttujia. Kun vaaka on tasapainossa, on molemmilla puolilla yhta paljon painoja.
Tata ideaa voidaan myos kuvata yhtaloilla. Silloin tarkoitetaan, etta yhtdlon molemmat puolet ovat yhta suuret eli yhtalo on
"tasapainossa”.

2+5+1=8 8+2<7+5
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Esimerkki 2 Ovatko seuraavat viitteet tosia vai epatosia? Perustele.

a) §= 142 tosi(3=3)

b) 4567 + 1000 = 5500 + 67 tosi (5567 = 5567)

c)7x +3 -5 lauseke; ei voi towkastello totumsowrvoor

d) 3x + 8 = 3x + 8 tosi kaikilaw xinv awrvoillaw (" molenmumila puolilaw kolme samankokoistow sikkics

jovkahdeksan)

e)3a+7 =b—1 rippuwainwjob:warvosta ("o jou b voivat ollow erikokoisiov sikkejol”, esim. a = 1 jou
b = 11 tekevdt yhtvldsti toden. Itse asiassa yntold- ow tosit ainay, kwwvb = 3a + 8. Tdhdav ed kaun-
nato takertuo se ovw vain esimerkki, ettov yhtoilsssiv voi ollaw useampiokin nmuttujiov.)

f) 7 < 3 epditosi (ei ole yhtild, epiyhtilo- vilittii toisto puoltaw pienenmundiksi kuin toistoy, 7 ew ole

pienempi kuin 3)

Oppilaat taydentavat laatikoihin selityksen, mika on yhtalo ja milloin yhtal6 on tosi.

Mika on yhtilo?

Milloin yhtalé on tosi?

Yhtolo- on kahdenw lansekkeen merkitty yhtdsuumwruns.

Lauseke = Lauseke

Yhtolo- vaiittid "Nomdl kaksi lauseketto ovat yhitcv
suriot”

Yhtold- on tost silloin, kwn yhtdldw vasenv jov oi-
kea puoli ovat samanauwvoiset. Tomo tawkoit-
taa samaow kwiny "yhtols- on tasapainossa”
(wrt. vaaka).

Tehtdva 2 Tarkastele uudestaan tehtévia 1. Selvitd, ovatko ympyréimési yhtalét tosia vai epétosia.

Jokeri 3 Muodosta alla olevista

Jokeri 3 koonti

Jokerissa 3 ryhmien on tarkoitus selvittdaa, ovatko yhtalot tosia vai epatosia ja kuinka ovat paatyneet ratkaisuunsa. Pe-
rusteleminen on tarkeinta (voi olla sanallista)!

- Kaydaan tehtava lapi yhdessa keskustellen ja kootaan taululle, jos kaikki ehtivat tehda tehtavan.

- Kun ryhmit ovat saaneet yhtalonsa valmiiksi, ne voidaan koota taululle omiin sarakkeisiinsa: "todet yhtalot”,
"epatodet yhtalot” ja “muuttujayhtdlot”. Opettaja voi sujauttaa oman yhtadlon vaaraan paikkaan ja katsoa he-
rattaako se keskustelua.

- Taululle koottua yhtéldiden kirjoa kannattaa analysoida ja luokitella yhdessa: Mitka ovat monimutkaisia/yksin-
kertaisia ja miksi? Ovatko jotkut yhtalot selvasti erilaisia kuin toiset, miksi?

1001

9y

-10

ut] &

0,2

\/_\
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a) yhtalo, joka on tosi.
Esimerkiksi—+:=3-1

b) yhtélo, joka on epétosi.
Esimerkiksi 1001 — 1 = —102

c) yhtélo, joka sisaltada muuttujan.

Esimerkiksi9y + 1001 = 2

Huomautus!

e Tyhjien laatikkojen ja ympyran sisalloista voit paattaa itse.
e Samaa laatikon sisaltoa tai merkkia voi kayttaa yhtalossa useammin kuin kerran, kunhan lopputulos on edelleen
tehtdvanannon mukainen yhtalo.

OPPITUNNIN IDEAN KOONTI (2-3min): Oppilaita voi kehottaa hetken (30 s) kertaamaan ryhmassa: "Mika on yhtal6?” ja
”Milloin yhtalo on tosi?” ja sen jalkeen koota oppilaiden kertomana tunnin idean. (Tarvittaessa luokan aktivoimiseksi voi
koittaa heiteltdvaa pehmolelua, joka osoittaa kenelld on puheenvuoro ja jonka kulkua oppilaat ohjaavat.)

OHJEISTUS RYHMAARVIOINTEIHIN OPPITUNTIEN PAATTEEKSI (2-3min): Jokaisen oppitunnin paatteeksi tehtidvassa ryh-
maarvioinnissa pohditaan ryhméan onnistumista ryhmataitojen neljassd kohdassa. (Materiaalin ensimmaisella tunnilla
tarkemmin). Oppilaat rastittavat tai varittavat heidan ryhmaansa kuvaavan hymion.

RYHMAARVIOINTI (ryhmitaidot selitetty tarkemmin sivulla 2)

Ryhmitaito Onnistuminen

Autoimme ja rohkaisimme toisiamme
Keskustelimme toisemme huomioiden
Toistimme asioita tarvittaessa
Keskityimme perusteluihin vastausten sijaan

Hyédynsimme virheitad oppiaksemme

SDIeDIeDIenIe)
DIDIDIDID,
OOOOO
OOOOO
OOV
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Kotitehtava 1
a) Selvita, mitka laatikossa ovat lausekkeita ja mitka yhtaloita. Ympyroi yhtalot.

b) Selvitd, ovatko ympyroimasi yhtal6t tosia vai epétosia. Kirjoita yhtalon viereen tosi/epatosi.

09

3:8—-3-7-3

u+l=2u—u

|

15037 — 138 = 15036 — 137

—7 = xon tosi, kun muuttujan arvo on—7, muulloin epatosi.
u+1=2u—ueliu+1=uonepitosi (1 =0).

5 = —5 on epaétosi.

7+3=8+=eli10 = 10 on tosi.

15037 — 138 = 15036 — 137 eli 14899 = 14899 on tosi.

Kotitehtdva 2

Kerro jokin asia, minka olet oppinut yhtaldista.

Esimerkiksi: Yhtolo- siscltoic ainoaw yhousuumrunsimerki.
Yhtvilo- voi koostuar pelkistos livuistor tai sisclicics myds jonkun tuntemattomeun el muunttu-
Jawy, jotaw mevkitiicin wseiny kivjaimello.
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1.2 Mika on yhtalon ratkaisu?

Tunnin rakenne:
- Kotitehtavat ja edellisen kertaus (n. 10 min)
- Tehtdva 1 (20 min)
- Mita tarkoittaa yhtalon ratkaisu, Esimerkki 1, Tehtava 2 (10 min)
- Tehtava 3 ja loppuyhteenveto (5min)
Tunnin tavoitteet
- Opitaan selvittdmaan, onko yhtalo tosi vai epatosi tietylld muuttujan arvolla.
- Yhtdlon ratkaisun maaritelman ymmartaminen.
- Luodaan tarve muunnoksille.

Toimintaohje: Tunnilla tydskennellddn ryhmassa (tehtédva 1), pohditaan yhtdlén totuusarvoa ja maaritelldan yhtalon
ratkaisu. Tunnin lopuksi (erityisesti tehtdva 3 c) luodaan tarvetta saada tydkaluja (muunnokset) yhtédlon helpotta-
miseksi.

Tehtdva 1 Tutki laskemalla, ovatko taulukon yhtilét tosia vai epatosia annetuilla muuttujan arvoilla. Mitd huomaat
taulukosta?

x=2 x=5 x=-1 x=3 x=7 x=% x =
A x+2=7 E T E E E E
B x+1=x E E E E E E
C| x—5=2x—x-15 T T T T T T
D 10—x=3 E E E E T E
E 1+x 3 6 0 4 8 ;
F 5x —3=2x+3 T E E E E E
G x%*+6 =5x T E E T E E

Tehtavan 1 toteutus:
- Opettaja jakaa kullekin ryhmalle 2-3 saraketta (muuttujan arvoa). Ryhmat kdyvat tdydentdamassa opettajan tyhjaa
taulukkoa edessi kirjoittaen TOSI/EPATOSI. Ajatuksena on, ett joillain ryhmilld on samat arvot.
- Esimerkiksi jokaiselle ryhmalle voi antaa ”“vastuusarakkeen”, jonka kdyvat edessa tayttdmassa ja “tarkistussarak-
keen”, jonka tarkistavat toisen ryhman taytettya sen.
Huomautus!
- Oppilailla on taulukossa enemman vastaustilaa vaitteen perustelulle.
- Nopealle ryhmalle voi antaa uuden muuttujan arvon esim. x = 1, joka tuo kiinnostavan nakokulman yhtaloon (G).
Tehtdvan 1 koonti: Mita havaitsitte?
- Kootaan havainnot taulukosta yhdessa keskustellen lavitse. Ovatko ryhmat samaa mielta toistensa tayttamista
sarakkeista? Miksi?
- Matemaattinen idea A- G kohtien taustalla:
o A, DjaFovat tosia tasan yhdelld muuttujan arvolla.
o B eiole tosi millddn muuttujan arvolla. (Sievennykselld yhtédlon saa muotoon 1 = 0.)
o Con tosi kaikilla muuttujan arvoilla. (Sievennykselld yhtalén saa muotoon x — 5 = x — 5.)
o Eonlauseke, josta sijoituksen jalkeen saadaan laskettua lausekkeen arvo, eika totuusarvoa.
o G on tosi kahdella muuttujan arvolla kun x = 2 tai x = 3 (Lisatieto: toisen asteen yhtalo).

Lisdtieto: Jos oppilaille on koordinaatisto tuttu, niin tehtdvan ideaa voi havainnollistaa kolmen ensimmaisen yhtdlon ja PAN BALANCE —
sivun (http://illuminations.nctm.org/activity.aspx?id=3529) avulla ja samalla pohjustaa funktiokasitetta (vaikka itse funktio-sanaa ei kan-
nata mainita).
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Uusi kasite (Yhtalon ratkaisu)

Yhtalon ratkaisu tarkoittaa lukua, joka sijoitettuna muuttujan paikalle tekee yhtélosta toden eli toteuttaa
yhtélén.

Vaihtoehtoisesti: Yhtdlon ratkaisulla tarkoitetaan muuttujan arvoa, joka sijoitettaessa yhtdloon toteuttaa ehdon, etta
yhtalon vasen ja oikea puoli saavat saman arvon eli yhtalo on tosi.
Huomioita:

- Talla kurssilla tutkitaan padosin yhtaloita, joilla on vain yksi ratkaisu. Hyva on kuitenkin ymmartaa, etta yhta-
I6113 voi olla ratkaisuja nollasta rajattomaan maaraan ratkaisuja (Vertaa Tehtava 1 kohdat B, C, G).

- Jatkossa ollaan erityisesti kiinnostuneita siitd, milloin yhtalo on tosi (eli yhtadlon ratkaisusta). Tosieldman ongel-
missa halutaan tietad, milloin tietyt ehdot ovat voimassa. (Nayta tosielaméan yhtalo esim. tuotteen hinnan
maaraaminen, voiton maksimoimiseksi tai tarvittavan materiaalin maara uuden talon harjakattoa varten.)

Lisdtieto: Oppilaille voi nayttaa joitakin tarkeitd yhtéloita: http://www.businessinsider.com/the-17-equations-that-changed-the-
world-2012-7?IR=T#the-pythagorean-theorem-1.

Esimerkki 1 Onko muuttujan arvo x = 3 yht&lon ratkaisu, kun yht&lé on
a)11 =5+ 2x b)5x +5=3x—-8

a) Kylla on, koska oikean puolen arvoksi saadaan laskettua 2 - 3 + 5 = 11, joka on yhté suuri yhtdlon vasemman puolen
kanssa.

b) Ei ole, koska vasemman puolen arvoksi voidaan laskea 5 -3 4+ 5 = 20 ja oikean puolen arvoksi 3-3 — 8 = 1, jotka
eivat ole yhta suuret, eli muuttujan arvo 3 ei ole b) yhtélon ratkaisu.

Tutkitaan yhdessa opettajan kanssa.

Tehtadva 2 Mitka seuraavista vaihtoehdoista ovat tai eivat ole yhtalén 2x — 6 = x — 8 ratkaisuja?

a) x=3 b)x =-2 c)s=1 d)x=§
Vastaus: x = —2 on yhtdlon 2x — 6 = x — 8 ratkaisu. Sijoittaessa tama muuttujan arvo yhtal66n saadaan vasemmalle
puolelle 2 - (=2) — 6 = —4 — 6 = —10 ja oikealle puolelle —2 — 8 = —10. Yhtalon vasen ja oikea puoli saavat siis

saman arvon.

a) ja d) kohdan arvot muuttujalle eivat toteuta yhtaloa eli vasemmasta ja oikeasta puolesta yhtaldssa ei tule yhta suu-
ria sijoituksen jalkeen.

c) ei kelpaa ratkaisuksi yhtélolle, koska tdssa annetaan arvo muuttujalle, jota ei edes yhtaldssa esiinny.

Tehtdva 3 Piittele yhtalon ratkaisu

Huomautus!
- Kootaan opettajan johdolla.
- Viimeisen kohdan tarkoituksena on luoda tarve apuvalineille (muunnoksille), joilla yhtadl6t saadaan muunnet-
tua helpompaan muotoon. Arkielaman ongelmista muodostuu yleensa vaikeita yhtaloita, joista on vaikea paa-
tella ratkaisua.

a)2p=6 b)4x =2+ 2x c)dx+2=9—x
a)p=3 b)x =1 C)x=§

Jokeri 4 Onko yhtilo tosi vai epatosi, muuttujan arvolla —4?

a)3x+8=-2x—4 b)—5b+ 6 = 3b + 38
Vasen puoli: 3-(—4) +8 =-12+8=—4 Vasen puoli: =5 (—4) + 6 = 20+ 6 = 26
Oikea puoli: =2+ (—4) —4=8—-4=4 Oikea puoli: 3-(—4) +38 = —-12+38 =26

Yhtdlén vasen ja oikea puoli eiviit ole yhtd suuret.
Vastaus: Yhtdlé on epdtosi, kun x = —4. Vastaus: Yhtdlé on tosi, kun b = —4.
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Jokeri 5 Milld muuttujan k arvolla yhtélén ratkaisu on x = 3?

a)2x+ k=28 b)k—3x=7
Vasenpuoli:2-3+k=6+k Vasen puoli:k —3-3=k—9
Oikea puoli: 8 Oikea puoli: 7
Vastaus: muuttujan k arvo on oltava 2, Vastaus: muuttujan k arvo on oltava 16,
jotta oikean ja vasemman puolen arvoksi tulee 8. jotta oikean ja vasemman puolen arvoksi tulee 7.
x+2k=k—-9 déx—k=9-2
34+2k=k-9 Vasen puoli: 6 -3 —k =18 — k
3—3+2k=k—9-3 Oikea puoli:9 — 2 =7
2k—k=k—k—12 Vastaus: muuttujan k arvo on oltava 11,
k=-12 jotta oikean ja vasemman puolen arvoksi tulee 7.

Vastaus: muuttujan k arvo on -12.

OPPITUNNIN KOONTI: ”Selittdkad ryhmassa toisillenne omin sanoin mika on yhtalon ratkaisu ja antakaa esimerkki.”
(1min) Sitten pyydetaan jotakuta selittamaan koko luokalle ja testataan ymmarretaanko asia samalla tavalla. (2min)
Lopuksi pohditaan ryhmissa viela 1min Tehtavaa 3c, jonka jalkeen ”Mika on yhtalon ratkaisu?” ...hiljaisuus. ”No, eipa
opettajakaan kylld kieltamatta osaa ratkaista tata paassa ilman apuvalineitd. Me tarvitaan joku keino, miten yhtalot
saadaan muunnettua helpompaan muotoon!”

RYHMAARVIOINTI (ryhmitaidot selitetty tarkemmin sivulla 2)

Ryhmataito Onnistuminen

Autoimme ja rohkaisimme toisiamme
Keskustelimme toisemme huomioiden
Toistimme asioita tarvittaessa
Keskityimme perusteluihin vastausten sijaan

Hyédynsimme virheitad oppiaksemme

SDIepIeDien]e)
DIDIBIDID,
OOOOO
OOOOO
OOV

Kotitehtava 1 Kertaa (ei tarvitse kirjoittaa), mita ovat a) yhtalé b

—

yhtélon ratkaisu.

Opettajalle muistutuksena:

a) Yhtdlé on kahden lausekkeen merkitty yhtdsuuruus, esimerkiksi x+x=5-1 on yhtdlé.

b) Yhtdlén ratkaisu on muuttujan arvo, joka toteuttaa yhtélon. Toisin sanoen arvon sijoittamisen jélkeen yhtdlon vasen

ja oikea puoli ovat arvoltaan yhtd suuret.

Kotitehtadva 2 Yhtild on 5x — 6 = 3 + x. Vastaa seuraaviin kysymyksiin ja perustele vastauksesi.

a) Onko yhtalo tosi, kun x = 2? b) Onko muuttujan arvo 3 yhtal6én ratkaisu?
Vasenpuoli:5-2—-6=10—-6=4 Vasenpuoli:5-3—-6=15—-6=9
Oikeapuoli:34+2 =5 Oikea puoli:3+3 =6

eli luku 2 ei ole yhtdlon 5x — 6 = 3 + x ratkaisu. eli luku3 ei ole yhtdlén 5x — 6 = 3 + x ratkaisu.

Kotitehtadva 3 Osoita, ettd luku 4 on seuraavien yhtéldiden ratkaisu:
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a)3x+1=13

Vasenpuoli:3-4+1=12+1=13
Oikea puoli: 13
eli luku 4 on yhtdlén 3x + 1 = 13 ratkaisu

Itsearviointi (tdytetddn yksin aina luvun paitteeksi)

Miten hyvin osaat seuraavat asiat
e Lausekkeen ja yhtalon ero
e  Yhtdlon tasapaino
e  Tutkia, onko yhtilo tosi/epéatosi

e Olen oppinut tunneilla kasitellyt asiat.

e Onnistuin keskittymaan perusteluihin vastausten sijaan.
e  Onnistun |6ytdmaan ja esittdamaan kysymyksia.

e Onnistuin kuvailemaan ajatteluani muille.
e Onnistuin hyédyntamaan virheita oppiakseni.

b)g— 14 = 9x — 48.

Vasen puoli: % —14=2-14=-12

Oikea puoli: 9 -4 — 48 = 36 — 48 = —12

eli luku 4 on yhtdlén g — 14 = 9x — 48 ratkaisu.

EOS = En o0saa sanoa

1=Erittain heikosti 7=Erinomaisesti

1 2 3 45 6 7 EOS
4 5 6 7 EOS

1 2 3 5 6 7 EOS
1 2 3 45 6 7 EOS
1 2 3 45 6 7 EOS
1 2 3 45 6 7 EOS
1 2 3 45 6 7 EOS
1 2 3 45 6 7 EOS
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Luku 2 Muunnoksiin tutustuminen

Opettajalle tietoa luvusta 2

Taman luvun tavoitteena on auttaa oppilaita hahmottamaan yhtédlonratkaisun ydin eli se, etta muunnoksia ovat
mitka tahansa tavat muuttaa yhtélo3, siten ettd uusi yhtdl6 on edelleen tosi juuri samalla muuttujan arvolla. Muun-
nosten ymmartdminen antaa oppilaille vapauden tutkia yhtalénratkaisua. Talldin rutiineja ja mekaanista ulkoa opettelua
ei tarvita niin paljon. Muunnoksien avulla I6ydetaan muuttujalle arvo, jolla yhtdlo ratkeaa. Lopuksi saadaan yksinkertai-
nen yhtalo, josta nahdaan milloin se on tosi.

Yhtaloita ldhestytdan kokonaisuutta hahmottaen esittelemallda muunnoksia (lisdidminen, vahentdminen, kertomi-
nen, jakaminen, muokkaaminen) kerralla sen sijaan, etta ne pilkottaisiin yksittaisiin tapauksiin, jotka hetkeksi jaavat
mieleen toistamalla niitd yhden oppitunnin ajan. Jos oppilaista tuntuu haastavalta ndhda erilaisia yhtaloita kerralla, voi
kertoa ettd asian ymmartamiselle on varattu aikaa useita oppitunteja.

Vaakamallin avulla yhtdlon totuusarvoa verrataan tasapainoon. Vaakamallia kdytetdan vain yhdelld oppitunnilla,
mutta oppilaita voi tarvittaessa kehottaa palaamaan tdhan mielikuvaan myéhemminkin. Eri esitysmuotojen (vaakamalli,
matemaattinen, sanallinen ja lyhennys) kuljettaminen rinnakkain syventaa ja monipuolistaa oppimista. Yleinen kasitys
yhtalonratkaisusta on, etta on kokoelma erilaisia temppuja joita tehdaan allekkain tietyissa tilanteissa ja seurauksena
saadaan alimmaiseksi yhtalon ratkaisu.

Kappaleen 2.1. voi toteuttaa joko tutkimuksellisella otteella (2.1.a)) tai vaakamallin avulla (2.1.b)).

Kappaleessa 2.1.b) muunnokset esitelldan vajaiden esimerkkien (ei laskettu loppuun) avulla, jotta padhuomio kiinnittyy
itse muunnoksiin. Muunnoksista kaytetdan lyhenteita esim. V8 tarkoittamaan, ettd vahennetdan puolittain 8. Tassa ko-
rostuu sanallistamisen ja laskutoimituksen yhteys. Lausekkeen muokkaaminen on luokiteltu yhdeksi muunnokseksi
(M), joka sisaltaa kaikki aiemmin opitut keinot lausekkeiden muokkaamiseen.

Kappaleessa 2.2. syvennetddn muunnosten ymmartamistd, tdydennetdan ja analysoidaan tehtavia. Kappaleessa nah-
daan, miten yhtdlo saadaan ratkaistua.

Kappaleessa 2.3. virheen sisaltavissa esimerkkipareissa oppilaat saavat toimia opettajana virheita etsien, tutkien muun-
noksia ja selittden auki, miten asia olisi pitdnyt tehda. Tarkoituksellisten virheiden kaytélla on tutkittu olevan positiivi-
sia vaikutuksia matematiikan (kasitteelliselle) osaamiselle erityisesti esitettdessa niita oikeiden ratkaisutapojen rin-
nalla. Oppilaat paasevat nakemaan tyypillisia virheita jo ennen kuin itse ratkaisevat yhtaléita alusta loppuun, milla voisi
olettaa olevan virheitd ennakoiva vaikutus. Virheiden ndkeminen auttaa hyvaksymaan virheet luonnollisena osana op-
pimista.
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HUOM. Kappale 2.1. kdydaan joko lahestymistavalla a tai b.

2.1 a) Muunnokset ja vaakamalli

Esimerkki 1. Huomautus! Taman esimerkin pohtimiseen voi halutessaan kayttaa reilummin aikaa, silla uudet kasitteet
on sen idean avauduttua mahdollista kdyda lyhyesti lapi.
Esimerkin 1 koonti:

- Oppilaat pohtivat hetken ryhmissa ennen esimerkin Iapikdyntid opettajan johdolla.

- Apukysymyksia
o Mitd yhteistd naissa yhtaldissa on?

o Voiko jonkun laskutoimituksen molemmilla puolilla tekemalla muokata jonkun néista yhtaloista
toiseksi? (johdattelu muunnoksiin)

Lisavaite: Tekemalla saman laskutoimituksen yhtalon molemmille puolille, yhtalon ratkaisu muuttuu.
Vidite ei pida paikkaansa yleensa. Yhtalon ratkaisu ei muutu, jos molemmille puolille tehdddn sama laskutoimitus. Ai-
noa poikkeus on, jos kertoo nollalla.

Esimerkki 1 Tarkastellaan seuraavia yhtaloita.

y+2y=3 y_1 3y =3 3y—4=-1
10 2
2y =10 3y+2=5 2y=5-2 y=5

a) Milla naista yhtaloistad on sama ratkaisu?

b) Mita laskutoimituksia tekemallad yhtdlo saadaan muutettua toiseksi yhtaloksi, jolla on sama rat-
kaisu?

c) Kirjoita taululle keksimasi yhtél, jolla on sama ratkaisu kuin joillain laatikon yhtaloista.

Ratkaisu: a) Kaikilla seuraavilla yhtaloilla on sama ratkaisu, joka yksinkertaisimmassa muodossaan on y = 5.
y=5 2y=5-2 2y =10 L:%
Seuraavilla on sama ratkaisu, joka yksinkertaisimmassa muodossaanon y = 1:

3y=3 y+2y=3 3y+2=5 3y—4=-1

b) Voidaan muokata yhtalon eri puolia (esim. 5-2 = 10 ja y 4+ 2y = 3y). Yhtalot voidaan muuttaa toisikseen kerto-
malla tai jakamalla yhtdlén molempia puolia samalla luvulla tai lisddmalla ja vahentamalld sama luku.

c)Esim.9y =9jay+3 =28
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Esimerkki 2 (Yhteenveto muunnoksista)

Muunnos on sellainen tapa muuttaa yhtal64, ettad yhtalon tasapaino/ totuusarvo / ratkaisu sdilyy samana kuin alkupe-
rdisen. Toisin sanoen uusi yhtald on tosi samalla muuttujan arvolla kuin alkuperdinen.

Huom! Esimerkiksi luvun lisddminen vain toiselle puolelle ei ole muunnos, koska ratkaisu muuttuu.

MUUNNOKSIA
Muunnos L: saman termin Wscilduminesv yhtilon molemmille puolille.
Muunnos V: saman termin yhtalén molemmilta puolilta.
Muunnos J: molempien puolien samalla nollasta eroavalla luvulla.

Muunnos M: Yhtalossa olevan lausekkeen

RYHMAARVIOINTI (ryhmitaidot selitetty tarkemmin sivulla 2)

Ryhmataito Onnistuminen

Autoimme ja rohkaisimme toisiamme
Keskustelimme toisemme huomioiden
Toistimme asioita tarvittaessa

Keskityimme perusteluihin vastausten sijaan

Hyoédynsimme virheitd oppiaksemme ® @

Kotitehtidva: Katso animaatio: https://ouluma.fi/wp-content/uploads/2016/11/yhtalo1-1.gif

SDIeDIeDIeD)
OOOW
OOOOO
OOOOO

O
©
©
O
O
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2.1 b) Muunnokset ja vaakamalli

Tunnin rakenne:

- Kotitehtavat ja edellisen kertaus (10 min)

- Uudet kasitteet ja esimerkit 2 ja 3 (25 min)

- Loppukoonti ja ryhmaarviointi (10 min)
Tunnin tavoitteet:

- Tutustutaan muunnoksiin keinoina muuttaa yhtal6a niin, etta ratkaisu (tasapaino) pysyy samana.

- Vaakamallia kdytetaan alussa konkretisoimaan yhtalon totuusarvoa tasapainoon vertaamalla.

- Hahmotellaan yhtalénratkaisua prosessina, mutta ei viela ratkaista yhtaloita itsenaisesti.
Toimintaohje: Muunnokset kdaydaan lapi kerralla, jotta ymmarretdaan, miten yhtal6a voi muokata. Usean muunnoksen
tunteminen mahdollistaa useat lahestymistavat ja niiden vertailemisen kesken&an.

Esimerkissa 1 |dhestytdadn vaakamallia. Mita eri vaiheissa on tehty? Miksi vaaka pysyy tasapainossa?

Aluksi molemmilta puolilta on otettu kolme palloa pois. Seuraavassa vaiheessa molemmilta puolilta on vdhennetty
yksi laatikko. Vastaus: Yksi laatikko vastaa kolmea palloa. Laatikon tilalla voisi olla muuttuja, esim. x ja pallot voisivat
vastata yksikoita eli vastaus x=3.

Esimerkki 1. Vaakamalli. Mita on yksi laatikko (pallon avulla ilmaistuna)?

cgen  adde

A

A\
] lAl_Ql,_.J

MUUNNOSTEN KASITTELY, uudet kisitteet, esimerkit 2 ja 3

- Eri kohdissa on sama alkuperdinen yhtalo (paitsi kohdassa Uusi kasite (kertominen)), jota lahdetdan muokkaa-
maan eri muunnoksella kussakin kohdassa. Aina on mahdollista kdyttaa erilaisia muunnoksia, mutta toisista on
enemman hyotya.

- Kahden eri esitystavan nayttaminen rinnakkain on todettu hyodyllisemmaksi kuin esitystapojen esittdminen
perakkain tai vain toisen esitystavan esittaminen.

- Kannattaa tahdent&a oppilaille, ettd kun kerralla tulee paljon asiaa, niin kannattaa keskittya yhteen osaan ker-
rallaan eika yrittda katsoa kaikkea kerralla. Esimerkiksi: Ensin kannattaa linkittaa vaaka viereiseen yhtal66n ja
sen jalkeen miettid miten ylemmasta vaa’asta paastdadn alempaan vaakaan ja miten ylemmasta yhtal6sta
paastddn alempaan yhtaloon.

- Mika on yhteys asioiden tekemiseen puolittain ja vaa’an tasapainon kanssa?

- Huom! Negatiivinen luku/termi on vaakamallissa esitetty ilmapallon avulla. Lisdttdessa siis puolittain ilmapallon
arvon suuruinen punnus, niin ilmapallo ja samanarvoinen punnus kumoavat toisensa.

- Kootaan vhdessa uusissa kasitteissa esitellvt muunnokset. Oppilaat kirjoittavat muunnokset vlos (Esimerkki 3).
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Uusi kasite (Lausekkeen muokkaaminen)

Vaa’an molemmilla puolilla on edelleen yhté paljon, vaikka yhtalon lausekkeita muokattaisiin. Tassd muokataan yhta-

I6n vasemman puolen lauseketta.

Vaakamalli

Matemaattinen esitys

Muunnos

| 7"\@ Vi |

A\
20 A%?
A\

—x+7x+8=15—x

N

/

6x+8=15—x

Uusi kasite (Vahentdaminen)

Jos aluksi molemmilla puolilla oli yhta paljon, niin taytyy olla edelleen yhta paljon, kun molemmilta puolilta otetaan pois
8. Vaakaa katsomalla huomataan, ettd tdma on sama asia kuin luvun -8 lisédminen.

Vaakamalli

Matemaattinen esitys

Muunnos

A\
28
7x|8| A| :5 |

—-x+7x+8=15—x

N

/

—-x+7x+8-8=15—x—-8

v8
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Uusi kasite (Lisaaminen)

Jos molemmilla puolilla oli yhtéa paljon, niin samansuuruisen punnuksen lisdamisen jalkeen taytyy myos olla yhta pal-

jon.
Vaakamalli Matemaattinen esitys Muunnos
7x \@ 15 —-x+7x+8=15—-x
l l J N
l |
A\ L

X 1/

| 7x 8 | ' 15 x\ —x+7x+8+x=15-x+x

Uusi kasite (Jakaminen)

Jos molemmille puolille jatetdan seitsemasosa alkuperéisestd, niin yhtdlon molemmilla puolilla taytyy olla yhta paljon,

mikali aiemminkin oli.

Vaakamalli Matemaattinen esitys Muunnos
7x 7
J7
[T 7 T /
7 T EEEEEE
Lhiibbiin SRR 7% 7
l 7 7
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Uusi kasite (Kertominen)

Jos molemmat puolet nelinkertaistetaan, on molemmilla puolilla yhta paljon vain, jos aiemminkin oli.

Vaakamalli Matemaattinen esitys Muunnos
x . [T
A ]
l ! ! l | ' f _ + 1
l | 2 X \
K4
X
Z x+1 | x+1
4 z N
| sl i 4 X_ 4 +1
| 1=+ G+
Esimerkki 2 (Lisddminen ja Muokkaaminen)
Vaakamalli Matemaattinen esitys Muunnos
| 7= \@ IA; | -x+7x+8=15—x
IxMM
1 7x @ 15 1/
| L | J 7x+8 =15
Esimerkki 3 (Yhteenveto muunnoksista) Oppilaat taydentdavat muunnokset omiin monisteisiinsa.

Muunnos on sellainen tapa muuttaa yhtil63, etta yhtalon tasapaino/ totuusarvo / ratkaisu sailyy samana kuin alkupe-
rdisen. Toisin sanoen uusi yhtald on tosi samalla muuttujan arvolla kuin alkuperdinen.
Huom! Esimerkiksi luvun lisdidminen vain toiselle puolelle ei ole muunnos, koska ratkaisu muuttuu.

MUUNNOKSIA
Muunnos L: saman termin lisciduminervyhtilon molemmille puolille.
Muunnos V: saman termin vahentouminesv yhtiléon molemmilta puolilta.

Muunnos J: molempien puolien jakouninesv samalla nollasta eroavalla luvulla.

kevrtominen

Muunnos M: Yhtilossa olevan lausekkeen muokkaaminerv




RYHMAARVIOINTI (ryhmitaidot selitetty tarkemmin sivulla 2)

Ryhmataito Onnistuminen

Autoimme ja rohkaisimme toisiamme

Keskustelimme toisemme huomioiden

Toistimme asioita tarvittaessa

Keskityimme perusteluihin vastausten sijaan

OOOOO
OOOOO
OOOOO

Hyédynsimme virheitd oppiaksemme

SDICDIEDICDIED
LOOLOW




2.2 Muunnosten kayttoon tutustumista

Tunnin rakenne:
- Esimerkki 1 (15min)
- Tehtava 1-5, jokerit tarvittaessa (25 min)
- Loppukoonti ja ryhmaarviointi (5 min)
Tunnin tavoitteet:

- Analysoidaan ja pohditaan valmiiksi annettuja ratkaisuja ja ratkaisupareja.

- Hahmotellaan yhtalonratkaisua prosessina, mutta ei vield ratkaista yhtaloita itsendisesti.

- Ymmartaa, ettd yhtdlonratkaisussa pyritddn saamaan yhtalé mahdollisimman yksinkertaiseen muotoon, josta
nakyy ratkaisu (esim. t = 3).

Esimerkki 1 Tutki kuinka muunnosten avulla voi selvittdd haastavan yhtélén ratkaisun.

Esimerkin 1 tarkoituksena on tutkia yhtalon totuusarvoa, muunnosten vaikutusta seké eri esitystapoja yhtalolle.
Opettajan on hyva kiinnittad huomio siihen, ettd oppilaat huomaavat, etta kaikissa vaiheissa on eri muodossa oleva

vhtélo ja kaikilla ndilla yhtalilla on samat ratkaisut.

Vaakamalli Matemaattinen esitys Muunnos
i \@ |A\ |
| | —x+7x+8=15—x
. -1+7-1+8=15-1
14 =14
LxMM
7x @ 15
2 L | J \ | J 7x+8=15
. 7-14+8=15
15 =15 Vs
3 7x+8—-8=15-18
7y ° 15 7-1+8-8=15-18
J J 7=7
N |
MM
s L | | 7 |
[ I 7x =7
A
7=17
J7M M
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a) Taydenna puuttuvat valivaiheet vaakamalliin, matemaattiseen esitykseen ja muunnos sarakkeelle.
b) Milla muuttujan arvolla viimeinen yhtalé (numero 5) on tosi? (Kun x = 1.)Sijoita tdma muuttujan arvo muihin yhta-

I6ihin (1-4). Merkitse sijoitukset ndkyviin matemaattisen esityksen alapuolelle. Mitd huomaat? Yhtalot 1-4 ovat tosia,

kun muuttujan paikalle sijoittaa arvon 1. Toisin sanoen luku 1 on jokaisen (1-5) yhtalon ratkaisu.

c) Kerro lyhyesti mikd muuttuu tai sailyy, kun muunnoksia kdytetdaan yhtaloon.

MUUTTUU

SAILYY

- Yhtdlon ulkomuoto eli yhtasuuruusmerkin mo-
lemmilla puolilla olevat lausekkeet.

a) Yhtalon ratkaisu: Jos yhtalo oli tosi (tietyllda muuttu-
jan arvolla), niin se on edelleen tosi. Jos yhtalo oli
epatosi, niin se on edelleen epatosi.

Tehtdva 1 Tee pyydetty muunnos yhtéldlle ja kirjoita muunnoksen jilkeinen tilanne sekd vaakamallin ettd matemaat-

tisen esityksen avulla.

a) Vaakamalli Matemaattinen esitys Muunnos
2x / 5 \
| J l J 2x—1=5
l ]
L1
-1
2x—1+1=5+1
2x 5
| 1] Lt |
l ]
b) Vaakamalli Matemaattinen esitys Muunnos
/\% [5)
| J 1 J 2x—1=5
l ]
2x 6
( J L J 2x=6
l ]
c) Vaakamalli Matemaattinen esitys Muunnos
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7 14k
7 =14k

| J l ]

| |

I e J14
7 i 14k RN
= bt —
7 I 7 HEEEEE z:14k
Ll ERREEEN 7 7

Tehtavissa 3 ja 4 tdydennetadn yhtalonratkaisun vaiheita: matemaattinen esitys ja termi sanalliseen selitykseen.
Huom. Opettaja voi mainita, ettd muunnoksen voi joustavasti merkita eri kohtaan muunnettavaa lauseketta.

Tehtava 2

Matemaattinen esitys Muunnos Sanallinen selitys
b 11 =-8
9 - N
L11 Lisdan yhtalén molemmille puolille luvun 11.
b
6_11+11=_8+11
MM Muokkaan yhtalon puolia, laskemalla yhtdlon vasemmalla puolella

b—3
5=
9 b—9 3
5=
b =27

yhteen —11 ja 11. Oikealla puolella lasken yhteen luvut =8 ja 11.

Kerron yhtal6a puolittain luvulla 9.

g . 9 b
Muokkaan yhtdl6a suorittamalla vasemmalla kertolaskun 5

ja oikealla kertolaskun 9 - 3.

Nyt nden, etta alkuperdinen yhtalo on tosi, kun

b = 27 eli yhtalon ratkaisu on 27.

29




Tehtdva 3 Tidydenni matemaattinen esitys ja sanallinen esitys

Matemaattinen esitys Muunnos Sanallinen selitys
5y =4y - 20
Vay Vihennin 4y molemmilta puolilta yhtilé3.
S5y —4y =4y — 4y — 20
Muokkaan yhtdloa puolittain laskemalla laskun
MM

5y — 4y vasemmalla ja 4y — 4y oikealla puo-
lella.

Nama yhtalot ovat siis tosia, kun y = —20.

Tehtdva 4 Taydenni muunnos ja sanallinen esitys

Matemaattinen esitys Muunnos Sanallinen selitys
17+1=17 4+ 2a
V17 Vdhennan puolittain luvun 17.
17+1-17 =17+ 2a - 17
Muokkaan yhtaloa puolittain laskemalla laskun
MM 17 +1 — 17 vasemmalla ja 17 — 17 oikealla
puolella.
1= 2a
J2 Jaan yht#lé4 puolittain luvulla 2.
1 _ 2a
2 2
M Muokkaan yhtalon oikeaa puolta suorittamalla
jakolaskun 2701
1 Nyt nden, ettd alkuperdisen yhtalon ratkaisu on
—=a 1
2 a=-.

2

Huomautuksia tehtavasta 4!

- Luvun 2 merkitseminen jakajaksi voi olla haastava kohta, johon kannattaa kiinnittda huomiota.
- Sanallisen selityksen viimeiseen kohtaan tdydennetdan vaihtoehtoisiksi ratkaisuiksi 1/2 = a tai %.
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Tehtdva 5 Tiydenni yhtéldn ratkaisutapaan 1 matemaattinen esitys ja ratkaisutapaan 2 kiytetty muunnos.

Tapa l Tapa 2
Matemaattinen esitys Muunnos Matemaattinen esitys Muunnos
4a =2 2
4a=2a+2 a=cat V2a
J2 4a—2a=2a—2a+2
4a 2a 2
=4 MM
2 2 2
MM 2a=2
2a=a+1 J2
Va/ 2a _ 2
22
2a—a=a—-a+1 MM
MM a=1
a=1
Jokeri 6 Mita muunnosta Kalle tai Leena on kiyttanyt yhtald6n? Kirjoita ratkaisu sanallisesti tai lyhenteella.
Harjoitellaan muunnoksia kielentdmisen nakékulmasta.

Kalle laski vasemmalla puolella luvut —3

5*-3-2x—-3=0
C — e 5 ) ja —3 yhteen. (Muunnos: M)
C

3x-6=0
-
Leena lisdsi molemmille puolille < 3x—-6=0
luvun 6. (Muunnos: L6) 3x—-6+6=0+6

62 =62+17x
) Kalle véhensi molemmilta puolilta luvun 62 ja

0=17x

laski mahdolliset laskut puolittain. (Muunnos L62 MM)

L jakaa yht&lod mol ilt lilt

eena jakaa yhtdl6d molemmilta puolilta 0=17x

luvulla 17. (Muunnos J17) < 0 17x
17 17

=2 Kalle vahentaa puolittain luvun "

b
2 )

5
2 _ 5 (Muunnos.VZ)
2

Leena kertoo molempia puolia luvulla 2. (Muunnos: K2) <
2

-2 31

N| S N| S
Bl W W




Jokeri 7 Tdydenna matemaattinen ja sanallinen esitys

Matemaattinen esitys Muunnos Sanallinen selitys
15x + 10 = 5x + 30
V10 Vahennidn 10 molemmilta puolilta yht&l6a.
15x+ 10— 10 = 5x+ 30 — 10
MM Muokkaan yhtdloa puolittain laskemalla laskun
+10 — 10 vasemmalla ja 30 — 10 oikealla puolella.
15x = 5x + 20
V5x Viheywndwn termivy 5 x puolittoivy
15x — 5x = 5x + 20 — 5x
MM Muokkaan yhtal6a puolittain laskemalla laskun 15x — 5x
vasemmalla ja 5x — 5x oikealla puolella.

10x = 20
J10 Taowv yhitelddow puolittain Wivullow 10.

10x 20

10 10

Muokkaan yhtdloa puolittain suorittamalla jakolaskut 2
MM 20 10
ja—.
10
Xx=2 Nyt nden, ettd alkuperdisen yhtalon ratkaisu on x = 2.

RYHMAARVIOINTI (ryhmitaidot selitetty tarkemmin sivulla 2)

Ryhmataito Onnistuminen

Autoimme ja rohkaisimme toisiamme

Keskustelimme toisemme huomioiden

Toistimme asioita tarvittaessa

Keskityimme perusteluihin vastausten sijaan

Hy6dynsimme virheitd oppiaksemme
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Kotitehtdva 1

i) Tdydenna yhtédlon 3x = 2 — x ratkaisutavan
a) matemaattinen esitys

b) sanallisesti osio, johon kirjoitat, mita yhtalolle tehddan ja mitd muunnosta kaytetaan.

ii) Tarkista lopuksi ovatko muunnettu (alimmainen) ja alkuperdinen yhtélo 3x = 2 — x tosia samalla muuttujan
arvolla.

Ratkaisu: Alimmainen yhtaloé x = éon tosi, kun muuttujan paikalle sijoitetaan luku %

Sijoitetaan % my0s alkuperaiseen yhtdloon 3x = 2 — x, jolloin saadaan

31—2 !
2 2
3
272

Alimmainen ja alkuperdinen yhtdloé ovat molemmat tosia muuttujan arvolla 3 eli luku Zon yhtalon ratkaisu.

vaakamalli matemaattinen esitys sanallisesti
—X
Lisdan x molemmille
3x 2 3x=2—x .
puolille.
| J l J

A Muunnos: Lx

—X
Lasken 3x ja x yhteen.
Toisell lella lask
2 x4+ x=2+x—x oisella puolella lasken x
| > i | * ] ja =x yhteen.

. Muunnokset: M M

4x 2 Jaan molemmat puolet
l J | | 4x =2 luvulla 4.

. Muunnokset: /4

4 L N
4~ 4 &h“T"“J. Sievennin jakolaskut
1 1 . 1 1 . 4x 2 . .
| I | | A | "1 molemmilla puolilla.
l |
A Muunnokset: M M
Muunnoksia kaytettyani
1 . . .
1 x I 1 /2 I e 1 naen, et;ca muuttu?an X
| | 2 arvolla > alkuperainen
A yhtal6 on tosi.
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Kotitehtadva 2 Taydenni yhtélén ratkaisutapaan 1 matemaattinen esitys ja ratkaisutapaan 2 kiytetty muunnos.

Tapa l Tapa 2
Matemaattinen esitys Muunnos Matemaattinen esitys Muunnos
! +2=6 ! +2=6
4x = 4x =
V2 K4
! 2—-2=6-2 4 ! 4-2=6-4
ZX + 22— = - Zx + -
MM MM
1
—-x=4 x+8=24
4x
K4 V8
1
4-Zx=4-4 x+8—-8=24-8
MM MM
x =16 x =16
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2.3 Virheita muunnosten kaytdssa

—_

Tunnin rakenne:
- Edellisen idean kertaus ja kotitehtdva (5min)
- Esimerkki 1 (10 min)
- Virheiden analysointia, Tehtdva 1 — Jokeri 11 (25min)
- Tunnin koonti ja ryhmaarviointi (5min)

Tavoitteet:
- Analysoidaan ja pohditaan valmiiksi annettuja ratkaisuja ja ratkaisupareja.
- Huomataan, ettd virheet ovat luonnollinen osa oppimista ja tarkea voimavara, ja etta niista on hyodyllista
keskustella.

Toimintaohje: Oppilaita voi ohjata eteenpdin sopivilla kysymyksilla. Kiinnittda huomiota kayttamiisi kysymystyyppei-
hin: avoimet kysymykset auttavat oppilaita kuvailemaan ideoitaan ja kehittdmaan joustavuutta (esim. ”Mita mielta
olette tasta ideasta?”), “miksi” — kysymykset auttavat tuomaan esiin kasitteellisen ymmartamisen puutteita ja ”mi-
ten” — kysymykset voivat paljastaa proseduraalisen (menetelmallisen) ymmartamisen heikkouksia.

Lisatieto: Virheiden nayttamisella on tutkittu olevan positiivisia vaikutuksia matematiikan oppimiselle erityisesti, kun virheellisen
ratkaisutavan rinnalla on oikea ratkaisutapa. Oppilaat paasevat nakemaan tyypillisia virheita jo ennen kuin ovat itse perehtyneet
yhtélonratkaisuprosessiin, milld pitaisi olla virheitad vahentava (tai virhekasityksia korjaava) vaikutus. Liséksi virheiden ndkeminen
painettuna voi auttaa hyvaksymaan virheet luonnollisena osana oppimista.

Esimerkissa 1 yhtdlonratkaisuprosessi ndytetaan kokonaisuudessaan. Yhtalon rinnalla ovat muunnokset ja sanalli-
nen selitys, johon oppilaat taydentavat esimerkissa kaytetyt luvut.
Esimerkin 1 koonti
- Kay aluksi lapi tehtdvan ratkaisuvaiheet ja kdytetyt muunnokset.
- Kiinnita lopuksi huomio yhtaloon kokonaisuutena,
o miltd nayttaa kokonainen ratkaisu.
o Mika on alkuperdinen yhtalo.
o  Mihin muotoon yhtdlé on muokattu muunnoksien avulla, josta ndahdaan yhtalon ratkaisu.
- Voit myos kysya, mika on jonkin valivaiheena olevan yhtalon ratkaisu (sama kuin lopussa). Talla koroste-
taan sitd, ettd yhtalon ratkaisu sailyy, kun muunnoksia kaytetdan yhtalon ratkaisussa oikein.
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Virheellisen ja oikean ratkaisun sisdltavat tehtavat

Lopputunnin “Kalle ja Leena” — tehtavissa on esitetty vierekkain kaksi ratkaisutapaa, joissa yleensa toinen sisaltaa
tarkoituksellisen virheen. Oppilaan tehtava on etsia virheita, tarkistaa ratkaisuja, tutkia muunnoksia ja selittaa auki,
miten asia olisi pitdnyt tehda. Opettajan on hyva muistaa kysya "miksi”, kun oppilaat esittavat ajatuksiaan
Esimerkki 2 koonti

- Oppilaat vertailevat tehtavia aluksi pienen hetken pienryhmissa, sitten kdyddan opettajajohtoinen keskus-
telu luokan kanssa.

Muistuta, etta yhtadlonratkaisussa muutetaan yhtdl6d muunnosten avulla siten, etta ratkaisu pysyy samana.

Apukysymyksia:

- Kohdassa a) Mita voi paatella siita, etta ratkaisut ovat erilaiset? Oppilaille ei valttamatta ole selvaa, etta eri

ratkaisut tarkoittavat, etta toinen ratkaisutavoista olisi virheellinen.

- Kohdassa c) Kysy tarkemmin, mitd “samanmuotoiset termit” tarkoittavat. Omin sanoin kuvailu on tarkeaa.
Toimintaohje tehtavasta 3 eteenpain

- Tehtavissa oppilaat tutkivat virheellista ja oikeaa ratkaisutapaa pienryhmissa.

- Jos tehtavat kdydaan yhdessa lavitse, ei oppilaiden kannata kirjoittaa pitkia ja tarkkoja malliratkaisuja. (Eri-
tyisesti tehtavien 4,6,7,9 ja 10 a) - kohdat). Tarkedampé&a on varmistaa, etta virheet ovat loytyneet ja ymmar-
retdan, mista virhe johtuu ja miten se voidaan valttaa tulevaisuudessa.
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Esimerkki 1 Kalle ja Leena ovat ratkaisseet yhtilén 45y + 90 = 60y seuraavilla tavoilla:

Kallen ratkaisu Leenan ratkaisu Aluksi vihennin molemmilta puo-
Aluksi yhdistdan vasemman puo- 45y + 90 = 60y 45y 4+ 90 = 60y lilta 45y.
len termit keskendan.
135y = 60y 45y — 45y + 90 = 60y — 45y Muokkaan yhtdlon molempia puo-
Taman jalkeen vahenndn mo- lia suorittamalla yhteenlaskut.
lemmilta puolilta 60y. 135y — 60y = 60y — 60y 90 =15y
75y = 0 90 _ 15y Lopuksi jaan yhtal6a puolittain lu-
Lopuksi jaan yhtdl6a puolittain 15 15 vulla 15.
luvulla 75 ja saan vastauksen. By _ 0 6=y
7575 Suoritan jakolaskut puolittain ja
y=0 saan yhtalon ratkaisun.

a) Kuvaile mita eroa Kallen ja Leenan ratkaisuissa on.

Kalle jov Leenav ovat aloittaneet eri mummmnoksillo. Kallelaw jou Leenallow ovw exi ratkaisut, jotesv
ainakin toisen heistiv on tiytynyt tehddv virhe. Toisellaw heistil toisesv rivin ratkaisw ovw er kiivy
enstmumidiisen riviny ratkaisu.

b) Kumpi on oikeassa? Miksi? Miten tarkistat taman?

Kalle o yhdistinyt virheellisestt evimuotoiset termit, joten how ei ainakaowy voi ollow oikeasso.

Leenav on keyttoinyt mummmoksio oikein jotenw hinen ratkaisunso tiytyy ollaw otkeo.

Tamev voidaow tawkistao sijoittamallo Leenawv vastous y = 6 alkuperdiseen yhtoloon. Talldin
saadaary360 = 360, joterv yhtdlo-on tosi jou ratkaisw oikea. Jos puolestaow sijoitetaon Kallew rat-
kaiswwy =0, saadaon 90 = 0.

Liscitieton: Vaser jou otkeaw puoli eivit ole yhtin suuwret, joten yntilo-ei ole tosic Kallen toiselle riville sijoitto-
mallaw saadaowv 0 = 0, joten yhteldd- ow tosis Tstin voidaowy pacitelldy, ettir yhtodonw ratkaisw on nuattunut
evsinundiselto riviltil toiselle, jotew ei ole kéytetty nmuuuwmnostor (nuumwnnos sailyttilds ratkaisun samana).

c) Mika virhe on tehty? Kirjoita omin sanoin saanto, jolla virhe voidaan valttaa.

0]
Ow virheellisestt yhdistetty erimuotoiset termit. Yhdistov vain soumavnvwmumotoisio ter -
mejei.

Kalle ja Leena ovat ratkoneet yhtal6ita ja vertailevat nyt ratkaisujaan samoille yhtéloille. Vastaa annettuihin kysy-
myksiin ja toimi opettajana tarkistaen Kallen ja Leenan ratkaisut yhtalgille.

Tehtdva 1
Kallen ratkaisu Leenan ratkaisu
4a =20 4a =20
:_g = % 4a _ 20
4 4
a=1 a=5

a) Kerro suullisesti, mita Kalle ja Leena ovat tehneet yrittdessaan ratkaista yhtalon 4a = 20.
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Sekiv Kalle jo Leenav ovat ajatelleet, ettiv haluowat jakaa puolittain yhntelod, jotto saa-
daow vastous muotoova = jotain Kalle onw kuitenkin jokenut ivun 4 uvullar 20, mistor €L
twle ratkaisuksi yksi. Leenovonwjokoanut vuwva kertoimellat molenmumat puolet jou saounut
ratkaisuksia = 5. Kumpi ratkaisi oikein? Leerou.

b) Ympyroi virheellisesta ratkaisusta kohta, jossa virhe on tapahtunut.

¢) Muotoile omin sanoin lyhyt ohje, miten kyseisen virheen voi yhtal6a ratkaistaessa valttaa.

Yhtilow toiselle puolelle tulee saada pelkdstidn munttyjay, jotta ratkaisw voidaown nahdd helposti.
Yhtilsow ow jaettovar puolittoin nuuttujon kertoimellov.

Tehtdva 2 Kalle on tehnyt virheen yrittdessdan ratkaista yhtiloa. Leena sen sijaan tietdd, miten valttda tima virhe.
Kirjoita Leenan ratkaisu valivaiheineen nakyviin.

Kallen ratkaisu Leenan ratkaisu
a+8+12=20 a+8+12 =20
20a = 20 a+ 20 =20
@=§ a+20—-20=20-20
20 20
a=1 a=20

Vain samanmuotoisia termeja saa yhdistaa. Kalle on yhdistanyt termit a, 8 ja 20, mika ei ole mahdollista,
silld a + 20 ei ole sama asia kuin a - 20. (Tamén jalkeen Kalle olisi osannut jatkaa oikein, mutta ratkaisu
on jo muuttunut eikd a = 1 ole alkuperaisen yhtalon ratkaisu.)

Tehtdva 3
Kallen ratkaisu Leenan ratkaisu
x+5=10 x+5=10
X+5-5=10-5 (:E?=10
x=05 x=10-5
x=25

a) Kerro, miti Kalle ja Leena ovat tehneet ratkaistessaan yhtilén x + 5 = 10. Kumpi ratkaisi oikein? Kalle.

Kalle on vidhentinyt puolittain vuns jo muokannut lavsekkeito saaden vastauksensa. Leena
o yhdistinyt termit x + 5 mikdv et ole mahdollista, silliv ne ovat erimuotoisiov. Leena on tehwyt
toisenkin virheery, sillev hon ow vihentinyt puolittoainy uvun s, vaikka laskua 5x — 5 ed voi la-
kea.

b) Ympyroi virheellisesta ratkaisusta kohta, jossa virhe on tapahtunut.

¢) Muotoile omin sanoin lyhyt ohje, miten kyseisen virheen voi yhtaloa ratkaistaessa valttaa.

Vainw samanvmuotoisio termejol saov yhdistior eli laskea yhteen tai vidhentidl keskendicin.
Jos haluat saado kevtoimery pois munttujon edestey; se ei lihde vihentiumallds vaouwv jakamalla,
silléi5x — 5 ei voi laskeaw.
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Tehtdva 4

Kallen ratkaisu Leenan ratkaisu
-y+7=12 —-y+7=12
-y+7-7=12-7 -y+7-7=12-7

—y=5 —y=cC
y=-5 —

a) Kerro, mité Kalle ja Leena ovat tehneet ratkaistessaan yhtdlén —y + 7 = 12. Kumpi ratkaisi oikein? Kalle.

Kalle o vidhentoinyt puolittoin bvuwn7 jou kertonut puolittoin vulla -1 tai pacitellyt, ettiv jos
-=5, niivy = 5. Leena o vihentiinyt puolittain vuwn 7. Lopuksic Leenar onv unohtowut mii-
nusmerkin

b) Ympyréi virheellisesta ratkaisusta kohta, jossa virhe on tapahtunut.

¢) Muotoile omin sanoin lyhyt ohje, miten kyseisen virheen voi yhtadloa ratkaistaessa valttaa.

Saadakseen miinusmerkinw pois nuuttujony edestiy, tulee kerto taw jaokaa wivullow—1, sillév—1- (—1) = 1.
Voi myds paditellay, ettivjos-=5, niinwy:nwtiytyy olla—5.
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Tehtdva 5 Leena ja Kalle ovat ratkaisseet yhtéloitd. Heiltd on jadnyt yksi vélivaihe merkitsemitta...

Leenan ratkaisu Kallen ratkaisu

5=k-15 5=k-15

5+15=k—-15+15

a) Kumpi on kiireestd huolimatta saanut tehtdvén ratkaistua oikein? Kalle.
b) Taydenna puuttuva vélivaihe viivalle siihen ratkaisuun, jossa ratkaisu oli oikein.

Kallen ratkaisu Leenan ratkaisu
Tehtava 6 6=i_2 6=i—2
10 10
X X
10:6 =10 ——10-2 10-6:10-@
10
60 =x —20 60 =x—2
80 =x 62 =x

a) Kerro, mita Kalle ja Leena ovat tehneet ratkaistessaan yhtdlén 6 = 1x_o — 2. Kumpi ratkaisi oikein? Kalle.

Kalle: ow kertonut yhtolddr alukst puolittain vullor 10. Leenaw on yrittenyt aloittao samalla
munnoksellay, mutto unohtonut kertoo kua —2 vullav10. Kevtomiser jillkeen onwpyritty sel-
vittamaicin x v lukuowrvo:-

b) Ympyroéi virheellisesta ratkaisusta kohta, jossa virhe on tapahtunut.

c) Muotoile omin sanoin lyhyt ohje, miten kyseisen virheen voi yhtaloa ratkaistaessa valttaa. 0

Jos kervot (tai jaat) yhtildd puolittain, muista toteuttoow laskutoimitus kaikille termeille.

Kertominen sulkuja kayttdaen tulee materiaalissa myéhemmin, mutta tata voi olla hyva pohjustaa tassa ajatellen
seuraavaa tuntia, jolla oppilaat luovat itse yhtal6ita muunnoksia kdyttaen.
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Jokeri 7

Kallen ratkaisu Leenan ratkaisu
—24+y+10=140 —24+y+10=140
y+8=40 y+8=40

8
y=>5 y =40

a) Kerro, mité Kalle ja Leena ovat tehneet ratkaistessaan yhtilén —2 + y + 10 = 40. Kumpi ratkaisi oikein? Ei kwunn-
pikaawn. Kalle on aloittowmumt oikeinv yhdistcumddlos termit —2 ja10. He on yrittonyt sitten jakaa
yhtedod puolittain termilld 8. Jakaminew ei tisscl tilanteessow auttaisi ratkaisemisto, sillov sekdv
y etti8 tulisi jakaa 8:Ua. Leena puolestoon on unohtouwumt vihentiion termin g oikealtopuolelto
b) Ympyroi virheellisesta ratkaisusta kohta, jossa virhe on tapahtunut.

c) Muotoile omin sanoin lyhyt ohje, miten kyseisen virheen voi yhtaloa ratkaistaessa valttaa.

1) Jakaminew tiytyy suorittao kaikille termeille.
2) Muwnnokset tiytyy suorittao molemminy puolinv yhtoddd.

Jokeri 8
Kallen ratkaisu Leenan ratkaisu
154+2=17—-10a 154+2=17 - 10a
17 =17 — 10a 17 =17 — 10a

17 -17 =17 — 17 — 10a 17 -17 =17 — 17 — 10a

0=0-10a 0=0-10a
0=-10a
10 = —10a + 10
0 —10a
10=a —-10  —10
0=a

a) Kerro, mitd Kalle ja Leena ovat tehneet ratkaistessaan yhtdlon 15 + 2 = 17 — 10. Kumpi ratkaisi oikein? Leena..
b) Ympyroi virheellisesta ratkaisusta kohta, jossa virhe on tapahtunut.
¢) Muotoile omin sanoin lyhyt ohje, miten kyseisen virheen voi yhtal6a ratkaistaessa valttaa.

Jos haluao saado 10a muotooa, tulee jokao 10:Udy ed lisdti sitil puolittain.
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RYHMAARVIOINTI (ryhmitaidot selitetty tarkemmin sivulla 2)

Ryhmataito Onnistuminen

Autoimme ja rohkaisimme toisiamme

Keskustelimme toisemme huomioiden

Toistimme asioita tarvittaessa

Keskityimme perusteluihin vastausten sijaan

OOOOO:
OOOOOG
DOOOO

Hyédynsimme virheita oppiaksemme

SDlepleplepIey
DIOIDIDID,

Huomioita kotitehtavista:
- Kotitehtavan 1 yhtaloita ei ole tarkoituksella ratkaistu pitemmalle, silla tutkitaan vain ensimmaista muun-
nosta.
- Kotitehtdva 2 voi olla melko haastava.
- Kotitehtavien lisaksi oppilaat tayttavat luvun ITSEARVIOINNIN.

Kotitehtava 1 Kalle ja Leena ovat ldhteneet ratkaisemaan yhtil6a 15a = 10a + 30.

Kallen ratkaisu Leenan ratkaisu

15a = 10a + 30 15a = 10a + 30

15a—10a = 10a— 10a + 30 15a = 10a — 10a + 30

a) Mitd muunnosta kumpikin on lahtenyt kdyttamdan ensimmaisena? Kuwmpikinv ovv ajatellut vihentidn puo-

Littovivy terminv10a.
b) Kumpi on kdyttanyt muunnosta oikein? Kalle.

c) Misté tiedat, ettd toinen ratkaisu ei ole oikein? Leenouwn ratkaisusso termi ovv vidhernetty vain toiseltow

puolelto yhtilod, jolloin yhtilon ratkai ttuw el alkuperaisellis yhtalolla sdvole
samaw ratkaisu.

d) Muotoile omin sanoin lyhyt ohje, miten tallaisen virheen voi yhtdl6a ratkaistaessa valttaa.

Muwwnnokset tulee muistaa tehdd molenwumille puolile yhtoilddl.
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Itsearviointi (tdytetdidn yksin aina luvun paatteeksi)

1=Erittain heikosti

Miten hyvin osaat seuraavat asiat

e lLausekkeen ja yhtdlon ero
e  Yhtdlon tasapaino
e  Tutkia, onko yhtilo tosi/epéatosi

e Olen oppinut tunneilla kasitellyt asiat.

e Onnistuin keskittymdan perusteluihin vastausten sijaan.
e Onnistun |0ytamaan ja esittamaan kysymyksia.

e  Onnistuin kuvailemaan ajatteluani muille.

e Onnistuin hydodyntdmaan virheita oppiakseni.
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Luku 3 Yhtadlon ratkaiseminen

Luvussa 3 syvennetdan ymmarrysta siitd, mitd muunnokset ovat ja harjoitellaan itse ratkaisemaan yhtaloitd. Ensim-
maisen tunnin jalkeen voi valita, jatketaanko harjoittelua oppilaiden itse kotitehtdvanaan luomien yhtaldiden vai
tassa vihkossa valmiina olevien tehtdvasarjojen avulla. Yhtal6itd ratkaistessa tullaan myds huomaamaan, ettd
muunnokset soveltuvat eri yhtédloiden ratkaisuun eri tavoin. Esimerkiksi joskus kannattaa jakaa aluksi, joskus taas
siitd ei ole mitdaan hyotya.

3.1 Yhtalon luominen ja ratkaiseminen

Tiesitko, ettd toisen maailmansodan tapahtumien kulkuun vaikuttivat merkittavasti salaus-
ja salakuuntelumenetelmat? Nykyaan digitaalisen tiedon salaaminen on yha tarkedampaa.
Talla tunnilla yhtal6ita salataan ja hakkeroidaan kdyttamalla erilaisia muunnoksia yhtalon
haastavoittamiseksi (salaaminen) tai helpottamiseksi (hakkerointi).

____________________________________________________________________________________________

Opettaja voi halutessaan maalata tehtdvdlle kehyskertomuksen liittyen toisen maailmansodan tapahtumiin tai
FBI:n salapoliisien ja hakkerien vdliseen konfliktiin. Yhteisty6td voi tehdd historian opettajan kanssa.

MUUNNOKSIA
Muunnos L: saman termin lisddminen yhtalén molemmille puolille
Muunnos V: saman termin vdhentaminen yhtalén molemmilta puolilta

Muunnos J: molempien puolien jakaminen samalla nollasta eroavalla luvulla

Muunnos M: Yhtalossa olevan lausekkeen/lausekkeiden muokkaaminen.

Tunnin rakenne:
- Kotitehtavat ja kertaus (10min)
- Yhtalon luominen, Tehtéava 1 (10min)
- Taulun analysointi, Tehtdva 2 (5min)
- Yhtaloiden ratkaisu ja vertailuvaihe, Tehtdva 3 (10min)
- Pohdinta (Jokeri 4), tunnin koonti ja ryhmaitsearviointi (10min)
Tunnin tavoitteet:
- Harjoitellaan muunnosten kayttoa ja luovuutta yhtal6ita luomalla
- Opitaan analysoimaan ja luokittelemaan erilaisia yhtaloita. (esim. Mika tekee yht&losta haastavan?)

- Huomataan, ettd sopivan muunnoksen valintaan liittyy usein jonkin laskutoimituksen kumoaminen
- Harjoitellaan mielekkaan ilmapiirin luomista ja vastuun ottamista omasta oppimisesta

Toimintaohje: Tdlld tunnilla oppilaat luovat alkutunnista ryhmissddn yhtdléitd. Kdytetddn siis muunnoksia, mutta
kddnteisessd jdrjestyksessd verrattuna, jos luotua yhtdldd ratkaistaisiin. Lopputunti kéytetddn ryhmien luomien
yhtdldiden ratkaisemiseen ja ndiden analysointiin.

BONUS: Ennen tehtdvdd opettaja voi rohkaista luovuuteen lukujen keksimisessd (alussa ja muunnosten yhteydessd keksitddn
lukuja) antamalla oppilaille hetken aikaa (30 s) pohtia “Millaisia erilaisia lukuja on olemassa?” ja kokoamalla oppilaiden ideoita
taululle.

____________________________________________________________________________________________

1
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:
1
- Harjoitellaan yhtalonratkaisua toisten oppilaiden luomia yhtaloita ratkaisemalla !
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Tehtdva 1 Luokaa ryhmaissi yhtilo alhaalta yléspain. (Mydhemmin ryhmit ratkaisevat toistensa yhtildita.)
Opettaja voi rohkaista oppilaita kdyttdmddn luovuutta muuttujan valinnassa. Esimerkiksi kysymdlld “Milld muut-
tujaa voi merkitd?” Oppilaat:” x:IIG?” “Tai?”...hiljaisuus... Oppilaat: “t:lld?” “Tai..?” Oppilailta alkaa sadella mui-
takin ehdotuksia. ”Olette ehkd tottuneet kdyttdmddn x:dd, vaan nyt voitte itse valita vapaasti, milld merkitsette
muuttujaa.”

Huomautus! Kaikkien kannattaa kirjoittaa omalle paperilleen ryhmdn yhteinen yhtdlé tai muuten on vaikea ym-
mdrtdd, mitd ollaan tekemdssd.

a) Keksikaa ryhmadssa luku ja muuttuja, jotka merkitsette yhta suuriksi (Seuraavalla sivulla on tilaa kirjoittaa).
Esimerkissé 12 = t.

b) Tehkaa tille yhtélolle yhdessa valitsemianne muunnoksia. Edetkaa alhaalta yl6s.

Esimerkissé on kerrottu puolittain luvulla 3 (K3), liséitty molemmille puolille 2t (L 2t) ja laskettu 3t ja 2t yhteen (M).

Yhtdlén luomisen aloittaminen Lopputulos

36 + 2t = 5t

M
364+ 2t =3t+2t
M ja L2t

12-3=3-¢ 12-3=3-¢

k3 K3
12=1¢ 12=¢

Yhtalon luomisessa taytyy keskittya oikean vastauksen sijaan paattelyyn eli siihen “miksi ndin saa tai ei saa
tehdd”. Kaikki ideat voidaan perustella tarkistamalla pysyyko yhtélon ratkaisu samana. Mika tahansa menetelma
muuttaa yhtaléa on toimiva muunnos, jos ratkaisu pysyy samana.

Luomisessa liikkeelle voi auttaa rohkaisemalla “saatte valita minka tahansa luvun ja muuttujasymbolin, kaikki
kay” ja sitten ”valitkaa jokin muunnos (L, V, J, K) ja luku” seka “muokatkaa valilla lausekkeita eli laskekaa niissa ole-
via laskuja”.

Yleisia oppilaiden virheitd, harhakasityksia ja ihmettelyitd: A) Yhdistetdan erimuotoisia termeja. B) ”Ei talla lu-
vulla voi jakaa, koska ei tule kokonaislukua.” C) “Voikohan muuttujaa lisata tai vahentaa? Voiko muuttujalla kertoa
tai jakaa?” Voi, mutta muuttujalla kertomisen jalkeen my6s 0 on ratkaisu ja muuttujalla jaettaessa muuttuja ei voi
olla 0.

Alkuun padseminen voi tuntua oppilaista aluksi haastavalta ja hammentavalta. Sitd suurempi on onnistumisen
elamys, kun he huomaavat pystyvansa luomaan kokonaan oman yhtalon.

Ryhmien ilmapiiri vaikuttaa valtavasti siihen, miten tehtavaa tehdaan. Joissakin ryhmissa keskustellaan yhdessa,
mitd muunnoksia olisi kiinnostavinta kdyttaa, toisessa ryhmassa yksi paattaa kaikki muiden tehdessa perassa ja
kolmannessa autetaan jokaista ryhman jasenta keksimaan yhden muunnoksen. Jotkut ryhmat saattavat tehda ko-
konaan omat yhtalénsa keskustelematta lainkaan. Opettajan taytyy antaa neuvoja ryhmatyoskentelyyn oppilaan-
tuntemusta ja tilannetajua kayttden. Yleisesti oppilaita voi kehottaa huolehtimaan jokaisesta ryhmanjasenesta:
Toisia taytyy rohkaista osallistumaan ja toisia antamaan tilaa muillekin. Tavoitteena on, etta kaikki ryhman jasenet
ymmartavat, miten oma yhtalo luotiin.



c) Olette luoneet ryhmadssa yhtélén. Kirjoittakaa yhtélo taululle nimienne kanssa (esimerkissd 36 + 2t = 5t). Huo-

lehtikaa, ettd kaikki ryhmdldisenne ymmadrsivét, mitd teitte. Osaatteko sanoa laskematta, millé muuttujan arvolla luo-

manne yhtdlé on tosi? Jos tekisit uuden yhtdlén, niin miten yhtdléstd voisi tehdd haastavamman?

Kun kaikki ryhmdit ovat kirjoittaneet taululle yhtdlénsd, voidaan analysoida yhdessd niitd. Oppilaiden ideoita on
tdssé helppo kehua! Oppilaat voivat pohtia esimerkiksi:

- Onko joku vaikea? Miksi? Onko joku helppo? Miksi?

- Millaisia laskutoimituksia niissd on? (+,-,-, /, sulkuja)

- Millaisia lukuja niissé on? (isot luvut, murtoluvut, desimaaliluvut, negatiiviset luvut, toinen muuttuja,

pii....)

- Kuinka pitkid yhtdl6t ovat tai arviolta kuinka montaa muunnosta on kédytetty?

- Voiko yhtdléistd pddtelld péddssd, mikd on ratkaisu?
Jos oppilaat ovat kovin hiljaisia, voi antaa minuutin aikaa keskustella ryhmissa ensin.

Tehtdva 3 Ratkaisuvaihe: Ratkaiskaa toisten laatimia yhtaloitd. Vertailuvaihe: Kaykda keskustelemassa jokaisesta
ratkaisustanne keksijaryhman kanssa. Miten ratkaisitte/loitte yhtalon? Mita olette tehneet samoin tai eri tavalla?

Vertailuvaihe tuo esille luokassa vallitsevan oppilaiden oppimiskulttuurin ja samalla antaa mahdollisuuden ohjata
rakentavan ilmapiirin luomiseen. Opettaja voi painottaa, etté virheiden I6ytyminen ryhmien vertailuvaiheessa on
parasta mitd voi tapahtua. Virheet ovat aarteita, joita yhdessé tutkimalla oppilaat voivat huomata uusia asioita
yhtdldnratkaisuun liittyen. Ei siis ole tarkoitus piilotella omaa tuotosta ja sanoa “vddrin, mee takas omalle pai-
kalle!”

Jos oppilaat ovat kirjoittaneet muunnokset ndkyviin, heidén on helpompi kuvailla ééneen toisilleen, mitd ovat teh-
neet. lhannetapaus olisi, ettéd oppilaat néhdddn rinnatusten vihkot vierekkdin osoittelemassa sormella kohtia rat-
kaisuissaan ja kuvailemassa, mité kumpainenkin ryhmd teki. Todenndkdisesti monet kuitenkin vain tarkistavat rat-
kaisun ja menevdt takaisin omalle paikalleen. Téssd tdytyy ottaa huomioon oppilaiden erilaisuus ja antaa aikaa
muutokselle.
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Ryhman luomat yhtalot
1. 2. 3.

Ryhman valitsemat ratkaistavat yhtalot

1. 2. 3.

Jokeri 4 Pohdi seuraavia kysymyksia

a) Onko merkitysta, misséa jarjestyksessd muunnoksia tehdaan?
Jakaminew ja kertomines ovat ikddn kuin saumaa perhettov samoin kwin lisdiduminen jo ve-
hentiiminesw ovat keskendion saumaaw perhettin. Samaaw perhettii olevien perdkkéiistesn mun-
noksiew jojestyksellov eis ole vilici. Joy lausekkeissaw onv useampio termejii, niin sewv jilkeen tulee
muistaa kertoa kaikki termit tai kivjoittao sulkidauseke: Esim. K3 L2 tuotto erisuuruises
lasekkeen kwinv L2 K 3.

b) Mita samaa ja erilaista on yhtdlon luomisessa ja ratkaisemisessa?
Molemmissow muwumnetowoun yhtoldod niin, ettin syntyneet yhtodlot ovat kaikki tosiov ssomallov
muuttujon awrvollow (el ratkaisw scilyy). Eridaistow ony, etton lwomisessow kovytetiion lwovunttow jou
lopputlos o awoin, mutta ratkaisemisesso tiytyy valitow strategisesty juuri sellaision mumn-
noksiay, joillaw saadaow yhtolo-helpommaksi.

c) Mita tarkoittaa, ettd laskutoimitukset kumoavat toisensa? Miten idea liittyy yhtalonratkaisuun?
Tahdw liittyy myds oppilaille jenndi idea, ettiv yhteew- jo vitherwyslaskw sekd kerto- jou jako-
laskw kumoovat toisersow evi towoillow. Toisessa kumoutumiser sewrauksenar on 0 joutoisessa 1.
Yhtoloow ratkaistessa tiytyy kumoto laskutoimituksio.
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d) Millaisia erilaisia yhtaloita a) on olemassa b) osaat luoda c) osaat ratkaista?

Jos tehtviveid haluaisi laajenta useanw tunnin pituiseksi “projektiksi”, osaamisto olisi helppo-

e) Millaisia keinoja 16ysit, joilla yhtaldista saa tehtyd haastavamman?
Keytin jaokamismummmnosta, nuwtolukujo, sulkidaunsekkeito, toisto muuttujao tai piite. Law-
sekkeen muokkausto voi kéyttii myds toiseen suuntooun 6t = 2- 3t = 2 - (4t — t). (Tl idea so-
veltuw lausekkeiden tutkivaouwy haujoittelumn.)

f)  Millaisia virheita l6ytyi?

g) Millaisia erilaisia ratkaisutapoja Ioytyi?

h) Millaisia hdmmennyksia ja kysymyksia jai vield auki?

i)  Mita uutta oivalsit? Mita opit?

j)  Miten onnistuit toisten ideoiden kuuntelemisessa ja vertailussa?
Loppukoonti riippuu siita mita oppilaat ovat |6ytdaneet. Koontiin voi valmistautua pohtimalla Jokerin 4 kysymyksia.
Opettaja voi pyytaa jotain ryhmaa kuvailemaan dokumenttikameran avulla jonkin hyvan idean (virhe, luova lahes-
tymistapa, oivallus ym.), jonka tunnin aikana havaitsi.

RYHMAARVIOINTI (ryhmitaidot selitetty tarkemmin sivulla 2)

Ryhmataito Onnistuminen

Autoimme ja rohkaisimme toisiamme ® @ @ @ @
Keskustelimme toisemme huomioiden ® @ @ @ @
Toistimme asioita tarvittaessa ® @ @ @ @
Keskityimme perusteluihin vastausten sijaan @ @ @ @ @
OECECOECR®

Hyddynsimme virheitd oppiaksemme
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Kotitehtdva 1 Milld muunnoksella aloittaisit seuraavien yhtéléiden ratkaisemisen?

a) 5 = 4x
J4 (jakaminenw vullaw 4)
b) (1—(1) —
3

K2 (kertominen wullaw 2)
) -s+2=2s-1
Ls (lLisciteicin termiv s)

Huomautuksia kotitehtavasta 1
- Tehtavan voi aloittaa milld tahansa muunnoksella!

lailla oikeita ratkaisutapoja. Jotkut ratkaisutavat ovat tehokkaampia kuin toiset.

1
! :
L 1
L 1
i ]
! - Yhtdlonratkaisussa pohditaan, mikd muunnos tekee yhtdlon helpommaksi. On olemassa erilaisia ja yhta i
! :
1
| - Tehtdvaa kannattaa analysoida ennen tehtdvan aloittamista ja sen jalkeen. !
! 1

Kotitehtava 2
a) Luo muunnoksia kdyttaen yhtalo toisten ratkottavaksi.
b) Ratkaise oma yhtalosi.

Opettaja voi yhdessa oppilaiden kanssa paattaa jatketaanko yhtalonratkaisun harjoittelua ensi tunnilla kerdaamalla
kotitehtdvana luodut yhtalot taululle ja kdyttamalla tdman tunnin ideaa vai ratkaisemalla materiaalissa seuraa-
vana olevia valmiita yhtaloita.

Kotitehtava 3 Keksi yhtil, jonka ratkaisemiseksi kannattaisi seuraavaksi
a) Vahentaa tai lisata puolittain
Esimu x+ 2 = 2x
b) Jakaa tai kertoa puolittain
Esimi ;-3 = 2
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3.2 Yhtalonratkaisutehtavia

Huomautus! Vaihtoehtoinen toteutustapa tunnille on luoda ja ratkaista itse tehtavia (vrt. edellinen tunti).

Tunnin rakenne:
- Kotitehtavat ja kertaus (5min)
- Esimerkki (5min)
- Tehtdvasarjojen ratkaiseminen (30min)
- Koonti ja itsearviointi (5min)

Tunnin tavoitteet: Opetellaan ratkaisemaan erityyppisia yhtal6itd muunnosten avulla ja tarkastamaan ratkaisu.
Toimintaohje: Rohkaistaan oppilaita selittamaan daneen, mita on omassa ratkaisussaan tehnyt. Huomataan, etta
on olemassa useita erilaisia ja silti oikeita ratkaisutapoja. Ohjataan tarkistamaan ratkaisu sijoittamalla saatu muut-
tujan arvo alkuperdiseen yhtal66n. Opastetaan “jumitilanteissa”. Matematiikassa on tarkeda opetella pohtimaan
tehtdvas, joka aluksi tuntuisi hyvinkin haastavalta. Tutkitaan ensin vanhoja esimerkkeja, kysytaan kavereilta ja lo-
puksi opettajalta, kun kaikkea muuta on yritetty.

Sanalliset tehtavat jadavat materiaalissa vahaiselle kasittelylle, silla painopiste on yhtalon kasitteellisessa ymmartamisessa ja
(my6hemmin) joustavuuden kehittamisessa.

Esimerkki 1 (Muunnosten eri merkintatavoista)

Matemaattinen esitys Tapal Matemaattinen esitys Tapa 2
2x+6=10 2x+6=10 [|—6
V6
2x+6—-6=10—6
MM
2x =4 2x =4 []:2
J2
2x _ 4
2 2 MM x=2
x =2

Huomioita esimerkistd 1: Oppilaille voi ndyttaa yleisesti kaytdssa olevan merkintdtavan “temppuviivat”, jos sita ei
ole vield tahan mennessa naytetty. Temppuviivoissa on se huono puoli, etta niissa ei ole “7muokkaamista” nakyvilla
ja ne vahvistavat kasitysta siitd, etta matematiikka on numeroita ja symboleita eika kirjoitus tai puhe kuulu siihen.
Temppuviivat ovat siita hyvia, etta ne ovat yleisesti kdytdssa ja merkinnastd on helppo paatelld mita se tarkoittaa
esimerkiksi riippumatta kielesta. Oppilaat voivat itse paattaa, millaista merkintaa kayttavat. Tassa materiaalissa
kdytetaan kuitenkin Tapaa 1.
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Tehtdva 1 Ratkaise yhtildista tuntematon muuttuja kiyttden oppimiasi muunnoksia. Valitkaa ryhménne kanssa kaksi

tehtavasarjaa.

Huomautus!

lemmille puolille yhtaloa.

- Sarjat eivat ole vaikeusjarjestyksessa.
- Ryhma valitsee kaksi tehtdvdsarjaa, jotka kaikki ryhman jasenet tekevat.

- Valivaiheet ratkaisuissa kirjoitetaan allekkain.

- Tarvittaessa sarjat voi tarkistaa esimerkiksi antamalla ryhmille ratkaisut monisteella.

- Oppilaille voi huomauttaa, etta kaikkia valivaiheita ei tarvitse kirjoittaa siind vaiheessa, kun ne ovat itselle
selvia. Vadlivaiheet kirjoittamalla varmistaa kuitenkin muun muassa, ettd muunnos tulee tehtya oikein mo-

- Lausekkeen muokkauksen voi merkita esimerkiksi ympyréimalla yhdistettavat termit.
- Yhtdloon on yleensa useita ratkaisutapoja, malliratkaisu on vain erds mahdollinen ratkaisutapa.

____________________________________________________________________________________________

Sarjal
a) 6a—5-37=0 L42  b) %-3:10 L3 c) 12+6=2y+4y MM
6a—5—-—374+42=0+42 M M X _343-1343 MM 18 = 6y J3MM
6a =42 J6 2 X 3=y
%a:% MM 2—13 K2
a=7 2-5=13-2 MM
x =26
Sarja 2
a) a—2=0 L2 b) %:4 K2 c) 4+8=20+2x M
a—2+2=0+2 MM 2.2 _92.4 MM 12 =20 + 2x V20M M
a=2 2 -8 =2x 2MM
y=8 —4 =x
Sarja 3
a) 03y+02=1,1 V0,2 b) 3—f=3+4—(8+3) M | ¢ 6a+5=10a+3 V6
03y+02-02=11-0,2 MM 3—%=3+4—8—3 M 6a—6a+5=10a—6a+3 MM
0,3y =0,9 J03MM 4 . 5=4a+3 V3MM
y=3 3-3=—4 Ly 2 =4a 12
3+4-T+T=—4+4+7 MM z_ta M M
4 4
7==2 K4 MM 1_
4 2 a
28 =
Sarja4
a)4c— (c+2c)=3 M b) 17x+3x+1=6x+17x+1 V17x  c) 8x+m=5n Vr
4c— 3c=3 M 17x+3x+1—-17x=6x+17x+1—-17x MM 8x+m—nm=5m—m1 MM
c=3 3x+1=6x+1 ViIMM 8x =4nm 18
3x —3x = 6x — 3x V 3x 8x _ 4m MM
0=3x MM 8 .8
0_3x =3
3 3
0=x
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Jokeri 2 Kuvio on nelid. Laske sivun pituus.
Ratkaisu: Nelion kaikkien sivujen on oltava yhta pitkid, joten voidaan muodostaa
yhtdlo 2a + 3 = 5a — 12, jonka ratkaisu kertoo, milloin sivut ovat yhta pitkia.

2a+3 2a+3=5a—12 V2all2MM
15 =3a J3AMM
5=a
5a—12 Vastaus: Nelion sivun pituus on 5 pituusyksikkoa.

Jokeri 3 Mairits lausekkeen %x arvo, kuna = gja x on kolmasosa b:sta (yo syksy 1999)

. 2. b .. . ax . 2 b 1 2 . 2
Ratkaisu: a = Slax =g sijoitetaan nama lausekkeeseen . eli saadaan T3 T eli lausekkeen arvo on =

RYHMAARVIOINTI (ryhmitaidot selitetty tarkemmin sivulla 2)
Ryhmataito Onnistuminen

Autoimme ja rohkaisimme toisiamme ® @

Keskustelimme toisemme huomioiden

Toistimme asioita tarvittaessa

Keskityimme perusteluihin vastausten sijaan

OOOOO
OO

©
©
©
©
©

SDIeDIenleD
DIDIDID

Hy6dynsimme virheitd oppiaksemme

Huomautus kotitehtavista
- Kotitehtava 2 voi olla melko haastava muodostaa yhtaloksi.
- Oppilaat tayttavat myos ITSEARVIOINNIN.

Kotitehtava 1 Ratkaise yhtild ja tarkista vastauksesi.

a) 4a+3=7 V3MM b) 7t—11=3t+5 V3tL11MM
4a =4 JAMM 4t =16 JAMM
a=1 t=4
Tarkistus 4-1+3=7 Tarkistus 7-4—-11=3-4+5
4+3=7 28—11=12+5
7=7 17 =17

Kotitehtdava 2 Muodosta seuraavaan ongelmaan yhtilo ja ratkaise se:

Pullo ja sen sisaltd maksavat yhteensa 4 €. Sisalté maksaa 3 euroa enemman kuin pullo. Kuinka paljon pullo maksaa?

Ratkaisu: Merkitdan pullon hintaa kirjaimella x. Nyt sisdlléon hinnan voi kirjoittaa lausekkeena x+3. Muodostetaan yh-
talo, joka kuvaa pullon ja tdaman sisallon hintaa

x+x+3=4 M
2x+3=4 V3IMM
2x =1 J2MM
=1

2
Vastaus: Pullo maksaa 0,5 euroa (ts. pullon sisdlté maksaa 3,5 euroa).
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Itsearviointi (tdytetddn yksin aina luvun paitteeksi)

1=Erittain heikosti

Miten hyvin osaat seuraavat asiat

e Lausekkeen ja yhtalon ero
e Yhtdlon tasapaino
e  Tutkia, onko yhtilo tosi/epéatosi

e Olen oppinut tunneilla kasitellyt asiat.

e Onnistuin keskittymaan perusteluihin vastausten sijaan.
e  Onnistun |0ytdamaan ja esittdamaan kysymyksia.

e Onnistuin kuvailemaan ajatteluani muille.

e Onnistuin hyédyntamaan virheita oppiakseni.

[EEN

N = T =Y

N NN

N N N NN

w

w wWw w w w

EOS = En o0saa sanoa

EE S R L

(O, BV RO, |

[S2 IV B O B O, B ) |

7=Erinomaisesti

[e)]

a O O O O

EOS
EOS
EOS

~

EOS
EOS
EOS
EOS
EOS

N NN N
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Luku 4 Joustava yhtadlonratkaisu

Luvussa 4 harjoitellaan lisda yhtdlonratkaisua ja keskitytdan joustavuuden kehittdmiseen erilaisia ratkaisutapoja i
kayttamalld ja vertailemalla. Ensimmaisessa kappaleessa kdydaan lapi sulkujen kasittelyda mm. sakkimallin avulla, i
toisessa ja kolmannessa kappaleetta harjoitellaan erityyppisid yhtaloita. Esimerkiksi sulkuyhtéléiden ratkaisu voi- |
daan aloittaa jakamalla yhtdléa aluksi puolittain, mika voi olla harvinaisempi mutta tehokkaampi ja joustavuutta i
kehittava ratkaisumalli. Joustavuuden on todettu olevan yhteydessa ongelmanratkaisutaitojen kehittymiselle. i

i

Oppitunnin viitteellinen rakenne:
- Kertaus ja kotitehtavat (10min)
- Tehtava 1 (tutkimista ja keskustelua) (15 min)
- Esimerkki 1 (sédkkimalli ja geometrinen malli) (10 min)
- Tehtava 2 (5 min)
- Koonti, ryhmaarviointi ja kotitehtavat (5 min)

Oppitunnin tavoitteet
- Uutena asiana opetellaan sulkeiden avaaminen.
o Opitaan ymmartamaan, miten ja miksi sulkuja voidaan aukaista (tai ottaa yhteinen tekija).
o Yhdistetdadan matemaattinen esitystapa geometriaan ja “sakkeihin”.
- Jatketaan yhtalonratkaisua, nyt sulut mukana yhtaldissa.
- Huomataan yhtalaisyyksia ja eroavaisuuksia eri ratkaisutavoissa.
- Opetellaan suhtautumaan mydnteisesti virheisiin ja oppimaan niista.

Toimintaohje: Anna mydnteistd huomiota virheille!

i Tehtdvan 1 toteutus

i - Opettaja valitsee kullekin ryhmalle 2-3 saraketta (muuttujan arvoa). Selvitettyaan ratkaisut, ryhmat kay-
i vat tdydentamassa taululla olevaan taulukkoon (Opettajan ohjeistamana) jonkin muuttujan sarakkeen
(pelkk3 ratkaisu tidhin riittds).

1
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Tehtdva 1 Tiaydenni oheista taulukkoa laskemalla lausekkeiden arvot eri muuttujan arvoilla.

1 5
x=3 x=5 x=-1 x =10 =_ =__
XT3 XT3
16
4(x + 3) 24 32 8 52 13 =
4x + 12 24 32 8 52 13 %
4x +3 15 23 1 43 4 o u
29 16
4+x+3 10 12 6 17 = -

Pohdittavaa

Mita eroa huomaat eri lausekkeiden valilld, kun niihin sijoitetaan sama muuttujan arvo?

Kahdellaw ensimmeiisellei rivillov lansekkeesw arvot ovat ainaw saumat ricppumatto
nmuuttujouny lkuowrvostov.

Johtopaatokset

Lausekkeet 4(x + 3) ja4x + 12 ovat yhteipitowids keskendidin, sillov niidewn arvo-ow
ainaw samav ridppumaditow siitiy, mikds munttujon awrvo- o,

Tehtdva 1 koonti:

Lisatieto:

Opettaja tarkistaa, ovatko ratkaisut oikein. Tarkein huomio on kuitenkin kysyd, huomaavatko oppilaat
mitaan erikoista ratkaisuissa? Ensimmaiselld ja toisella rivilld on aina sama ratkaisu, riippumatta muuttu-
jan arvosta. Kolmannen ja neljannen rivien arvot poikkeavat ensimmaisen ja toisen rivin arvoista, vaikka
hieman muistuttavatkin ensimmaisen ja toisen rivin lausekkeita. (Huom! neljannen rivin yhtalo saa saman

arvon kuin ensimmaisen ja toisen rivin lauseke, muuttujan arvolla x = — g.)

Kirjoitetaan seuraava ylés: 4(x + 3) = 4x + 4 - 3 = 4x + 12 (Sulkujen purkaminen esitettyna tehtavan
numeroilla, tdhan voi piirtda nuolia selkeyttamaan, milla kerrotaan mitakin)

Johtopaatdkset toimivat johdantona siihen, miten sulut puretaan. Samalla tulee pohdittua, mita yhtapita-

vat lausekkeet tarkoittavat ja aletaan tarkastella sulkulausekkeiden esitystapoja esimerkin 1 avulla.

Kaavamainen esitys sulkujen purkamiselle, jonka voi opettaja halutessaan tuoda esille: |a(b +c)=ab+ ac| missa

a, b ja c ovat termeja (voivat olla myos vakioita).

(Tyypillinen virheellinen tapa olisi avata sulkeet siten ettd 4(x + 3) = 4x + 3)
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Esimerkki 1 (Sulkulausekkeiden esitystapoja)

Tapa 1 (Sikkimalli)

< S N oy
AR

o a + oz

Tapa 2 (Geometrinen malli)

4--7—
L L 17
T T
x 3

x 3

Pinta-ala: 4(x + 3) Pinta-ala: 4x + 4 - 3
Koska ndma3 ovat saman suorakulmion pinta-alat, voidaan ne merkita yhta suuriksi: 4(x + 3) = 4x + 4 -3 = 4x + 12.

Tehtava 2 Piirrd lausekkeista
a) 3(1 + x) geometrinen malli b) 5(x — 5) sakkimalli

- 42

Kirjoita lopuksi a) ja b) kohtien lausekkeet ilman sulkuja.

a)3(1+x) b) 5(x —5)
=3-1+3-x =5-x+5-(=5)
=3+ 3x =5x —25
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Jokeri 3 Kirjoita a) kohdan pinta-alasta ja b) kohdan sikeista lauseke sulkujen kanssa ja lauseke ilman sulkuja.

a) b)

L g

: (D> (=D
; . & €D
a)h(x +2)=hx+ 2h b)4(—a—9) = —4a — 36
Jokeri 4 Kirjoita ilman sulkuja: a(b+c¢) = a-b+a-c
=ab + ac

Jokeri 5 Kirjoita seuraavat lausekkeet sulkujen kanssa
a)x+2+x+2+4+x+2 b)3a+3 c2y—-2+y—-1
=(x+2)+(x+2)+(x+2) =3(a+1) =2y-1+y-1
=3(x+2) =Q2+Diy-1)

=3y-1D

RYHMAARVIOINTI (ryhmitaidot selitetty tarkemmin sivulla 2)
Ryhmataito Onnistuminen

Autoimme ja rohkaisimme toisiamme
Keskustelimme toisemme huomioiden
Toistimme asioita tarvittaessa

Keskityimme perusteluihin vastausten sijaan

epleplepienle)
DIDIBIDID,
OOOO®
OOOOO
OOOOO

Hyddynsimme virheitd oppiaksemme

Kotitehtava 1 Piirra sdkkimallit seuraavista lausekkeista ja kirjoita lausekkeet ilman sulkuja

a)2(x+ 3) b) 7(2x — 4)
=2-x+2-3 =7-2x+7-(—4)
=2x+6 = 14x — 28

Kotitehtava 2 Ratkaise yhtalo 12x — (5x — 2) = 23.
12x — (5x — 2) = 23 M

12x —5x+ 2 =23 V2MM
7x =21 J7MM
x =3
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4.2 Sulkuyhtalot ja joustavuus

____________________________________________________________________________________________

Oppitunnin rakenne:
- Kertaus ja kotitehtavat (5 min)
- Esimerkki 1 (10 min)
- Tehtavat (25min)
- Koonti ja ryhmaarviointi (5 min)

Oppitunnin tavoitteet

- Loydetdan itselle helpoin tapa ratkaista yhtalo ja kehitetdadan samalla omia seka yhtalénratkaisu-, ettd on-
gelmanratkaisutaitoja.
Toimintaohje: Aiemmin on totuttu vertailemaan useampaa ratkaisutapaa rinnakkain. Nyt vertailun lisaksi aletaan
harjoitella itsendisesti tuottamaan useampi ratkaisutapa samalle yhtalolle. Talla vahvistetaan oppilaan kasitysta
omista taidoista ratkaista yhtal6itad ja annetaan kdyttad omaa luovuutta ja kekselidisyytta erilaisten tapojen luomi-

1
1
' |
! 1
! 1
d 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
d 1
! 1
! 1
! 1
1
1
i - Analysoidaan ja tuotetaan useita ratkaisutapoja samoille yhtélaille. !
1
! |
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
! 1
d 1
! 1
! 1
! 1
! 1
1
1
I sessa esitettyja malleja apuna kayttaen. 1

1

Esimerkki 1 Kalle ja Leena ovat ratkaisseet yhtilén 3(x + 2) = 15 seuraavilla tavoilla:

Kallen ratkaisu

Leenan ratkaisu

Ensin kerroin vasemman puo-
len sulkeet auki.

Seuraavaksi vdahensin luvun 6
molemmilta puolilta

Lopuksi jaoin molemmat puo-
let luvulla 3

Sain vastaukseksi x = 3

3(x+2) =15

3x+6 =15

3x+6—-6=15-6

3x=9
3x_9
33
x =3

3(x+2)=15

3(x+2) 15
3 3
x+2=5

Ensin jaoin yhtalén puolittain
luvulla 3

Seuraavaksi vahensin luvun 2
molemmilta puolilta

Vastauksenion x = 3

Kuinka Kalle ratkaisi yhtdlon? Entd Leena? Ovatko he paatyneet

oikeaan ratkaisuun? Mista tiedat tdman?

Huomaatko yhtaldisyyksia Kallen ja Leenan ratkaisuissa?

Kumpaa tapaa itse kayttaisit kyseisen yhtalon ratkaisuun?

Jos yhtil6 olisi muotoa 3(x + 2) = 17, kumpi ratkaisutavoista olisi parempi, miksi?
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Ensin kerroin vasemman puo-
len sulkeet auki.

Seuraavaksi vdahensin luvun 6

molemmilta puolilta

Lopuksi jaoin molemmat puo-
let luvulla 3 ja sievensin jako-
laskut

. . . 11
Sain ratkaisuksi x = 5

Kallen ratkaisu

Leenan ratkaisu

3(x+2)=17

3x+6=17

3x+6—-6=17-6

3x =11
3x 11
373
11
*=3

3(x+2)=17

3(x+2) 17

3 3
17
3

t2-2=2_,
x =3

x+2=

Ensin jaoin yhtalon puolittain
luvulla 3

Seuraavaksi vahensin luvun 2
molemmilta puolilta

Lavensin samannimisiksi.

. . . 11
Sain ratkaisuksi x = >

a) Ratkaisuwy eteneminesw o lwettowissow puhekuplistoy, eikdl laskuvivheitov ole tullut. Tawkiste-

taouv sijoittamalla saatw vastous alkuperdiseen yhtoldon.

3(3+2) =15
3.5=15
5=5

b) Kumpikin ow jossain vaiheessa jakonut yhtedod puolittoain bvullow 3. Molemmat ovat vidherv-
teineet puolittoin jonkun wvun (ei kuitenkaon samaa likua) jo he ovat pidityneet samaany

vaustoukseen

¢) Kallew ratkaisutapa, koska Leenan tovallow otkealle puolelle tulee puolittain jakamisen
Jjedkeen muuwtolukw. Tamd ei ole ongelmay, mutto joudutaowy varhaisesso vaiheessaw pyorittele-
maldnv muwtolukujoy, knn Kallen ratkaisutovallow muwtoluvut syntyy vasto aivowny lopussa.

kayttaen.

poja voidaan kdyttaa apuna tarkistamisessa.

temaattisten kasitteiden valilla.

- Jos Leenan ratkaisu tuntuu vaikealta ymmartaa, voi opettaja esittaa tilanteen yhtalon 3y = 15 avulla.
Taman yhtalon esittamalla voi joillekin oppilaille selkeytya, miksi luvulla 3 jakaminen on nyt mahdollista
ensimmaisend. Tassa muuttujalla y on korvattu lauseke x + 2.

- Opettaja kertoo, milloin kyseista joustavaa lahestymistapaa kannattaa hyodyntaa yhtaloita ratkaistaessa.
(Kun a(x 4+ b) = c, niin kannattaa jakaa ensin puolittain a:lla, jos ¢ on jaollinen a:lla. Muulloin oikealle
puolelle tulee puolittain jakamisen jalkeen murtoluku. Verrataan tilanteeseen, jossa ratkaisutavat ovat
pysyneet samoina, mutta yhtalé on muotoa 3(x + 2) = 17.)

- Vertailun hyodyllisyydesta, jotta oppilaille voidaan kertoa miksi tata tapaa kaytetaan.

e Tehtdvat voidaan ratkaista eri tavoilla eli ratkaisuun voidaan paasta useita eri lahestymistapoja

e Eriratkaisutavoilla pitaa tulla sama ratkaisu, jos tehtdva on ratkaistu oikein. Useita ratkaisuta-

e Vertailemalla rinnakkain eri ratkaisutapoja oppii ndkemaan yhteyksia erilaisten tehtavien ja ma-

____________________________________________________________________________________________

Huomioita Esimerkista 1 opettajalle:
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Tehtdva 1 Ratkaise yhtilét kahdella eri tavalla.

a) 5(t+2)=11
5(t+2) =11 M
5-t+5-2=11 M
5t+10 =11 VIOMM
5t=1 J5MM

t=2
5

Tehtavassa 2 Kalle ja Leena ovat ratkaisseet yhtalot ja toinen on tehnyt virheen. Tutustutaan
joustavaan tapaan ratkaista yhtal6ita ja alustavasti seuraavan tunnin aiheeseen.

5(t+2) =11 J5
5(t+2)=2 M

5 5
t+2=% V2
t+2-2==-2 MM

15 5
t=2
5

Kallen ratkaisu

b) 5(t + 2) = 10.

5(t+2)=10 J5MM
t+2=2  V2MM

t=20

Leenan ratkaisu

Ensin jaoin yhtdlon puolittain

luvulla 5

Lopuksi vahensin luvun 3 mo-
lemmilta puolilta

Sain ratkaisuksia = 1

5(a+3)=20

5(a+3)_20
5 T 5

a+3=4

5(a+3) =20

5(a+3)—-3=20-3

S5a =17
5a_17
5 5
17
“=7

5(t+2) =10 M
5t+10=10 V10OM
M

5t=0 J5M
M

t=0

Ensin vahensin luvun 3 molem-
milta puolilta.

Lopuksi jaoin molemmat puo-
let luvulla 5

. . . 17
Sain ratkaisuksi a = <

a) Kerro, mitd Kalle ja Leena ovat tehneet ratkaistessaan yhtilén 5(a + 3) = 20. Kumpi ratkaisi oikein? Kalle.
Leenav laski virheellisesti 5(a + 3) — 3 = 5a, sillel sulut olisi pitonyt kertoow auki enner ter -
miew yhdistoumisto.

b) Ympyroi virheellisesta ratkaisusta kohta, jossa virhe on tapahtunut.

c) Muotoile omin sanoin lyhyt ohje, miten kyseisen virheen voi yhtdl63 ratkaistaessa valttaa. T

[ Sulut olist pitvinyt purkao aumki ennen vidherwyslaskuwy suorittaumistow.
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Tehtdva 3 Tarkastele Jessican ja Mintun ratkaisutapoja yhtélélle 4(t — 1) + 3(t — 1) = 35.
a) Jessican ratkaisutapa. Tdydenna vaiheet tyhjille viivoille esimerkin avulla.

4t—-1)+3(t—-1)=35 Ensin avasin vasemmalla puolella yht&l64 olevat sulut.
4t —4+3t—3 =35 Lasken 4t ja 3t yhteen sekd —4 ja —3 yhteen.
7t —7 =35 Vdhennén luvun 7 puolittain
7t = 42 Jaan luvulla 7 puolittain ja sievennan jakolaskut
t=6

b) Mintun ratkaisutapa. Tdydenna vaiheet tyhjille viivoille.

4t—-1)+3(t—-1)=35 Lasken 4(t — 1) ja 3(t — 1) yhteen.
7(t—1) =35 Jaan luvulla 7 puolittain.
t—1=5 Lisdan luvun 1 puolittain.

t=6

c) Pohdi
i) Mitd eroa Jessican ja Mintun ratkaisutavoilla on? Jessicaw ovv aluksi kertorut sulkeet auki, kuwv
Minttw e missdiony vaiheessow yhtolosvwatkaisuo kertonut sulkeitow ounkic Mintuwn ratkadi-
sutapa onw lyhwempi ki Jessicon ratkaisutapa.
ii) Jos pitaisi ratkaista yhtdlo 4(y + 5) + 6(y + 4) + 5(y + 2) = 45, kumman ratkaisutapaa kayttaisit? Ympyroi

Mintun

iii) Perustelu valintaasi: Sulkujen sisclliv ei ole sama lauseke; joten niitin ei voi yhdistic. Siksi
aluksi kerrotaowmy vasemmallow puolellow kavikki sulut aunki joo Lishdetiidin Mintun tovalla
votkoui yhtalod et .

ratkaisusi;

Tehtdva 4 Ratkaise yhtédlo 4(y + 4) + 6(y + 4) + 5(y + 4) = 45 valitsemallasi ratkaisutavalla.

Mintun tavalla: Jessican tavalla:
4(y+4)+6(y+4)+5(@+4) =45 M 4(y+4)+6(y+4)+5(y+4) =45 M
15(y +4) =45 JI5MM 4y +16 + 6y + 24 + 5y + 20 = 45 M
y+4=3 V4AMM 15y + 60 = 45 V60 M M
y=-1 15y = —15 JISM M
y=-1

Jokeri 5 Ratkaise yhtalo 4(t + 1) + 3(t + 2) = 7.

4(t+1)+3(t+2)=7 M
4t+4+3t+6=7 M
7t+10=7 VIO MM

7t = =3 J7MM

t=-=
7
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Jokeri 6 Kalle ja Leena ovat ratkaisseet yhtélon 2(m + 3) = —4(m + 3) + 12 seuraavilla tavoilla:

Kallen ratkaisu Leenan ratkaisu
2(m+3)=—-4(m+3)+ 12 2(m+3)=—-4(m+3)+ 12
M M L4(m + 3)
2m+6 =—4m+ (—=12) + 12 2m+3)+4(m+3)=—-4(m+3)+4(m+3)+ 12
M M M
2m+ 6 = —4m 6(m+3) =12
V2m J6
6(m+3) 12
2Zm—2m+6 = —4m —2m - -
6 6
M M MM
6 =—6m m+3=2
J—6 V3
i 6 _—6m m+3-3=2-3
~ @ 3 -6 -6
C
el MM MM

a) Miti Kalle on tehnyt yhtélélle ensimmaéisena? Entd Leena? Kalle o aluksi kertorut sulkulousek -

b)

c)

d)

keet auki yhtoilon vasemmallo jov oikeallaw puolellov. Leenaw o aluksi Liscuuyt molem-
mille puolille termivv4(m + 3).
Merkitse Kallen ja Leenan ratkaisuihin kdytetyt muunnokset lyhenteillad nakyville. (Mallina Leenan ratkaisussa
toinen kaytetty muunnos).
Ovatko Kalle ja Leena paatyneet oikeaan ratkaisuun? Mista tiedat timan? (Laita tarkistus perusteluksi alle)
Sjoitetoowy saatu vastouns alkuperdiseen yhntidloon jo towkistetoowy niin vastouts.
2(-143)=—4(-1+3) + 12
—24+6=4-12+12
4 =4
Kalle jo Leenov ovat pécityneet otkeaon ratkaisuun.
Kumpaa ratkaisutavoista (Kallen vai Leenan) itse kayttdisit? Perustele. Kcytiin Leenan tapan, koskow yh-
tolon molemmilo puolilaw o sellaiset sulkudansekkeet, joissow sulkujery sisclto- o saumo.
Yhtols- sievenee nopeanmumin kun aluksi liscidl sopivastt puolittoain sulkulawsekkeen, jottow
toiselto puolelto saadaony sulkidaunsekkeet kokonaan pois.
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RYHMAARVIOINTI (ryhmitaidot selitetty tarkemmin sivulla 2)

Onnistuminen

Ryhmataito

Autoimme ja rohkaisimme toisiamme @ @

Keskustelimme toisemme huomioiden
Toistimme asioita tarvittaessa
Keskityimme perusteluihin vastausten sijaan

Hyédynsimme virheitd oppiaksemme

©
©
©
©
©

SDIeDIenle)
DIDIDID

OOOOO
OO

Kotitehtava 1 Kirjoita, ensimmé&inen muunnos seuraavien yhtildiden ratkaisussa. Sinun EI TARVITSE siis ratkaista

yhtal6a loppuun. Yritd 16ytdd myos toinen tapa lahtea liikkeelle.

a)2(y+6)+3(y+6)=25 b)9=3(t—-3)+22t—-3)+7(t—3) c)6=3(—-3)
Tapal Tapal M | Tapal J3MM
5(y +6) =25 9 =12(t-3) 2=t-3
Tapa 2 Tapa 2 M | Tapa?2 M
2y +12+3y+18 =25 9=3t-9+4t-6+7t—-21 6=3t-9
Kotitehtava 2 Ratkaise yhtil6 kahdella eri tavalla —12(5y + 2) = 24
Tavalla 1: Tavalla 2:
—12(5y +2) =24 J-12MM —12(5y +2) =24 M
S5y+2=-2 V2MM —60y — 24 =24 L24 M M
5y = —4 J5MM —60y = 48 J-60M M
y=-t - .

4
y=-z
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4.3 Lisaa joustavia yhtaloita

____________________________________________________________________________________________

Oppitunnin viitteellinen rakenne:

Kertaus ja kotitehtavat (10min)
Esimerkki 1 (10 min)
Tehtavat (20 min)

Koonti ja ryhmaarviointi (5 min)

Oppitunnin tavoitteet

Analysoidaan lisaa erilaisia ratkaisutapoja samalle yhtalolle.

Ratkaistaan erilaisia yhtaloita.

Kehitetdaan joustavuutta.

Esimerkki 1 Kalle ja Leena ovat ratkaisseet yht4lén E —

Kerron yhtdléa puolittain lu-

Kallen ratkaisu

= —2 seuraavilla tavoilla:

Leenan ratkaisu

Toimintaohje: Tunnilla jatketaan yhtaléiden ratkaisemista ja erilaisten ratkaisutapojen vertailua. Mukaan otetaan
murtoyhtal6t ja kaydaan lapi esimerkki ja haetaan niistd mallia joustavaan ja helpompiin tapoihin ratkaista moni-
mutkaisempia yhtal6itd. Monipuolisuutta erilaisille ratkaisutavoille tuodaan lisaamalla yhtélolle kolmas erilainen
ratkaisutapa vertailutehtaviin Miian ratkaisutavan avulla. Ndin luodaan esimerkkeja erilaisten yhtéldiden ratkai-

sulle ja annetaan vinkkeja oppilaille rohkeasti kokeilla ja luoda omia erilaisia ratkaisutapoja.

vulla 20, joka on nimittdjien X

pienin yhteinen jaettava

Taman jalkeen sievensin yhta-
I6n vasenta ja oikeaa puolta.

X

X

4 5

-2

20 Xy =—2-20
(4 57

20x  20x 40
4 5
Lopuksi vield laskin vasem- 5x — 4x = —40

malla puolella yhteen 5x ja

X X

—_—— =2
4 5

5x 4x_
20 20
X~
20

20 = =—-2.20
20
x = —40

a)

b)

Aluksi lavennan murtoluvut
vasemmalla puolella, etta
niillda on yhteinen nimittaja.

Lasken vdahennyslaskun va-
semmalla puolella.

Kerron yhtaléa puolittain
luvulla 20.

Sain ratkaisuksi x = —40

Miksi Kalle kertoi yhtal6a aluksi luvulla 20? Kalle kertoi livudlow 20, jottow pidisisi evoor vasemmany
puolen murtoluvuisto, joiden nimittijends on 4 jou 5. Lukw 20 ow jaolliner seké vullow

4, etto bivullar 5, joten vasen puoli saadaowy sieverwnettyor muotoon, jossowei ole nmuuwtolu-

kujou

Miksi Leena lavensi murtoluvut vasemmalla puolella ensimmaiseksi? Leena lawvensi nmuuwtoluvut ensing
Jottaw mumwtoluwvut voitaisiin laskea yhteen yhitvlow vasenmumallow puolellow. Jos muwtoln-
vullaw et ole yhteinen nimitteyoy, ei niidev valistov yhteer- tal vidherwvyslaskuow voi suorit-

taau.



c) Mité yhtildisyyksid ja eroavaisuuksia huomaat Kallen ja Leenan ratkaisutavassa? Yhtildiisyyksici onw m.
saumav ratkaisw joo molemmat kertovat Wivullaw 20 yhtoldd, jossain vaiheesso omaow rat-
kaisuaon. Eroowvaisumksio ovw man, ettis Leenaw lavenst muwtolukujoy, kuwy taas Kalle e
Kalle lihti ratkaisemaony yntoldd kevrtomallaw ensin

d) Ovatko Kalle ja Leena paatyneet oikeaan ratkaisuun? Mista tiedat tdman? (Kirjoita tarkistus perusteluksi alle)
Soitetaowy saatw vaustous alkuperdiseerv yhtoloow jou tawkisteloon niiv vastouns.

40  —40 _

)
4 5

-10— (-8) = -2

—2==2

Kalle jo Leenav ovat picityneet oikeaon ratkaisuumn.
e) Kumpi ratkaisutavoista (Kallen vai Leenan) on mielestasi yksinkertaisempi? Perustele.
Kallen tapa toimii, koskow yhteiser joettovowy pédittelemines ei ole litouv vaikeaow. Toi-
saaltow Leenowy tapa onw vaurmempi joo palaunttaor mieleen muwrtowvuwilo laskemisery
Lt

Tehtdva 1 Kalle ja Leena ovat ratkaisseet yhtélon " (x + 3) = 2 seuraavilla tavoilla:

Kallen ratkaisu Leenan ratkaisu
1 _ 1 _
Ensin kerroin sulkeet auki. 4 (x+3)=2 4 (x+3)=2
1 3 1 Ensiksi kerroin yhtdl6ad mo-
Zx+Z= 2 4-Z(x+ 3)=2-4 lemmin puolin luvulla 4.
Seuraavaksi vahensin mo-
lemmilta puolilta %. lx + E _ E —2_= x+3=28 Sitten véh(.ensin Iuv-un 3
4 4 4 molemmilta puolilta.
1..8.3 Xx+3-3=8-3 o o
Lopuksi kerroin molem- 4 4 4 Téssa on ratkaisuni.
milta puolilta luvulla 4 ja lx = E x=5
. - 4 4
sain ratkaisuni.
4 LI 4
................ 271
x=5

a) Mitd yhtéldisyyksia ja eroavaisuuksia huomaat Kallen ja Leenan ratkaisutavassa? Yhtcildiisyyksics on, ettov
molenmumat ovat kevtoneet yhtilod puolittoin wvulla 4 (jossain vaiheessa yhtoldow rat-
kaisua) jou pidityneet samaou ratkaismmy. Eroovaisumtena Leeno ei ole kertoruat sul-
keitow auki joo kumpikinv vidhentinyt puolittain yhtolosti ert uvun, jossain vaiheessaw
yhtelow ratkaisuo.

b) Ovatko Kalle ja Leena paityneet oikeaan ratkaisuun? Mist3 tiedat taman? (Kirjoita tarkistus perusteluksi alle)
KylUdv ovat. Sijoitetaony saatw vastous alkuperdiiseen yhtidloo.

%(5 +3)=2

! 8=2
2 8=

2=2
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c) Kumpi ratkaisutavoista (Kallen vai Leenan) on mielestasi soveltuvampi télle yhtalolle? Perustele.

Esimu. Leenow ratkaisutapa, koska siind ei tawvitse laskea mumwtowuilov. Leenan tovassar sulkujeny

nmurtolukukerrointow kevrotooun sopivasty, jottow sulkujesv kerroin on lukw 1 eli sulkujen kevtomi-
seltow aunki viltytidn myds.

Tehtdva 2 Ratkaise seuraavat yhtélot

y Yy _ 3x+6 24+12x
a) S +.=20 K12 b) —+—, =8 M
12.(§+%)=20-12 M M Xx+2+6+3x=8 M
nTy+%=240 M 4x+8=28 V8 M M
4y + 3y = 240 M 4x =0 JAMM
7y = 240 J7TMM x=0
_ 240
. 7 . ¥
c) 3(h+1)=6(h+1) BMM d) e7!0t —1 = @t + 4 Ve EM M
h+1=2(h+1) M —1=4t AMM
h+1=2h+2 VAMM —3=t
1=h+2 V2M M
—1=h
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Tehtdva 3 Kalle, Leena ja Miia ovat ratkaisseet yhtilén é— 1 = 12 seuraavilla tavoilla:

Kallen ratkaisu Leenan ratkaisu Miian ratkaisu
L 1=12 ‘ 1=12 t 1=12
3 B 3 B 3 B
L1 M K3
t ‘ 3—12 3 (t 1)=12-3
§—1+1—12+1 3737 3 =
M M M MM
=13 kY 3236
3 3 3 -
K3 K3 M
t t—3
= . 3. ——=12-3 t—3=236
3 3 13-3 3
M M MM L3
t =39 t—3=36 t—3+3=36+3
L3 MM
t—3+3=36+3 t =39
MM

a) Mita yhtaldisyyksid ja eroavaisuuksia huomaat Kallen, Leenan ja Miian ratkaisuissa? Kaikki ovat péidity -
neet soumaony vaustoukseer jou kertoneet jossain vaiheessaw yhtodsvwatkaisua yhtododcin
puolittain bivullaw 3. Kaikillaw ov evilainen ratkaisutopo yhtololle, joka vaikuttoo vi-
livaiheiden lkuwmdidwdduv evunen vastousto.

b) Mitd ratkaisutapaa kayttdisit télle yhtalolle? Miksi? Ei vilduddr vastoustoy, jokainen kavyttiow itselle
sopivinta tapaay;, jonkow ymuncrtiicl.

c) Kirjoita Kallen, Leenan ja Miian kdyttamien muunnosten lyhenteet ratkaisujen viereen nakyville.
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Jokeri 4 Kalle ja Leena ovat ratkaisseet yhtdlén 2t — (2 + 3t) = —4t seuraavilla tavoilla:

Kallen ratkaisu Leenan ratkaisu

Vahenndn molemmilta 2t — (2 4 3t) = —4t 2t — (24 3t) = —4t Ensin avasin sulkeet vasem-

malla puolella.

puolilta 2t ja sievennan.

— 2t — = —4t — 2t —2 -3t =—4t
2t-2t= (2430 -zt Sievenndn yhtdlon vasenta

Kerron yhtal6a puolittain puolta laskemalla laskut.

luvulla —1 —(2+3t)=-6t —t—2=—4t
Lisdan molemmille puolille
Vihennin molemmilta —(2+3t):(-1) = —6t-(-1) —t+t—-2=—-4t+t t ja sievennan.
puolilta 3t.
2+ 3t=6t —2=-3t

Lopuksi jaan puolittain lu-
Lopuksi jaan yhtal6a puo-

-2 3t vulla =3 ja sain vas-
littain luvulla 3, ratkaisuni 2+3t—3t=6t—3t =3T3 taukseksi t = 2
yhtalélle on 5
2 —
s 2o ER N
2 3t
3=
2 =t
3=

a) Mitd yhtaldisyyksia ja eroavaisuuksia huomaat Kallen ja Leenan ratkaisuissa? Yhitcildisyytend; molen-

mat ovat kéyttineet mummnnoksiow ratkaistessaowy yhtolddr oikein jou pecityneet totes
samaowny ratkaisuun. Eroowvaisumtena ovat erilaiset ratkaisutovat alusso suduistor
o péid soksis

b)) Mita hyétyja Kallen ratkaisutavassa on? Enté Leenan? Leenoun ratkaisutovassos st o aovattu

ow -1). Kalle vilttidl sulkujenv ovaaumiserv joo mahdoliser mevkkivirhees syntymisen,
kun héin kertoo- yhtododr (riville 4) puolittain -1, jolloin sulkujer eteew joict positiivi-
new lwkw 1 jou st voi jittocr pois:

c) Miten itse ratkaisisit kyseisen yhtalén? Perustele.

Jokeri 5 Ratkaise seuraavat yhtil6t

a) 7=2 K3 b) T 1=dx+- K6
7= Ay 2x_ 1) = L
3-7=2-3 M M 6(%-1)=6(4x+2) M M
21 =4y aMM 6= 24x+2 MM
Loy 4x —6=124x+3 VixMM

—6=20x+3 V3MM
—9 = 20x )20M M
I

2.0,
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o) —q =221 K2 d)3(h+1)=6(h+2) 3MM
2(x — q) = 24D MM h+1=3h+2) M
2x —2a=ax+a Vax MM h+1=3h+6 VAMM

2x —ax—2a=a L2 MM 1=2h+6 V6EMM
2x —ax =a+ 2a MM —-5=2h 2MM
x2—-a)=3a J2—-a)MM —gzh

3a
x =—
2—-a

Jokeri 6 Kalle, Leena ja Miia ovat ratkaisseet yhtdlén 8 — 4(x — 3) = 40 seuraavilla tavoilla:

Kallen ratkaisu Leenan ratkaisu Miian ratkaisu
8—4(x—3)=40 8—4(x—3)=40 8—4(x—3)=40
8—4x@40 e —a0_g = B_Ax=3) 40

8—8—4(x—3)=40-38 2 2 =7

—4x —4 =140 —4(x—3) =32 2—x+3=10
—4x—4+4=40+4 Lﬁfﬂ% (xJrs=10

—4x = 44 x—3=-8 x+5—-5=10-5

Thx 44 x—3+3=-8+3 x=5

-4 -4

x=-11 x=-5

a) Kay huolella’lavitse Kallen, Leenan ja Miian ratkaisd.
b) Kuka ratkaisi yhtalon oikein? Leena.

c) Ympyroi virheellisiin ratkaisuihin kohta, jossa virhe on tapahtunut.

d) Ratkaise virheelliset ratkaisut uudelleen siten, ettd vastaus on oikein. (Jatka siis ratkaisua siitd kohti, missa se

viimeisen kerran oli oikein ja yritd edeta siten kuin ratkaisija oli edennyt)

Kallen korjattu ratkaisu Miian korjattu ratkaisu
8—4x+ 12 =140 M 2—x+3=10
—4x + 20 =40 V20 —x+5=10
—4x +20—20 =40 - 20 M M —x+5-5=10-5
—4x =20 J-4AMM —x =5
x=-5 x=-=5

V5

MM

K-1MM
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RYHMAARVIOINTI (ryhmitaidot selitetty tarkemmin sivulla 2)

Ryhmataito Onnistuminen

Autoimme ja rohkaisimme toisiamme @ @
Keskustelimme toisemme huomioiden
Toistimme asioita tarvittaessa

Keskityimme perusteluihin vastausten sijaan

Hyédynsimme virheitd oppiaksemme

SDIeDIenleD
OO

©
©
©
©
©

OOOOO
OOV

Kotitehtava 1 Ratkaise seuraavat yht3lot

a)12x — (5x — 2) = 23 M b) 3y +2 =20 K3
12x —5x +2 =123 Y\ _ a.
" 3-(3y+§)—3 20 M M
7x+2=23 V2M
9y +y =60 M
M
7x=21 JIM
10y = 60 JIOM M
M
x=3 y==6

Kotitehtava 2 Mita olet oppinut sulku- ja murtoyhtildiden ratkaisemisesta?

Itsearviointi (tiytetdan yksin aina luvun paitteeksi)

1=Erittdin heikosti

Miten hyvin osaat seuraavat asiat

e lLausekkeen ja yhtdlén ero
e  Yhtdlon tasapaino
e  Tutkia, onko yhtilo tosi/epétosi

e Olen oppinut tunneilla kasitellyt asiat.

e  Onnistuin keskittymaan perusteluihin vastausten sijaan.
e Onnistun I6ytamaan ja esittdamaan kysymyksia.

e  Onnistuin kuvailemaan ajatteluani muille.

e  Onnistuin hydodyntdmaan virheita oppiakseni.

[EEY

T = =Y

N

N N N NN

c)2(3+y) =18 2MM

w w w

w W w w w

34y=9  V3MM

y

6

EOS = En 0saa sanoa

I

A B B~ D

(O, VA RO, ]

[C2 BV R O B G, B0 |

7=Erinomaisesti

a O O

a OO o O O

7 EOS
7 EOS
EOS

~

EOS
EOS
EOS
EOS
EOS

N NN NN
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Luku 5

Kertaus

Kertaustunti voidaan pitaa tarvittaessa.
Tunnin rakenne:
- Kotitehtavat ja kertaus (5 min)

- ltsearviointi ja palaute (10 min)

- Tehtavat 1-7 pienryhmissa ja/tai opettajan kanssa (30 min)

Tunnin tavoitteet: Harjoitellaan yhtdlonratkaisua kerraten kurssilla kdytyja asioita.

Tehtavia voi perustella suullisesti ryhmakavereille, mutta kannattaa sanoa, etta tulee osata myos kirjoittaa.

Toimintaohje: Tehtévia voidaan laskea pienryhmissa ja/tai opettajan valinnan mukaan osin kayda valilla 1api yhdessa.

Tehtdva 1 Kerratkaa oppimanne asiat yhdessa keskustellen.

Samanmuotoiset termit
Lausekkeen ja yhtdlon ero
Yhtdlon totuusarvon tutkiminen
Yhtalon ratkaisun etsiminen
Yhtalon ratkaisun tarkistaminen

Eri muunnokset ja niiden kayttaminen

Tyyppid 2t + 5 = 5t — 1 olevan yhtalon ratkaiseminen

Toimintaohje: Tehtdvassa 1 oppilaat
kuvailevat omin sanoin toisilleen da-
neen kurssin keskeisimpia ideoita.

Tehtdva 2 Tutki, ovatko seuraavat yhtilot tosia vai epatosia. Perustele vastauksesi suullisesti.

a)6-12=4
6-12=6
b)3+2=28
5+8
cy+2=4
y+2=9

“12+2-12

-12 tosi, molemmiltow puolilow yhtoilsd ovw yhte padjon (6-12 = 72).
epdtosi, sille vasenmumallo puolellaw yhtolddr o 5 jov otkeallo 8.

+5

tosi, kun muuttujonvy arvo-ow 7, muudloin epitosi.

d)—180 = —(—180)

—180 # 180

Tehtdva 3

a) Laske lausekkeen 3x — 5 arvo, kun x = —2.

epdtosi, sille vasenmumallo puolellaw yhtoildd on -180 jav oikeallar 180.

Syoitetoown munttujony v awvo-lasekkeeseen, 3(-2) — 5= —6 — 5 = —11 eli lausekkeerv arvo-on -11.

b) Onko alla yhtélo/yhtal6ita, joiden ratkaisu on x = 3?

-

o

x+5=x+5

x2=4

x+3=4

2(x—3)=0

~

2x =5+1

4=x+x

)

Vastaus ja perustelu: Kyld, yhteldot2x =5+ 1, x +5 = x + 5 jav2(x — 3) = 0. Sjjoittavmalla nidhin muatiu-
Jjowv wpaikalle 3 saadaow yhtols, joka o tosi.
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Tehtdva 4 Taydennd matemaattinen ja sanallinen esitys

Matemaattinen esitys Muunnos Sanallinen selitys
—S5—y=y+2
Ly Liscicivvmolemmille puolille y: n.
~S—y+y=y+y+2
MM Muokkaan yhtdloa puolittain laskemalla laskun —y + v vasemmalla
ja v + v oikealla puolella.
—-5=2y+2
v2 Viiherwmdivy puolittain luvun 2.
—5—-2=2y+2-2
Mm Muokkaan yhtild3 puolittain suorittamalla laskut =5 — 2 ja +2 — 2.
-7 =2y
I2Mm Jaan yhtalén molempia puolia luvulla 2 ja muokkaan lausekkeita.
7 —
37V Yht&lon ratkaisu on —%. (taiy = —g)

Tehtdva 5 Kalle ja Leena ovat ratkaisseet yhtdlén 2x + 5 = 3x — 3 + 5 seuraavilla tavoilla.

Kallen ratkaisu

Leenan ratkaisu

2x+5=3x—-3+5

2x+5—-5=3x—-3+5-5
2x 3x—3

2x —2x+5=3x—-2x—-3+3

5=3x—2x

5=x

2x+5=3x—3+5
2x+5=3x+2
2x+5
2x =5x—5

2x —2x =5x—5—-2x
0=3x-5

0+5=3x—-5+5

5=x

Huom. Tehtdvassa 5 seka
Kalle ettd Leena ovat teh-
neet virheen, vaikka vastaus
on sama. Kalle on laskenut
virheellisesti vaiheen 5 — 5
ja Leena vaiheen 3x + 2.
Kysy oppilailta, millaisia aja-
tuksia tdma heissa herat-
taar

a) Minkd muunnokset Kalle on tehnyt ensimmaisena? Vahentinyt livun 5 puolittain el V5 Enta Leena?
Leena onv muokannut yhtelonw vasento puoltow el M.
b) Tarkista, ovatko Kallen ja Leenan vastaukset oikein.
Tarkistetaow sijoittomallo x=5 riville 1. Kallew yhtoildstin tulee vasemmalto puoleltai2 -5+ 5 =
15 jovoikealtow3 -5 —3 + 5 = 17. Neumdv oval exiv suret, joten Kallew ratkaisw ov vidird. Leenallaw
puolestoon vasen puoli saav awvoksi 2 -5+ 5 = 15 jav oikeavpuoli’3 -5 -3 + 5 = 17. Molemmat ovat
siis ratkaisseet yhtolovw vidurin.
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c) Ympyroi virheet. Muotoile omin sanoin lyhyt ohje, miten kyseisen virheen voi valttaa.

Kallew virhe: Muistow ottaa huomioow kaikki termit, joitow lasket.
Leenoawn virhe: Yhdistis vavin saoumanmunotoiset termik.

Tehtdva 6 Ratkaise seuraavat yhtilét.

a) y+3y=10-2 MM b) b—2=3b+4 Vb
4y =8 14 b—b—2=3b—b+4 MM
2=1 MM —2=2b+4 va
y=2 —2-4=2b+4—4 MM
—6=2b 12
2 2
-3=b
0) 1 +§= 7 V1 d) 5(2z — 4) = 20 J5
1-1+2=7-1 MM 5(2z-4) _ 20 MM
5 5 5
==6 K5 2z—4=4 L4
5-§=6-5 MM 2z2—4+4=4+4 MM
a =30 2z=28 J2
z_2 MM
2 2
z=4
Tehtadva 7
a) Laske yhtdlé —2(y + 4) + 6(y + 4) = 12 vahintaan kahdella eri tavalla.
Tavalla 1 Tavalla 2 Tavalla 3
—2(y+4) +6(y+4) =12 M | —2(y+4)+6(y+4) =12 M | —2(y+4)+6(y+4) =12 12MM
Ay +4) =12 J4AMM | —2y—8+6y+24 =12 M —1(y+4)+3(+4) =6 M
y+4=3 VAMM 4y +16 = 12 V16MM y+4)B-1=6 M
y=-1 4y = —4 Jam y+4)2=6 J2MM
yz‘T“ M y+4=3 Vi4MM
y=-1 y=-1

b) Kumpi ratkaisutapa on mielestdsi sopivampi tédhan tehtavaan? Miksi? Esimerkkivastouksisto tapo 1, sillel ses

onw lyhyin
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Jokeri 8 Kalle ja Leena ovat ratkoneet yhtéldit4 ja vertailevat nyt ratkaisujaan samoille yhtéldille. Vastaa annettuihin
kysymyksiin ja toimi opettajana tarkistaen Kallen ja Leenan ratkaisut yhtaldille.

Kallen ratkaisu Leenan ratkaisu

4h + 16 = -8 4b + 16 = —8

4p 16_—8 4b+16_—8

4 4 4 4 4
bta=—2 b 16)= -2

b+4—4=-2—-4 b+16—-16=-2-16

a) Kerro, mité Kalle ja Leena ovat tehneet ratkaistessaan yhtalon 4b + 16 = —8. Kumpi ratkaisi oikein?

Kalle: Molemmat ovat jakaneet yhtilod puolittoiny vullow 4. Leenaw ei knitenkaan
ole muistoununt jakaa wkua 16 ivullow 4.

b) Ympyroi virheellisesta ratkaisusta kohta, jossa virhe on tapahtunut.

c) Muotoile omin sanoin lyhyt ohje, miten kyseisen virheen voi yhtal6a ratkaistaessa valttaa.

Jakaminenw toytyy suovittaa kaikille yhtidow termeille.

Jokeri 9 Tdydenna yhtélén ratkaisun matemaattinen esitys kahdella eri tavalla.

Matemaattinen esitys Muunnos Matemaattinen esitys Muunnos
8+20x=6x 8+20x=6x
4 4
K4 M
4-%:4-63( 2+ 5x =6x
MM V5x
8 4+ 20x = 24x 24+ 5x —5x = 6x —5x
V20x MM
8+ 20x — 20x = 24x — 20x 2=x
MM
8 =4x
JAMM
2=x
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Jokeri 10 Muodosta yhtild ja ratkaise se.

a) Tiina ja Ville jakavat 60 euron palkan. Tiina teki t6ita kaksi kertaa niin paljon kuin Ville. Kuinka paljon kumpikin saa
palkkaa? Ratkaisw: Merkiticin kivioimellovp Villew palkkaa. Nyt Tiinow palkkaw o Zp (koskaw
Tuina teki toiton kaksi kertaa enemmoiny kuinvVille). Muodostetaoun yhtelld-p + 2p = 60 jostow voi-
daow ratkaisto Villew jou Tiinawnw palkkou.

p+2p =60 M
3p =60 13
T=2 MM
p =20

Vastaus: Villew palkkaw ol 20 eurow jou Tiineww palkkaw ol 40 euroo.
b) Kolmen perakkaisen kokonaisluvun summa on 108. Mika on pienin luvuista?

Ratkaisw: Mevkition ensimmdaiistic lukuan, toinenw ow silloinn + 1 jowkolmasn + 2. Tallginv

n+n+1)+ n+2) =108 M
3n+3 =108 V3MM
3n =105 J3MM
n =35

Vaustous: Kolime lukuaw ovat 35,36 jo 37 eli/pienivvov 35.

c) Lippu Robinin konserttiin maksoi aikuisille (eli yli 12-vuotiaille) 20 euroa ja alle 12-vuotiaille 10 euroa. Selvita, mon-
tako lasten ja montako aikuisten lippua myytiin, kun tiedetdan, etta lippuja myytiin yhteensa 350 kappaletta ja lipun-
myyntituloja saatiin yhteensa 4000 euroa.

Ratkaisw: Mevkitidn yli 12 -vuotiaiden lippujeny kwmdiduddn kivioimellovy jou lastesv Lippujesv
Nyt tiedetiicin, etta x +y = 350 (eli kaikkien myytyjen lippujen lukumeicirén o oltawvar 350kpl)
Lisciksi tiedetviding ettel 10x + 20y = 4000 (EL Lipunmyyntitulot myydyisti lipuistow ovat yhteenscy
4000 ewron).
Jos munttujony x ratkaisee ensimmdiisestos yntolostoy, saadaary ettov x = 350 — y. Sijoitetooun toumcy
toiseerv yhitiloon, jolloin saadaon wusi yhtold-10(350 — y) + 20y = 4000 jou ratkaistaony se.

10(350 — y) + 20y = 4000 M

3500 — 10y + 20y = 4000 M
3500 + 10y = 4000 V3500MM
10y = 500 JIOMM
y =50

Lastenv Lippujenv lukumdidrdv (eli v) saadaony, kwv sijoitettiing ratkaistw y yhtoiléovnx = 350 — y eli
x =350 —50 =300.
Vastaus: Aikuisten Liippujor myytiin 50 kappaletto jov Lastenv Lippujor myytiiny 300 kappaletto.

Jokeri 11 Muodosta mahdollisimman haastava yhtilo ja ratkaise se.

RYHMAARVIOINTI (ryhmitaidot selitetty tarkemmin sivulla 2)

Ryhmataito Onnistuminen

Autoimme ja rohkaisimme toisiamme
Keskustelimme toisemme huomioiden
Toistimme asioita tarvittaessa
Keskityimme perusteluihin vastausten sijaan

Hyédynsimme virheitd oppiaksemme

eplepIeDienley
DIDIBIDID,
OOOOO
OOOOO
OOV
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Loppuitsearvioinnissa arvioidaan osaamista kurssin lopuksi.

Loppuitsearviointi

Vastaa seuraaviin kysymyksiin.

1 = Erittdin heikosti

Miten hyvin osaat seuraavat asiat

e lLausekkeen rakenne 1 2 3
e Lausekkeen sieventdminen 1 2 3
e lLausekkeen ja yhtdlon ero 1 2 3
e Yhtdlon tasapaino 1 2 3
e  Tutkia, onko yhtalo tosi/epéatosi 1 2 3
e  Yhtdlon ratkaisun etsiminen 1 2 3
e Yhtdlon ratkaisun tarkistaminen 1 2 3
e  Eri muunnokset 1 2 3
e  Sopivan muunnoksen ldytdminen 1 2 3
e Tyyppid 2t + 5 = 5t — 1 olevan yhtélon ratkaiseminen 1 2 3
e Kertoa sanallisesti/dadneen, miten tehtava ratkaistaan 1 2 3
e Olen oppinut kurssilla kasitellyt asiat. 1 2 3
e Onnistuin keskittymaan perusteluihin vastausten sijaan. 1 2 3
e  Onnistun |6ytdamaan ja esittdamaan kysymyksia. 1 2 3
e Onnistuin kuvailemaan ajatteluani muille. 1 2 3
e Onnistuin vertailemaan tehtavien eroavaisuuksia ja yhtalaisyyksia. 1 2 3
e  Onnistuin I6ytdmaan ja vertailemaan eri ratkaisutapoja 1 2 3
®  Onnistuin hydodyntdmaan virheita oppiakseni. 1 2 3

PR I R T T T . R ~ T -

E T

(2 @ B @ B @ 1 RO R O B O B O, B O, B O, BN, |

(2 IO, B O, R O, U, B0, B, |

[«) B @) @) BN @ ) B ) B @ ) B o) B @ ) B @) B @ ) B @) ]

a o O OO O O O

7 = Erinomaisesti

N NN NN N NN NN

N N NN NN

Minka asian olet oppinut parhaiten? Missa sinulla on eniten opittavaa?

Palautetta yhtaloiden opiskelusta:
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