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Kohti joustavaa matemaattista ajattelua
Joustavaan matematiikkaan -tdydennyskoulutushanke

Materiaalin kuvaus:

Ota haltuun joustavuus matematiikan opetuksessa! Tama materiaali on tarkoitettu varhaiskasvatuk-
sen opetus- ja kasvatushenkilostolle, esi- ja perusopetuksen opettajille, lukio-opettajille ja erityis-
opettajille itseopiskelumateriaaliksi. Materiaali sisaltda suurimman osan Joustavaan matematiikkaan
-koulutusohjelman kaikille yhteisesta kurssista Kohti joustavaa matemaattista ajattelua (3 op). Ma-
teriaalissa on paljon mielenkiintoisia videoita, tekstia ja tehtavid. Tehtavia kannattaa pohtia paitsi
itsekseen niin my6s mahdollisuuksien mukaan yhdessa kollegoiden kanssa.

Tama itseopiskelumateriaali pohjautuu kdaynnisséa olevaan maksuttomaan verkkotéaydennyskou-
lutuskurssiin. Jos tdmé& materiaali herattdd kysymyksia, innostusta tai mielenkiintoa, niin voit
katsoa koko kurssin sisallét Joustavaan Matematiikkaan -hankkeen kotisivuilta: https://www.fle-
xibility.fi/events/kohti-joustavaa-matemaattista-ajattelua/ ja ilmoittautua mukaan. Verkkokurs-
silta I6ytyy joitain videoita ja kurssilaisten valisia keskusteluja, joita tdhan itseopiskelumateriaa-
liin ei ollut mahdollista sisallyttaa. Verkkokurssin voi opiskella omaan tahtiin ja se on auki vuoden
2023 marraskuun loppuun asti.

Materiaali on tuotettu osana Joustavaan matematiikkaan -hanketta (JoMa). JoMa on vuosina 2018—
2023 toiminut valtakunnallinen matematiikan opetuksen taydennyskoulutushanke varhaiskasvatuk-
seen, esiopetukseen, alakouluun, yléakouluun ja lukioon. Hankkeessa tuotettiin 19 verkkokurssia.
Kursseilla kehitettyd materiaalia 10ytyy taaltd Avointen oppimateriaalien kirjastosta. Opetushallituk-
sen rahoittaman hankkeen toteuttamiseen osallistuivat Turun yliopisto, Abo Akademi, Jyvéskylan
yliopisto ja Oulun yliopisto.
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Materiaalin tekijat: Erno Lehtinen ja Minna Hannula-Sormunen

Lisenssi: Tama teos on lisensoitu Creative Commons Nimea 4.0 Kansainvalinen -kayttéluvalla. Tar-
kastele kayttdlupaa osoitteessa https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.fi.

Lisenssi koskee vain tata teosta. Lisenssi ei koske tdhén teokseen linkitettya materiaalia.
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1. Tervetuloa kurssille

Tervetuloa

Kurssin tarkoitus on johdattaa kohti joustavaa matemaattista ajattelua, selventaa mita silla tarkoite-
taan ja miten se nakyy eri-ikaisten lasten ja nuorten kohdalla. Verkko-opintoina jarjestettavat koulu-
tusasteittain toteutettavat 6 opintopisteen JoMa-kurssit toimivat erittéin hyvana jatkona télle joh-
dantokurssille tarjoten paljon kaytdnnon vinkkeja kasvatus- ja opetustydhon. Naiden 6 op:n laajuis-
ten kurssien sisaltdja on saatavilla myos aoe-palvelussa tammikuusta 2023 alkaen. TAma johdan-
tokurssi on tarkoitettu varhaiskasvatuksen opetus- ja kasvatushenkilostdlle, esi- ja perusopetuksen
opettajille, lukio-opettajille ja erityisopettajille itseopiskelumateriaaliksi.

Tervetuloa mukaan!

Huom! Videoilla ja materiaaleissa vilahtaa toisinaan varhaiskasvattaja-nimike,
joka on kuitenkin hankala termi epamaaraisyytensa vuoksi. Tarkoitamme varhais-
kasvattajilla varhaiskasvatuksen ja esiopetuksen kasvatus- ja opetustyéhon osal-
listuvia henkil6ita.

Kurssin sisallot

AIHEKOKONAISUUS JAKSO

Tervetuloa kurssille! Tervetuloa kurssille!

Joustava matemaattinen ajattelu Joustava matemaattinen ajattelu
Matemaattisen ajattelun kehitys

Mihin tataki tarvii? Mihin matematiikkaa tarvitaan?

Motivaation vahvistaminen
Joustavan matemaattisen ajattelun Joustavan matemaattisen ajattelun
tukeminen kdytannossa vahvistaminen

Harjoittelun merkitys
Arkipdivan ongelmat ja sanalliset tehtavat

Kurssin paéattaminen Kurssin paattaminen
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Miksi taydennyskoulutuksen teemana on joustavaan matematiik-

kaan?

Yhteiskunnan ja tydelaman muutos edellyttdd uudenlaista osaamista. Tulevaisuuden osaamisessa
korostuu yleisten taitojen lisdksi joustavien matemaattisten taitojen, erityisesti maarallisten ja ava-
ruudellisten suhteiden ymmartamisen, algebrallisen ajattelun ja matemaattisen mallintamisen mer-
kitys ja ongelmanratkaisutaito.

Vaikka tutkijat ovat laajasti yksimielisia siita, ettd matemaattisen ajattelun merkitys on lisdantymassa
seka tybelamassa etta ihmisten arjessa, niin lahes kaikissa lansimaissa on havaittavissa, ettd mate-
matiikan keskimaarainen opiskelumotivaatio heikkenee mita pidemmalle koulutus etenee. Toisaalta
tutkimukset ovat tuoneen esille sen, ettd hyvakaan menestys perinteisessa koulumatematiikassa ei
aina merkitse sita, etta opittua matematiikkaa osattaisiin kayttaa tarkoituksenmukaisella tavalla arjen
tilanteissa, tydelamassa tai jatko-opinnoissa.

Joustavan matematiikan ajatuksella pyritdan vastaamaan kaikkiin edelld esitettyihin haasteisiin.
Siin& korostuvat tulevaisuuden taidoille ominaiset ajattelun piirteet. Joustavassa matematiikassa for-
maalin matematiikan oppiminen liittyy kiinteasti merkityksellisten tilanteiden ymmartdmiseen ja on-
gelmien ratkaisuun. Liséksi joustavan matematiikan ajatuksena on voimaannuttaa oppijat itse kek-
simaan ja vertailemaan vaihtoehtoisia ratkaisustrategioita, jolloin matematiikkakin voi muuttua yl-
haalta annettujen sdantdjen mekaanisesta noudattamisesta omakohtaiseksi ajattelun valineeksi.

Joustavassa matemaattisessa ajattelussa ei olla kiinnitytty yhteen toimintamalliin vaan tilanteesta
rippuen hyddynnetédén joustavasti erilaisia ajattelutapoja. Joustava ajattelu mahdollistaa toiminnan
myo6s uudenlaisessa, ongelmallisessa tilanteessa. Joustavuuteen liittyy olennaisesti kyky keskus-
tella ja toimia haastavankin aiheen parissa yhteistydssa muiden kanssa.

Monipuolinen taustatiimi

Joustavaan matematiikkaan -tdydennyskoulutuksen suunnittelusta ja toteutuksesta vastaa kolmen
yliopiston ja koulun kentan toimijoista koostuva tiimi, jolla on monipuolinen kokemus ja koulutus-
tausta.

Dimitri Tuomela

Ylakoulun ja lukion osuuksista vastaa vaitoskirjatutkija Dimitri Tuomela Oulun yliopistosta. Han toimii
useissa matematiikan opetuksen kehittamishankkeissa ja hanen vaitdskirjansa aihe on miten luo-
daan innostavaa, yhteisollista ja paattelykeskeistd matematiikan oppimiskulttuuria. Lisaksi han tutkii
joustavuutta kansainvalisessa tutkimusryhmassa.

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.
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Erno Lehtinen

Turun yliopiston kasvatustieteen professori Erno Lehtinen on pitkan linjan opettajankouluttaja. Han
on tutkinut 1970-luvun lopulta l&htien oppimista, oppimisvaikeuksia, oppimisymparistdja ja asiantun-
tijuutta keskittyen erityisesti matemaattisen ajattelun pitkan aikavalin kehittymiseen.

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Peter Hast6

Ylakoulun ja lukion osuuksista vastaa matematiikan professori Peter Hastd Turun ja Oulun yliopis-
toista. Han on toiminut mm. matematiikan opettajakoulutuksen vastuuhenkiléna seka yliop pilastut-
kintolautakunnan matematiikan jaoksessa. Puhtaan matematiikan tutkimuksen lisdksi han on tutki-

nut joustavuutta yhtalonratkaisussa ylakoulussa ja lukiossa.

Peter Hasto

Professori - Oulun ja Turun yliopistot

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Minna Hannula-Sormunen

Konsortion johtajana toimii Turun yliopiston kasvatustieteen professori Minna Hannula-Sormunen.
Tassa taydennyskoulutushankkeessa han vastaa myds varhaiskasvatuksen seka esi- ja alkuope-
tuksen osuuksista. Hanen tutkimustydnsa on keskittynyt matemaattisten taitojen kehitykseen, kehi-
tystekijoihin ja opetusymparistoihin varhaiskasvatusiasta alakoulun loppuun.

RAHQ
Q° 7y

| - .
& ECF\ o Joustavaan Matematiikkaan
A\ www.flexibility.fi & Worsro : @

YVASKYLAN YLIOPSTO Vi Abs Akademi 6

)

LIynvn

%


http://www.flexibility.fi/
https://echo360.org.uk/media/bce95774-df3c-465f-b1c0-c869e706dd33/public?startTimeMillis=0
https://echo360.org.uk/media/ef51a59d-c847-4773-976c-e5635c1a0771/public?startTimeMillis=0

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.
Markus Hahkioniemi

Ylakoulun osuudesta vastaa Jyvaskylan yliopiston opettajankoulutuslaitoksen matematiikan peda-
gogiikan yliopistonlehtori Markus Hahkioniemi. Han on tutkinut mm. opettajan ja oppilaan valista
vuorovaikutusta matematiikassa, tutkivaa matematiikan oppimista, GeoGebran opetuskayttéa seka
peruskoululaisten ja lukiolaisten matemaattista ajattelua.

Riina Harri

Ylakoulun osuudesta vastaa Jyvaskyla yliopiston opettajankoulutuslaitoksen yliopistonopettaja Riina
Harri. Han on myds opettaja Sipoonlahden yhtendiskoulussa seka laatii vaitdskirjaa. Han tutkii ja on
kiinnostunut opettajan ja oppilaiden vélisesta vuorovaikutuksesta sekd matemaattisesta ajattelusta
matematiikan opetuksessa.

Videolla Markus ja Riina keskustelevat luokkahuonevuorovaikutuksesta ja joustavasta matemaatti-
sesta ajattelusta.

Jyvaskylan yliopisto

arks Hakiviei o Ring o %Ma 1

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.
Telja Laine

Alakoulun osuuden rakentamisesta vastaa luokanopettaja Teija Laine, Turun Matikkamaasta ja si-
vistystoimialalla tunnettu matematiikan opetuksen kehittaja ja opettajien tdydennyskouluttaja.

Teijan kiinnostuksen kohteena ovat olleet erityisesti ongelmakeskeinen opettaminen ja sen avulla
oppilaiden matemaattisen ajattelun kehittdminen. Matematiikan sanallisten tehtévien kehittdminen
mielekkadmmiksi on ollut hanen tutkimuksensa ja kehittelynsa aihe jo usean vuoden ajan. Teija on
kouluttanut Turun Matikkamaassa opettajia kayttAmaan konkreettisia, arkielaman liittyvia tilanteita
seka matematiikan véalineitd omassa opetuksessaan.
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Teija menehtyi vakavaan sairauteen kevaalla 2021. Teijan ja h&nen perheensé toivomuksesta kaikki
Teijan upeat opetusvideot, tehtavat ja ideat ovat kaytettavissa JoMa-kursseilla ja matematiikan ope-
tuksen kehittamisessa.

Teija Laine .
—-—l-— -3

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Kansainvaliset asiantuntijat apuna

Joustava matematiikka on talla hetkella kuuma aihe kansainvalisessa matematiikan opetusta kos-
kevassa keskustelussa. Olemme onnistuneet saamaan tdméan taydennyskoulutusohjelman tausta-
joukkoihin myés joukon maailman johtavia matemaattisen ajattelun asiantuntijoita.

Jon Star

Professori Jon Star Harvardin yliopistosta on entinen matematiikan opettaja, joka on tehnyt uraauur-
tavaa tutkimustyota joustavien matemaattisten strategioiden tutkijana. Hanen viimeaikainen tutki-
muksensa on kohdistunut erityisesti ratkaisustrategioihin algebrassa.

Video ei ole tekstitetty, mutta voit lukea esityksen sisallon suomeksi (ei sanasta sanaan kaannos).

Jon Star

Professori, Harvard University
' 1

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Lieven Verschaffel

Professori Lieven Verschaffel on kansainvalisesti erittdin tunnettu matematiikan oppimisen ja ope-
tuksen tutkija, joka on tutkinut sek& joustavien aritmeettisten taitojen kehittymista ja opettamista etta
matemaattisen ajattelun kaytt6a realistisissa ongelmanratkaisutilanteissa.

Video ei ole tekstitetty, mutta voit lukea esityksen sisallén suomeksi (ei sanasta sanaan kaannos).
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Video: Verschaffel esittelee rutiiniasiantuntijuuden,
adaptiivisen asiantuntijuuden ja joustavuuden

Lieven Verschaffel %oMa

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Laajempi alkuperainen video: https://vimeo.com/246771031

Robert Siegler

Professori Robert Siegler Carnegie Mellon yliopistosta on tAman hetken maailman tunnetuimpia kog-
nitiivisen kehityksen tutkijoita, joka on tutkinut monipuolisesti matemaattisen ajattelun kehitysta.
Talla hetkella han tekee yhteisty6td kanssamme hankkeessa, jossa tutkitaan joustavan rationaalilu-

kukasitteen opettamista.

Video ei ole tekstitetty, mutta voit lukea esityksen sisallon suomeksi (ei sanasta sanaan kaannos).
Tama sama video tulee tarkemmin kasiteltdvaksi myéhemmin talla kurssilla.

Video: Varhainen murtolukujen ja jakolaskujen hallinta

ennustaa pitkdn aikavalin menestysta matematiikassa

Robert Siegler %oMa

youtube.com

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Douglas Clements

Douglas Clements on Denverin yliopiston professori ja kansainvalisesti tunnettu varhaisen matema-
tiikkan oppimisen ja opetuksen tutkija. Varsinaisen tutkimustydnsé ohella han on osallistunut aktiivi-
sesti matematiikan opetuksen kaytannon kehittdmiseen. Lisaksi han on julkaissut monia varhaiskas-

vattajille ja opettajille suunnattuja teoksia.
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Video: Clementsin puhe Valkoisessa talossa

Douglas Clements %OMG

youtube.com

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

POHDINTATEHTAVA: Mika naissa esittelyissa oli kiinnostavaa, mita jai mieleen,
onko jotain, josta olet eri mieltd, voidaanko naita ajatuksia soveltaa kaytannon ope-

tukseen?
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2. Joustava matemaattinen ajattelu

2.1. Joustava matemaattinen ajattelu

Mita tarkoitetaan joustavalla matemaattisella ajattelulla ja miksi se on
tarkea tavoite koulun matematiikan oppimiselle?

Vaikka tama kurssi kasittelee erityisesti joustavaa matematiikkaa, niin joustava ajattelu ei ole aino-
astaan matematiikkaan liittyvad. Emeritusprofessori Art Costa (California State University, Sacra-
mento) on tehnyt elaméantydnsa edistamalla kriittista ja joustavaa ajattelua (ks. The Institute for
Habits of Mind). Seuraavalla videolla han pohtii, miksi joustava ajattelu yleenséa on tarkeéaa. Videota
ei ole tekstitetty, mutta voit lukea videon suomennoksen.

Video: Miksi joustavuus on tirkedi?

Art Costa %
https://player.vimeo.coml/video/213101595 oMa

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Joustavat strategiat aritmetiikassa

Seuraavassa on uudelleen professori Lieven Verschaffelin esittelyvideo, jossa han méaarittelee jous-
tavuuden ideaa yleensa ja erityisesti aritmetiikassa. Halutessasi voit lukea esityksen myds suo-
meksi (ei sanasta sanaan kaanndos).

o RAHQ
Q 7y

@

& Eé:j o Joustavaan Matematiikkaan TURUN
www.flexibility.fi Qiﬁ YLIOPISTO
11

A
“Iynyn ¥

YVASKYLAN YLIOPSTO Vi Abs Akademi

sk
R

%


http://www.flexibility.fi/
http://www.habitsofmindinstitute.org/about-us/
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https://seafile.utu.fi/f/342e2ff17bc44aa383bc/
https://seafile.utu.fi/f/342e2ff17bc44aa383bc/
https://player.vimeo.com/video/213101595

Video: Verschaffel esittelee rutiiniasiantuntijuuden,
adaptiivisen asiantuntijuuden ja joustavuuden

Lieven Verschaffel %oMa

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Laajempi alkuperéinen video: https://vimeo.com/246771031

Seuraavassa videossa Verschaffel keskittyy erityisesti tarkastelemaan yhteen- ja vahennyslaskun
k&anteisyytta ja sen kayttamista hyvaksi joustavassa aritmeettisessa ongelmanratkaisussa. Tutustu
myo6s Verschaffelin luennon suomenkieliseen tiivistelmaan sekéd hanen kayttdmiinsa dioihin.

Video: Verschaffel esittelee kolme tapaa tarkastella

joustavia ja adaptiivisia strategioita

Lieven Verschaffel %OMG

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Laajempi alkuperainen video: https://vimeo.com/246771031

Videolla Verschaffel esitti kolme erilaista tapaa tarkastella joustavia ja adaptiivisia strategioita. Talla
johdantokurssilla tarkastelemme millaista joustavuutta erilaiset tehtéavat mahdollistavat. On kuitenkin
tarke&a ottaa huomioon, etté joustavuutta ei voida kaytanndssa maaritella vain suhteessa tehtavien
ominaisuuksiin. Oppilaan taitojen ja tehtdvan ominaisuuksien vélinen suhde on myos tarkea arvioi-
taessa joustavuutta. Toiseksi joustavuus on myo@s aina suhteessa sen tilanteen vaatimuksiin ja va-
kiintuneisiin kaytantoihin, joissa ongelmia ratkaistaan. Esimerkiksi opetuksessa oppilaille on valitty-
nyt kasitys, etta vain yhden harjoitellun rutiinin mukainen suoritus on koulussa hyvaksyttavaa.

Verschaffelin luennossa kasiteltyja asioita on avattu tarkemmin 2009 julkaistussa artikkelissa, jota
kasitellaan perusteellisemmin alakoulun 6 opintopisteen kurssilla. Kiinnostuneet voivat viela lu-
kea artikkelin (Verschaffel et al., 2009).

Joustavat strategiat algebrassa
Seuraavassa videossa professori Jon Star johdattelee joustavuuteen yleisesti ja yhtalonratkaisun
kontekstissa. Luento on kuvattu JoMa-kesatyOpajassa Tampereella 12.6.2018.
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https://echo360.org.uk/media/4d1bbff7-d9d0-4b06-9697-0b7eb88f947b/public?startTimeMillis=0
https://echo360.org.uk/media/98ebac8c-4e24-41b3-9165-55c8e5148f5b/public?startTimeMillis=0
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Jon Starin ja Colleen Seifertin artikkelissa “The development of flexibility in_eqguation solving"
kuvataan yhtalénratkaisun opetteluun tapa, joka auttaa oppilaita kehittdmé&én joustavuuttaan. Voit
lukea myds artikkelin suomenkielisen tiivistelman.

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

TEHTAVA: Valitse jokin matemaattinen sisalto, jota kasittelet opetuksessasi. Mieti
mité joustavuus tarkoittaisi timan sisallén kohdalla ja kuvaa, miten tukisit joustavan
ajattelun muodostumista sen opiskelussa.

Keskustelua joustavan matemaattisen ajattelun roolista kouluopetuk-

Sessa

Vaikka suuri osa tutkimustuloksista tukee joustavan matemaattisen ajattelun opettamista, niin kysy-
mykseen liittyy viela erimielisyyksia kaytannén opetuksen kehittdmisessa. Seuraavissa katkelmissa
Verschaffel kay lapi joitain néista keskustelua aiheuttavista kysymyksista.

Vaite - vastavaite 1:
Pitaisiko koulun keskittyd matemaattisten perustaitojen opettamiseen ja yhden ratkaisumallin perus-

teelliseen harjaannuttamiseen? Joustavaa taitoa voi sitten oppia muualla.

Video: Verschaffel pohtii kannattaako strategista

joustavuutta tuoda kouluun ja miksi.

Lieven Verschaffel %OMQ

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Halutessasi voit lukea myts suomennoksen Verschaffelin puheenvuorosta.
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https://seafile.utu.fi/f/983abdfa0c07451e82a3/
https://seafile.utu.fi/f/82d555ebe341408898fd/
https://seafile.utu.fi/f/fe0dc79f0b614ca58703/
https://echo360.org.uk/media/c1260f23-57b4-4b62-bd1b-93597ee83012/public?startTimeMillis=0
https://echo360.org.uk/media/b14a762c-075d-46d2-af5d-f1ea6f178a07/public?startTimeMillis=0

Erno Lehtinen kommentoi Jon Star kommentoi.

Vaite - vastavaite 2:
Jos hyvaksytaan, ettd joustavan matemaattisen ajattelun ja adaptiivisen asiantuntijuuden opettami-

nen on koulumatematiikan tehtava, niin milloin se olisi parasta tehda? Olisiko luonnollista ajatella,
ettd opetetaan ensin rutiinitaidot ja vasta joskus mydhemmin kiinnitettaisiin huomiota joustavaan

ajatteluun?

Video: Verschaffel pohtii milloin joustavuutta
kannattaa tuoda kouluun.

Lieven Verschaffel %OMG

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Vit Tuomelg

- Oulun

Erno kommentoi. Dimitri kommentoi.
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https://echo360.org.uk/media/5ff96900-0456-4621-b3b2-7b8f198b8926/public?startTimeMillis=0
https://echo360.org.uk/media/55209a30-c4ec-45be-95fd-c6d3df1400aa/public?startTimeMillis=0
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Vaite - vastavaite 3:
Enté keille joustavaa ajattelua kannattaa opettaa? Olisiko se kohdistettava vain matemaattisesti lah-

jakkaille oppilaille?

Video: Verschaffel pohtii keille joustavuutta

kannattaa opettaa.

Lieven Verschaffel %OMG

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Halutessasi voit lukea myts suomennoksen Verschaffelin puheenvuorosta.

Dimitri Tuomela

- Oulun

Dimitri kommentoi.
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https://echo360.org.uk/media/5f65b9a3-8c85-4aca-b576-c3db9502c809/public?startTimeMillis=0
https://echo360.org.uk/media/95666ed7-48c7-436f-9dfa-5f711f7ff783/public?startTimeMillis=0
https://echo360.org.uk/media/4ae0f108-b27e-4220-a124-0321ceaa4010/public?startTimeMillis=44468
https://echo360.org.uk/media/b01dd775-16fb-40a0-a185-ef68ac2209b3/public?startTimeMillis=0

Vaite - vastavaite 4:
Miten joustavia matemaattisia strategioita pitaisi opettaa?

Video: Verschaffel pohtii millaisia joustavia

strategioita kannattaa opettaa.

%OMG

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Lieven Verschaffel

Halutessasi voit lukea myts suomennoksen Verschaffelin puheenvuorosta.

Jon Star kommentoi.

Erno kommentoi.
Seuraavassa videossa Teija antaa kaytannon esimerkkeja joustavien aritmeettisten strategioiden

kasittelysta kuvitteellisessa opetustilanteessa matematiikkapuheen avulla.

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Tassé videossa oppilaiden roolissa olleet tutkijat toivat esiin strategioita, jotka eivat olleet aina kaik-
kein ilmeisimpid. Esimerkiksi tehtavassa 9 - 49 varmaan monella tekisi kovasti mieli vertailla
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https://echo360.org.uk/media/8d68f19c-dc20-46ca-bfb2-ee619acba843/public?startTimeMillis=0
https://echo360.org.uk/media/005a6873-2875-409c-b9cd-35654edc0443/public?startTimeMillis=0
https://echo360.org.uk/media/48f36af3-97d4-434d-9ac1-ff8f7d84c34c/public?startTimeMillis=0
https://echo360.org.uk/media/cd2f9e18-7c38-44b7-8e7a-4044302cb253/public?startTimeMillis=1040789
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kymppeihin hajottamisen strategiaa seuraavaan: 9 - 50 - 9 tai 10 - 49 - 49. Oikeassa tilanteessa
kokonaisesta luokasta ainakin joku oppilas olisi esittanyt myds tallaisen ratkaisuehdotuksen. Jous-
tavia strategioita vahvistavassa matematiikkapuheessa on kuitenkin tarkeadd, ettei opettaja pyséahdy
heti kaikkein ilmeisimp&an strategiseen ratkaisuun, vaan malttaa jatkaa keskustelua, jossa tarkas-
tellaan useita vaihtoehtoja. Vahitellen naissé keskusteluissa aletaan n&hda, mitké strategiat ovat
tarkoituksenmukaisimpia tietynlaisissa tehtavissa. Silloinkin eri oppilailla voi olla erilaisia ndkemyksia
juuri heille parhaasta strategiasta, koska strateginen joustavuus edellyttaa tehtdvan ominaisuuksien
lisaksi myos henkilén omien vahvuuksien huomioon ottamista.

POHDINTATEHTAVA: Pohdi Verschaffelin kaynnistamaa keskustelua, joka voidaan
Q, tiivistaa neljaan kysymykseen miksi, milloin, keille ja miten.
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2.2. Matemaattisen ajattelun kehitys

Johdanto
Talla videolla Erno Lehtinen tekee yleiskatsauksen siihen, mita tutkimusten perusteella tiedetaan
matemaattisen ajattelun pitkan aikavalin kehityksesta. Videon kesto on noin 19 minuuttia.

Matemaattisen ajattelun pitkan aikavalin kehitiys

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Miten varhainen lukujen osaaminen ennustaa mydhemp&a mate-

maattista oppimista?

Matemaattisen ajattelun kehitys ei ala vasta muodollisen matemaattisen opetuksen alettua koulun
alussa. Matemaattisen ajattelun perusta rakentuu vahitellen aivan elaman varhaisista vuosista lah-
tien. Ennen kouluikaa kehittynyt luonnollisten lukujen ymmartaminen ja niihin liittyvat taidot ennus-
tavat matematiikan oppimista koulun alkuvaiheessa. Seuraavassa pohditaan kahta Suomessa teh-
tya tutkimusta. Niissé on kaytetty niin sanottuja rakenneyhtéalémalleja, joilla voidaan samanaikaisesti
kuvata miten useammat eri tekijat ennustavat myéhempaa oppimista.

Aunion ja Niemivirran tutkimuksesta selvida, etta esikoululaisten laskemistaidot ja yleisempi lukuka-
sitteen ymmartadminen (Relational skills) molemmat ennustavat sekd matematiikan kouluarvosanaa
ettd erikseen mitattuja matematiikan taitoja peruskoulun alussa.

Puolestaan ennen kouluikdd mitatut luonnollisen luvun kasitteen ymmartaminen, spontaani luku-
maariin huomion kiinnittdAminen ja laskemistaidot ennustavat matemaattisia suorituksia koulun alku-
vaiheessa ja aina alakoulun loppuun asti. Vastaavaa tutkimusnayttda on runsaasti muistakin maista
kuin Suomesta.

Aiheesta voit lukea tarkemmin seuraavista artikkeleista:

Aunio, P., & Niemivirta, M. (2010). Predicting children's mathematical performance in grade one by early nu-
meracy. Learning and individual differences, 20(5), 427-435. Linkki artikkeliin
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Hannula-Sormunen, M. M., Lehtinen, E., & Rasénen, P. (2015). Preschool children’s spontaneous focusing
on numerosity, subitizing, and counting skills as predictors of their mathematical performance seven years
later at school. Mathematical Thinking and Learning, 17(2-3), 155-177. Linkki artikkeliin

Maailma matemaattisin silmin - jo pienesta pitaen!

JoMa-koulutuksen varhais- ja alkukasvatusta koskevat "Pikkumatikka"-kurssit perustuvat Suomen
Akatemian karkihankerahoituksella tehtyyn tutkimushankkeeseen. Oheisella 5 minuutin videolla
Minna Hannula-Sormunen perustelee, miksi "Pikkumatikkaa" tarvitaan varhaiskasvatukseen. Video
on tallenne Suomen Akatemian karkihankkeiden loppuseminaarista valtiovallan, sidosryhmien ja
muiden karkihankkeiden edustajille.

D@la

Tittapa @ YouTube

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Matemaattisen ajattelun biologinen perusta

Kuuntele WNYC Studios -sivuston podcast matemaattisen ajattelun perustasta ja vastaa vaittamiin.
Podcastissa mukana keskustelemassa professori Stanislas Dehaene ja professori Susan Carey,
molemmat numeerisen prosessoinnin ja kognitiivisen kehityksen tutkimuksen uranuurtajia maail-
massa. Voit kayttad kuuntelun apuna suomenkielista tiivistelmaa.

Voit kuunnella podcastin WNYC Studios -sivustolta.

Kun olet kuunnellut podcastin, tee alla oleva tehtava, jossa paadset arvioimaan esitettyjen vaitteiden
tutkimusperustaisuutta. Tukeeko podcastissa esitelty tutkimustieto vaittdmaa vai ei?

TEHTAVA 1: Lapsen oman toiminnan ja vuorovaikutuksen merkitys varhaisessa
kehityksessa. Lue Hannula-Sormusen, Mattisen, Rasdsen ja Ruusuvirran kirjoit-
tama artikkeli Varhaisten matemaattisten taitojen perusta: synnynndiset val-

Q% miudet, tietoinen toiminta ja vuorovaikutus ja vastaa sen jalkeen, tukeeko esi-
telty tutkimustieto vaittamaa, vai ei.

"Tutkimuksen mukaan lukukasitteen kehittymiselle on olennaista spontaani kiinnittdminen lukumaa-
riin ja sen kaynnistama omaehtoinen harjoittelu.”
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TEHTAVA 2: Kahdeksan myyttia pienten lasten matematiikasta

Pienten lasten matemaattisista taidoista liikkuu paljon vaaria uskomuksia, joita tut-
Q:, kimustieto ei tue. Mihin naista siné olet tormannyt?

1. Matematiikkaa opitaan vasta koulussa.
Olen térmannyt tahan vaaraan uskomukseen.
En ole juurikaan kuullut, ettéd kukaan ajattelisi n&ain.
2. Matematiikka on tarkoitettu joillekin lahjakkaille lapsille, joilla on paremmat matemaattiset
geenit.
Olen térmannyt tahan vaaraan uskomukseen.
En ole juurikaan kuullut, ettéd kukaan ajattelisi n&ain.
3. Pienet luvut ja yksinkertaiset muodot riittavat hyvin lapsille ennen kouluikaa.
Olen térmannyt tahan vaaraan uskomukseen.
En ole juurikaan kuullut, ettd kukaan ajattelisi nain.
4. Kielellisten taitojen ja lukutaidon oppiminen on tarkeampaa kuin matematiikan oppiminen.
Olen térmannyt tahan vaaraan uskomukseen.
En ole juurikaan kuullut, ettd kukaan ajattelisi nain.
5. Varhaiskasvattajien tulisi pysya taka-alalla ja antaa lasten leikkia virikkeellisess& ymparis-
tossa.
Olen térmannyt tahan vaaraan uskomukseen.
En ole juurikaan kuullut, ettd kukaan ajattelisi nain.
6. Pienten lasten matemaattisten taitojen arviointi on turhaa.
Olen térmannyt tahan vaaraan uskomukseen.
En ole juurikaan kuullut, ettd kukaan ajattelisi nain.
7. Lapset oppivat matematiikkaa vain konkreettisten esineiden avulla.
Olen térmannyt tahan vaaraan uskomukseen.
En ole juurikaan kuullut, ettd kukaan ajattelisi nain.
8. Tietokoneet eivat sovi matematiikan opettamiseen ja oppimiseen.
Olen térmannyt tahan vaaraan uskomukseen.
En ole juurikaan kuullut, ettd kukaan ajattelisi nain.

Lahde: Lee, J. S., & Ginsburg, H. P. (2009). Early childhood teachers’ misconceptions about math-
ematics education for young children in the United States. Australian Journal of Early Childhood, 34,
37-45.

Pienten lasten matematiikan myytinmurtajat

Pienten lasten matematiikkaan ja sen opettamiseen liittyy paljon myytteja ja vaaria uskomuksia. Alla
olevassa luentosarjassa Erikson Instituutin johtaja Jennifer McCray kumoaa yleisimpia myytteja, joi-
hin he ovat torménneet kouluttaessaan varhaiskasvattajia ja opettajia. Katso videot ja tee niihin liit-
tyvat tehtavat. Voit tutustua myos Erikson Instituutin sivuilla jaettuihin englanninkielisiin luentodi-
oihin. Voit kdyttdd apunasi suomenkielista tiivistelmaa.
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Myytti 1: ”On tarkeampaa kehittaa pienten lasten kielellisia kuin matemaattisia taitoja.”

Video: Pienten lasten matematiikan oppimisen

myytteja, osa 1

%OMG
Jennifer McCra

https://www.youtube.com/watch?v=rsKNrnIfXt4

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

POHDINTATEHTAVA:

Miksi myytti ei pida paikkaansa?
Myytti: "Pienille lapsille on tarkeampaa kehittaa kielellisia taitoja kuin harjoitella

QDo matematiikan taitoja.”
Kirjaa ylos, miksi myytti ei pida paikkaansa. Miten luennoitsija perusteli ndkemystaan?
Myytti 2: ”Pienten lasten matematiikka on padosin numeroiden ja muotojen oppimista.”

Video: Pienten lasten matematiikan oppimisen

myytteji, osa 2

%OMG

Jennifer McCray)
https:/lwww.youtube.com/watch?v=xssBJpOBecs

Klikkaa kuvaa avataksesi videon

Myytti: "Pienten lasten matematiikka on paaosin numeroiden ja muotojen oppi-

mista.”
Pohdi, mitéd mielta olet esitetysta myytista. Kirjaa ylos milla perustein vaite kumo-

% taan. Yllattivatko perustelut sinut?
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Myytti 3: "Matematiikan opettaminen lapsille on helppoa, koska pienten lasten matematiikka
on helppoa ja yksinkertaista.”

Video: Pienten lasten matematiikan oppimisen

myytteja, osa 3

%oMa
Jennifer McCra

https://www.youtube.com/watch?v=WViwBQe_|JE

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Myytti: "Matematiikan opettaminen pienille lapsille on helppoa, koska kyseessa on
yksinkertainen matematiikka.”

QL Kirjaa ylos, miksi matematiikan opettaminen pienille lapsille ei ole tAman luennoit-
sijan mielesta niin yksinkertaista.

Lukukasitteen ja perusaritmetiikan oppiminen peruskoulun alaluokilla
Alakoulussa luodaan tarkea perusta seka matematiikan kaytolle koulun ulkopuolella ettd myéhem-
malle matematiikan oppimiselle ylakoulussa ja lukiossa. Peruskoulun 3. - 6. luokilla matematiikan
oppiminen rakentuu sen varhaisen matemaattisen ajattelun varaan, joka on kehittynyt jo ennen kou-
luikda seka alkuopetuksen aikana opituille kasitteille. Erityisen tarked merkitys nailla luokka-asteilla
on luonnollisten lukujen systeemin vahvistamisessa seka laajentamisessa rationaalilukuihin. Luku-
systeemin hyva ymmartaminen liittyy olennaisesti joustavaan matematiikkaan.

Videolla Robert Siegler puhuu murtolukujen oppimisesta ja opettamisesta. Halutessasi voit lukea
videon suomenkielisen tiivistelman.

Video: Murtolukujen oppimisesta ja opettamisesta

%OMG
Robert Siegler

https://www.youtube.com/watch?v=7YSj0mmjwBM

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.
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POHDINTATEHTAVA: Oliko Sieglerin esiin nostamissa ajatuksissa sinulle sel-
laista, mika kannattaisi ottaa huomioon opetuksessa?

Matemaattisen ajattelun kehitys ylempien kouluasteiden aikana
Yléakoulun ja lukion aikana olennaisin muutos matemaattisen ajattelun kannalta on siirtyminen konk-
reettisesta abstraktimpaan. Siirtyminen lukujen kasittelysta muuttujien kasittelyyn ja yksittaisista ta-
pauksista yleistyksiin. Edella Teija havainnollisti, kuinka muuttujan kasitett& voi vahvistaa jo alakou-
lussa vertaamalla yhtasuuruutta vaakaan ja muuttelemalla molempien puolien lukuja sailyttaen ta-
sapaino tai kayttdmalla konkreettista vaakaa. Ylemmilla kouluasteilla avainasemassa oleva muuttuja
ei ole enaa ainoastaan tuntematon luku vaan silla on eri merkityksia riippuen tilanteesta. Ylakoulussa
tutkitaan erilaisia riippuvuussuhteita, lukujen ja lausekkeiden yleisid ominaisuuksia seka opetellaan
yhtalénratkaisussa kohdistamaan laskutoimituksia muuttujaan. Lukiossa on puolestaan pystyttava
pohtimaan sujuvasti miten erilaiset muuttujat riippuvat toisistaan seka miten erilaisten parametrien
vaihtelu vaikuttaa tilanteeseen. Muuttujan kasitteen ymmartaminen on valttamatonta, jotta voidaan
ymmartaa lukiossa keskiotn nouseva funktion kasite. Valtaosa lukion matematiikasta puolestaan on
erilaisten funktioiden ja niiden ominaisuuksien tutkimista.

Ongelmanratkaisutaidot ja yleiset matemaattisen ajattelun taidot, kuten saéannénmukaisuuksien ha-
vaitseminen, olettaminen, kyseenalaistaminen, perusteleminen, yleistaminen, kokeillen tutkiminen,
yhdisteleminen, osiin purkaminen, vertaileminen ym. ovat kaikilla asteilla matemaattisen ajattelun
kehittymisen perusta. Ylempien asteiden aikana lasten ja nuorten metakognitiiviset taidot (esimer-
kiksi kyky tarkkailla ja sdadella omaa toimintaa) kuitenkin kehittyvat merkittavasti, mika mahdollistaa
aivan erityisella tavalla edella kuvattujen matemaattisen ajattelun ytimessa olevien taitojen kehitta-
misen.

Muuttujan ja funktion kasitteet
Dimitri kuvaa muuttujakasitteen ymmartamiseen liittyvia haasteita, muuttujan tilanneriippuvaista
luonnetta seka antaa esimerkkeja, miten muuttujakasitteen ymmarrysta voi yrittda vahvistaa.

Titta pa @ YouTube

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.
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Vapaehtoinen lisamateriaali: Mikali haluat lukea lisaa aiheesta, niin Henna Heikkisen gradussa on
koostettu Suomeksi useita tutkimuksia aiheeseen liittyen: “Siirtyma aritmetiikasta algebraan - kir-
jainmuuttujan kayttéonottoon liittyvia oppimisvaikeuksia”.

Lukiossa muuttujaa kasitellaéan erityisesti funktioissa, joissa tutkitaan tiettyjen muuttujien valista riip-
puvuussuhdetta. Funktion on havaittu olevan erittiin vaikea kasite viela jopa yliopistossa matema-
tiikkkaa opiskeleville. Osittain kuitenkin kirjojen ja opetuksen kaavamaisuus ovat luomassa funktioon
liittyvia vaarinkasityksia. Siksi on tarke&a tiedostaa mahdollisimman monipuolisesti, milla eri tavoin
funktiokasite voidaan ymmartaa vaarin. Seuraavalla videolla avataan arvostettua Sajkan tutkimusta,
jossa aineiston laatu korvaa maaran - nimittain tutkimus perustuu yhden keskitasoisen lukiolaisen
45 minuutin haastatteluun ja tyoskentelyyn funktion ymmartamisen kannalta rikkaan tehtavan pa-

rissa.

Dimitri kuvaa funktioon liittyvia virhekasityksia ja pohtii miten kirjojen ja opetuksen monipuolisuus tai
kaavamaisuus voi vaikuttaa niihin.

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Matematiikan kolme maailmaa
Yksi tapa hahmottaa matemaattisen ajattelun kehittymista kaikenikaisilla oppijoilla on David Tallin

teoria matematiikan kolmesta maailmasta. Myds taman teoria korostaa tarvetta luoda oppilaille mah-
dollisuus ajatella monin eri tavoin.

Kolme maailmaa

1. Havaintomaailma
* Havaintojen ja toimintojen avu| SER
* Perustellaan ajatuskokeilla, joi oritetaan jokin tapahtuma ja
ajatellaan tai havaitaan tama
2. Symbolimaailma
* Matemaattisia kasitteita tutkita

3. Formaalimaailma
. ki iikkaa jarj Iman3, jossa on aksi i ia ja

teoreemoja.
* Todistaminen

Kolme maailmaa lomittuvat

|
Klikkaa kuvaa avataksesi videon.
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Tehtavat
Seuraavat tehtavat on jaoteltu kouluasteittain. Tarkoituksena ei ole, ettd teet naista kaikki, vaan voit
valita sen tehtavanannon, joka sopii omaan tyonkuvaasi parhaiten.

Mikéli et ole talla hetkella tytssa paivakodissa tai koulussa, voit valita sen tehtdvéanannon, joka sinun
on helpointa toteuttaa. Jos et voi toteuttaa vaihtoehdoista mitdan, voit suorittaa taman tehtavan kir-
joittamalla suunnitelman (myds arvio kohdattavista haasteista) siitd, miten toteuttaisit kyseisen har-
joituksen.

Oman tehtavasi lisdksi saat nahtavaksi kolmen muun kurssilaisen vastaukset. Kirjoita positiivinen,
innostava kommentti saamiisi vastauksiin.

TEHTAVA: Tehtavanannot (valitse yksi)

1) Varhaiskasvattajat ja esikoulun opettajat:

Kokeile Pikkumatikan Vihannestori-leikkia lasten kanssa. Seuraavassa tehtavassa paaset kokeile-
maan mita Pikkumatikka eli matemaattisten taitojen ohjaus on. Voit kokeilla tata roolileikkia yhden
tai useamman lapsen kanssa. Aino Mattinen ja Minna Hannula-Sormunen esittelevat Vihannestori-
roolileikin. Katso videolta vinkkeja siitd, kuinka toteutat Vihannestori-roolileikin yhden tai useamman
lapsen kanssa.

Tutustu leikin kirjallisiin ohjeisiin.

Tehtava: Kirjoita lyhyt kuvaus siitd, mika oli haasteellista ja mika onnistui matemaattisen ajattelun
ohjauksessasi Vihannestori-roolileikisséd. Kerro myds, minka ikaisten kanssa ja missa kokeilit tata
matemaattista leikkia.

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

2) Alakoulun opettajat:

Kokeile omassa luokassasi yhtadsuuruuden kasitettd vahvistavaa matematiikkakeskustelua. Mate-
matiikkakeskustelulla tarkoitetaan keskustelua, jossa oppilaita innostetaan tuomaan esiin erilaisia
ratkaisuja tai ehdotuksia. Tassa ei siis etsita yhta "oikeaa" vastausta vaan useita vaihtoehtoja. Jos
keskustelussa tulee esiin ehdotus, joka ei ole matemaattisesti oikein, se korjataan yhdessa keskus-
tellen oppilasryhman kanssa (usein matemaattisesti virheellinen vastaus antaa mahdollisuuden
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hedelmalliselle keskustelulle). Jos et nyt tydskentele luokassa tai muuten et voi toteuttaa tehtéavaa
luokkatilanteessa, niin tee tehtava pohtimalla, miten ohjaisit keskustelua.

Tehtava: Kirjoita kokemuksistasi lyhyt kuvaus.
3) Ylakoulun ja lukion opettajat:

Tehtava: Kay matematiikkapuhetta hyddyntéaen keskustelu oppilaiden kanssa muuttujakasitteen eri
merkityksista. Kirjoita lyhyt kuvaus siitd, mika oli haasteellista, mik& onnistui ja mita opit.

Halutessasi voit hyddyntdd Dimitrin videossa esiteltyja l1&ahestymistapoja (puhelinliittym& tai luvun
vierekkaisten lukujen tulo), Teijan mallintamaa vaakakeskustelua tai funktiovideossa esiteltya tehta-
vaa ongelmanratkaisutehtavana.

Mikali sinulla ei ole mahdollisuutta kayda keskustelua lasten kanssa, voit pohtia muuttujan tai funk-
tion kasitettd David Tallin kolmen maailman nakokulmasta. Mita asioita kuuluu havaintomaailmaan,
symbolimaailmaan ja formaalimaailmaan? Kuvaile esimerkein. Kerro, jos olet huomannut jollain op-
pilaalla ongelmia tietyssa ‘'maailmassa’ ja miten se on ilmennyt.

Videopalaute

Palautevideoilla professori Erno Lehtinen kay lapi matemaattisen ajattelun pitkan aikavalin kehityk-
seen liittyvia ydinkasityksia, jotka ovat hyvin tarkeitd muun matematiikan oppimisen kannalta. Pro-
fessori Minna Hannula-Sormunen keskittyy erityisesti varhaisten matemaattisten taitojen kehittymi-
seen liittyviin myytteihin seka nostaa esiin tarkeitd huomioita vihannestorileikista. Vaitoskirjatutkija
Dimitri Tuomela pohtii ylakoulun ja lukion opettajien raportoimien keskusteluiden pohjalta matema-
tiikkan haastavuutta, kieltd, merkityksellisyyttd ja muutoksen hitautta.

Matemaattisen ajattelun kehitykseen liittyvid ydinkéasityksia
Videolla Erno Lehtinen kay lapi kurssilaisten pohdintoja jakson sisalloista

o Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Varhaisia matemaattisia taitoja koskevat virheelliset uskomukset

Kuinka yleisia varhaisia matemaattisia taitoja koskevat virheelliset uskomukset ovat JoMa-kurssi-
laisten mukaan? Miké on varhaiskasvatuksen matemaattisten taitojen erityishaaste Suomessa? Vi-
deolla Minna Hannula-Sormunen kommentoi myyttikyselyn vastauksia.
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Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Vihannestori
Videolla Minna Hannula-Sormunen nostaa vield esiin tarkeitd huomioita varhaiskasvattajien ja esi-

opettajien vihannestorileikista.

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Keskustelu muuttujakasitteesta oppilaiden kanssa
Videolla Dimitri pohtii aineenopettajien palautteiden pohjalta matematiikan haastavuutta, kieltéa, mer-

kityksellisyytta ja muutoksen hitautta.

Tassa vield suorat linkit Dimitrin videolla vinkkaamaan Worldometers -sivustoon seka artikke-
liin van Leeuwen, A. & Janssen, J. (2019). A systematic review of teacher guidance during
collaborative learning in primary and secondary education. Educational Research Review,

27,71 -89.

HAASTAVUUS
MATEMATIIKAN KIELI
MERKITYKSELLISYYS

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.
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3. Mihin tataki tarvii?

3.1. Mihin matematiikkaa tarvitaan

Joskus opettaessa voi olla vaikea vastata lasten ja nuorten kysymykseen mihin tatakin sisaltéa tar-
vitaan.

IImi® ei esiinny vain suomalaisissa koululuokissa, vaan se on erittdin yleinen erityisesti lansimaissa.
Amerikan kansallinen matematiikan opettajien yhteis6 (NCTM) on koonnut sivuston juuri tata kysy-
mysta varten. Jos kiinnostuit, voit halutessasi kayda tutustumassa NCTM:n sivuihin. Sivusto vaatii
erillisen kirjautumisen.

Kirjautumisen jalkeen klikkaa FAQ ja valitse kysymys Why study math? How to study math. Sivus-
tolta I6ytyy paljon mainioita vinkkeja ja ideoita opetuksen tueksi!

Lentdja kertoo matematiikan merkityksesta lentdjaksi opiskelussa ja lentajan ty6ssa.

Video: Mihin lentija tarvitsee matematiikkaa?

C .

https:/lwww.youtube.com/watch?v=PIlv8LcPZX2I

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.
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Valtiovarainministerion erityisasiantuntija Jukka Mattila pohdiskelee matematiikan osaamisen mer-

kitysta seka sité& mihin matematiikkaa tarvitaan.

Video: Mihin matematiikkaa tarvitaan?

C .

Erityisasiantuntija Jukka Mattila

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Professori Maarit Jarvenpaa kuvaa sita, miten matematiikan merkitys on lisdantynyt kaikkialla ja
muodostunut tarkedksi osaksi hyvin monia ammatteja. Toisaalta matematiikalla on myds oma mer-

kityksensa yleisena ajattelun valineena.
Video: Mikda on matematiikan merkitys?

Professori Maarit Jarvenpaa %OMQ

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

avata oppilaille.

Topi Trmd

Tutkijatohtori - Oulun yliopisto

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.
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Ekonomisti Olli Karkkainen kuvaa sité, miten tarvitsee tydssdan matematiikkaa mutta samalla pai-
nottaa sita, etteivit matemaattiset ja sosiaaliset taidot ole toisiaan poissulkevia, vaan modernissa
tydelamassa tarvitaan naiden yhdistamista.

Video: Mihin matematiikkaa tarvitaan? Mika on

matematiikan suhde sosiaalisiin taitoihin?

Ekonomisti Olli Kirkkiinen %OMG

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Teknologiateollisuuden 100-vuotissaation sivusto tarjoaa hyvan materiaalin vaikkapa luokassa

kaytavaan keskusteluun matematiikan kaytosta ja tarpeesta eri tilanteissa.

Erilaisia tapoja vastata lasten ja nuorten kysymykseen mihin mate-
matiikkaa tarvitaan

1.

£

FYVASKYLAN YLIOMSTO VLIBSSTD Abo Akademi

Edella NCTM:n sivustolla ja joissain videoissa on konkreettisia esimerkkeja siité, miten kysy-
mykseen voi vastata kertomalla matematiikan tarpeesta arkipaivan tilanteissa tai amma-
teissa. Joidenkin koulumatematiikan sisaltdjen osalta tama on suhteellisen helppoa mutta
useiden matemaattisten kasitteiden tai proseduurin kohdalla tasmaesimerkin ldytdminen voi
olla hyvin haasteellista.

Joissain tapauksissa voikin olla parempi etsia perustelua itse matematiikan jarjestelmasta.
Jonkin asian oppiminen on tarkeaa, koska myohemmat matemaattiset kasitteet tai operaatiot
perustuvat talla osaamiselle. Niilla mydhemmilla taidoilla taas voi olla paljonkin konkreettisia
sovelluksia, vaikka télle erityiselle kysymykselle ei tasméaesimerkkia l6ydykaan.

Opetustapa, jossa matemaattisia kasitteita sovelletaan ajoittain hyvin konkreettisten arjen
tilanteiden tulkintaa tai ratkaisuun, voi jo ennalta vahentaa tallaisten kysymysten tekemista.
Toki joskus voi myos vastata oppilaiden kysymykseen ottamalla kasiteltavaksi tehtavan,
jossa uutta matemaattista taitoa kaytetaan konkreettisen arjen ongelman ratkaisemiseen.
Talldin vakuuttaminen ei jaa vain puheentasolle, vaan se ilmenee konkreettisesti tehtavan
suorituksessa.

Matemaattisten ongelmien parissa saamme usein olla jumissa ja ponnistella. Lapsille ja nuo-
rille voi tehda nakyvaksi mita kaikkia jokapdaivaisessa elamassa tarkeita asioita juuri ndissa
tilanteissa voi oppia: metakognitiivisia taitoja, tunnetaitoja ja yleisia ajattelutaitoja. Matema-
tiikka antaa mahdollisuuden oppia viihtymaan omalla epamukavuusalueellaan (ts. elamys-
alueella). Matematiikka antaa mahdollisuuden tiedostaa ja kehittda niita toimintatapoja, jotka
kytkeytyvat paalle, kun olemme henkisesti vaikeuksissa. Matematiikassa opitut ongelman-
ratkaisutaidot siirtyvat jokapaivaiseen elamaan.

On myds tarkeaa joskus “siirtaa pallo” lapsille ja nuorille ja pyytaa heitd miettimaan matema-
tiikkan tarvetta arjessa ja tydssa.

Matematiikan opiskelun avulla opimme myds tuntemaan omaa ajatteluamme. Matemaattis-
ten ongelmien parissa olemme usein jumissa ja joudumme ponnistelemaan. Oppilaille voi
tehda nakyvéksi mita kaikkia jokapaivaisessa eldmassa tarkeita asioita juuri naissa

s

g o Joustavaan Ma_te_ma_tllkkaan @9 TURUN 5,
www.flexibility.fi YUORISTO & @
30 %

o RAHQ
Q 7y

DULUN

LIynvn

%


http://www.flexibility.fi/
http://techfinland100.fi/sata-tarinaa-matematiikasta/
https://echo360.org.uk/media/9d3545a4-79d5-4cb2-b833-7a3b2bcba0da/public?startTimeMillis=0

oMa

tilanteissa voi oppia: oman ajattelun seurantaa ja ohjaamista (ns. metakognitiivisia taitoja),
tunnetaitoja ja yleisia ajattelutaitoja. Matematiikka antaa mahdollisuuden oppia viihtymaan
omalla epamukavuusalueellaan, miké on kaiken uutta luovan ajattelun edellytys.

Matematiikan osaamisen tarpeet tulevaisuudessa

Ylen nettisivuilla kerrotaan, kuinka matematiikka nahdaan usein tylsana, hankalana, teoreettisena ja
tarpeettomana seka arkielamasta irrallisena. Tama kéasitys haastetaan Ylen nettisivujen matematii-
kan hyddyllisyydesta kertovassa dokumentissa (kesto n. 21 min) seka 3 podcastissa (ke sto yhteensa
n. 45 min).

Joustavaan matematiikkaan -ohjelman asiantuntijana toimiva Harvardin yliopiston professori Jon
Star pohtii seuraavalla videolla sita, miten maailma kehittyy ja miten se heijastuu matematiikan osaa-
misen tarpeisiin. Katso video ja vastaa kysymykseen.

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

POHDINTATEHTAVA: Arvioi tunnistiko Jon Star mielestasi olennaisia piirteita tule-
vaisuuden matematiikan osaamisesta.

Matematiikka hahmottaa maailmaa
Seuraavassa opettajankouluttaja Kaisa Jokiranta pohtii matematiikan merkitysta arjessa ja maail-

man hahmottamisessa.

Video: Pohdintaa matematiikan merkityksesta

>

Kaisa Jokiranta %OMG
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POHDINTATEHTAVA: Heréttiko tama pohdinta sinussa uusia ajatuksia matematii-
% kan opetuksesta?

Tulevaisuuden taidot matematiikan opetuksessa

Tunnetut matematiikan opetuksen tutkijat julkaisivat juuri laajan artikkelin, jossa he tarkastelivat eri
nakokulmista matematiikan osaamisen tarvetta tulevaisuuden tydelamassa ja arjessa. He esittivat
my0s joukon vaitteita siitd, miten nama teknologian, yhteiskunnan ja tybelaman muutokset heijastu-
vat siihen, millaista matematiikkaa kouluissa tulisi opettaa. Voit kayttda apunasi suomenkielista tii-
vistelmaa.

Seuraavalla videolla matemaatikko (Peter Hast6) ja oppimisen tutkija (Erno Lehtinen) keskustelevat
artikkelista. Videon kesto on noin 25 minuuttia.

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Keskustele oppilaiden kanssa siitd millaista matematiikkaa ammateissa ja arjessa tarvitaan ja miten
digitalisaatio muuttaa matematiikan osaamisen tarvetta. Aihetta voi pohtia myds varhaiskasvatuk-
sessa ja esiopetuksessa yhdessa lasten kanssa. Voit keskustella aiheesta lisdksi myds kollegoiden
kanssa. Jos et juuri nyt voi toteuttaa keskustelua oppilaiden tai kollegoiden kanssa, voit myos kes-
kustella aiheesta omassa tuttavapiirissasi.

TEHTAVA: Keskustele oppilaiden kanssa siitd millaista matematiikkaa ammateissa
ja arjessa tarvitaan ja miten digitalisaatio muuttaa matematiikan osaamisen tarvetta.
Aihetta voi pohtia my6s varhaiskasvatuksessa ja esiopetuksessa yhdessa lasten

% kanssa. Voit keskustella aiheesta lisdksi myos kollegoiden kanssa. Jos et juuri nyt
voi toteuttaa keskustelua oppilaiden tai kollegoiden kanssa, voit myds keskustella
aiheesta omassa tuttavapiirissasi.
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3.2. Motivaation vahvistaminen

Motivaation vahvistaminen olennaista joustavan matematiikan ope-
tuksessa

Mika tekee matematiikasta kiinnostavaa
Viime vuosina julkaistut tutkimukset ovat osoittaneet, ettd suomalaiset oppilaat eivét ole erityisen
motivoituneita opiskelemaan matematiikkaa ja ettd motivaatio nayttaa laskevan kouluvuosien ai-
kana. Julkisessa keskustelussa tdhdn ongelmaan esitetddn usein ratkaisuksi erilaisten viihteellisten
elementtien kuten pelien tuominen matematiikan tunneille. Mutta riittddaké tallainen ulkoinen viihteel-
listaminen tekem&an matematiikasta kiinnostavaa?

Lue Rimma Nymanin (2016) tutkimus siitd, mika tekee matematiikan kiinnostavaksi oppilaille. Voit
lukea myds artikkelin suomenkielisen tiivistelman.

Matematiikan kiinnostavuus on monitahoinen kysymys, josta usein esitetaan varsin pinnallisia kom-
mentteja julkisessa keskustelussa. Ei ole mitdén yhta tapaa tehda matemaattisista sisallista kiin-
nostavia, vaan kiinnostusta lisdavat keinot riippuvat oppilaiden iastd, matemaattisesta sisallosta ja
erilaisista tilannetekijdistd. Seuraavassa videossa Teija Laine ja Erno Lehtinen keskustelevat siita,
mitd matematiikan kiinnostavaksi tekeminen voisi tarkoittaa. Videon kesto on noin 27 minuuttia.

=
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Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

POHDINTATEHTAVA: Oliko videossa sellaista, joka auttaa ymmartamaan mista
matematiikan kiinnostavuudessa on kyse?

Q

Kurssin suunnittelutiimiin kuuluvalla Dimitri Tuomelalla on kokemusta matematiikan kiinnostavaksi
tekemisesta seké opettajana etté tutkijana. Seuraavassa videossa Dimitri esittda kiinnostuksen he-
rattdmiseen liittyvia tekijoita.
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Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

POHDINTATEHTAVA: Ota kantaa seuraaviin vaitteisiin. (1 = ei juuri ollenkaan, 5 =
huomattavasti)

% Koulumatematiikassa oppilailla on tavallisesti mahdollisuus tuntea
a) omaehtoisuutta, b) kyvykkyyttd, c) yhteisollisyytta

Miten voisit hyddyntda Dimitrin vinkkeja omassa opetuksessasi?

Mita mielta ovat koulutuskentan toimijat?

Kysyimme pitkdan matematiikkaa opettaneilta ja matematiikan opetuksen ongelmia pohtineilta asi-
antuntijoilta heidan nakemyksiaan siitd, miké tekee matematiikasta kiinnostavaa. Ajatuksiaan jaka-
vat opettajankouluttajat Kaisa Jokiranta, Sinikka Kaartinen ja Jarmo Leskinen, normaalikoulun opet-
taja Tero Hirvi seké kansainvalisesti tunnustettu matematiikan opetuksen uudistaja Maarit Rossi.

Video: Mika tekee matematiikasta kiinnostavaa?

Kaisa Jokiranta, opettajankouluttaja %OMG

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.
POHDINTATEHTAVA: Miten hyodyllisina pidit videoissa esitettyja ajatuksia? (1 =

Qb hyodyttominé, 5 = hyddyllising)
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Video: Mikd tekee matematiikasta kiilnnostavaa?

Tero Hirvi, opettaja %OMG

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

POHDINTATEHTAVA: Miten hyodyllisina pidit videoissa esitettyja ajatuksia? (1 =

Ch hy6dyttoming, 5 = hyddyllisind)

Video: Mika tekee matematiikasta kiinnostavaa?

Maarit Rossi,
a @JoMa

matematiikan opetuksen uudistaj

POHDINTATEHTAVA: Miten hyodyllisina pidit videoissa esitettyja ajatuksia? (1 =
hy6dyttéming, 5 = hyddyllising)

Q

Video: Mika tekee matematiikasta kiilnnostavaa?

Sinikka Kaartinen, %
opettajankouluttaja oMa

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.
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POHDINTATEHTAVA: Miten hyodyllisina pidit videoissa esitettyja ajatuksia? (1 =
hy6dyttming, 5 = hysdyllisin)

&

Video: Mika tekee matematiikasta kilnnostavaa?

Jarmo Leskinen, %
opettajankouluttaja oMa

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

POHDINTATEHTAVA: Miten hyodyllisina pidit videoissa esitettyja ajatuksia? (1 =
hy6dyttoming, 5 = hyddyllisind)

Yhteenveto kiinnostuksen herattamiseen liittyvista kysymyksista

Monet tutkimukset ja opettajien kaytannon kokemus viittaavat siihen, ettd matematiikan hyddyilli-
syyden nakeminen on ollut tirked osa matematiikan kiinnostavuutta. Matematiikan hyodyllisyytta
voidaan lahestya monella tapaa.

Talla kurssilla tutustutaan siihen, miten matematiikka liittyy seké arjen toiminnoissa etta tydela-
massa tarvittaviin taitoihin nyt ja tulevaisuudessa.

Tarked valine hyodyllisyyden osoittamiseen ovat tehtavat, joiden kautta oppilaat saavat kaytannén
kokemusta matematiikan soveltamisesta todellisten ongelmien ratkaisemiseen.

Matematiikka ei kuitenkaan ole pelkastaan sovelluksia, vaan se on tiedollinen jarjestelma, jossa
asioiden ja niiden valisten suhteiden ymmartamisesta itsestaan voi tulla kiinnostavaa.

Erityisesti joustavat tavat lahestya matemaattisia tehtavia voivat muuttaa muuten tylsiksi koetut
tehtavat kiinnostavammiksi.

Joustavaan matematiikkaan liittyy myos omien strategioiden keksiminen, joka vahvistaa oppilaiden
toimijuutta. Toisin sanoen matematiikkaa ei ole vain ulkopuolelta annettujen ohjeiden mekaanista
toteuttamista vaan myds mahdollisuutta osallistua itse matematiikan tekemiseen luovalla tavalla.

Osa oppiaineen kiinnostavuudesta voi liittyd myds niihin oppimisymparistdihin ja valineisiin, joita
matematiikan opetuksessa kaytetdan. Tutkimukset ovat osoittaneet, etta pelit ja pelilliset ympéaris-
tot eivat ole mikaan kokonaisvaltainen ratkaisu matematiikan kiinnostavaksi tekemiseen, mutta ne
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tuovat yhden merkittavan lisén opiskeluymparistdjen monipuolistamiseen ja sité kautta kiinnostuk-
sen lisaamiseen.

POHDINTATEHTAVA: Pohdi ja keskustele mahdollisuuksien mukaan kollegoidesi
kanssa: Mika tekee matematiikasta kiinnostavaa?

Q

Usko omiin kykyihin vahvistaa myos kiinnostusta

Matematiikan opiskelun motivaation lasku on erityisen ongelmallista siksi, ettd motivaatio nayttaisi
tutkimusten mukaan olevan keskeinen pitk&n aikavalin oppimisen selittdja. Mm. laajassa saksalai-
sessa tutkimuksessa (Murayama, Pekrun, Lichtenfeld & vom Hofe, 2013) seurattiin yli 3000 oppilaan
matematiikan osaamista viiden vuoden ajan. Tutkimuksen alussa testeilla mitattu alykkyys oli yhtey-
dessa matematiikan osaamiseen, mutta alykkyyden merkitys vaheni kouluvuosien myota. Sen sijaan
keskeisiksi selittajiksi matematiikan oppimisen muutokselle osoittautui motivaatio ja opiskelussa kay-
tetyt strategiat.

Taman poikkeuksellisen laajaan aineistoon ja pitkakestoiseen seurantaan perustuvat tulokset ovat
tarkeita joustavan matematiikan kannalta. Motivaatiotekijoistd matematiikan oppimisen kehittymista
pitkalla aikavalilla selitti ensinnékin oppilaan usko siihen, ettéa hén voi itse kontrolloida matematiikan
oppimista. Ylemmilla luokilla positiivista oppimiskehitysta selittavaksi tekijaksi nousi myos sisainen
motivaatio ja omakohtainen kiinnostus matematiikkaa kohtaan. Tarkea tavoite joustavan matemaat-
tisen ajattelun opettamisessa on se, ettd oppilas kokee olevansa aktiivinen toimija, jolla on "oikeus”
myo0s itse keksié ja testata erilaisia ratkaisustrategioita. Joustavan matematiikan ohjelman kannalta
tarked on myos tulos, joka osoitti, ettd kaytetyt strategiat olivat selvasti alykkyytta tarkeampi tulevaa
matematiikan osaamista ennustava tekija. (Jos olet kiinnostunut tutkimuksesta voit kayda tutustu-
massa myos alkuperdiseen artikkeliin (Murayama, 2013).)

Lukuisat tutkimukset osoittavat, ettd oppimiskokemukset, jotka lisdavét oppilaan uskoa omiin ky-
kyihinsa ja samalla tukevat oppilaan autonomiaa ja toimijuutta johtavat kestavaan sisaisen motivaa-
tion kasvuun.

Joustavan matematiikan opettaminen tarkoittaa, ettei oppilaalle opeteta vain yhta tapaa ratkaista
tehtavid, vaan opetetaan erilaisia vaihtoehtoisia strategioita ja rohkaistaan omien strategioiden kek-
simiseen tehtavia syvallisemmin pohtimalla.

Yleinen uskomus: Tallainen opetus sopii parhaille oppilaille, mutta

eik® se oli liian vaativaa heikommille oppilaille?

Tassa tormataan yhteen matematiikan opetuksen keskeiseen haasteeseen, oppilaiden erilaisuu-
teen. Kuinka pitkalle nama havaittavat erot ovat muuttumattomia synnynnaisia eroja, missa maarin
erot ovat seurausta varhaista kokemuksista kasvuymparistossa ja missa maarin ne ovat enemman-
kin koulukokemusten ja kulttuuristen tekijdiden synnyttamia oppimista tukevia tai sita rajoittavia us-
komuksia.

Amerikkalaisen motivaatiotutkijan Carol Dweckin tutkimukset ovat osoittaneet, etta oppilaiden opis-
keluun vaikuttaa merkittavasti se, millainen kasitys heilla on kykyjen pysyvyydesta tai
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muutettavuudesta. Dweck puhuu kulttuurin valittdmista ajattelutavoista (mindset). Usko siihen, etta
jonkin suorituksen edellyttamia kykyja voidaan vahvistaa harjoituksella, nayttaa johtavan parempiin
oppimistuloksiin kuin staattisiin kykyihin uskova ajattelutapa. Tutkimusten mukaan ndma ajatteluta-
vat ovat muutettavissa ja oppimistilanteissa on mahdollista vahvistaa kykyjen kehitettavyyteen us-
kovaa ajattelutapaa, joka johtaa puolestaan parempiin oppimistuloksiin. Niin sanotut Growth Mindset
-interventiot ovat tuottaneet hyvia tuloksia amerikkalaisessa vahvasti alykkyyseroja korostaneessa
kulttuurissa. Mallia on erityisesti toteutettu matematiikan ja luonnontieteiden opetuksessa. Stanfordin
yliopiston tutkijoiden tuottamalta Youcubed-sivustolta saa kasityksen niisté ideoista, joita interventi-
oissa kaytetaan.

Osa naistéa keinoista voi vaikuttaa vahan naiiveilta suomalaisesta ndkdkulmasta osittain siita syysta,
ettei alykkyyserojen korostus ole taalla koskaan ollut niin voimakasta ja tutkimuksien mukaan oppi-
laat eivat tee kovin jyrkasti eroa kyvyn ja yrityksen valilla. 1lmi6 ei kuitenkaan ole pelkastaan amerik-
kalainen. Aivan tuoreessa yli 100 000 oppilaan otokseen perustuvassa tutkimuksessa Chilessa ha-
vaittiin, ettd usko kykyjen kehitettavyyteen selitti yli 11 prosenttia 10.-luokkalaisten oppilaiden mate-
matiikan suoritusten vaihtelusta. (Claro, Paunesku & Dweck, 2016). On tunnettua, etta oppilaiden
sosioekonominen tausta ennustaa voimakkaasti matemaattisia suorituksia. Kiinnostava havainto
tassa tutkimuksessa kuitenkin oli se, ettéd usko matemaattisten kykyjen kehitettavyyteen selitti sa-
malla tavalla suorituksia eri sosioekonomisissa ryhmissa. Eli kykyjen kehitettavyyteen uskovien op-
pilaiden suorituksen olivat selkeésti parempia kaikissa ryhmissa (kuvio 1).

Add Language B Math
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Kuvio 1: Sosioekonominen tausta ja kykyjen kehitettavyyteen uskominen (Uudelleenjulkaistu luvalla
artikkelista Claro, Paunesku & Dweck, 2016).

Lahde: Claro, S., Paunesku, D., & Dweck, C. S. (2016). Growth mindset tempers the effects of poverty on
academic achievement. Proceedings of the National Academy of Sciences, 113(31), 8664-8668. Linkki artik-
keliin

Samasta tutkimuksesta saatiin myos erittéain vakuuttava tulos siitd, ettd kotitausta vaikuttaa myds
siihen millainen ajattelutapa oppilailla on kykyjen kehitettavyydesta (kuvio 2). Alempien matalamman
sosioekonomisen aseman perheissa nayttaa valittyvan muita tyypillisemmin ajatus ei muutettavista

kyvyista.

o RAHQ
« Iz

@

& E&F o Joustavaan Matematiikkaan

- N TURUN
L ot /96 www.flexibility fi gfrg YLIOPISTO
) 38

<1USH4,
& ¢
)

Iynyn ¥

%


http://www.flexibility.fi/
https://www.youcubed.org/resource/growth-mindset/
https://www.pnas.org/doi/pdf/10.1073/pnas.1608207113
https://www.pnas.org/doi/pdf/10.1073/pnas.1608207113

il

E i

60%

40% __|

20%

Percent of Students with Mindset

0%

I I I I I
6 7 8 9 10

Family Income Decile

Mindset
Fixed

Growth

n

oMa

Kuvio 2: Kotitaustan yhteys kykyjen kehitettavyyteen (Uudelleenjulkaistu luvalla artikkelista Claro,
Paunesku & Dweck, 2016).

Vaikka meilla alykkyyserojen korostuksella ei olekaan niin suurta merkitysta, niin matematiikan op-
pimisen kohdalla my6s suomalaisessa kulttuurissa valittyy aika vahvasti staattinen kykykasitys: "ma-
tikkapaa” joko on tai ei. Growth Mindset -interventioissa onkin eraita piirteitad, jotka tukevat joustavan
matematiikan opetuksen ajatuksia. Seuraavassa videossa kaymme lapi joitakin periaatteita ja

kaytannon sovelluksia.

a. Matikkapaamyytin murtaminen ja siirtyminen staattiseen osaamiseen viittaavasta kielenkay-
tosta matematiikkakykyjen kehitettavyytta korostavaan puhetapaan tukee joustavan mate-
matiikan opetuksen ajatusta.

b. Yksi Growth Mindset-intervention opetuksia on, ettd nopeus ei ole olennaista matematiikan
oppimisessa. Joustavan matemaattisen ajattelun kehittyminen vaatii aikaa ja ilmiéiden rau-
hallista pohdintaa. On tarkeaa miettia, miten tata aikaa saadaan vapautettua matematiikan
tunneilla.

c. Heikostikin matematiikassa menestynyt oppilas voidaan ottaa mukaan tekeméaan vaativia
joustavaa ajattelua ja ongelmanratkaisua vahvistavia tehtavia, kunhan tilanne on hyvin orga-
nisoitu ja oppilas saa tarkoituksenmukaista tukea.
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Klikkaa kuvaa avataksesi videon.
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TEHTAVA: Ohessa on lyhyt Mindset-kysely.

Q

Teeta kysely oppilaillesi nimettdomana ja tehk&a sen jalkeen (esim. parissa oppilasryhmasséa) yh-
teenveto vastauksista tyhjalle lomakkeelle. Alemmilla luokilla voi kayttaa vastausten lukumaaraa ku-
hunkin vaihtoehtoon, mutta ylemmilla luokilla kannattaa myos laskea prosentit. Keskustelkaa sen
jalkeen yhteenvedon tuloksista. Tuo keskustelussa esille niitd argumentteja, joita Growth Mindset
tutkimus on nostanut esiin kykyjen kehitettdvyyden puolesta. (Lisda tutkimuksesta voit lukea You-
cubed-sivustolta.)

Esiopetuksessa ja ykkdsluokalla saman voi tehda suullisesti ja valita vain joitain kysymyksia. Niista
voi keskustella heti joka kysymyksen jéalkeen. Varhaiskasvatuksessa keskustele kollegojen kanssa
Mindset-kysymyksista.

Jos et juuri nyt ole opettamassa koulussa tai varhaiskasvatuksessa, voit kokeilla kysymyksia omassa
tuttavapiirissasi ja keskustella teemasta.
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4. Joustavan matemaattisen ajattelun tukeminen kaytan-
nossa

4.1. Joustavan matemaattisen ajattelun vahvistaminen

Joustavuuden tukeminen kaytanndssa ja erilaiset representaatiot
Opetuksessa on mahdollista opettaa joukko strategioita ja antaa ohjeita siita, milloin niita pitaisi kayt-
téda. Tallainen mekaaninen tapa opettaa strategioita ei kuitenkaan nayta johtavan sellaiseen mate-
maattisen ajattelun joustavuuteen, joka tekisi mahdolliseksi tunnettujen strategioiden kaytén vaihte-
levissa tilanteissa ja kokonaan uusien strategioiden keksimisen silloin kuin niita tarvitaan. Tassa jak-
sossa tarkastellaan sitd, miten opetuksessa voidaan tukea joustavan matemaattisen ajattelun kehit-
tymista kestavalla tavalla.

Adaptiivinen ja joustava lukukasite strategisen joustavuuden takana
Aritmeettisten strategioiden tutkimus perustuu siihen havaintoon, etta taitavan laskijan suoritusta ei
selita vain sellainen aritmeettisten operaatioiden sujuvuus ja automatisoituminen, joka on perintei-
sesti perusasteen aritmetiikan opetuksen tavoitteena. Taitavalle laskijalle (lapselle, nuorelle tai ai-
kuiselle) on ominaista, ettd hanella on hyvin automatisoituneet aritmeettiset faktatiedot pienella lu-
kualueella, mutta ennen kaikkea taito kayttaa aritmeettisia taitojaan luovasti uudenlaisissa mate-
maattisissa tehtavissa. Toisin sanoen taitava laskija osaa kayttaa joustavasti erilaisia aritmeettisia
strategioita ja muovata niita tilanteen vaatimusten mukaan.

Valtaosa joustavien aritmeettisten strategioiden opetustavoista on kohdistunut strategioiden valinta-
malliin. Talléin tarkastelun kohteena on, kuinka joustavasti henkild valitsee annettuun tehtavaan par-
haiten soveltuvan ennalta tunnetun strategian. Esimerkiksi vahennettéaessé luvusta 53 luku 4 on ky-
symyksessa tyypillinen vahennyslaskutehtava. Sen sijaan, jos tehtavana on vahentaa luvusta 53
luku 48, on tarkoituksenmukaisin strategia ajatella tehtava yhteenlaskuna: mitéa lukuun 48 pitaa li-
sata, jotta saadaan 53? Vaikka strategioiden valintamalli onkin hyddyllinen lahtokohta lisata jousta-
vuutta, kattaa se vain pienen osan adaptiivisten ja joustavien strategioiden kayttsta. Edella esitetyn
esimerkin kaltaisten strategioiden liséksi taitavat laskijat kayttavat lukemattoman maaran erilaisia
strategioita, jotka eivat useinkaan ole suoraan ennalta opitun soveltamista vaan yleisemman luku-
jarjestelman ominaisuuksien ymmartamisen pohjalta kohdatussa tilanteessa luotuja. Joustavuuteen
liittyy myos tarkeana taitona kyky nopeasti ilman tarkkaa laskutoimitusta arvioida tulosten suuruus-
luokka.
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Yksittaisten strategioiden opettamisesta joustavan matemaattisen

ajattelun tukemiseen

Keskeiseksi pedagogiseksi haasteeksi muodostuukin talldin se, miten oppilaat oppivat nakeméaan
lukujen jarjestelman verkostona, jossa luvut ovat monin erilaisin tavoin ja monien erilaisten polkujen
kautta yhteydessa toisiinsa. Tutkimuksista saadut havainnot viittaavat siihen, etta yksittaisten stra-
tegioiden opettaminen ei valttamétta johda ndiden strategioiden joustavaan kayttoon. Lehtisen joh-
tama tutkimusryhma Turun yliopistossa on keskittynyt tutkimaan sitd, millainen taustalla oleva tieto
luvuista tekee mahdolliseksi havaita mita joustavia mahdollisuuksia uusissa tehtavissa on. Téllaista
lukujarjestelmaa koskevaa tietoa kutsutaan adaptiiviseksi lukutiedoksi. Esimerkiksi jossain tehta-
vassa oleva luku 143 voidaan ajatella monella tapaa: se on lahella lukua 144, joka on 12 x 12, tai
[&helld lukua 140, joka on 2 x 70 tai 7 x 20 jne.

Tulosten mukaan adaptiivisen lukutiedon valttamattomana edellytyksena on hyva kasitteellinen ym-
marrys ja myds peruslaskutoimituksien sujuvuus. Ne eivat kuitenkaan ole riittdva selittaja adaptiivi-
selle lukutiedolle. Joustavien strategioiden tutkijat ovat korostaneet, ettd joustavan aritmetiikan edel-
lyttdman adaptiivisen lukutiedon kehittamiseksi oppilaiden pitéisi voida tutkiskella erilaisia lukujen
yhdistelmia ja keksid omia strategioitaan, joilla tehtavat voi ratkaista eri tavoin. Luokkaopetuksessa
voidaan tukea adaptiivisen lukutiedon kehittymista avoimilla tehtavilla ja matematiikkapuheella. Esi-
merkiksi voidaan esittda yhteisesti tarkasteltavaksi tehtavia, jossa on kaytettavissa kaikki peruslas-
kutoimitukset (+,-, X, :) ja annetaan luvut 6, 14, 2, 3, 22 ja oppilaiden tehtdvana on yhteisessa kes-
kustelussa miettia, milla kaikilla aritmeettisilla lausekkeilla ndisté luvusta saadaan tulokseksi 24.

Esim.

24 =22 +2
24=6+14+2+2
24=2x14-6+2
24=2x22-14-6

Alkuopetuksessa luvut voivat olla hyvin pienid ja myéhemmilla kouluasteilla voidaan kayttda suu-
rempia lukuja, sulkuja ja potensseja.

Tarkemmin joustavaa ja adaptiivista lukutietoa tarkastellaan artikkelissamme: McMullen, J.,
Brezovszky, B., Rodriguez-Afleht, G., Pongsakdi, N., Hannula-Sormunen, M. M., & Lehtinen, E.
(2016). Adaptive number knowledge: Exploring the foundations of adaptivity with whole-num-
ber arithmetic. Learning and Individual Differences, 47, 172-181.

Adaptiivinen rationaalilukutieto

Adaptiivinen lukutieto ei ole olennaista vain luonnollisten lukujen alueella vaan jopa vield merkitta-
vampaa rationaalilukujen (murto- ja desimaaliluvut ja prosentit) alueella. Kuten matemaattisen ajat-
telun kehityksen asiantuntija, professori Robert Siegler on todennut, rationaalilukuja osataan erittain
huonosti, vaikka taitoa kayttaa rationaalilukuja joustavasti tarvittaisiin seka tydelamassa etta arjessa.
Juuri valmistunut tutkimus osoittaa, ettd vain pieni osa 12-13-vuotiaista oppilaista pystyy kaytta-
maan rationaalilukuja joustavasti vaihtelevissa tilanteissa ja osaa liikkua joustavasti rationaalilukujen
eri esitysmuotojen eli representaatioiden (murtoluku - desimaaliluku ja esimerkiksi kuvalliset esitys-
muodot) valilla. Hyva kasitteellinen ymmarrys ja sujuvat proseduraaliset taidot ovat valttamaton edel-
lytys adaptiivisen rationaalilukutiedon kehittymiselle my6s rationaalilukujen alueella. Nama taidot ei-
vat kuitenkaan yksinaan riita. Tarvitaan myo6s tarkoituksellista harjoittelua, jossa rationaalilukuja
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kaytetaan joustavasti vaihtelevissa tilanteissa (McMullen, Hannula-Sormunen, Lehtinen & Siegler,
l&hetetty arvioitavaksi). Adaptiiviseen rationaalilukutietoon palataan tarkemmin 3.-6. luokkien 6 opin-
topisteen koulutuksessa. Silloin myds kerrotaan tarkemmin tdmén tutkimuksen sisallosta.

Joustavat aritmeettiset taidot ennustavat myohempéaa matematiikan

opplmlsta

Matematiikan opetuksessa kannattaa huomioida, ettd tutkimustulosten perusteella adaptiivinen lu-
kutieto ennustaa mythempéaa algebran oppimista. TAma perustuu siihen, ettd adaptiivisessa luku-
tiedossa luvut muodostavat monisuhteisen systeemin. Perinteinen aritmetiikan opetus johtaa usein
mekaaniseen lineaariseen aritmeettiseen tietoon. Se tarkoittaa sitd, ettd oppilaat oppivat muista-
maan esimerkiksi 7 + 8 = 15, mutta eivat ajattele tata lukujen 7, 8, ja 15 erilaisina suhteina. Eli
merkint& siséltdé samalla tiedon siitd, etta 15-7=8ja7=15-8tai2x 7 + 2 x 8 = 2 x 15. Siirtyma
tallaisesta aritmetiikan systeemisesta ymmartamisesta algebraan on paljon helpompi kuin mekaani-
sesta lineaarisesta aritmetiikasta.

Tarkemmin joustavan ja adaptiivisen lukutiedon suhdetta algebran oppimiseen kasitellaén artikke-
lissamme: McMullen, J., Brezovszky, B., Hannula-Sormunen, M. M., Veermans, K., Rodriguez-
Aflecht, G., Pongsakdi, N., & Lehtinen, E. (2017). Adaptive number knowledge and its relation
to arithmetic and pre-algebra knowledge. Learning and Instruction, 49, 178-187.

Pelit joustavan matematiikan oppimisymparistdina

Kuten edella todettiin, joustavien strategioiden kaytdn taustalla olevaa adaptiivista lukutietoa voidaan
harjoitella normaalissa luokkatilanteessa avoimilla tehtavilla matematiikkapuheen avulla. Talla tavoin
harjoittelun méaara jaa kuitenkin melko vahaiseksi eika valttamatta varmista rikkaiden lukujen ja ope-
raatioiden verkostojen muodostumista. Yksi ratkaisu tahan ovat pelilliset ymparistét. Olemme Turun
yliopiston matematiikan oppimisen tutkimusryhmassa kehittédneet tata tarkoitusta varten luonnollis-
ten lukujen alueen Number Navigation Game (NNG) -pelin ja kehitiamme parhaillaan rationaaliluku-
jen alueelle NanoRoboMath-pelia. Molemmat pelit annetaan opettajien kayttéén JoMa-hankkeen tu-
levissa 6 opintopisteen koulutuksissa. NNG-pelia on testattu useissa kokeiluissa. Se on osoittautu-
nut tehokkaaksi tavaksi tukea adaptiivisen lukutiedon kehittymistéa ja vahvistaa perusaritmetiikan su-
juvuutta. Peli nayttaisi myos tukevan esi-algebrataitojen kehittymista. Kiinnostuneet voivat tutustua
tutkimusevidenssiin artikkelista Brezovszky, B., McMullen, J., Veermans, K., Hannula-Sormunen,
M.M., Rodriguez-Aflecht, G, Pongsakdi, N., Laakkonen, E. & Lehtinen, E. (2019). Effects of a math-
ematics game-based learning environment on primary school students’ adaptive number knowledge.
Computer & Education, 128, 63-74.
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Erno selittaa videolla Number Navigation -pelia.

NanoRoboMath-pelissé pelaajan tehtavana on ohjata laskuoperaatioilla nanorobottia, jolla suorite-
taan erilaisia pelastus- ja hoitotehtavia esim. vedessa ja elavissa organismeissa. Operaatioissa kay-
tetddn murto- ja desimaalilukuja seka prosentteja ja robotin liikkeet naytetdan skaalautuvalla luku-
suoralla (konkreettinen representaatio rationaaliluvun tiheydestda). Pelaajan tehtavana on esimer-
kiksi robotin vieminen tasmalleen johonkin kohtaan solussa, torjunta-aineen vieminen mahdollisim-
man nopeasti vaarallisen mikrobin l&ahiymparistton ja ladkkeen vieminen solun pinnalle, jolloin ro-
botti pitad saada mahdollisimman lahelle solun seinamaa kuitenkaan koskettamatta sita.

POHDINTATEHTAVA: Pohdi ja keskustele mahdollisuuksien mukaan kollegoidesi
kanssa: Miten tallaisia pelillisia ymparistoja voisi parhaiten kayttdd matematiikan
opetuksen osana?

Joustavuuden tukeminen vertailutehtavien avulla

Vertailutehtavat ovat hyvaksi havaittu tydkalu joustavuuden tukemisessa. Katso alta esimerkki ver-
tailutehtavasta, joka kasittelee joustavuutta representaatioiden kaytdssa. Saat esimerkkitehtavat na-
kyviin klikkaamalla alla olevaa linkkia:

Esimerkkitehtava

Seuraavalla videolla Dimitri esittelee lyhyesti, miten vertailutehtavia kayttamalla voidaan muuttaa
nuorten kasityksia matematiikasta ja rakentaa hyvat puitteet joustavan ajattelun kehittdmiselle.
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Lisémateriaalina voit halutessasi lukea Riikka Palkin artikkelin opettajien ja opettajaopiskelijoiden
ennakkokasityksista vertailutehtavien kaytosta.

Dimitri Tuomela

ja- Oulun

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Voit kurkata ylakoulun ja lukion kursseilla kaytettavia joustavuustehtavia ja pedagogisia ohjeita seu-
raavista linkeista:

Ylakoulun kurkistus

Lukion kurkistus

POHDINTATEHTAVA: Mita hyotyja ja haasteita arvelet vertailutehtavien kayttoon
liittyvan?

Joustavuuden tukeminen argumentaatiokeskustelujen avulla
Joustavuudessa voidaan harjaantua myo6s keskustelemalla oppilaiden kehittamista erilaisista ratkai-
sutavoista. Joustavaan ajatteluun sisaltyy myos valmius toimia muiden, erilaisten ajattelutapojen pa-
rissa seka selittdéd muille omia ajatuksiaan. Tama tarkoittaa argumentaatiokeskusteluja, joissa oppi-
laat puhuvat matematiikkaa.

Seuraavalla videolla Markus esittelee lyhyesti, millaisilla tunnin rakenteilla ja tehtavatyypeilla argu-
mentaatiokeskusteluja voidaan tukea. Kyseisia tunnin rakenteita ja tehtavatyyppeja on testattu kou-
luissa.

Tunnin rakenne

* Alustus / Ryhmaétyd / Loppukeskustelu
+ Aanestysmahdollisuus: Socrative, nelid aa, argumentaatiojana,
lapuille kirjoittaminen
* Voidaan toistaa monta kertaa
* Alustus / Ryhmatyd / Kaksi Loppukeskustelu
* Yhdistyneilla ryhmilla voi olla
* Voi valmistaa loppukeskustelu!
* Alustus / Ryhmatyé / Julistena’
+ Julistenayttely voi innostaa ja valmi ukeskusteluun
* Kotiryhmat / Jakoryhmat
* Kotiryhmilla eri tehtavat, jakoryhmissa sekoitetaan
. laita, lisad kesk lua ja osalli ista ryhmissa, syo
loppukeskustelua

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.
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Tarkastellaan seuraavaksi yhtd argumentaatiotunnin suunnitelmaa tarkemmin. Lisaa tdméankaltaisia
tuntisuunnitelmia tarkastellaan ylakoulun osiossa. Kuviojonotehtavia kaytetaan usein kaikilla asteilla
varhaiskasvatuksesta lukioon. Aluksi voidaan esimerkiksi hahmottaa kuviojonon eteneminen ja piir-
téda seuraava kuvio. Lopulta pdadytaan laatimaan lauseke, jolla voidaan laskea kuviojonossa olevien
“osien” lukumaara.

Lue tuntisuunnitelma ja vastaa sen jalkeen alla oleviin tehtaviin.

TEHTAVA 1. Tuota laskutapa kuviojonon 100. jasenelle. Keksitko toista tapaa? Ha-
lutessasi voit miettia tehtavaa jonkun toisen kanssa tai jopa vieda tehtavén omalle
opetusryhmallesi.

Q; Katso sen jalkeen, onko alla olevalle "taululle" tuotettu samaa ratkaisua viela. Mikali
tapaa ei ole tuotettu, laita ratkaisusi esiin. Laitathan yhden ratkaisutavan kerrallaan.

Jos keksimasi ratkaisu on jo esitetty, ei sinun tarvitse kirjoittaa mitaan.

TEHTAVA 2. Tutki tehtavaan 1 kirjoitettuja vastauksia ja pohdi seuraavia kysymyk-
sia (vastauksia ei tarvitse kirjata).

Q% a. Mitd muita kuin sinun keksimiasi ratkaisutapoja muut olivat keksineet?
b Mitd hyotya monista ratkaisutavoista on opetuksen kannalta tassa tehta-
vassa?
c. Miten tehtavan ratkaisuissa liikutaan erilaisten esitysmuotojen valilla ja mita hyotya tasta on
oppimisen kannalta?

Katso tehtavan 2 jalkeen video, jossa Markus pohtii erilaisten esitysmuotojen kayttéa kyseisessa
tehtavassa.

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.
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4.2. Harjoittelun merkitys

Harjoittelun merkitys joustavan matemaattisen ajattelun kehittami-
sessa

Mydhemmill& kouluastekohtaisilla kursseilla tullaan esittelemaan ja kokeilemaan erilaisia tehtavia ja
toimintamalleja, joiden tarkoituksena on joko suoraan vahvistaa joustavaa matemaattista ajattelua
tai sellaista kasitteellista ymmarrysta ja operaatioiden sujuvuutta, joka tekee joustavan matematiikan
soveltamisen mahdolliseksi. Tarvitaanko joustavan matematiikan opiskelussa harjoitusta ja jos tar-
vitaan niin miten paljon ja millaista harjoittelua? Kasitteellisen ymmarryksen merkitysta korostava
matematiikan opetus ja opiskelu on joskus ymmarretty niin, ettei enaa tarvita harjoittelua, vaan ma-
tematiikkaa opitaan kasitteiden ja ideoiden oivalluksen kautta. Kasitteiden ymmartaminen on aarim-
maisen tarkeaa ja siind on hyva myds joskus yhdessa “keksia” matemaattisia lainalaisuuksia, mutta
matematiikan oppiminen ei voi tapahtua ilman runsasta harjoittelua. Jo kasitteellisen ymmarryksen
ja proseduraalisten taitojen jyrkka erottaminen toisistaan on osoittautunut ongelmalliseksi. Jousta-
van matematiikkaan hankkeen amerikkalainen asiantuntija professori Jon Star on tutkimuksissaan
osoittanut, ettd hyva proseduurien osaaminen edellyttdd myos hyvaa kasitteellista tietoa.

Omat tutkimuksemme joustavan matemaattisen ajattelun kehittymisesta seka luonnollisten lukujen
aritmetiikan etta rationaalilukujen alueella on osoittanut, ettd hyva kasitteellinen ymmarrys ja prose-
duurien hallinta ovat valttamattd mia mutta eivét riittavia ehtoja hyvalla matemaattiselle osaamiselle.
Alla olevassa kuviossa on yksinkertaistettu juuri valmistuneen tutkimuksemme tulokset rationaalilu-
kujen oppimisesta. Siina tutkittiin 400 noin 13-vuotiaan oppilaan murto- ja desimaalilukujen osaa-
mista monipuolisilla testeilla. Tehtavat sisalsivat kasitteellista ymmarrysta sisdltavia tehtavia, arit-
meettisia laskutoimituksia murto- ja desimaaliluvuilla seka tehtavia, jotka on kehitetty mittaamaan
joustavaa ja adaptiivista rationaalilukujen osaamista. Oppilaiden suorituksista ldydettiin tilastollisella
analyysilla nelja toisistaan erottuvaa profiilia. (1) Neljannes oppilaista kuului profiiliin, jossa suoriutu-
minen oli tasaisesti heikkoa kaikilla osa-alueilla. (2) Vajaalla kolmanneksella oppilaista oli heikko
kasitteellinen ymmarrys ja heikko suoriutuminen joustavan ja adaptiivisen taidon testissa mutta su-
juva taito suorittaa standardeja aritmeettisia proseduureja rationaaliluvuilla. (3) Suurimmalla ryh-
malla (vahan yli kolmannes oppilaista) oli hyva kasitteellinen ymmarrys ja proseduraaliset taidot
mutta vain keskinkertainen suoriutuminen joustavien ja adaptiivisten taitojen testissa. (4) Vain 10
prosenttia oppilaista kuului profiiliin, jossa oli kaytdnndssa samantasoiset suoritukset kasitteellisessa
ja proseduraalisessa testissa kuin profiililla 3 mutta selvasti korkeatasoisempi suoriutuminen jousta-
van ja adaptiivisen taidon testissa.
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Kasitteelinen Proseduurien Joustava ja
tieto osaaminen adaptiivinen

tieto

Hyvin samanlaiset tulokset on saatu myos luonnollisten lukujen alueella. Niissakin kasitteellinen ja
proseduraalinen tieto ovat edellytyksena joustavalle taidolle mutta eivat yksin riité selittimaan sita.
Y& olevassa kuviossa profiiliin kolme kuuluvien oppilaiden hyva kasitteellinen ymmarrys ja korkea-
tasoinen proseduraalinen taito ovat varmasti edellyttaneet runsaasti harjoittelua. Mika sitten tekee
profiilin 4 oppilaista erilaisia. Onko kysymys synnynnaisista lahjakkuuseroista tai ovatko ndma oppi-
laat harjoitelleet viela enemman?

Tahan kysymykseen voidaan etsid vastausta modernista asiantuntijuustutkimuksesta, joka on kes-
kittynyt selvittdmaan korkeatasoiseen osaamiseen johtavia tekijoita. Perinteisesti korkeatasoiselle
osaamiselle on annettu kaksi selitysta. Ensinndkin hyvin yleisena uskomuksena on, etta korkeata-
soisen asiantuntijuuden edellytyksena on erityinen synnynnainen lahjakkuus. Toiseksi runsaan ko-
kemukset on uskottu johtavan korkeatasoiseen asiantuntijuuteen. Asiantuntijuustutkimuksen ha-
vainnot ovat haastaneet ndma molemmat selitysmallit. TAman hetken johtava asiantuntijuuden tut-
kija Anders Ericsson on koonnut viimevuosikymmenten asiantuntijuustutkimuksen tulokset 2016 il-
mestyneeseen kansantajuiseen teokseensa “Peak: Secrets from the new science of expertise”.
Seuraava hauskasti toteutettu Youtube-video tiivistaa kirjan keskeisen sisallon.

Video: Peak — S v science of

expertise

o ..

https://www.youtube.com/watch?v=uoUHIZP094Q

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Tieteellinen asiantuntijuustutkimus osoittaa, ettd korkeatasoiseen osaamiseen ei ole mitdan oiko-
tietd, vaan sen saavuttaminen edellyttdd aina suuren maaran harjoitusta. Tama koskee myds niin
sanottuja lapsineroja. Esim. Mozartin jo nuorena osoittamaa soitto- ja savellystaitoa edelsi vuosikau-
sien erittéin intensiivinen harjoittelu séveltgjaisan johdolla. Tutkimukset osoittavat, etta taidon
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harjoittelun alkuvaiheessa yksildllisilla lahjakkuuseroilla on merkitysta, mutta myéhemmin asiantun-
tijuudessa olevat erot selittyvat pddasiassa harjoittelun méaaralla ja laadulla.

Toinen tarkeéa asia videossa oli se, ettéd korkeatasoisen suosituksen kehittyminen ei ole ensisijassa
sujuvan taidon kehittymista sinansa, vaan pysyva ja toistuvasti korkeatasoiseen suoritukseen joh-
tava kehitys edellyttda hyvin jasentyneiden ja organisoitujen mentaalisten mallien muodostumista.
Eli matematiikassa se tarkoittaisi, ettd korkeatasoiseen osaamiseen ei riitd, etta oppilas oppii valit-
tomasti opetuksen jalkeen toistamaan opetetun operaation, vaan ettéd hanella kehittyy hyvin jasen-
tynyt tiedollinen rakenne tai mentaalinen malli opiskellusta asiasta.

Kolmas tarked havainto on se, ettd pelkka kokemuksen tai harjoittelun kertyminen ei selita asiantun-
tijuuden tasoa. Rutiininomainen pitkd kokemus saattaa jopa johtaa asiantuntijuuden laskuun, kuten
nayttad kayvan jopa korkeaan koulutuksen perustuvissa ammateissa (mm. laékarit). Olennaista on
harjoittelun laatu ja tapa kasitella kokemusta. Korkeatasoiseen osaamiseen johtavalle kokemukselle
ja harjoittelulle, jota kutsutaan tarkoitukselliseksi harjoitteluksi (deliberate practice), on ominaista (1)
tavoitteellisuus, (2) intensiivinen paneutuminen, (3) palautteen saaminen, (4) pyrkimys ylittd& sen
hetkisen osaamisen rajat (siityminen “epamukavuusalueelle”) ja (5) asiantunteva ohjaus.

Tarkoituksellisen harjoittelun piirteet

Tarkoituksellisen harjoittelun piirteet korkeatasoisen suorituksen edellytyksena on havaittu hyvin mo-
nella alalla kuten musiikissa, urheilussa ja monissa ammateissa. Miten ndma piirteet soveltuvat kou-
luoppimisen kuvaukseen ja erityisesti lasten ja nuorten matematiikan oppimiseen? Seuraavassa Vvi-
deossa Erno johdattelee tarkoituksellisen harjoittelun ideaan.

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Erityisten matematiikkatuokioiden maara varhaiskasvatuksessa tai matematiikan tunnit koulussa
ovat vain pieni osa lasten ja nuorten elamasta ja paljon vahemman kuin mité intensiivisesti osaamis-
taan vaikkapa musiikissa tai urheilussa kehittavat lapset ja nuoret kayttavat naiden taitojen harjoit-
teluun. Lisaksi oppitunnista vain osa voidaan kayttaa kasiteltdvan asian harjoitteluun. Seuraavassa
Minna ja Erno keskustelevat siitd, miten varhaisesta matematiikan oppimisesta voi tulla tarkoituksel-
lisen harjoituksen kaltaista ilman, ettd muodollisen opetuksen maaraa nykyisestaan lisataan.
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Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Lasten taipumus kiinnittad huomionsa lukumaariin tilanteissa, joissa kukaan ei heita ohjaa niin teke-
maan, nayttaa tarjoavan rikkaan mahdollisuuden lukuma&arien ja niiden muutosten pohtimiseen ja
luvuilla leikittelyyn. Tat& voidaan kutsua itse ohjatuksi harjoitteluksi ja siind on parhaimmillaan monia
tarkoituksellisen harjoittelun piirteita. Tama ei kuitenkaan tee opetusta tarpeettomaksi. Varhaiskas-
vattajien ja opettajien tehtavana on tukea kasitteellisen ymmarryksen syventymista myas niiden op-
pilaiden kohdalla, joilla on vahva taipumus kiinnittaa huomiota lukumaariin.

Spontaanin huomion kiinnittAmisen merkitys matemaattisen ajattelun varhaisessa kehityksessa tun-
netaan jo aika hyvin, mutta viimeaikaiset havainnot viittaavat siihen, etta lasten ja nuorten itseohjattu
matemaattinen harjoittelu ei rajoitu vain lukumaarien havainnointiin, vaan se nayttaa jatkuvan myos
matemaattisesti monimutkaisempien ilmididen kohdalla. Seuraavassa videossa Erno ja Minna kes-
kustelevat uusista havainnoista, jotka koskevat spontaania huomion kiinnittdamista maarallisiin suh-
teisiin.

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Spontaanin huomion kiinnittdmisen tutkimuksissa on katsottu tapahtumia, joissa lapset ja nuoret
kiinnittavat huomiota matemaattisesti kiinnostaviin ilmiéihin tilanteissa, joita ei ole kuvattu matemaat-
tisiksi. Opettajan tukemaa ja itseohjattua harjoittelua voi kuitenkin tapahtua myés matemaattisten
tehtavien kasittelyn yhteydessa. Tehtavat voidaan suorittaa suhteellisen mekaanisesti soveltamalla
opetuksessa annettua mallia. Oppilaat voi kuitenkin myds ohjata nakeméaan tehtavat siten, etta ne
herattavat heissa yleisempéd matemaattista pohdintaa, kuten matemaattisesti merkityksellisia ra-
kenteita tai vaihtoehtoisia ratkaisustrategioita. Uusia asioita voidaan myos lahestyd ongelmal&htdi-
sesti, jolloin synnytetaéan tavoitteellista matemaattista pohdintaa ohi sen mita aikaisemmin on opittu.
Toisin sanoen luomalla tilanteita, joissa kay selvéksi, etta tdssa tarvitaan uudenlaisia matemaattisia
kasitteita (mm. tilanteita, joissa pienemmasté luvusta pitdisi véahentda suurempi ---> negatiiviset
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luvut; miten maarittda suorakulma kun kaytettavissa on vain pituusmitta --> Pythagoraan lause; ta-
saisesti kiihtyvan liikkeen tarkastelu --> derivaatta ja integraali)

Tarkoituksellisen harjoittelun merkityksesta matematiikan oppimisessa voi lukea lisaa artikke-
lista Lehtinen, E., Hannula-Sormunen, M., McMullen, J., & Gruber, H. (2017). Cultivating math-
ematical skills: From drill-and-practice to deliberate practice. ZDM - Mathematics Education,

49(4), 625-636

POHDINTATEHTAVA: Taman kurssin aiemmissa jaksoissa on kasitelty sitd, miten
oppilaille voidaan perustella matematiikan merkitysta erilaisissa ammateissa ja yh-
teiskunnallisissa tilanteissa. Pohdi nyt, miten oppilaat saadaan intensiivisesti pohti-
maan matemaattisia kysymyksia luokassa ja jatkamaan tata ajattelua matematiikan

tuntien ulkopuolella.
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4.3. Arkipaivan ongelmat ja sanalliset tehtavat matema-
tilkan opetuksessa

Yhteyttd matemaattisten proseduurien ja arjen ongelmien vélille on perinteisesti pyritty rakentamaan
sanallisten tehtavien avulla. Esimerkiksi 1900-luvun alkupuolen kansakoulun kirjoista |6ytyy mate-
maattisia tehtavia, jotka on liitetty hyvin merkityksellisiin ja tarkeisiin maatalouden kysymyksiin. Taméa
yhteys on kuitenkin vahitellen heikentynyt ja sanallisista tehtavista on tullut yksi peruslaskutoimitus-
ten harjoittelun véline iiman yhteytta merkityksellisten kaytannén ongelmien ratkaisemiseen. Tutki-
muksessamme, jossa teimme kansainvalista vertailua oppikirjojen sanallisista tehtavista l6ydettiin
suomalaisista oppikirjoista aariesimerkki tastd sanallisen tehtavan alistamisesta pelkastaan mekaa-
nisen harjoittelun véalineeksi. Osassa kirjasarjoja kaikki aukeaman sanalliset tehtavat ratkesivat sa-
malla aritmeettisella operaatiolla. Toisin sanoen ensimmaisen tehtavan ratkaisun jalkeen kaikki muut
oli ratkaistavissa poimimalla tehtavassa esitetyt luvut ja toistamalla sama aritmeettinen operaatio,
mita kaytettiin ensimmaisessé tehtavassa.

Edella kuvattu erédiden suomalaisten oppikirjojen piirre on omiaan vahvistamaan sita pinnallista ka-
sitystd, joka oppilaille muodostuu sanallisista tehtavista. Sille on ominaista yritys siirtyd mahdollisim-
man nopeasti matemaattisiin operaatioihin tehtavan pinnallisten elementtien perusteella. 1Imid ei kui-
tenkaan ole pelkastadn suomalaisille oppilaille ominainen, vaan se on hyvin yleinen erityisesti lansi-
maissa. Tasta on hauska esimerkki seuraavassa videossa.

Video: Esimerkki sanallisesta tehtiavasta

%OMG

https://www.youtube.com/watch?v=uyS1cXrsglg

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Toinen tyyppiesimerkki sanallisista tehtavista, jonka avulla voidaan osoittaa pinnallisia ratkaisustra-
tegioiden kayttoa sisaltdd matemaattisen sisallon lisdksi merkittdvad maailmaa koskevaa tietoa, joka
pitdd ottaa huomioon vastauksen antamisessa. “Koulun 220 lasta lahtevat luokkaretkelle
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tilausajobusseilla. Jokaiseen bussiin mahtuu 40 lasta. Kuinka monta bussia rehtorin pitdd pyytaa
bussifirmasta?” Hyvin yleinen vastaus tdhan tehtavaan on 5 %z bussia. Joskus saadaan myos vas-
taus 5 jaa 20. Kapteenin ikaa kysyvassa tehtavassa ongelmana useilla oppilailla on se, ettei siina
aidosti yriteta ymmartaa kuvattua tehtavaa, vaan lahdetaén tekeméan matemaattisia operaatioita
ilman ymmarrysta. Bussiesimerkissa taas vastaus annetaan suoraan aritmeettisen operaation pe-
rusteella soveltamatta laskemalla saatua tulosta tehtavan kontekstiin.

Seuraavassa videossa Anu, Teija ja Erno keskustelevat sanallisten tehtévien ja arjen ongelmien
merkityksesta matematiikan opetuksessa.

Klikkaa kuvaa avataksesi videon.

Videoissa korostui se, etta joustavaa matemaattista ajattelua voidaan tukea tehtavilla, jotka edellyt-
tavat niin sanotun tilannemallin muodostamista ja vasta sen jalkeen pohdintaa siita, millaisilla mate-
maattisilla operaatioilla kyseisessa tilanteessa olevaa ongelmaa voidaan selvittdd. Teija on koon-
nut materiaalipaketin sanallisten tehtavien kaytostd opetuksessa. Se sisaltdd seka mallitehtavia
ettd esimerkkeja ongelmanratkaisun tukemisesta luokkatyoskentelyssa. Paketissa on myos vihjeita
siité, miten opettajat voivat itse lahtea rikastamaan vaikkapa oppikirjojen tehtavia mielenkiintoisem-
miksi ja paremmin joustavaa ongelmanratkaisua tukeviksi.

POHDINTATEHTAVA: Pohdi ja keskustele mahdollisuuksien mukaan myds kolle-
gasi kanssa: Miten sanallisista tehtavista saataisiin kiinnostavampia ja miten oppi-
laita voitaisiin tukea monimutkaisempien tehtavien ratkaisussa?

Q

Missa maarin ylioppilaskoe edellyttaa joustavuutta?
Alla on esimerkkeja siita milla tavoin ylioppilaskoe edellyttdd joustavuutta. Saat esimerkit nakyviin
klikkaamalla alla olevaa linkkia.

Ylioppilaskokeesta

Mita lukiolaiset ajattelevat?

Seuraavaan tekstitiedostoon on koottu ylioppilaskokelaiden kommentteja ajattelua ja sovelta-
mista vaativista tehtavistd. Nama kommentit eivat valttdmatta ole edustava otos, mutta niista
nakyy, etta joidenkin nuorten kasitys matematiikan luonteesta on erilainen kuin ylioppilaskokei-
den laatijoiden.
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POHDINTATEHTAVA: Pohdi ja keskustele mahdollisuuksien mukaan myos kolle-
gasi kanssa: Miten nuoria voidaan valmistaa kokeeseen, joka mittaa joustavaa ky-
kya soveltaa, mallintaa ja mukautua uusiin tilanteisiin?

Q

POHDINTATEHTAVA: Nyt olet edennyt jo Kohti joustavaa matemaattista ajat-
telua -kurssin loppuun, mahtavaa! Pysahdy vield hetkeksi pohtimaan kurssin
siséltoja. Mita ajatuksia kurssi sinussa heratti? Saitko uusia ideoita tyohosi?
Toivatko muiden luokka-asteiden ammattilaisten ajatukset sinulle uusia naké-
% kulmia? Jaitkod vield pohtimaan jotakin kurssin sisaltdihin liittyvad kysymysta?
Olisitko kaivannut viela lisétietoa jostain aiheesta tai jaiko jokin asia mielestasi
kokonaan kasittelematta? Mieti ja kirjoita tarkeimmat oivalluksesi talta kevaalta.

5. Kurssin paattaminen

Onneksi olkoon! Kurssi on nyt paattamista vaille valmis. Taman kurssin tarkoituksena oli johdattaa
kohti joustavaa matemaattista ajattelua, selventda mita silla tarkoitetaan ja miten se nakyy eri-ikais-
ten lasten ja nuorten kohdalla. Koulutusasteittain tote utettavat 6 opintopisteen kurssit toimivat erittain
hyvana jatkona talle johdantokurssille tarjoten paljon kaytannon vinkkeja kasvatus- ja opetustydhon.
Valinnaisilla 2 opintopisteen kursseilla eri teemoja syvennetédéan entisestaan. Kursseja voi suorittaa
itseopiskelumateriaalien lisaksi 30.11.2023 saakka verkkokursseina. Lisétietoa loydat osoitteesta
www.flexibility.fi.
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