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Esipuhe

Tamén monisteen ensimmainen versio on perdisin viime vuosituhannelta, jolloin Pentti Hauk-
kanen luennoi algebran aineopintojen kurssia. Kurssin aiheina olivat lukuteorian, ryhméteo-
rian ja rengasteorian alkeet. Taméd moniste rajoittuu lukuteorian osuuteen. Se oli alun perin
luentorunko, jota tdydennettiin luennoilla esimerkeilld, avoimiksi jatettyjen tehtdvien ratkai-
suilla seka todistuksilla, jotka oli monisteessa ohitettu.

Moniste ei perustu suoraan mihinkddn yksittdiseen ldhteeseen, vaan se heijastelee Pentti
Haukkasen nidkemystd lukuteorian perusteista. On hyvd huomata, ettd mukana ei ole niitd
lukuteorian aiheita, jotka aikanaan kuuluivat ryhma- ja rengasteorian osuuksiin. Vaikka ne
olisivatkin tirked osa lukuteoriaa, niiden jattiminen pois tekee tdstd monisteesta saavutetta-
vamman: lukijalta ei edellytetd muuta kuin matemaattisen pééttelyn perusteiden hallintaa.

Monisteen nykyinen versio on syntynyt, kun Inkeri Hanhela on osin Ari Virtasen ohjauksessa
lisdnnyt puuttuvia todistuksia ja ratkaissut tehtivid, jotka alkuperdisessi versiossa oli jitetty
lukijan tehtaviksi.

Tamé& moniste tarjotaan kiyttoon lisenssilld CC BY-SA 4.0 (Nimeéd-JaaSamoin 4.0 Kansain-
vilinen).


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/

1 Lukuteoriaa

Lukuteoria on karkeasti sanottuna matematiikan osa-alue, joka kisittelee kokonaislukujen
ominaisuuksia. Tassd monisteessa paneudutaan varsinkin jaollisuuden problematiikkaan.

Kokonaislukujen joukkoa merkitsemme symbolilla Z. Kaikki luvut ovat kokonaislukuja ellei
toisin mainita.

1.1 Jaollisuus

Miiéritelmé 1.1.1. Luku a on luvun b tekijd (eli luku b on jaollinen luvulla a eli luku a
jakaa luvun b), jos on olemassa sellainen ¢ € Z, etti b = ac.

Merkintd. Jos luku a on luvun b tekijd, niin merkitddn a | b. Muussa tapauksessa a t b.

Esimerkki 1.1.1. Koska 6 = 3 -2, niin 3 | 6. Koska yhtdlé 7 = 3c¢ ei ratkea millddn
kokonaisluvulla ¢, niin 3 1 7. Luvun 6 tekijoiksi 10ytyvét helposti luvut 1,2, 3 ja 6, ja koska
esimerkiksi 6 = (—1) - (—6), niin myos luvut —1, -2, =3 ja —6 ovat luvun 6 tekijoitd. Luvun
—7 kaikki tekijat ovat 1,7, -1 ja =7.

Esimerkki 1.1.2. Olkoon n pariton kokonaisluku. Tiedetdén, ettd

Zn:i:n(";l).

i=1

Koska n on pariton, niin n + 1 on parillinen, joten %! on kokonaisluku. Titen

2
n
.
i=1
kun n on pariton.

Esimerkki 1.1.3. Koska 0 = a - O kaikillaa € Z, niina | 0 aina, kuna € Z. Koskaa =1-a
kaikilla @ € Z, niin 1 | a aina, kuna € Z.

Lause 1.1.1. Oletetaan, etti a,b,c € Z. Silloin
1)a|b,alc=>al|b+ec,
2)albalc=>al|b-c,

3) alb,c|d= ac|bd,

4) alb=al|bd.



Todistus.

1) Oletetaan, ettd a | b ja a | c. Tdlloin méidritelmin mukaan b = ak jac = al
joillakin k,/ € Z. Nédinollen b + ¢ = ak +al = a(k + 1), jotena | b + c.

2) Samoin oletuksin kuin kohdassa 1 saadaan b —c = ak —al = a(k—1),jotena | b —c.

3) Oletetaan, ettd a | b ja c | d. Talloin b = ak ja d = cl joillakin k,[ € Z. Niin ollen
bd = (ak)(cl) = (ac)(kl), joten ac | bd.

4) Oletetaan, ettid a | b. Télloin b = ak jollakin k € Z. Ndin ollen bd = (ak)d = a(kd),
joten a | bd.

Lause 1.1.2. Oletetaan, etti a, b, ¢ € Z.. Silloin
1) a | a (refleksiivisyys),
2) a| b, b|a= a= b (antisymmetrisyys),
3) a|b, b|c= a| c (transitiivisuus).
Todistus.
1) Koskaa =a-1,niina | a.

2) Oletetaan, ettd a | b ja b | a. Tilloin b = ak ja a = bl joillakin k,l € Z,. Niin ollen
a = bl = akl, joten tiytyy olla kI = 1. Koska kyseessa ovat positiiviset kokonaisluvut,
taytyy olla k =1 = 1. Tastd seuraa, etti b =a-1jaa=b-1,jotena = b.

3) Oletetaan, ettd a | b ja b | c. Télloin b = ak ja ¢ = bl joillakin k,[ € Z,. Niin ollen
¢ =bl =akl,jotena | c.

O

Huomautus. Lauseen mukaan jaollisuusrelaatio | on osittainen jirjestysrelaatio joukos-
saZ,.

Huomautus. Lauseen [I.1.2]kaavaa 2 voi kdyttda lukuteoreettisten yhtidloiden todistamiseen.
(Vrt. joukko-opissa A =B & A C B,B C Ajalogiikassa (p © q) © (p = ¢q,9 = p).

Esimerkki 1.1.4. Todistetaan, etta

1) a|b,a|c= a|xb+ycaina, kunx,ye€ Z,

Oletetaan, ettd a | b ja a | c. Lauseen kohdan 4 mukaan tilloin a | xb jaa | yc
kaikilla x, y € Z, ja saman lauseen kohdan 1 nojalla tistd seuraa, ettd a | xb + yc.
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2) alb,c|d=»a+c|b+d,
Osoitetaan vastaesimerkilld, etti a | b, c | d = a + ¢ | b + d ei aina pide. Valitaan
a=2,b=4,c=3,d=9.Till6in2 | 4ja3 | 9, mutta 5 1 13.
3)a|b,atc=>ath+c,

Oletetaan, ettd a | b ja a {1 c. Todistetaan, ettd a ¥ b + ¢. Tehddin vastaoletus, ettd
a | b + c. Silloin lauseen kohdan 2 perusteellaa | ((b+c¢) —b) elia | ¢, joka on
ristiriita. Siten vastaoletus on viirin ja viite oikein.

4) a| (-a).

Viite seuraa suoraan siitd, ettd —a = a - (—1).

1.2 Suurin yhteinen tekija

Miiritelmé 1.2.1. Olkoot a ja b kokonaislukuja, joista ainakin toinen on nollasta eroava.
Silloin ¢ on lukujen a ja b suurin yhteinen tekijd, jos

1) c|la,c|bija
2)d|a,d|b=d<c.

Merkintd. Lukujen a ja b suurinta yhteistd tekijaa merkitddn symbolilla (a, b), syt(a, b) tai
gcd(a, b). Huom. (a, b) = (b,a).

Palautetaan mieleen hyvinjirjestysperiaate, jota tarvitaan myohemmissa todistuksissa.
Hyvinjarjestysperiaate. Jokainen luonnollisten lukujen epétyhja osajoukko sisdltdd pienim-
min alkion.

Huomautus. Hyvinjirjestysperiaatteen pienin alkio on yksikasitteinen. Tamén todistamiseksi
oletetaan, ettd S on hyvinjirjestetty joukko ja ettd s; € S ja s € S ovat kumpikin joukon §
pienimpid alkioita. Tdlloin s; < s aina, kun s € S, ja 5o < s aina, kun s € S. Niin ollen,

erityisesti s; < s7 ja 52 < s1, joten antisymmetrisyyden nojalla s; = s,. Siis joukon S pienin
alkio on yksikisitteinen.

Lause 1.2.1. Olkoot a ja b kokonaislukuja, joista ainakin toinen on nollasta eroava. Silloin
(a, b) on aina olemassa ja yksikdisitteinen.

Lauseen [[.2.1] todistamiseksi tarvitsemme ensin seuraavan lemman.

Lemma 1.2.1. Olkoon S luonnollisten lukujen epityhjd joukko, joka on ylhdilti rajoitettu.
Talloin joukossa S on suurin alkio, joka on yksikésitteinen.



Todistus. Olkoon § sellainen epityhja luonnollisten lukujen osajoukko, jonka kaikki alkiot
ovat pienempid kuin jokin M € Z,, eli S on ylhddltd luvun M rajoittama. Madritelldin
S"={M —s|s €S} Myos S’ on luonnollisten lukujen epityhja osajoukko, joten hyvinjar-
jestysperiaatteen mukaan se sisaltdd pienimmaén alkion a. Siis on olemassa alkio s € S siten,
ettd a = M — s eli yhtédpitavasti s = M — a. Tama s on joukon S suurin alkio, sillé jos jokin
s’ olisi joukon § alkio ja s” > s, niin M — s’ < a, mika tarkoittaisi, ettd a ei olisi joukon S’
pienin alkio.

Lisiksi osoitetaan suurimman alkion yksikdsitteisyys. Oletetaan, ettd s; ja s, ovat kumpikin
joukon § suurimpia alkioita. Télloin s < 51 ja 51 < s7, joten antisymmetrisyyden nojalla

s1 = s2. Siis suurin alkio on yksikisitteinen. O

Lauseen todistus. Olkoot a ja b kokonaislukuja, joista ainakin toinen on nollasta eroava.
Tarkastellaan joukkoa S = {d € Z. : d|a,d | b}. Koska 1 € S, niin S # (. Joukko S on
ylhdiltd luvun |a| (samoin kuin luvun |b|) rajoittama. Lemman nojalla joukossa S on
suurin alkio, ja se on yksikisitteinen. Tama alkio on (a, b). O

Huomautus. Syt:n méiritelmidn mukaan (a,b) | a ja (a,b) | b. Tdmin ja lauseen [1.1.2]
kohdan 3 perusteella ¢ | (a,b) = ¢ | a,c | b. (Lauseen (s. seurauksen 1 mukaan
edellinen kaava on voimassa kéinteisestikin.)

Esimerkki 1.2.1. On helppo todeta, ettd (6,9) = 3. Etsitddn (6, 16). Luvun 6 positiiviset
tekijat ovat 1,2,3,6. Koska 2 | 16,3 16 ja 6 1 16, niin (6, 16) = 2.

Huomautus. Aliluvuissa ja esittelemme menetelmid, joilla syt voidaan madrittad
mekaanisesti.

Esimerkki 1.2.2. Esimerkissa todettiin, ettd kaikki kokonaisluvut jakavat nollan. Kun
a > 0, niin a on omista tekijoistddn suurin, ja kun a < 0, niin —a on luvun a tekijoistd suurin.
Taten (0, a) = |a|, kun a # 0.

Koska luvulla 1 ei ole muita tekijoitd kuin 1 ja —1, niin (1, a) = 1 kaikillaa € Z.

Esimerkki 1.2.3. Osoitetaan, ettd (a,a + 1) = 1 aina, kun @ € Z. Olkoon b € Z sellainen,
etti b | ajab | a+ 1. Talloin esimerkin[I.1.4]kohdan 1 perusteella b | —a + (a+ 1) elib | 1.
On siis oltava b = 1 tai b = —1, joten 1 ja —1 ovat lukujen a ja a + 1 ainoat yhteiset tekijdt,
ja(a,a+1)=1.

Miaritelma 1.2.2. Luvut a ja b ovat suhteellisia alkulukuja, jos (a, b) = 1. Talldin voidaan
my0s sanoa, ettid a ja b ovat keskendidin jaottomia.

Lause 1.2.2. Oletetaan, etti a,b > 0. Jos (a,b) = c, niin a/c ja b/c ovat keskendiin
Jjaottomia.

Todistus. Oletetaan, ettd (a, b) = c. Jos ¢ = 1, viite on triviaalisti tosi. Oletetaan, ettd ¢ > 1.
Maiiritelmén mukaan ¢ | a jac | b, joten a = ck ja b = cl joillakin k,[ € Z. Tillin
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alc =ck/c=kjab/c = cl/c=I.Riittdd siis osoittaa, ettd (k,/) = 1. Tehddin vastaoletus,
ettd (k,[) > 1. Merkitddn (k,l) = d (> 1). Talldin d | k jad | [, joten k = dr jal = ds
joillakin r, s € Z. Tilldin a = cdr ja b = cds, mistd havaitaan, ettd (a,b) > cd > ¢. Tami
on vastoin oletusta, joten (k,[) = 1. O

Huomautus. Kirjallisuudessa joko miiritellddn erikseen (0,0) = O tai (0, 0) jitetddn koko-
naan madrittelemattd. Tassa esityksessd arvoa (0, 0) ei tarvita.

1.3 Jakoalgoritmi

Lause 1.3.1 (Jakoalgoritmi). Jokaista lukua a ja b (# 0) kohti on olemassa sellaiset yksikd-
sitteiset luvut q ja r, ettd
a=bqg+r, missa(O<r <|b|.

Huomautus. Lukua a sanotaan jaettavaksi, lukua b jakajaksi, lukua g osamdidrdksi ja lukua
r jakojdcdnnokseksi. Usein merkitddn r = amod b (vrt. §[1.9).

Todistus. Olkoot a ja b sellaisia kokonaislukuja, ettd b > 0. (Tapaus b < 0 kisitellddn
vastaavasti.) Todistetaan ensiksi, ettd lauseen |1.3.1| mukaiset luvut g ja r ovat olemassa.
Merkitaan

- [5]
q - b K
missd [a/b] on suurin kokonaisluku, joka on < a/b, ja merkitddn
r=a-bqg.
Koska
@i <]] =<l
b bl =15y
niin
a—-b<bg<a.
Taten

0<a-bg=r<b.
Niin olemme todistaneet, ettd lauseen [[.3.1]luvut ¢ ja r ovat olemassa.

Todistamme toiseksi, ettd luvut g ja r ovat yksikasitteiset. Oletamme, etta
a=bqg" +r, 0<r <b.
Silloin
0=0b(g-¢")+(r-7').
Niinollenb | (r—r'). KoskaO <r <bja0<r’ < b,niin-b <r—r’ <beli|r—r’| <b.Siis

r =r’. Koska b # 0, niin ¢ = ¢’. Ndin olemme todistaneet lukujen ¢ ja r yksikisitteisyyden.
Siis lause [I.3.1] on voimassa. mi



Vaihtoehtoinen todistus luonnollisten lukujen hyvinjdrjestyksen pohjalta. Olkoot a ja b sel-
laisia kokonaislukuja, ettd b > 0. (Tapaus b < 0O kisitellddn vastaavasti.) Olkoon § =
{a-bq' | ¢ € Z,a - bq’ > 0}. Koska ¢’ voi saada itseisarvoltaan mielivaltaisen suuria ne-
gatiivisia arvoja, niin § # (. Taten hyvinjérjestysperiaatteen nojalla joukossa S on pienin
alkio r = a — bq. Hyvinjirjestysperiaatteen pienin alkio on yksikésitteinen, joten r on yksi-
kisitteinen, ja siten myos g on yksikésitteinen.

Koska r € S, niin r > 0. Oletetaan, ettda r > b. Talloina - b(q+1) =a-bg—-b=r—->b >0,
jakoska a — b(q + 1) € S, niin nyt joukossa S on alkio, joka on pienempi kuin . Timi on
mahdotonta, joten » < b. Niin on siis 10ydetty jakoalgoritmin yksikésitteiset luvut g jar. 0O

Esimerkki 1.3.1. Selvisti 7 = 2-3+1. Kuna = —7jab = 3, jakoalgoritmi on -7 = 3-(-3)+2,
silld lauseen [I.3.1) mukaan jakojdénndksen tulee olla ei-negatiivinen.

Lause 1.3.2. Olkoon b > 2. Jokainen luku a € Z voidaan esittdd yksikdsitteisesti muodossa
a= akbk + ak_lbk_l +---+a1b + ay,
missi k € Zo,0<a; <b,i=0,1,...,kjaa, #0.

Todistus. Haluttu esitys saadaan soveltamalla toistuvasti jakoalgoritmia. Jaetaan ensin a
luvulla b ja saadaan
a=bqgo+ayp, 0<ag<b>b. (1.1)

Jos go # 0, jaetaan g luvulla b, jolloin saadaan
qo=bg1+a;, 0<a;<b. (1.2)
Jatkamalla tihén tapaan saadaan

g1 =bgy+ax, 0<ay<b,
q2=bQ3+a3, 0<ajz<b,

qi-2 = bgi-1 +ax-1, 0<agq <b,
gi-1=b-0+a;, 0<a;<bhb.

Sijoittamalla g¢ yhtélostd (1.2)) yhtdloon (1.1) saadaan
a=>b(bgy+a))+ag= b2q1 +a1b + ayp.

Sijoittamalla tahidn yksi kerrallaan ylla saadut lukujen g1, g2, . . . , gx—1 jakoyhtilot padadytaan



lopulta haluttuun esitykseen

a= b3q2 +a2b2 +aib + ao,

= bk_lqk_z + ak_zbk_z +---+a1b + ao,
= bqu_l + ak_lbk_l +---4+a1b+ag,

= akbk + ak_lbk_l +---+a1b+ayg.

Osoitetaan vield, ettd esitys on yksikésitteinen. Oletetaan, ettd on olemassa kaksi tillaista
esitysti

a= akbk + ak_lbk_l +---+a1b+ag

a= ckbk + ck_lbk_l +---4+c1b + cop,

missd 0 < @; < bja0 < ¢; < b,(i € {0,1,...,k}), ja missd on tarvittaessa kéytetty
nollakertoimia siten, ettd molempiin esityksiin on saatu sama miéri termejd. Kun vidhennetdan
ndma yhtalot puolittain toisistaan, saadaan

(ak — cp)b* + (ar-1 — cx)b* M+ + (a1 = c1)b + (ap — cp) = 0.

Jos esitykset eivit ole samat, on olemassa pienin kokonaisluku j,0 < j < k, jolle a; # c;.
Otetaan b’ yhteiseksi tekijiksi, jolloin saadaan

b’ ((ak — )b+ (a1 = cj)b + (aj - Cj)) =0,
ja koska b/ # 0, niin
(ar —c)b* 7 + -+ (ajp1 —cjr1)b + (aj —c;) = 0.
Ratkaistaan téstd a; — c; ja saadaan
aj—cj=(ck —ak)bk_j ++ (cjp1—ajp1)b
= b ((ex=ab* I 4ok (e —agan).
joten b | (a; —cj). Koska 0 < a; < bja0 < c¢; < b, niin —b < a; —cj < b. Tistid

seuraa, ettd a; — c; = O eli a; = c¢;. Timi on ristiriita, joten esitykset ovat samat. Esityksen
yksikisitteisyys on téten todistettu. O

Huomautus. Lauseen esitystd merkitddn myOs niin, ettdi a = (apmdm—1 ...a1ao)p.
Jos b = 10, niin kyseessd on kymmenjdrjestelmén esitys. Silloin voidaan merkitd a =

(amam_1 .. .alao)lo =audm-1...04140.
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Esimerkki 1.3.2. Kymmenjirjestelmissi esitetty luku (93),, on 8-jdrjestelmissa esitettynd
(135)g. Nimittiin

93=8-11+5=8(8-1+3)+5=1-8+3-8+5.
Lause 1.3.3. Jos a = bq + r, niin (a,b) = (b, r).

Todistus. Merkitdéan (a, b) = c. Todistetaan, ettd (b,r) = c eli ettd (b,a — bq) = c.

Osa 1. Todistetaan, ettd ¢ on lukujen b ja a — bq yhteinen tekijia. Koska ¢ | a ja ¢ | b, niin
¢ | (=bqg). Néin ollen lauseen|[I.1.1|nojalla ¢ | (a — bg). Siisc | bjac | (a — bg). Ndin osa 1
on todistettu.

Osa 2. Todistetaan, ettd ¢ on lukujen b ja a — bg suurin yhteinen tekija. Oletetaan, ettd d | b
jad | (a — bg). Voidaan todeta, ettd d | a ja d | b. Niin ollen syt:n médritelmén nojalla
d < c. Siis osa 2 on todistettu. O

Huomautus. Lauseesta[[.3.3|seuraa, etti jaettavan ja jakajan syt on yhtdsuuri kuin jakajan ja
jakojddannoksen syt.

Lause 1.3.4 (Eukleideen algoritmi). Olkoot a ja b sellaisia positiivisia kokonaislukuja, ettd
b 1 a. Silloin voidaan kirjoittaa

a = bgi+r;, 0<r;<b,

b = riqp +rp, 0<r2<r1,

ri = rgi3+ri, 0<ri<ry,
re-2 = Tk-1qk + Tk, 0 <rg <rg-y,
Tk=1 = TkGk+1,

ts. prosessi pddttyy niin, ettd jokin jakojddnnos rii+1 (k > 1) on = 0. Viimeinen nollasta
poikkeava jakojddnnos ry on = (a, b). (Jos b | a, niinr; = 0ja (a,b) = b.)

Todistus.

1) Koska jakojadnnoksien jono ry, o, r3, ... on aidosti vihenevi jono ei-negatiivisia ko-
konaislukuja, niin on olemassa sellainen k, ettd ry.; = 0.

2) Lauseen[I.3.3]nojalla
(a,b) = (b,r1) = (r1,r) =---=(rg,0) =rg.

Niin olemme todistaneet lauseen

11



Esimerkki 1.3.3. Sovelletaan Eukleideen algoritmia lukuihin 86 ja 8. Saadaan

86 = 8-10+6,
8 = 6-1+2,
= 2-3+0.

Eukleideen algoritmin mukaan viimeinen nollasta poikkeava jakojddnnos on lukujen 86 ja 8
suurin yhteinen tekiji, joten (86, 8) = 2.

Lause 1.3.5. Olkoot a ja b kokonaislukuja. Silloin
dx,y e Z: (a,b) = ax + by.

Todistus. Kaikki Eukleideen algoritmin jakojddnnokset ovat muotoa ax + by. Siis myos rg
eli (a, b) on titd muotoa. Lisdksi jos b | a, niin (a,b) =b=a-0+b - 1. O

Esimerkki 1.3.4. Luku (86, 8) voidaan kirjoittaa muodossa (86,8) = 86 -3 + 8 - (—32).

Seuraus 1.3.1. Jos c | aja c | b, niin ¢ | (a, b).

Todistus. Lauseen mukaan (a,b) = ax + by joillakin x,y € Z. Koska ¢ | ajac | b,
niin ¢ | (ax + by) elic | (a,b). O

Seuraus 1.3.2. Jos a | bc ja (a,b) = 1, niina | c.

Todistus. Lauseen mukaan 1 = ax + by. Siis ¢ = axc + byc. Koska a | axcjaa | byc,
niina | (axc + ayc)elia | c. O

Seuraus 1.3.3. Josa | ¢, b | cja (a,b) =1, niinab | c.
Todistus. Olettamusten ja lauseen [I.3.5|nojalla ¢ = ad, ¢ = be ja 1 = ax + by, joten
¢ = axc + byc = axbe + byad = ab(xe + yd).

Niin ollen ab | c. O

1.4 Lineaarinen Diofantoksen yhtilo

Mairitelmi 1.4.1. Diofantoksen yhtdlé on yhden tai usean muuttujan yhtalo, jolle etsitdan
kokonaislukuratkaisuja. Kahden muuttujan lineaarinen Diofantoksen yhtdilé on muotoa

ax+by=c,

missd a, b,c € Z.
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Lause 1.4.1. Olkoon ainakin toinen luvuista a ja b nollasta eroava. Tdlloin Diofantoksen
yhtdilo ax + by = ¢ on ratkeava, jos ja vain jos (a, b) | c.

Todistus. Merkitdéan (a, b) = d. Oletetaan, ettd ax + by = c onratkeava. Koskad | ajad | b,
niind | ax + byelid | c. Siis (a, b) | c.

Oletetaan kidnteisesti, ettd (a, b) | c eli d | c. Lauseen [1.3.5| mukaan on olemassa sellaiset
kokonaisluvut u ja v, ettd
d=au+ bv.

Toisaalta on olemassa sellainen e, etta
de = c.

Niin ollen
a(ue) + b(ve) = c,

joten yhtdlo ax + by = ¢ on ratkeava. O

Huomautus. Ylld lause[I.4.Tantaa menetelmin, jolla voidaan tarkistaa, onko yhtilo ax+by =
c ratkeava.

Huomautus. Alla lause [I.4.2]antaa menetelmin, jolla ratkaisut saadaan.

Lause 1.4.2. Olkoot a, b ja c sellaisia kokonaislukuja, ettd ainakin toinen luvuista a ja b on
nollasta eroava. Merkitddn (a, b) = d. Jos yhtdilé ax + by = ¢ on ratkeava (ts. jos d | c),
niin yhtdlon kaikki ratkaisut ovat

{x = xo+ bt/d, tez (1.3)

y = yo-—at/d,
missd xo, Yo on yksi ratkaisu.

Huomautus. Vield puuttuu menetelma yksittdisen ratkaisun etsimiseksi. Yksittdinen ratkaisu
saadaan esimerkiksi keksimilla tai Eukleideen algoritmilla.

Huomautus. Kaava (1.3) on luonteeltaan suoran parametriesityksen kaltainen.
Todistus.
1) Kyseessi olevat parit ovat ratkaisuja, silld

a(xo + bt/d) + b(yg—at/d) = axo + byy = c.
2) Todistetaan, ettd ndin saadaan kaikki ratkaisut. Olkoon x, y mielivaltainen ratkaisu.
Silloin

ax + by =c = axg + byo,
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joten
a(x —xo) + b(y = yo) =0.

Kun jaetaan puolittain luvulla d, saadaan

b
S —x0) + Sy =30) =0

eli b
“(x=x0) = == (y = y0)
Niin ollen
b a
Fi | E(X — X0).
Lauseen ja seurauksen [1.3.2|nojalla
b
p | x — xp.
Siis
b
X — X9 = Et
eli
b
X =Xxp+ Et.
Nyt yhtilon (1.4)) nojalla
ab b
ng = E(yo - ),
joten

y =Yy —at/d.

Siis kaava (I.3)) on voimassa.

Diofantoksen yhtilon ax + by = ¢ ratkaisualgoritmi

1. Tutkitaan, onko (a, b) | ¢ ts. onko yhtilo ratkeava (ks. lause [1.4.1)).

2. Etsitdén jokin yksittdinen ratkaisu xg, yo

2.1. keksimilli (tai tictokoneella) tai

(1.4)

2.2. Eukleideen algoritmin avulla esittamailld ensin (a, b) muodossa (a, b) = au+ bv,
missé u, v € Z, jolloin yksittdinen ratkaisu on xo = uc/(a, b) ja yo = vc/(a, b).
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3. Yleinen ratkaisu on
xo + bt/(a,b),

Yo — at/(a,b),

=
|

te”Z,

<
|

(ks. lause[1.4.2).

Esimerkki 1.4.1. Ratkaistaan yhtdlo 19x + 94y = 1994 ylld olevalla algoritmilla.

1. Koska (19,94) = 1ja 1| 1994, niin yhtil6 on ratkeava.
2. Yksittdinen ratkaisu xo = 100, yg = 1 10ydetédédn keksimalla.

3. Yleinen ratkaisu on

{x = 100 + 941, <7

y = 1-19,

Esimerkki 1.4.2. Ratkaistaan yhtdlo 15x + 6y = 199. Koska (15, 6) 1 199, niin yhtilo ei ole
ratkeava.

Esimerkki 1.4.3. Ratkaistaan yhtilo 52x + 62y = 6.
1. Tutkitaan, onko relaatio (52,62) | 6 voimassa. Eukleideen algoritmilla saadaan

62 = 52-1+10,
52 = 10-5+2,
10 = 2-5.

Siis syt(52,62) = 2. Koska 2 | 6, niin yhtil6 on ratkeava.
2. Etsitdidn yksittdinen ratkaisu Eukleideen algoritmilla. Kohdan 1 nojalla saadaan

2 = 52-10-5=52-(62-52)-5
52-6+62-(=5).

Kun kerrotaan puolittain luvulla 3 (eli luvulla c¢/(a, b)), saadaan
6=52-18+62:(-15).
Siis yksittdinen ratkaisu on xg = 18, yg = —15.
3. Kaikki ratkaisut ovat

K

xo + bt/(a,b) = 18 + 311,
yo —at/(a,b) = —15 - 26t,

te”.
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Esimerkki 1.4.4. Olkoot kaytossd kahden kupin vaaka ja punnuksia, joista osa painaa a ja
osa b kiloa, missd a, b € Z... Punnitaan esine, jonka paino w kiloa on tuntematon. Punnitus
on mahdollista silloin ja vain silloin, kun

dx,ye Z:w=ax+by

eli silloin ja vain silloin, kun
(a,b) | w.

Kaikki painot w (€ Z,) on mahdollista punnita silloin ja vain silloin, kun (a, b) = 1.

Jos siis punnukset painavat 2 ja 5 kiloa, niilld voidaan punnita miké tahansa paino, mutta jos
ne painavat 6 ja 9 kiloa, niilld voidaan punnita vain luvulla 3 jaolliset painot.

1.5 Alkuluvuista

Miiéritelmi 1.5.1. Luku p (> 1) on alkuluku, jos sen ainoat positiiviset tekijit ovat 1 ja p.
Merkintd. Alkulukujen joukkoa merkitddn symbolilla P.

Mairitelma 1.5.2. Luku a (> 1) on yhdistetty luku, jos se ei ole alkuluku (ts. a = bc, missd
1<b,c<a).

Esimerkki 1.5.1. Luku 1 ei ole yhdistetty luku eikd alkuluku. Luvut 2, 3 ja 5 ovat alkulukuja.
Luvut 4 ja 6 ovat yhdistettyjd lukuja. Lukua 20 pienemmat alkuluvut ovat 2, 3, 5, 7, 11, 13,
17 ja 19.

Esimerkki 1.5.2. Todistetaan, ettd a* + 4 on yhdistetty luku aina, kun a > 1. Kirjoitetaan
a* + 4 muodossa

a* +4a® + 4 - 44?

(a*> +2)* - (2a)?
(a®> +2 —2a)(a* +2 + 2a).

at+4

Koska a > 1, niin a®> + 2 — 2a > 1 jaa®> + 2 + 2a > 1. Siis a* + 4 on yhdistetty luku.

Esimerkki 1.5.3. Tutkitaan, milloin a® — 1 on yhdistetty luku. Selkeisti yksi sen juurista on
a = 1, joten se voidaan kirjoittaa muodossa a® — 1 = (a — 1)b, missi b on jokin toisen asteen
polynomi. Esimerkiksi geometrisen sarjan osasumman avulla saadaan

ad-1=(a-D@*+a+1).

Jotta kyseessi olisi yhdistetty luku, tiytyy olla > — 1 > 1, joten @ > 1. Kun a = 2, niin
a®*~1=2"-1=7¢eP.Kuna > 2, niina—1> 1, joten a® — 1 on yhdistetty luku. Luku
a® — 1 on siis alkuluku vain, kun a = 2, ja se on yhdistetty luku, kun a > 2.
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Esimerkki 1.5.4. Todistetaan, ettd (a, a+ p) voi saada vain arvot 1 ja p, kun p € P. Merkitéin
(a,a+p)=c.Koskac |ajac|a+p,niina = ck jaa+ p = cl joillakin k,[ € Z. Saadaan
p = c(l — k), joten ¢ | p. Koska p on alkuluku, sen ainoat positiiviset tekijit ovat 1 ja p.
Téten (a,a + p) on joko 1 tai p.

Osoitetaan vield, ettd (a,a + p) = p, jos ja vain jos p | a. Jos (a,a + p) = p, niin p | a.
Oletetaan sitten, ettd p | a. Talloin p | a + p. Koska (a,a + p) voi saada vain arvot 1 ja p,
niin (a,a + p) = p.

Lause 1.5.1. Jokainen luku a (> 1) on alkulukujen tulo (jossa voi olla yksi tai useampia
tekijoitd).

Todistus. Sovelletaan induktiota luvun a suhteen. Jos a = 2, niin a on alkuluku ja viite
on oikein. Oletetaan, ettd vdite on oikein, kun 2 < a < k. Silloin jos k on alkuluku, niin
vdite on oikein. Jos taas k on yhdistetty luku, niin k = bc, missd 1 < b, c < k. Ndin ollen
induktio-olettamuksen nojalla b ja ¢ ovat alkulukujen tuloja, joten bc eli k on alkulukujen
tulo. O

Lause 1.5.2 (Eukleides). Alkulukuja on ddreton mddrd.

Todistus. Tehdiin vastaoletus, jonka mukaan alkulukuja on dédrellinen méaara. Olkoot ne py,

P2, - .., pn. Merkitddin N = 1 + pp2 - - - p,. Lauseen [I.5.1] mukaan on olemassa sellainen
i=1,2,...,n,ettd p; | N. Koskalisidksi p; | p1p2-- - pu,niin p; | N—pipa---ppelip; | 1.
Taméa on mahdotonta, joten vastaoletus on véérin ja siis viite on oikein. O

1.6 Aritmetiikan peruslause

Esitimme aluksi apulauseita aritmetiikan peruslauseen todistamista varten.

Lemma 1.6.1. Jos p on alkuluku ja p | ab, niinp | ataip | b.

Todistus. Jos p | a, niin silloin ei ole mitdédn todistettavaa. Oletetaan, ettd p { a. Silloin
(p,a) = 1, silld luvun p ainoat tekijét ovat 1 ja p. Nyt seurauksen nojalla p | b. O

Lemma 1.6.2. Jos p onalkulukujap | aa; - - - a,, niin on olemassa sellaineni = 1,2, ... ,n,
ettd p | a;.

Todistus. Todistetaan lemma induktiolla luvun n suhteen. Kunn = 1, oletukseksi tulee p | a,
joten alkuaskel pitee triviaalisti. Tehdddn induktio-oletus, etti kun p | ajas - - - ag, niin p | a;

jollakin i € {1,2,...,k}. Oletetaan sitten, ettd p | ajas - - axags+1. Talloin lemman [1.6.1]
nojalla p | ag4y tai p | ajas ---ag.Jos p | ag41, niin todistus on valmis. Jos p | ajas - - - ag,
niin induktio-oletuksen mukaan p | a; jollakini € {1,2,..., k}, mikd todistaa viitteen. O
Lemma 1.6.3. Jos py, p2, ..., p, ovat alkulukuja ja p | pip2--- pn, niin on olemassa
sellaineni = 1,2,... ,n,ettd p = p;.
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Todistus. Lemman nojalla on olemassa sellainen i = 1,2,... ,n, ettd p | p;. Koska
p > 1 jaalkuluvun p; ainoat positiiviset tekijit ovat 1 ja p;, niin p = p;. ]

Nyt olemme valmiit todistamaan aritmetiikan peruslauseen.

Lause 1.6.1 (Aritmetiikan peruslause). Jokainen kokonaisluku a (> 2) voidaan esittdd
alkulukujen tulona ja tdmd tulo on yksikdsitteinen tekijoitten jdrjestystd lukuunottamatta.

Todistus. Sovelletaan induktiota luvun a suhteen. Jos a = 2, niin viite pétee triviaalisti.
Olkoon a > 2. Tehdédin induktio-oletus, ettd kun 2 < k < a, niin viite pitee luvulle k.
Todistetaan, ettd viite pétee luvulle a. Jos a on alkuluku, niin silloin ei ole mitédén todistettavaa.
Oletetaan, ettd a on yhdistetty luku ja ettd luvulla a on kaksi alkutuloesitysti

a=pip2--Ps=4qi1q2- - qz. (1.5)

Todistamme, ettd s = ¢ ja ettd jonot (p;) ja (g;) ovat samat mahdollisesti jarjestystd lukuun ot-
tamatta. Koska p1 | g1¢2 - - - ¢;, niin lemman|1.6.3lmukaan p; = ¢, jollakin j € {1,2,...,¢}.
Muutetaan lukujen g; numerointia niin, ettd p; = g1. Ndin ollen

a/pi = pap3---Ps=q2q3---q;.

tuloesitykset ovat samat, joten s = ¢ ja luvun k esitykset yhtilossé (I.5) ovat samat. m|

Jos s > 2tait > 2, niin 1 < a/p; < a. Induktio-olettamuksen mukaan luvun a/p;

Esimerkki 1.6.1. Luvun 8750 esitys alkulukujen tulona on 8750 =2-5-5-5-5-7. Tami
voidaan kirjoittaa muodossa

8750 =2-5%.7
tai
8750 = [ | p*,
peP

missd a(2) = 1,a(3) =0,a(5) =4,a(7) =1,a(p) =0(p = 11).

Esimerkki 1.6.2. Luku 600 voidaan kirjoittaa muodossa

600 =23 .3.52
tai
600 = ]—[ pa(P),
peP

missd a(2) =3,a(3) =1,a(5) =2,a(p) =0(p = 7).
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Mairitelma 1.6.1. Luvun a (> 1) kanoninen alkutekijéesitys on muotoa

a=py'py’ - pys (1.6)
missd pi, p2, ..., pn (P1 < p2 < --- < p,) ovat luvun a alkutekijit (eli alkulukutekijit) ja
ai, as, ..., a, > 0. Kanoniseksi alkutekijdesitykseksi sanotaan myos esitysti

a = Hpa(p), (1.7)
peP

missd a(p) > 0. Usein (L.7) kirjoitetaan lyhyesti a = [], p®P) eli merkinti € P jitetiin
pois.

Huomautus. Kaavassa (I.7) a(p) > 0, jos ja vain jos p | a, ts. p on luvun a alkutekija.
Edelleen kaavassa (1.7]) tulo on direllinen, ts. a(p) > 0 vain ddrelliselld magrilld alkulukuja p.
Kaava (1.7) on hyodyllinen monissa teoreettisissa tarkasteluissa.

Huomautus. Kanonista alkutekijdesitystd sanotaan usein lyhyesti kanoniseksi esitykseksi.
Esimerkki 1.6.3. Esimerkeissi ja on lukujen 8750 ja 600 kanoniset esitykset.
Esimerkki 1.6.4. Luku a on parillinen, jos ja vain jos a(2) on > 0 sen kanonisessa esityksessa.

Huomautus. Olkoot lukujen a, b > 1 kanoniset alkutekijiesitykset

a= rlpa(P) ja b= l—[ph(P)’

peP peP

misséd a(p), b(p) > 0. Talloin

ab = np“(l’) l_lpb(P) — npa(p)+b(p)’

peP peP peP

joten (ab)(p) = a(p) + b(p).

1.7 Aritmetiikan peruslauseen sovelluksia

Aritmetiikan peruslause on erittdin kdyttokelpoinen tyoviline monissa sellaisissa tehtévissa,
jotka kdsittelevit luvun tekijoitd, lukujen syt:td ja lukujen tuloja. Esitaimme tédssé joitakin esi-
merkkejd. Koko tdssd aliluvussa tarkastelemme positiivisia kokonaislukuja ja merkitsemme

a :pi“p?”'PZ"’ ap,az,...,a, >0
tai
p

jossa p kiy lapi kaikki alkuluvut.
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Lause 1.7.1. Luku d on luvun a tekiji (eli d | a), jos ja vain jos d on muotoa

d=|]p". (18)
p

missd 0 < d(p) <a(p), p €P.

Todistus. Oletetaan, ettd d | a. Silloin a = db, missd b € Z,. Merkitddn b = [] pb (P) missi
)4

b(p) > 0. Silloin
a(p) =d(p) +b(p), peP,

missd a(p), d(p), b(p) =0, p € P. Nédin ollen 0 < d(p) < a(p), p € P, eli d on muotoa
(L.8).

Oletetaan kiiinteisesti, ettid d on muotoa (I.8). Merkitizn b = [] p*P)=4()_Silloin a(p) -
P

d(p) =20,p eP,joten b € Z,. Siis
bd = (npa(p)—d(p)) (ﬂpd(p)) _ npa(p) —a,
p p p
jotend | a. O

Seuraus 1.7.1. Luvun a positiivisten tekijoiden lukumdidird on
[ [atp) +1).
P

Esimerkki 1.7.1. Luvun 200 kanoninen esitys on 23 - 52. Siis luvun 200 positiiviset tekijit
ovat

1, 5, 5%,

2, 2-5 @ 2-5%

22, 22.5, 22.5%

23, 2%.5  23.5%

Luvun 200 tekijoiden lukuméérd on (3 + 1)(2 + 1) eli 12.

Lause 1.7.2. Lukujen a ja b syt on
(a,b) = l_lpdp)’
P

missd c(p) = min{a(p),b(p)}.
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Todistus. Merkitiin kirjaimella ¢ yhtilon oikean puolen lukua, ts. ¢ = [] p¢?, missi c(p) =

P
min{a(p), b(p)}. Silloin c¢(p) < a(p) jac(p) < b(p), joten lauseen [1.7.1| nojalla
cla, c]|b. (1.9

Oletetaan, ettd d | a, d | b. Silloin lauseen mukaan d(p) < a(p) jad(p) < b(p), joten
d(p) <min{a(p),b(p)}elid(p) < c(p). Ndinollen d | c. Siis

d<c. (1.10)

Kaavojen (1.9) ja (I.10) nojalla ¢ = (a, b). o

Esimerkki 1.7.2. Lauseen|l.7.2|nojalla saadaan
(60,18) = (22-3-5,2-3%) =21 .31 .50 = 6.

Esimerkki 1.7.3. Todistetaan, ettd (ac, bc) = (a, b)c, kun ¢ > 0. Lauseen nojalla

(a,b)c = (1—[ pd(l’)) (l_l pC(P)) - npd(p)ﬂ(p)’
p p p

missd d(p) = min{a(p), b(p)}. Lauseen nojalla

(ac,bc) = 1—[ pe(P)
p

missid e(p) = min{(ac)(p), (bc)(p)}. Riittdad siis osoittaa, ettd d(p) + c(p) = e(p). Koska
minimin ominaisuuksien nojalla

d(p) + c¢(p) = min{a(p), b(p)} + c(p)

= min{a(p) + c(p), b(p) + c¢(p)}
min{(ac)(p), (bc)(p)}
e(p),

niin viite on todistettu.

Mairitelmi 1.7.1. Luku c on lukujen a ja b pienin yhteinen monikerta (pym), jos
1) ¢>0,
2)alc,b|c,
3)ald,b|d,d>0=c<d.
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Merkintd. Lukujen a ja b pienintd yhteistd monikertaa merkitddan symbolilla [a, b], pym|[a, b]

tai lem|[a, b].

Lause 1.7.3. Kun a,b € Z, niin |a, b] on aina olemassa ja yksikdsitteinen.

Todistus. Olkoota, b € Z. Tarkastellaan joukkoa S = {d € Z, |a | d,b | d}. Koskaab € S,
niin § # (. Hyvinjarjestysperiaatteen nojalla joukossa S on pienin alkio. TAma alkio on [a, b]

ja se on yksikasitteinen.

O

Esimerkki 1.7.4. Luettelemalla kasvavassa jirjestyksessd luvun 6 monikertoja havaitaan,

ettd niistd ensimmainen, joka on jaollinen luvulla 9, on 18. Siis [6,9] = 18.

Lause 1.7.4. Lukujen a ja b pym on
b] = HPC(p)’
p

missd c¢(p) = max{a(p),b(p)}.

Todistus. Merkitidn ¢ = [] p°?). Koska p > 1 kaikilla p € P, niin ¢ > 0. Koska ¢(p) =
p
max{a(p),b(p)}, niin c(p) = a(p) ja c(p) = b(p). Titen lauseen nojalla a | ¢ ja

b|c.

Olkoon d € Z ja oletetaan, ettd a | d,b | d ja d > 0. Silloin lauseen mukaan
d(p) = a(p) jad(p) = b(p), joten d(p) = max{a(p),b(p)} eli d(p) = c(p). Néin ollen

c|d. Siisc <d.
Ylld olevan perusteella ¢ = [a, b].

Esimerkki 1.7.5. Lauseen|1.7.4|nojalla
[60, 18] = [2%-3-5,2-3%] =22-3%.5 = 180.
Lause 1.7.5. Lukujen a ja b syt ja pym toteuttavat yhtdlon
(a,b)|a,b] = ab.

Todistus. Lauseiden [I.7.2]ja[I.7.4nojalla

(a,b)[a,b] (l_[ pC(P)) (1_[ pd(P)) _ l_lpC(p)+d(p)’
p

missid ¢(p) = min{a(p),b(p)} jad(p) = max{a(p), b(p)}. Koska

min{a(p), b(p)} + max{a(p).b(p)} = a(p) + b(p),
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niin aritmetiikan peruslauseen nojalla

HPC(p)+d(p) _ l_[pa(p)+b(p) — (npa(P)) (l—[ pb(P)) = ab,
p p

p p

mikai todistaa viitteen. O

Esimerkki 1.7.6. Esimerkin perusteella (a,a + 1) = 1. Niin ollen lauseen [I.7.5]
perusteella
[a,a+ 1] =a(a+1).

1.8 Kongruenssi

Maaritelma 1.8.1. Olkoon m € Z.. Silloin sanotaan, ettd luku a on kongruentti luvun b
kanssa modulo m, jos
m | (a —b).

Merkintd. Jos luku a on kongruentti luvun b kanssa modulo m, niin merkitdan
a=b (mod m).

Esimerkki 1.8.1. Koska 2 | (7 —5), niin 5 = 7 (mod 2), mutta 6 # 7 (mod 2), koska
24 (7-06).

Lause 1.8.1. a = b (mod m), jos ja vain jos
dkeZ:a=>b+km.
Todistus. Mairitelmien [I.8.1]ja[I.1.Tfmukaan

a=b (modm)e m)|(a-D>b)
o 3dkeZ:a-b=mk
odkeZ:a=b+ km.

Lause 1.8.2. Kongruenssi = on ekvivalenssirelaatio, ts.

1) a =a (mod m), (refleksiivisyys)
2) a=b (mod m) = b =a (mod m), (symmetrisyys)

3) a=b (mod m), b =c (mod m) = a =c (mod m), (transitiivisuus).
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Todistus.

1) Esimerkin nojallam | 0, joten m | (a — a).

2) Oletetaan, ettd a = b (mod m). Silloin m | (a — b), joten a — b = mk jollakin k € Z.
Talloin b — a = m(-k), jotenm | (b — a). Titen b = a (mod m).

3) Oletetaan, etti a = b (mod m) jab = ¢ (mod m), jolloinm | (a—b)jam | (b —c).
Koska a — ¢ = (a — b) + (b — ¢), niin lauseen kohdan 1 mukaan m | (a — ¢).
Tdten a = ¢ (mod m).

Lause 1.8.3. Oletetaan, etti a = b (mod m) ja c =d (mod m). Silloin

1) ax +cy = bx +dy (mod m) aina, kunx, y € Z,

2) ac = bd (mod m),

3) kuna; = b; (mod m), (i =1,2,3,...,n), niinajay---a, = bibr---b, (mod m),
4) f(a) = f(b) aina, kun f on kokonaislukukertoiminen polynomi.

Todistus.
1) Koskam | (a — b) jam | (¢ — d), niin esimerkin[I.1.4]kohdan 1 nojalla
m|(a—b)x+(c—d)y
eli

m | (ax + cy) — (bx + dy),

miké todistaa viitteen.

2) Koskam | (a — b) jam | (¢ — d), niin on olemassa sellaiset k,/ € Z, ettd a — b = mk
ja ¢ —d = ml. Saadaan ac — bd = (mk + b)c — b(c — ml) = m(kc + bl). Titen
m | (ac — bd), misti viite seuraa.

3) Todistetaan vdite induktiolla luvun n suhteen. Kun n = 1, niin viite pidtee suoraan
oletuksen nojalla. Tehdddn induktio-oletus, ettd viite pitee, kun n = k > 1. Tal-
16in induktio-oletuksen nojalla b1b;, - - - by = c1ca - - - ¢x (mod m) ja oletuksen nojalla
br+1 = cx+1 (mod m), joten kohdan 2 perusteella b1by -+ - bybryy = c1¢2 -+ - CkCryl
(mod m), mikd paattdad induktion.
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4) Todistetaan viite induktiolla polynomin asteen deg(f) suhteen. Kun deg(f) = 0,
niin f on vakiopolynomi ja siten f(a) = f(b). Néin ollen alkuaskel pitee. Tehdédédn
induktio-oletus, ettd kun deg(f) < k, (k € Zy), niin f(a) = f(b). Tarkastellaan
sitten (k + 1)-asteista polynomia f(x) = cxs1x**! + cix* + -+ + c1x + . Merkitiin
g(x) = c;x* + -+ + c1x + co. Koska deg(g) < k, niin induktio-oletuksen mukaan
g(a) = g(b). Koska a = b, niin kohdan 3 mukaan cy,1a**! = cpp1b**!. Tilloin
kohdan 1 mukaan ¢y 1a**! + g(a) = 10 + g(b) eli f(a) = f(b), miki paittia
induktion.

O

Esimerkki 1.8.2. Olkoon luvun a esitys 10-jarjestelméssd a = (a,a,-1 . ..ajap)1o. Todiste-
taan, etta talloin
3lae3|a,+a,1 +---+ay +ap.

Merkitizn f(x) = a,x"+a,_1x" '+ - -+ax+ag. Koska 10 = 1 (mod 3),niin £(10) = £(1)
(mod 3) eli
a=a,+a,_1+---+a;+ay (mod 3).

Niin ollen lauseen [I.8.2]nojalla
3la © a=0 (mod3)

S aptay_1+---+a;+ap=0 (mod 3)

< 3la,+au_+---+ap+ap.
Huomautus. Edellinen esimerkki pitda paikkansa, kun luku 3 korvataan luvulla 9.
Esimerkki 1.8.3. Relaatio 9 | 819 on voimassa, koska9 | (8 + 1 +9).
Lause 1.8.4. Merkitddin (a,m) = d. Silloin

ab=ac (modm) e b=c (modm/d).

Todistus. Selvisti

ab=ac (modm) & m|a(b-rc)
mi|a
° Zlgt-9
m
S E)b—c (seuraus |[1.3.2))
& b=c (modm/d).

Esimerkki 1.8.4. Lauseen[1.8.4l avulla saadaan
4x =20 (mod 6) ©®x=5 (mod 3).
Siis x =2 (mod 3).

Huomautus. Jos a = b (mod m), niin (a, m) = (b, m). (Tamai on sisilloltdan sama kuin lause

[L3.3)

25



1.9 Jaannos ja kongruenssi
Kun luku a jaetaan jakoalgoritmin mukaisesti luvulla m (> 0), niin saadaan
a=qm-+r,

missd 0 < r < m. Lukua r sanotaan jddnnokseksi. Tassd yhteydessd puhutaan tarkemmin
Jjddnnoksestd modulo m ja merkitiddn r = a mod m. Jadnnokselld on selked yhteys kongruens-
siin, joka todetaan tédssi aliluvussa.

Lause 1.9.1.

1) Josr = amodm, niina =r (mod m).

2) Josa=r (mod m)ja0 <r <m,niinr =amodm.
Todistus. Jakoalgoritmin ja lauseen[I.8. | nojalla

r=amodm & a=qgm+rjollaking € Z,0<r <m
S a-r=qgmjollaking € Z,0<r <m
om|(a-r),0<r<m

©a=r (modm),0<r<m.

O
Seuraus 1.9.1. Jokaista kokonaislukua a kohti on olemassa yksikdsitteinen r € {0,1, ...,
m — 1} niin, ettd a = r (mod m). Tdamd yksikdsitteinen r on luvun a jéddnnos modulo m.
Todistus. Seuraa suoraan jakojadnnoksen yksikdsitteisyydesti ja lauseesta[1.9.1] m|

Huomautus. Lauseista[I.8.2]ja[l.8.3]seuraa, ettd kun tuloja ja summia sisiltdvissd kokonais-
lukulausekkeessa jokin yhteenlaskettava tai tulontekijd korvataan sen kanssa kongruentin
luvun kanssa (mod m), niin saatu uusi lauseke on kongruentti alkuperiisen lausekkeen
kanssa (mod m).

Esimerkki 1.9.1. Miiritetian 322°°' mod 3 eli luvun 322! jiinnés modulo 3. Etsitiin
sellainen r € {0, 1,2}, ettd 322091 = » (mod 3). Yll4 olevan huomautuksen periaatteella
saadaan

302000 = ()20 — 1 =2 (mod 3)

eli jadnnos on 2.
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Esimerkki 1.9.2. Miiritetdan luvun 27! + 17 - 6833 jiiinnos modulo 5. Saadaan

27 417-6%8 = 4%.2417-6%F
= (-D¥2+17- 183 =-2+17
= 15=0 (mod>5).

Néin ollen 5 | 27! + 17 - 6333 eli jadnnos on 0.

Esimerkki 1.9.3. Miiritetddn lukujen 7835714 ja 1.12(1) i! jaannokset modulo 4. Saadaan

7835714 78357 - 100 + 14

78357-0+14=2 (mod 4)

ja
100

i

i=1

I+21+3'+4! +--- + 100!

1+2+2+0+---+0=1 (mod 4).

Siis jaannokset ovat 2 ja 1.

Lause 1.9.2. a = b (mod m), jos ja vain jos amod m = b mod m.

Todistus. Oletetaan,ettia = b (mod m). Todistetaan, etti a mod m = b mod m. Kirjoitetaan

a=qgm+r, 0<r<m. (1.11D)

Silloin
r=amodm. (1.12)

Oletuksen ja lauseen [[.8.T)mukaan on olemassa sellainen &, etté

a=>b+km. (1.13)

Kaavojen (I.TT)) ja (I.13) perusteella

b+km=qgm+r, 0<r<m
eli
b=(g-km+r, 0<r<m.

Naiin ollen
bmodm =r. (1.14)

Kaavojen (1.12)) ja (1.14) perusteella @ mod m = b mod m.
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Oletetaan kéanteisesti, ettd a mod m = b mod m. Todistetaan, ettd a = b (mod m). Kirjoite-
taan

a = gm+r, 0<r<m,
b = gm+r, 0<r <m.

Oletuksen mukaan r = r’. Niin ollen

a-b=(q-q")m,

joten
m|a-b.
Siis
a=b (mod m).
O
1.10 Jadnnosluokat
Olkoon m € Z, kiinted. Lauseessa on todistettu, ettd kongruenssi = (mod m) on
ekvivalenssirelaatio joukossa Z. Tama antaa oikeutuksen seuraavalle méaaritelmaélle.
Mairitelma 1.10.1. Olkoon m € Z, kiinted. Silloin ekvivalenssirelaation = (mod m)

ekvivalenssiluokkia sanotaan jéddnnosluokiksi modulo m.
Merkintd. Merkitaan lyhyesti a = (a/= (modm)), ts.
a={xeZ|x=a (modm)}.

Siis a@ on luvun a jidnnosluokka modulo m. (Tarvittaessa ks. Merikoski, Virtanen, Koivisto,
Johdatus diskreettiin matematiikkaan, 2018, luku 4.4, https://matematiikkalehtisolmu.
£1/2018/jdm-2017-12-19.pd£f)

Huomautus. Jaannosluokka a riippuu luvusta m, vaikka se ei merkinnésti a ilmenekéén. Jos
modulo m ei selvid asiayhteydestd, niin se on syytid mainita erikseen. Termin jdinnosluokka
luontevuus tulee selviksi alla olevista ominaisuuksista.

Merkintd. Merkitaédn lyhyesti
Zy = (Z/= (modm))

ts.
Zn={d@|lac?).

Siis Z,, on kaikkien jaannosluokkien joukko modulo m.
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Lause 1.10.1. Kokoelma O, 1,2, ..., m — | kdsittéid kaikki jidnnosluokat modulo m tismdil-
leen kerran, ts.
Zy={012,.. w1}, (1.15)

missd jadnnosluokat 0, 1, 2, ..., m — 1 ovat erisuuret.

Todistus. Todistetaan ensiksi kaava (I.15). Selvisti {6, 1,2,...,m— 1} C Z,,. Todistetaan,

etta Z,, C {6, T, 5, e, m— 1}. Olkoon a € Z,, mielivaltainen jddnnosluokka. Merkitidin

r = amodm. Silloin a = r (mod m) ja 0 < r < m. Ekvivalenssirelaation ominaisuuksien

nojallaa =7rja0 <r <m.Siisa € {6,15,... ,m — 1}.

Todistetaan toiseksi, ettd jidnnosluokat 6, T, 5, ..., m—1 ovat erisuuret. Oletetaan, etti
u =V, missd 0 < u, v < m. Silloin ekvivalenssiluokkien yleisten ominaisuuksien nojalla

u=v (mod m),

joten
m|u-—v.

KoskaO < |u—v|<m,niinu—-v=0eliu=v. O

Lause 1.10.2. Joukko Z,, muodostaa joukon Z osituksen, ts. sen alkiot ovat erilliset ja niiden
unioni on 2.

Todistus. Lauseen [[.8.2) mukaan kongruenssi on ekvivalenssirelaatio. Viite seuraa suoraan
ekvivalenssirelaation ominaisuuksista (ks. Merikoski, Virtanen, Koivisto, Johdatus diskreet-
tiin matematiikkaan, 2018, luku 4.4). O

Huomautus. Seuraavat ominaisuudet ovat voimassa jadnnosluokille:
)r={xeZ|xmodm=r},kun0 <r <m,
2) a =r, missd r = amod m,
3) x jay kuuluvat samaan jadnndsluokkaan & x = y (mod m) & xmod m = y mod m,
Ha=boa=b (mod m) © amodm = bmodm,
5)a={xeZ|xmodm =amodm},
6) r € a, missd r = amod m.

Niiden todistukset jatetdan harjoitustehtaviksi.
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1.11 Fermat’n pieni lause

Tissd aliluvussa todistamme Fermat'n pienen lauseen, jonka avulla voidaan laskea suurten
kokonaislukupotenssien jakojaannoksia modulo p.

Lause 1.11.1. (Fermat'n pieni lause). Jos p on alkuluku, a € Z ja (a, p) = 1, niina?~! = 1
(mod p).

Esimerkki 1.11.1. Koska2+3+4+5+6+7+8 = 35ja3 t 35, niin esimerkin[I.8.2]nojalla
3 + 2345678. Tdlloin (2345678, 3) = 1, koska 3 on alkuluku. Téten Fermat'n pienen lauseen
mukaan 23456782 = 1 (mod 3), joten 3 | 2345678% — 1.

Esimerkki 1.11.2. Jos p on alkuluku ja a € Z,, niin a” = a (mod p). Nimittiin jos p | a,
niin p | a(a?~' = 1) eli p | (a” — a), jolloin kongruenssin m'zi'eiritelm'ainmukaan al =a
(mod p). Jos taas p { a, niin (a,p) = 1, koska p on alkuluku. Till6in Fermat’n pienen
lauseen perusteella a”?~! = 1 (mod p). Kertomalla molemmat puolet luvulla a saadaan
al =a (mod p).

Esimerkki 1.11.3. (Kiinteisalkio kertolaskun suhteen modulo p.) Jos p on alkulukujap 1 a,
niin yhtilén a - x = 1 (mod p) eris ratkaisu on x = a” 2, silld a - a?~2 = a?~!, jolloin tulos
seuraa suoraan Fermat'n pienesti lauseesta.

Fermat’n pienen lauseen todistamiseksi tarvitaan seuraavat lemmat. Tistd eteenpdin tidssd
aliluvussa merkitdin P = {1,2,..., p — 1}, missd p on alkuluku. Lisiksi koko aliluvun ajan
oletetaan, etti a € Z, ja (a,p) = 1.

Lemma 1.11.1. Kun k € P, niin p { ka.

Todistus. Koska k € P, niin k < p, joten p t k. Tehdddn vastaoletus, ettd p | ka jollakin
k € P. Koska (a, p) = 1, niin seurauksen mukaan p | k. Timi on ristiriita, joten
p1ka. |

Lemma 1.11.2. Kun1 <i < j < p — 1,niinia # ja (mod p).

Todistus. Tehddin vastaoletus, ettd ia = ja (mod p), jolloin p | (ja —ia) = a(j —i). Koska
Jj —1 € P, niin lemman [1.11.1| mukaan p { a(j — i{). Tami on ristiriita, joten ia # ja
(mod p). O

Lemma 1.11.3. Kun k € P, niin (kamod p) € P.

Todistus. Jakoalgoritmin mukaan on olemassa sellaiset g, r € Z,0 <r < p,ettd ka = pg+r.
Koska lemman [I.TT.1] perusteella p 1 ka, niin r # 0, joten r € P. Koska r = ka — pq ja
0 <r < p,niinr = kamod p, joten (kamod p) € P. O

Lemma 1.11.4. Kun p on alkuluku, niin (p, (p — 1)!) = 1.
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Todistus. Merkitddn d = (p,(p — 1)!). Koska d | p ja p on alkuluku, niin d € {1, p}.
Oletetaan, ettd d = p. Talloin p | (p — 1)!, joten lemman nojalla p jakaa jonkin alkion
joukosta P. Tama on mahdotonta, joten d = 1. O

Lemma 1.11.5. Kun (d,m) = 1 ja bd = cd (mod m), niin b = ¢ (mod m).

Todistus. Oletetaan, ettd (d,m) = 1 ja bd = c¢d (mod m). Talloin m | bd — cd = (b - c)d,
joten seurauksen nojallam | (b —¢). Taten b = ¢ (mod m). O

Nyt olemme valmiit todistamaan Fermat'n pienen lauseen.

Fermat’n pienen lauseen todistus. Merkitian A = {kamodp | k € P}. Olkoon x € A.
Télloin x = kamod p jollakin k € P, joten lemman [I.11.3] mukaan x € P. Titen A C P.
Lauseen ja lemman perusteella kjamod p # kramod p, kun ki, ky € P ja
ki # k». Joukossa A on siis p — 1 alkiota, joten tdytyy olla A = P.

Koska A = P, niin lauseen [[.8.3|kohdan 3 perusteella
a-2a-3a---(p-1)a=1-2-3---p—-1 (mod p).

Titen a?~'(p — 1)! = (p — 1)! (mod p). Lemman |1.11.4] nojalla tihén voidaan soveltaa
lemmaa [l.11.5] mistéd seuraa
a’'=1 (mod p).
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