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Matematiikan tarina alkaa
luonnollisista luvuista

Ensimmaisessa osassa mietitaan luonnollisten lukujen ominaisuuksia




Luonnolliset luvut (muinainen Babylonia)

 Luonnollisilla luvuilla on keskenaan
eroavia ominaisuuksia

* Mita yhteista on luonnollisilla
luvuilla:

a) 2,4,9,16,25
b) 1,3,6, 10,15 ;

c) 1,3,5,7,11
ja kolmikoilla y
d) (3,4,5),(5,12,13)ja (8, 15,17)




Luonnolliset luvut (muinainen Babylonia)

* Luonnollisilla luvuilla on keskenaan
eroavia ominaisuuksia

e Mita yhteista on luonnollisilla luvuilla:
a) 2,4,9,16, 25
(nelidlukuja)

b) 1, 3,6, 10, 15
(kolmiolukuja)

c) 1,3,5,7,11 4
(alkulukuja)

d) (3,4,5),(5,12,13)ja (8, 15,17) 10
(Pythagoraan kolmikoita)




Monimutkainen maailma
tarvitsee monimutkaisia lukuja

Toisessa osassa tutustutaan siihen, missa, milloin ja miksi erilaiset luvut ja
lukujarjestelmat ovat ilmestyneet matematiikan histol




Lukujen historiaa

Missa vaiheessa historiaa seuraavat luvut
tulivat osaksi matematiikkaa?

a) luonnolliset luvut

b) luku O

c) murtoluvut

d) negatiiviset kokonaisluvut
e) irrationaaliluvut



Lukujen historiaa

_ Miten irrationaaliluvut l6ydettiin?
a) luonnolliset luvut o . . .
Pythagoralaisilla oli teoria harmoniasta,

jonka mukaan kaikki maailmassa
voitaisiin selittdd vain luonnollisia lukuja
ja murtolukuja kéyttden. Se kuitenkin

c) murtoluvut

e) irrationaaliluvut murtui heiddn huomatessaan, ettéd on
olemassa kolmio, ja vieldpad hyvin
b) luku 0 yksinkertainen sellainen, jonka

hypotenuusaa ei voida ilmaista
d) negatiiviset luvut murtolukuna .




Kymmenjarjestelma

* Nykyisin kdaytossa olevat numerosymbolit
1,2,3,4,5,6,7,8,9 ja paikkaan perustuva
kymmenjarjestelma ovat peraisin 600-luvun
Intiasta

* Ne tulivat Eurooppaan Arabian islamilaisen
kulttuurin mukana 1200 - 1500-luvulla
(Fibonancci)

* Arabit lisasivat numerosymbolien joukkoon
symbolin O ja ottivat kayttoon desimaaliluvut



Kuvioita harpilla ja viivaimella

Kolmannessa osassa siirrytaan antiikkiin laskemaan pinta-aloja ja piirtamaan
saannollisia monitahokkaita harpilla ja viivaimella




Harppi ja viivain konstruktiot

* Mita pelkan harpin ja viivaimen avulla
voidaan konstruoida geometrisesti?

* Janat ja kulmat voidaan puolittaa

 Kaikkia kulmia ei voida jakaa kolmeen
vhta suureen osaan, esimerkiksi 60
asteen kulmaa

* Janalle voidaan aina piirtaa keskinormaali

* Tasasivuinen kolmio, nelio ja saannoéllinen
5-kulmio voidaan piirtaa, mutta ei
esimerkiksi saanndllista 9-kulmiota



300 e.aa

Kolmioiden yhtenevyyslauseet (Euklides)

e Mista ominaisuuksista kolmio
voidaan tunnistaa?

* Esimerkiksi tuntemalla kaksi sen
sivua ja niiden valinen kulma (sks)

* Kolmioiden yhtenevyyslauseet
|oytyvat Eukleideen Alkeista Al

e Eukleides toi aksiomaattisen
lahestymistavan matematiikkaan



Monimutkaisia lukuja harpilla
ja vilvaimella

Neljinnessa osassa konstruoidaan irrationaaliluvut V2 ja T geometrisesti




300 e.aa

Luku T geometrisesti (Arkhimedes)

* Luku 1t saadaan yksikkdympyran pinta-
alana A = ml%=m

* Lukua r voidaan arvioida sellaisen
saannollisen monikulmion pinta-alan

avulla, jonka karjet ovat yksikkdympyran
kehalla

e Laskemalla saannollisen 96-kulmion

pinta-ala saadaan arvio
n = 3,14




Luonnollisten lukujen nelidjuuret
geometrisesti

 Kaikille luonnollisten lukujen juurille ei
viela tanakaan paivana saada tarkkaa
numeerista arvoa laskimella

e Kuitenkin jo antiikissa osattiin
konstruoida kaikkien luonnollisten
lukujen nelidjuuret geometrisesti




Klassinen ongelma: Voidaanko luvun
T nelidjuuri tuottaa geometrisesti?

e Lukua \/m ei pystytty antiikissa

konstruoimaan geometrisesti, sitkeista
yrityksista huolimatta

* Tama oli ympyran nelidimisena tunnettu
klassinen ongelma: Voidaanko ympyrdaista

tehdd pelkkdd harppia ja viivainta
kéyttden nelid, jolla on sama pinta-ala
kuin ympyrdlla ?

* Ympyrdn neliGiminen todistettiin
mahdottomaksi tehtavaksi vuonna 1882



Avaruuskappaleiden tilavuuksia,
pinta-aloja ja muotoja

Viidennessa osassa ihmetellaan pallon ja sylinterin seka pyramidin ja kuution
tilavuuksien ja pinta-alojen valisia suhteita, ja tutustutaan Platonin kappaleisiin




300 e.aa

Pyramidi ja kuutio (Eudoksos)

* Montako pyramidia kuutioon
mahtuu?




300 e.aa

Pallon ja kartion tilavuuksien ja pinta-alojen
suhteet (Arkhimedes)

Arkhimedeksen tuloksia:

* Pallon pinta-ala on nelja kertaa
lilareunaisen ympyran pinta-ala

* Pallon pinta-ala on kaksi
kolmasosaa (suljetun) sylinterin
pinta-alasta

* Pallon tilavuus on kaksi
kolmasosaa (suljetun) sylinterin
tilavuudesta




Platonin kappaleet

* Platonin kappaleiden sivut
ovat yhtenevia saanndllisia
monikulmioita

* Platonin kappaleiden
kulmissa kohtaa yhta monta
sivua

* Platonin kappaleita on
tasmalleen viisi erilaista



Kolmioita ympyrassa

Kuudennessa osassa pysahdytaan trigonometrian syntyyn johtaneiden kysymysten
ja oivallusten aareen




Tahtitaivas ja trigonometria

* Trigonometria sai syntynsa
antiikissa pimean tahtitaivaan
ihmettelysta ja se kehittyi
pitkdlle yhdessa tahtitieteen
kanssa Ptolemaioksen tdissa

* Ptolemaioksen maakeskisessa
maailmankuvassa taivas
kaareutui maan ylla ja
taivaankappaleet olivat pisteita
pallonkuorilla



Trigonometriaa tasossa -kolmiot ja ympyra

//\\
* Kolmion trigonometriset ominaisuudet,

eli sivur’en valiset suhteet ovat samat
kahdella yhdenmuotoisella kolmioilla

* Jokaisen kolmion ympari voidaan piirtaa
ympyra niin, etta kolmion karjet ovat
ympyran kehalla

* Talléin kolmion sivuista tulee ympyran
janteita

e Standardiksi valitun ympyran, kuten
vksikkbympyran, sisalle voidaan piirtaa
minka tahansa kolmion kanssa

vhdenmuotoinen kolmio, jonka karjet
ovat ympyran kehalla




100-luku

Ensimmainen trigonometrinen taulu
(Hippharkos)

* Hippharkos kirjasi
trigonometrisia tutkimuksiaan
varten taulukkoon
kahtakymmenta keskuskulmaa
vastaavat janteen pituudet eraan
ympyran suhteen

* Taulukon avulla voidaan selvittaa
sini kulmalle, joka on puolet
taulukossa esiintyvasta
keskuskulmasta. Miten?




Yhtaloiden ratkaisemista
algebran saannoilla

Seitsemannessa osassa etsitaan yhtaloille ratkaisuja algebran avulla ja
taydennetaan toisen asteen yhtalo nelidksi




muinainen Babylonia

Toisen asteen yhtalon taydentaminen nelioksi

* Nelioksi taydentamalla toisen

asteen yhtalosta tuli pinta-aloja t ) 1.
koskeva yhtald, joka oli o
luonnollinen jo antiikissa
* Mita ratkaisuja yhtalolle o | 4
(x + 4)?= 25 saatiin antiikissa?
2?4+ 8z =9

= (x4+4)* =25



Diophanteen yhtalot

* Antiikissa yhtaldille etsittiin
vain kokonaisluku (ja
murtoluku) arvoisia
ratkaisuja. Miksi?

e Tallaisia yhtaloita kutsutaan
nykyaan Diophanteen
vhtaloiksi

* Diophantos kutsui toista
viereisista yhtaloista
absurdiksi. Kumpaa?

200-luku



Mihin Diophanteen yhtaloita sovellettiin?

e Esimerkiksi yhtdlon x4 = 1 + 2y?
ratkaisuista saatiin murtolukuarvoisia arvioita

luvulle V2

* Yhtalolla on ratkaisut (17, 12) ja (408, 577),

jotka tuottavat luvulle v2 =1,414214 arviot
kahden ja neljan desimaalin tarkkuudella

17/12 = 1,416667 e
408/577 = 1,414216

. Intlassa osmtettun 800-luvulla, etta yhtalolla
=1+ 2y?on sarettomasti ratkaisuja




Mista tulee sana algebra?

Algebra tulee arabian sanasta al-jabr ja se tuli osaksi
matematiikkaa 800-luvulla vaikuttaneen persialaisen
matemaatikon Al-Khwarizmin arabiankielisen yhtaloiden

ratkaisemista kasittelevan kirjan Al-jabr w'al muqgabala
(Palautumisen ja vastustamisen taito) kautta.



Luvut lukusuoralla ja kuviot
koordinaatistossa

Kahdeksannessa osassa luvut sijoitetaan lukusuoralle ja geometriset kuviot
koordinaatistoon




1500-luku

Symbolit ja kaavat

* Milloin matematiikkaa alettiin ilmaista kaavoja ja
symboleja kayttaen?

* Matematiikkaa ilmaistiin pitkaan tavallista kirjallista kielta
kayttamalla

* Matematiikan symbolinen kieli ja kaavat yleistyivat vasta
keskiajan jalkeen 1500-luvulla

* Mita hyotyja ja haittoja on matematiikan ilmaisemisessa
symbolien ja kaavojen avulla?



1600-luku

Luvut lukusuoralle (Descartes)

* Lukusuoralle saatiin 1600-luvulla sijoitettua algebrallisesti ja
geometrisesti luontevalla tavalla, niin luonnolliset luvut,
murtoluvut, irrationaaliluvut, kokonaisluvut kuin
desimaaliluvutkin

e Lukusuoralla myos nolla ja negatiiviset luvut saivat modernin
geometrisen tulkinnan etaisyyden kasitteen avulla

b | =



1600-luku

Karteesinen koordinaatisto

* Ympyra, suora, ja kaikki
klassiset °
kartioleikkaukset
sijoittuivat puolestaan
1600-luvulla luontevasti :

Descartesin 2
esittelemain FaiEHES 0

karteesiseen . 5 F—% o \J ymmmrn
tasokoordinaatistoon 2
e Klassisista »

kartioleikkauksista tuli

kahden muuttujan
olynomiyhtaldiden =
uvaajia




Analyyttinen geometria (Descartes 1600-luku)

* Analyyttisen geometrian keinoin .
monet klassiset geometrian }
tulokset saivat uuden (=P + Ty’ = =" 10/
analyyttisen todistuksen 1 T |

 Descartes antoi esimerkiksi EEEEEES!
analyyttisen ratkaisun klassiselle T\ Pt
Apolloniuksen ongelmalle, jossa 4 aE Q
tehtavana on maarittaa kaikki : -

ympyrat, joka sivuavat kolmea
annettua geometrista objektia




Kiitos!




