Ongelmatehtavia

Monelle eri asteelle

Tehtavasarja on laadittu osana LUMATIKKA-taydennyskoulutusohjelmaa, jonka toteutuksesta

vastaa LUMA-keskus Suomi -verkosto yhteistyokumppaneineen. Ohjelman rahoittaa Opetushallitus.

Tehtavat on pyritty jarjestamaan siten, etta helpoimmat tehtavat ovat materiaalin alkupuolella ja
haastavimmat viimeisina. Tehtavia ei ole jaoteltu luokka-asteen mukaan, ja monet tehtavat
sopivatkin useille eri luokkatasoille. Muokkaa ja kokeile rohkeasti! Useimpiin tehtaviin on tarjolla

ratkaisuehdotus, joka esitetaan heti tehtavan jalkeen omalla sivullaan.

Mukavia hetkia ongelmanratkaisun parissa!

™ LUMA-KESKUS SUOMI
¢ ) LUMA-CENTER FINLAND
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1. Absoluuttinen vs. suhteellinen

Tehtavasarja loytyy diaesityksena linkin takaa tai lyhytosoitteesta bit.ly/absoluuttista.

Tehtavasarja sisaltaa samasta tehtavasta nelja eri versiota, jotka soveltuvat kaytettaviksi
varhaiskasvatuksesta toiselle asteelle. Alkuperainen tehtava on lyhyen matematiikan
vlioppilaskoetehtava kevaalta 2018.


https://docs.google.com/presentation/d/188Z7qhrvLx0BwXL_ohzM3Y9eVSXiT6ikfTNxrDLa6D8/edit?usp=sharing

2. Tehtavaan tarvitaan useita erikokoisia ja -muotoisia lasipurkkeja, esimerkiksi mauste-,
lastenruoka- ja hillopurkkeja.

Pohditaan yhdessa lasten kanssa, millaisia purkit ovat. Ovatko kaikki samanlaisia? Mita eroa
niilla on?

Mita oikeastaan tarkoittavat pieni, suuri, kapea, levea, matala tai korkea? Enta pydrea,
kulmikas, kova tai lapinakyva?

Pyydetaan lapsia valitsemaan mielestaan suurin purkki. Miten voitaisiin selvittaa, onko se
todella kaikkein suurin?
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Tehtava pohjautuu Skolverketin videoon “Glasburkar”. Alkuperainen materiaali saatavilla lyhytosoitteessa bit.ly/purkit.
Kuvat: Pixabay


https://larportalen.skolverket.se/#/modul/1-matematik/F%C3%B6rskola/450_forskolansmatematik/1_matematiskaaktiviteter/

3. Monellako eri tavalla voit varittaa liput, jos sinulla on kaytossasi

- sininen ja punainen varikyna?
- sininen, punainen ja keltainen varikyna?




Enta jos lipuissa onkin kahden raidan sijasta kolme raitaa? Monellako eri tavalla voit nyt
varittaa liput, jos kaytossasi on

- sininen ja punainen varikyna?
- sininen, punainen ja keltainen varikyna?







Ratkaisu tehtavaan 3:

Tassa ratkaisussa on tulkittu, etta ainakin yksi raita pitaa varittaa, mutta osa alueista saa

jaada valkoisiksi. Se, sallitaanko valkoiset raidat vai ei, vaikuttaa tietysti ratkaisuiden
lukumaaraan.

- Jos kaytdssa on punainen ja sininen varikyna, kaksiraitaiset liput voi varittaa
kahdeksalla eri tavalla.

- Jos kaytossa on lisaksi keltainen varikyna, tapoja on 15.
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- Jos kaytdssa on punainen ja sininen varikyna, kolmiraitaiset liput voi varittaa 26 eri
tavalla

- Jos kaytossa on lisaksi keltainen varikyna, tapoja on 63.




=[]

VINKKI!I Tehtavan vaikeustasoa voi saadella kaytettavien varien ja lipun raitojen lukumaaraa
muokkaamalla. Tehtava on helpompi, jos valkoisia alueita ei sallita. Ei haittaa, vaikka kaikkia
vaihtoehtoja ei loytyisikaan!



4. Seuraavaa tehtavaa varten kannattaa tulostaa oheinen talo seka leikata sukat irti paperista.

Herra Hajamielinen asui suuressa talossa, ja valitettavasti hanella oli tapana unohdella
tavaroitaan milloin mihinkin. Erdankin kerran han oli lahddssa aamulla kotoaan, mutta
huomasi pukeutuessaan, etta vaatekaapissa oli jaljella yksi ainoa sukka. Koko talon lapi
kaytyaan han loysi yhden sukan television takaa, kaksi portaiden alta, kolme kylpyhuoneesta
ja yhden pesukoneesta. Kuinka monta paria sukkia oli yhteensa?

Kuvat: Pixabay



minnahir
Stamp


5. Jarjestaytykaa riviin eri tavoilla. Voitte jarjestaytya esimerkiksi pituuden, jalkateran koon,
pikkurillin pituuden, hiusten pituuden ja ian mukaan. Tuleeko riveista erilaisia?

Mitka mitat voitte arvioida silmamaaraisesti, mitka vaativat tarkempia mittauksia? Onko
jotakin, mita ei tarvitse mitata lainkaan?

Onnistuuko jarjestaytyminen esimerkiksi paidan varin perusteella?

Mita muita tapoja jarjestaytya keksitte? Enta keksittekd ominaisuuksia, joiden perusteella ette
VoI jarjestaytya?
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Kuva: Pixabay



6. Valitkaa jokin matka, jonka haluatte mitata (esimerkiksi matka huoneen ovelta takaseinalle).

Mitatkaa matka eri tavoin: voitte mitata matkan ainakin harppauksin, tavallisin askelin ja
jalkaterina. Mita muita tapoja keksitte?

Kirjatkaa jokaisen mittaajan tulokset ylos. Tutkikaa tuloksia. Paljonko huoneen pituus on
esimerkiksi harppauksina tai jalkaterind? Enta ovatko eri mittaajat saaneet erilaisia tuloksia?
Mista erot voisivat johtua?

Miten pituuksia yleensa mitataan? Miksi? Miten mittaustuloksesta saataisiin mahdollisimman
tarkka?

Yksikko Harppaus Askel Jalkatera

Mittaaja




7. Selvittakaa, kuinka paljon vessapaperirullassa on paperia. Paattakaa yhdessa, haluatteko
tutkia arkkien lukumaaraa vai paperin pituutta (vai kenties molempia).

Ennen kuin ryhdytte tekemaan tarkkoja mittauksia,
arvioikaa, kuinka paljon paperia on. Voitte arvata
arkkien lukumaaran tai pohtia esimerkiksi sita,
kuinka pitkalle paperi riittaisi, jos sita lahdettaisiin
rullaamaan auki. Kokeilkaa, kuinka lahelle totuutta
arvionne osuivat!

Vessapaperia nayttaisi olevan melkoisen paljon,

mutta miten voisitte selvittaa paperin maaran

hieman tarkemmin? Kokeilkaa eri tapoja, luovatkin

ratkaisut on sallittu! Kayttakaa vaikkapa metrimittaa

tai askelia. Hyodyntakaa esimerkiksi omaa

pituuttanne tai verratkaa tuttuihin etaisyyksiin: montako kertaa paperi yltaisi huoneen paasta
paahan?

Jos laskette arkkeja, miettikaa, milla eri tavoin voitte laskea. Lasketaanko yhdessa vai
jaetaanko vastuuta (esim. oma patka jokaiselle)? Jos kokeilette useita tapoja, paasetteko
samaan lopputulokseen? Miten voisitte varmistua siita, ettei matkan varrella tule
laskuvirheita? Tasmaako maara pakkauksessa luvattuun?

Tehtava muokattu aiemmille LUMATIKKA-kursseille osallistuneiden opettajien ja varhaiskasvattajien laatiman harjoituksen
pohjalta,
Kuva: Pixabay



8. Pinoon on kasattu kahdeksan samankokoista korttia oheisen kuvan mukaisesti. Pystytko
selvittdmaan, missa jarjestyksessa ne on ladottu?

Lahde: Moscovich, I. (2009). Yli 500 ajatuspelia: lvan Moscovichin alytehtavia tieteen, luonnon ja tekniikan aloilta. Kénigswinter:
Ullmann.


minnahir
Stamp


Ratkaisu tehtavaan 8:

Kortit on ladottu kuvan mukaisessa jarjestyksessa, siis numerolla 1 merkitty kortti
ensimmaisena ja numerolla 8 merkitty kortti viimeisena.

VINKKI! Tehtavan tekemisessa voi hyddyntaa eri varisia, keskenaan samankokoisia
paperinpaloja, jolloin tehtava sopii monen ikaisille oppijoille. Tehtavaa voi muokata myaos niin,
etta kaytettavia kortteja on vahemman.



minnahir
Stamp


9.Jennyn tekee mieli jaateloa. Kioskissa on tarjolla neljaa eri makua:
suklaa, mansikka, paaryna ja vanilia. Jenny haluaa kahden pallon 6”
jaatelototteron.

A

Kuinka monella eri tavalla Jenny voi valita jaatelonsa?

Keksi oma samankaltainen ongelma, ja anna kaverin ratkaista se!

Lahde: Skolverket.se. Alkuperdinen tehtava saatavilla lyhytosoitteessa bit.ly/problembanken.
Kuva: Pixabay



https://larportalen.skolverket.se/LarportalenAPI/api-v2/document/path/larportalen/material/inriktningar/1-matematik/Grundskola/435_problemlosning%20%C3%A5k7-9/8_lektionsplaneringochframatblick/se-aven/Material/problembanken_uppdaterad150212_medframsida.pdf

Ratkaisu tehtavaan 9:

Jenny voi valita kaksi makua kuudella tavalla (4 - 3 : 2 = 6). Ensimmaiseen makuun on
tarjolla nelja ja toiseen kolme eri vaihtoehtoa. Lukujen tulo pitaa jakaa kahdella, silla pallojen
jarjestyksella ei ole wvalia. (Muuten pitdisimme eri  valintoina  esimerkiksi
mansikka-suklaatotterditd, joissa yhdessa on alimmaisena suklaajaateloa ja paallimmaisena
mansikkajaateloa ja toisessa taas painvastoin.)

Lisaksi Jenny voi valita totteroonsa kaksi palloa samaa makua, minka voi tehda neljalla eri
tavalla. Nain ollen Jennylla on yhteensa 10 tapaa valita jaatelonsa.



10. Jokaisessa laatikossa on kolme sakkia, jokaisessa sakissa viisi pussia ja jokaisessa pussissa
nelja karkkia.

Kuinka monta karkkia on neljassa pussissa?

Kuinka monta pussia on kahdeksassa sakissa?

Kuinka monta karkkia on kolmessa laatikossa?

Kuinka monta pussia on viidessa laatikossa?

Kuinka monta karkkia on kahdessa sakissa?

Aiti halusi pakata 60 karkkia. Montako pussia, sdkkia ja laatikkoa han tarvitsi?

Villella on kaksi laatikkoa enemman kuin Kallella. Kuinka monta karkkia enemman Villella on?

Keksi itse lisaa vastaavia tehtavial

Kuvat: Pixabay



Ratkaisu tehtavaan 10:

Neljdssa pussissa on 16 karkkia. (4 pussia x 4 karkkia/pussi)
Kahdeksassa sakissa on 40 pussia. (8 sakkia x5 pussia/sakki)
Kolmessa laatikossa on 180 karkkia. (3 laatikkoa x 3 sdkkid/laatikko x 5 pussia/sakki x 4

karkkia/pussi)
Viidessa laatikossa on 75 pussia. (5 laatikkoa x 3 sdkkia/laatikko x 5 pussia/sakki)
Kahdessa sakissa on 40 karkkia. (2 sakkia x 5 pussia/sakki x 4 karkkia/pussi)

Aiiti tarvitsi 60:lle karkille 15 pussia. (60 karkkia + 4 karkkia/pussi)
15 pussille han tarvitsi kolme sdkkia. (15 pussia +~ 5 pussia/sakki)
Kolmelle sakille han tarvitsi ynden laatikon. (3 laatikkoa + 3 sakkia/laatikko)

Yhteensa aiti tarvitsi siis 15 pussia, kolme sakkia ja yhden laatikon.

Villelld on 120 karkkia enemman kuin Kallella. (2 laatikkoa x 3 sakkid/laatikko x 5 pussia/sakki
x 4 karkkia/pussi)

VINKKI: Tehtavaa voi helpottaa vahentamalla sisakkaisten pakkausten maaraa. Jata
esimerkiksi sakit tai laatikot kokonaan pois.



11. Miten voit kolmella suoralla leikkauksella jakaa tavallisen taytekakkupohjan kahdeksaan yhta
suureen osaan?

Kuva: Pixabay



Ratkaisu tehtavaan 11:

Jaetaan kakku neljaan yhta suureen ympyrasektoriin kahdella leikkauksella ja tehdaan lisaksi
yksi pohjan kanssa yhdensuuntainen leikkaus.




12. Apua, joku on jattanyt tavarat hujan hajan!

Opettaja osasi antaa seuraavat vihjeet:
e Teippi on kynien ja liimapuikkojen valissa.
e Vesivarit ovat kynien alapuolella.
e Seka vesivarit etta pensselit ovat saksien vasemmalla puolella.

Osaisitko sina sijoittaa tavarat oikeaan jarjestykseen?




Ratkaisu tehtavaan 12:

Kuvat: Pixabay



13. Kokonaisluvun parillisuus voidaan maaritella kahdella vaihtoehtoisella tavalla. Kokonaislukua
sanotaan parilliseksi, jos

e sevoidaan ilmoittaa luvun kaksi monikertana. (maaritelma A)
e |uku voidaan ilmoittaa kahden yhta suuren kokonaisluvun summana.

(maaritelma B)

Tutki oheisia kuvia.
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sama maara
esineita

Mitka kuvista liittyvat maaritelmiin A ja B?
Pohdi erilaisia tapoja havainnollistaa parillista ja paritonta kokonaislukua.

Osoita, etta kahden parittoman luvun summa on parillinen.



Ratkaisu tehtavaan 13:

Voidaan vaikkapa tutkia esimerkkitapauksia ja havaita saannonmukaisuuksia, piirtaa kuvia tai
tutkia asiaa konkreettisilla esineilla.

Ohessa muutama esimerkkikuva, joissa toinen parittomista luvuista on kuvattu sinisella ja

toinen punaisella.
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Formaali todistus:

2n+ 1)+ 2m+1)=2n+2m+ 2 =2(n+m+1) = 2k,
missa k =n + m + 1 on kokonaisluku.

Summa on siis luvun 2 monikerta (maaritelma A), ja on siis osoitettu, ettd kahden
mielivaltaisen parittoman luvun summa on parillinen.

ltse asiassa lauseketta voidaan edelleen muokata maaritelmaa B vastaavaksi:
koska 2k = k + k, kaksi parintonta lukua voidaan ilmaista kahden yhtasuuren kokonaisluvun
summana.
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14. Olen jokaisena syntymapaivanani puhaltanut niin monta kynttilaa, kuin olen tayttanyt vuosia.
Yhteensa olen puhaltanut 55 kynttilaa. Kuinka vanha olen?

"
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Tehtava muokattu teoksesta Moscovich, I. (2009). Yli 500 ajatuspelia: lvan Moscovichin alytehtavia tieteen, luonnon ja tekniikan
aloilta. Kénigswinter: Ullmann.
Kuva: Pixabay



Ratkaisu tehtavaan 14:
Henkild on 10-vuotias.
Vastauksen loytaa kokeilemalla todennakoisesti melko lyhyessa ajassa.

Asiaa voidaan kuitenkin havainnollistaa myds kolmiolukujen avulla. N:s kolmioluku saadaan,
kun lukuja 1, 2, ... , n vastaava maara pisteita asetetaan allekkain tasakylkisen kolmion
muotoon. N:s kolmioluku on pisteiden kokonaismaara kolmiossa.

Esimerkiksi kolmas kolmioluku saadaan siis asettamalla ensimmaiseen riviin yksi piste,
toiseen riviin kaksi pistetta ja kolmanteen riviin kolme pistetta. Pisteita on kuviossa yhteensa
kuusi kappaletta, joten kolmas kolmioluku on kuusi.

N:s kolmioluku on siis itse asiassa n ensimmaisen kokonaisluvun summa. Tata tietoa voidaan
hyodyntaa tehtavan ratkaisussa. Kolmiolukuja tutkimalla havaitaan, etta 55 on kymmenes
kolmioluku ja siten henkild on 10-vuotias.

47
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Lisaa kolmioluvuista: https://en.wikipedia.org/wiki/Triangular_number
Lyhytosoite: bit.ly/kolmiokuvut.

Ratkaisussa voidaan tietysti kayttaa tuttua kaavaa n ensimmaisen kokonaisluvun summan
laskemiseksi. Talloin yhtalosta n(n + 1)/2 = 55 saadaan ratkaisuksi n = 10.

VINKKI: Tehtavaa voidaan helpottaa tai vaikeuttaa muokkaamalla kynttildiden maaraa. Alla
taulukko avuksi:

Kynttiloita 6 10 15 21 28 36 45 55 66 78 91 105 | 120 | 136 | 153 171 190 | 210

Ika 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20



https://en.wikipedia.org/wiki/Triangular_number

15. Rosvo-Roope on kirjoittanut Kelmi-Kallelle salaisen viestin, jonka avulla Kelmi-Kalle I6ytaa
ryostosaaliin luo.

Viestin mukaan matka lipputangolta
aarrekatkolle on seuraavanlainen:

5 metria pohjoiseen
2 metria lanteen
3 metria pohjoiseen
5 metria itaan ja
8 metria etelaan

Mika on pienin maara askelia, jonka
Kalle-kelmi joutuu ottamaan matkalla
aarteen luo, jos han lahtee lipputangolta ja
hanen askeleensa pituus on 30
senttimetria?

Kuva: Pixabay



Ratkaisu tehtavaan 15:
Pohjois-etelasuunnassa Kelmi-Kallen on kuljettava

8 metria pohjoiseen (ensin b metria, myohemmin 3 metria)
8 metria etelaan

Tama tarkoittaa, etta pohjois-eteldsuunnassa hanen ei tarvitse liikkkua lainkaan.
Lansi-itasuunnassa Kelmi-Kallen on kuljettava

2 metria lanteen
5 metria itaan

Koska ita ja lansi ovat vastakkaisissa suunnissa, riittaa siis, ettd Kelmi-Kalle kulkee 3 metria
itaan. Koska yhden askeleen pituus on 30 senttimetria, taytyy hanen ottaa vahintaan 10
askelta.

VINKKI!

Tiedon askeleen pituudesta voi jattaa pois tehtavanannosta. Talloin oppilaiden tulee lisaksi
arvioida (esimerkiksi omia askeliaan mittaamalla), kuinka pitka Kelmi-Kallen askel voisi olla.

Voidaan myds selvittaa, kuinka monta askelta Kelmi-Kalle saastaa, jos han ei turhaan kulje
Rosvo-Roopen ohjeessa mainittuja matkoja vaan keksii kayttaa lyhyinta mahdollista reittia.



16. Kananmunan paistamiseen kuluu 30 sekuntia per puoli, siis yhteensd minuutti.
Paistinpannuun mahtuu vain kaksi munaa kerrallaan. Kuinka nopeasti pystyt paistamaan
kolme kananmunaa?

Mukaillen: Pietilainen, Kimmo. (1996.) Toiset 200 ongelmaa. Helsinki: Art House.
Kuva: Pixabay



Ratkaisu tehtavaan 16:
Kananmunat voi kypsentaa puolessatoista minuutissa seuraavasti:

Pannulle rikotaan kaksi kananmunaa ja niita paistetaan 30 sekuntia. Taman jalkeen yksi
kananmuna kaannetaan, toinen nostetaan pois paistinpannulta ja sen tilalle pannaan kolmas
kananmuna paistumaan. Puolen minuutin kuluttua toinen kananmunista on valmis ja voidaan
nostaa pois. Toinen kaannetaan, ja myods odottamassa ollut kananmuna paistetaan toiselta
puolelta. Kun aikaa on kulunut yhteensa 1,5 minuuttia, on kaikki kananmunat paistettu.

Nopeammin kananmunien kypsentaminen ei onnistu, silla pannulla on koko ajan kaksi
kananmunaa paistumassa eikd enempaa kananmunia mahdu pannulle samanaikaisesti.



17.

Laske nelioiden lukumaara 4*4-ruudukossa:

Enta kuinka monta neliota on vastaavassa 5*5-ruudukossa?

Osaatko yleistaa tuloksen? Keksitkd, milla laskutoimituksella saat selville esimerkiksi
10*10-kokoisessa ruudukossa olevien nelididen maaran?

Tehtdva muokattu Oulun yliopiston LUMA-keskuksen tuottaman materiaalin pohjalta, alkuperainen saatavilla:
https://ouluma.fi/2010/07/nelioita-etsimassa/. Lyhytosoite: bit.ly/neliot.



https://ouluma.fi/2010/07/nelioita-etsimassa/

Ratkaisu tehtavaan 17:

Pienia, yhden ruudun kokoisia neliditda on 16 kappaletta.
2*2-kokoisia nelioita loytyy yhteensa yhdeksan kappaletta seuraavasti:
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3*3-kokoisia nelioita loytyy nelja kappaletta:

Lisaksi ruudukko itsessaan muodostaa yhden 4*4-kokoisen nelion.

Siten nelididen kokonaismaara on 16+9+4+1=30

Vastaavasti 5*b5-ruudukosta loytyy 25 kappaletta 1*1-nelidita, 16 kappaletta 2*2-nelioita,
yhdeksan kappaletta 3*3-nelidita, nelja kappaletta 4*4-nelidita seka vyksi 5*b-nelid.

Yhteensa nelioita on siis 55 kappaletta.

Yleistaen n*n-kokoisesta ruudukosta loytyvien nelididen lukumaara on
nP?+(n—1)2%+..+22+12

Siten nelididen lukumaara esimerkiksi 10*10-ruudukossa on
102492+ 82+ 724+ 624 52 + 4% + 32 + 22 + 12 = 385.



18. Jos ryhman jokainen oppilas kattelee jokaista oppilasta yhden kerran, kuinka monta kattelya
tapahtuu?

Nain paaset alkuun:

Jos kolme oppilasta kattelee toisiaan siten, etta jokainen kattelee jokaista yhden kerran,
kuinka monta kattelya tapahtuu?

Enta jos kattelijoita on viisi?
Kun kattelijoiden maara kasvaa, tarvitaan jokin systemaattinen tapa tehda kattelyt. Mika
tallainen tapa voisi olla? Miettikaa oppilaiden kanssa yhdessa jokin hyva tapa suorittaa

kattelyt ja ratkaiskaa, kuinka monta kattelya tapahtuu, kun luokan kaikki oppilaat kattelevat!

Enta jos kattelijoitd on 100 tai n kappaletta?
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Kuva: Pixabay



Ratkaisu tehtavaan 18:

Jokainen kattelee kaikkia muita kuin itseaan. Jos kattelijoitd on n kappaletta, kattelijat
kattelevat yhteensa n(n - 1) ihmista. Koska kattely on kuitenkin kaksisuuntainen (jos Anna
kattelee Eetua, myos Eetu kattelee Annaa, mutta silti tapahtuu vain yksi kattely), pitaa
lauseke jakaa kahdella.

Yleisessa tapauksessa tapahtuu siten @ kattelya.

Jos kattelijoita on viisi, tapahtuu kattelyita siis 10 kappaletta, silla5-4:2 = 10.
Jos kattelijoita on 100, tapahtuu kattelyita siis 4950 kappaletta, silla 10099 : 2 = 4950.

Tehtavan voi ratkaista monella muullakin tavalla. Matti Lehtisen ratkaisuja yleiseen
tapaukseen l6ytyy Solmu-lehden numerosta 2/1998-1999:
https://matematiikkalehtisolmu.fi/1998/3/lehtinen/. Lyhytosoite: bit.ly/solmulehti.

Asiaa voi tutkia myos ohjelmoimalla: ohjelmaan syotetaan kattelijdiden maara ja saadaan
tulokseksi tarvittavat kattelyt.

Pythonilla esimerkiksi nain:
n=10
yhteensa =0
forainrange(l,n+1):
for b in range(a+1,n+1):
print(a,"ja",b,"kattelevat")
yhteensa +=1
print("yhteensa",yhteensa,"kattelya")

Algoritmi on kuitenkin hidas, kun n on suuri. Mika olisi tehokkaampi tapa vastauksen
selvittamiseen?


https://matematiikkalehtisolmu.fi/1998/3/lehtinen/

19. Muodosta geolaudalla sellaisia nelioita, etta niiden pinta-alat ovat kokonaislukuja.

Muodosta neliot, joiden pinta-alat ovat 9 ja 16.
Muodosta neliot, joiden pinta-alat ovat 8 ja 18.
Muodosta neliot, joiden pinta-alat ovat 5ja 13.

Miksi on mahdollista muodostaa nelid, jonka pinta-ala on 10, mutta ei neliota, jonka pinta-ala
onlltail2?

Virtuaalinen geolauta: https://apps.mathlearningcenter.org/geoboard/

Lyhytosoite: bit.ly/virtuaalilauta.



https://apps.mathlearningcenter.org/geoboard/

Ratkaisu tehtavaan 19:

Kuviin on merkitty oranssilla katkoviivalla nelididen konstruoinnissa hyodynnetyt apukuviot.

Nelio, jonka pinta-ala on 10, voitaisiin muodostaa hyodyntamalla suorakulmiota, jonka
sivujen pituudet ovat 1 ja 3. Taman suorakulmion lavistaja toimisi nelion sivuna.

Jotta nelio voitaisiin muodostaa geolaudalle, sen pinta-alan on oltava joidenkin kahden
kokonaisluvun nelididen summa. Lukujen 11 ja 12 kohdalla nain ei ole.



20. Enes istuttaa pensaita kdvelykadun varteen. Jokaisen pensaan ymparyksen han laatoittaa
kuten kuvassa: valkoiset ruudut esittavat laattoja, ja mustat ruudut kohtia, joihin pensaat
istutetaan.

Kuinka monta laattaa tarvitaan kahden pensaan ymparille?
Enta neljan?

Enta viiden?

Entd kymmenen?

Enta sadan?

Enta n-kappaleen?

Kuinka monta pensasta Enesin on istutettava, jos han haluaa kayttaa 208 laattaa?

Keksi itse vastaava ongelma, ja anna kaverin ratkaista sel!

Lahde: Skolverket.se. Alkuperainen tehtava saatavilla lyhytosoitteessa bit.ly/problembanken.



https://larportalen.skolverket.se/LarportalenAPI/api-v2/document/path/larportalen/material/inriktningar/1-matematik/Grundskola/435_problemlosning%20%C3%A5k7-9/8_lektionsplaneringochframatblick/se-aven/Material/problembanken_uppdaterad150212_medframsida.pdf

Ratkaisu tehtavaan 20:

Kun pensaita on n kappaletta, on laatoista ja pensaista muodostuvan suorakulmion leveys 2n
+ 1 laattaa. Asiaa voi ajatella esimerkiksi siten, etta ensin asetetaan paikoilleen laatta ja sitten
istutetaan pensas. Tama toistetaan jokaisen pensaan kohdalla, ja lisaksi viimeisen pensaan
istuttamisen jalkeen tarvitaan viela yksi laatta.

Suorakulmion korkeus on kolme laattaa. Koska pensaiden kohdalle ei tarvita laattoja, tulee
pensaiden maara vahentaa laskulausekkeesta. Siten tarvittavien laattojen lukumaara on

32n+1)-n=6n+3-n=5n+3.
Talloin vastaavasti kahden pensaan ymparille tarvitaan 13, neljan pensaan ymparille 23,
viiden pensaan ymparille 28, kymmenen pensaan ymparille 53 ja sadan pensaan ymparille

503 laattaa.

208 laattaa tulee kaytettya, kun pensaita istutetaan 41 kappaletta.



21. Tommi ja Annika ovat leiponeet suuren purkillisen kekseja.

Annika haluaisi vieda keksit jalkapallojoukkueensa paattajaisiin, Tommi taas tarjota ne
jaakiekkojoukkueelleen. Sisarukset eivat paase sopuun, joten aiti ehdottaa, ettd keksit
vietaisiin sittenkin Tommin ja Annikan luokan kevatjuhlaan.

Annikan jalkapallojoukkueessa on 15 kenttapelaajaa ja maalivahti, kun taas Tommin
jaakiekkojoukkueen koko on 12 jasenta. Sisarusten luokalla on 24 oppilasta.

Montako kekseja on, kun jako menee tasan, jaettiinpa herkut sitten jalkapalloilijoille,
jaakiekkoilijoille tai Tommin ja Annikan luokalle?

Kuva: Pixabay



Ratkaisu tehtavaan 21:

Kekseja on 48, 96 tai 144 — tai jokin muu luvun 48 monikerta, jos keksit vain mahtuvat
purkkiin!

Keksien lukumaaran on nimittdin oltava jaollinen seka 16:lla etta 24:11a (ja toki myds luvulla
12, mutta kaikki luvut, jotka voi jakaa tasan luvulla 24, voi jakaa tasan myos luvulla 12).

Luvulla 16 jaollisia ovat luvut 16, 32, 48, 64, 80, 96, 112, 128, 144, 160,...
Luvulla 24 jaollisia ovat luvut 24, 48, 72, 96, 120, 144, 168,...
Listasta huomataan, etta luvut 48, 96 ja 144 ovat jaollisia seka luvulla 16 etta luvulla 24.



22. Lisaa laskutoimituksiin plus- ja miinusmerkkeja siten, etta tulos on oikea.

1 2 3 4 5 6 7 89

1 2

1 2

Tehtava ideoitu Alexander Bogomolnyn tuotta

3

4

Lyhytosoite: bit.ly/laskutoimitukset.
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materiaalin pohjalta. Alkuperdinen saatavilla Cut the Knot -sivusto

lla.



Ratkaisu tehtavaan 22:

Tehtavan jujuna on, etta kaikkiin valeihin ei valttamatta tarvita laskutoimitusmerkkeja.
Mukana voi siis olla myods kaksi- tai kolminumeroisia lukuja. Taman voi tarvittaessa kertoa
tehtavanannossa tai jattaa oppilaiden itse hoksattavaksi.

Alla on tarjottu yksi mahdollinen esimerkkiratkaisu kuhunkin kohtaan. Muitakin
mahdollisuuksia on.

12-3-4+5-6+7+8-9=10
1+2+34-5-6-7-8+9=20
1-2+34-5-6+7-8+9=30
1+2+34+5+6-7+8-9=40
1+2+3-4+56-7+8-9=50
1+2+3+4+56-7-8+9=60
1+2-3+4+56-7+8+9=70
1+2+3-4-5+6+78+9=80
1+2+3+4+5+6+78-9=90
1+2+3-4+5+6+78+9=100

VINKKI: Sen sijaan, etta yritettaisiin 16ytaa ratkaisut kaikkiin kohtiin, voidaan yrittaa loytaa
yhteen kohtaan mahdollisimman monta erilaista ratkaisua. Esimerkiksi tehtavaan

1234567 89=100

tunnetaan ainakin 12 erilaista ratkaisua. Mika on pienin maara plus- tai miinusmerkkeja, jolla
summan saavuttaminen onnistuu?



23. Helpompi versio:

Valitse mika tahansa kokonaisluku valilta 1-9. Kerro luku 37 ensin valitsemallasi luvulla ja
sitten luvulla 3. Mita tapahtuu?

Kokeile samaa uudestaan, mutta valitse eri luku kuin ensimmaisella kerralla.
Vertaile vastauksia kaverisi kanssa. Mita nayttaisi tapahtuvan? Miksi temppu toimii?

Hieman haastavampi versio:
Valitse mika tahansa kokonaisluku valilta 1-9. Kerro luku 37037 ensin valitsemallasi luvulla ja
sitten luvulla 3. Mita tapahtuu?

Kokeile samaa uudestaan, mutta valitse eri luku kuin ensimmaisella kerralla.

Vertaile vastauksia kaverisi kanssa. Mita nayttaisi tapahtuvan? Miksi temppu toimii?
Seuraava temppu toimii vain, jos olet vahintaan 10-vuotias:

Kerro luku 3367 iallasi ja sitten luvulla 3. Mita tapahtuu? Kokeile samaa esimerkiksi

(vahintaan 10-vuotiaiden) sisarustesi ja vanhempiesi i'ialla. Mita huomaat? Miksi temppu
toimii?

Tehtava muokattu teoksesta Gardner, M. (1987). Riddles of the sphinx: And other mathematical puzzle tales. Washington, D.C.:
Mathematical Association of America.
Kuva: Pixabay



Ratkaisu tehtavaan 23:
Helpompi versio:

Vastaukseksi tulee k*¥*111, missa k on valittu luku valilta 1-9. Siis jos oppilas on valinnut
esimerkiksi luvun 5, tulee vastaukseksi talloin 555. Temppu toimii, koska 37*3=111.

Hieman haastavampi versio:

Vastaukseksi tulee k¥111111, missa k on valittu luku valilta 1-9. Siis jos oppilas on valinnut
esimerkiksi luvun 5, tulee vastaukseksi talloin 555555, Temppu toimii, koska
37037*3=111111.

Vahintaan 10-vuotiaille:

Vastaukseksi tulee kuusinumeroinen luku, jossa esiintyy ika kolme kertaa perakkain. Siis
esimerkiksi 12-vuotiaalla vastaukseksi tulee 121212. Temppu toimii, koska 3367*3=10101.



24.Yhdista alla olevat pisteet korkeintaan neljalla suoralla viivalla nostamatta kynaa paperista.

Klassinen tehtava tunnetaan nimellé Nine dots puzzle.

Tehtavananto Wikipediassa: https://en.wikipedia.org/wiki Thinking_outside_the_box#Nine_dots_puzzle.

Lyhytosoite: bit.ly/9pistetta.



Ratkaisu tehtavaan 24:

Perinteisen ratkaisun lisaksi on kehitetty joukko muita ratkaisutapoja, oheisen linkin takana
joitakin esimerkkeja: https://www.mycoted.com/Nine_Dots. Lyhytosoite: bit.ly/eriratkaisuja.



https://www.mycoted.com/Nine_Dots
minnahir
Stamp


25. Jaa oheinen nelid neljaan samanlaiseen osaan mahdollisimman monella eri tavalla.

Montako tapaa keksit?

Enta onnistuuko sinisen kuvion jakaminen neljaan samanlaiseen osaan?

Jalkimmaisen tehtavan lahde: Pietildinen, Kimmo. (1996.) Toiset 200 ongelmaa. Helsinki: Art House.



Ratkaisu tehtavaan 25:

Erilaisia tapoja jakaa nelio neljaan samanlaiseen osaan (muitakin on!):

Sinisen kuvion jakaminen neljdgdn osaan on mahdollista. Osat ovat itse asiassa
yhdenmuotoisia alkuperaisen kuvion kanssa:




26. Laske A-kirjainten maara alla olevassa kuviossa.

Huomaa, etta A-kirjain maaritellaan seuraavasti:

A-kirjaimen kyljet ovat keskenaan yhta pitkat, ja poikkiviiva erottaa kirjaimesta tasakylkisen
kolmion. Jos kyljet yhdistettaisiin poikkiviivan kanssa yhdensuuntaisella janalla, syntyisi kaksi
yhdenmuotoista kolmiota. A-kirjaimen leveydella tai poikkiviivalla erotettavan kolmion koolla

ei ole valia.

Alla olevassa esimerkkikuvassa oranssi, vihrea ja sininen kuvio ovat A-kirjaimia, punainen ei.

~ ANAA

Tehtévan lahde: Gardner, M. (1987). Riddles of the sphinx: And other mathematical puzzle tales. Washington, D.C.:
Mathematical Association of America.



Ratkaisu tehtavaan 26:

Kuviossa on kuutta eri tyyppia A-kirjaimia, viisi kappaletta kutakin. Yhteensa A-kirjaimia on

e
& B ®




27.Uima-altaan pohja on tarkoitus laatoittaa punaisilla laatoilla.
Mitd samaa ja mita erilaista on uima-altaan pohjassa ja laatoissa?
Montako laattaa tarvitaan peittdamaan uima-altaan pohja?

Laattoja ei saa leikata, vaan ne tulisi kayttaa kokonaisina. Miten laatat tulisi asetella?

Tehtava muokattu teoksesta Moscovich, I. (2009). Yli 500 ajatuspelia: lvan Moscovichin alytehtavia tieteen, luonnon ja tekniikan
aloilta. Kénigswinter: Ullmann.



Ratkaisu tehtavaan 27:
Uima-altaan pohja ja laatat ovat yhdenmuotoisia yhdenmuotoisuussuhteella 4:1.

Yhden laatan pinta-ala on nelja ruutua ja uima-altaan pohjan pinta-ala on 64 ruutua, joten
laattoja tarvitaan 16 kappaletta. Laatat voidaan asettaa esimerkiksi seuraavalla tavalla:




28. Monien vuosien jalkeen kaksi matematiikkaa rakastavaa ystavysta, Hypatia ja Pythagoras,
tapaavat jalleen. He keskustelevat nain:

Pythagoras: “Oletko naimisissa? Onko sinulla lapsia? Jos on, kuinka monta ja minka ikaisia?”
Hypatia: “Kylla, olen naimisissa ja minulla on kolme lasta, joiden ikien tulo on 36.”
Pythagoras: “En voi paatella heidan ikiaan. Voitko antaa vinkin?”

Hypatia: “Ok! Enta jos kerron, etta heidan ikiensa summa on sama kuin numero
osoitteessasi.”

Pythagoras: “En voi vielakaan paatella heidan ikiaansa. Voitko antaa lisavinkin?”

Hypatia: “Viimeinen mahdollisuus! Vanhimmalla heista on vaalea tukka!”

Pythagoras: “Ahaal Nyt tiedan tarkalleen, minka ikaisia lapsesi ovat!”

Kuinka vanhoja Hypatian lapset ovat? Ratkaise arvoitus matemaattisen perustelun avulla.
Minkalaista matemaattista paattelya erilaiset perustelut edellyttavat?

Google on kayttanyt taman paattelytehtavan sovellusta osana tyohaastatteluitaan.
Kuva: Pixabay



Ratkaisu tehtavaan 28:

Taulukoidaan lukukolmikot, joiden tulo on 36, ja lasketaan niiden summat:

Mucrimman ika Keskimmaisen ika | “anhimman ika Ikien summa
1 1 36 38
1 2 18 21
1 3 12 1&
1 4 9 14
1 G G 13
Z 2z 9 13
2 3 = 11
3 3 4 10

Koska tieto ikien summasta ei ollut riittava, pystytaan paattelemaan, etta ikien summan
taytyy olla 13 (taulukosta nahdaan, etta muihin summiin voidaan paatya vain yhdella tavalla).
Lisatieto kertoi, etta yksi lapsista on vanhempi kuin muut, ja sen avulla Pythagoras pystyi
paattelemaan lasten iat. Hypatian lapset ovat siis 2-, 2-ja 9-vuotiaita.



29.

Nelja kaverusta haluaa ylittaa joen, mutta silta kestaa vain kahden ihmisen painon kerrallaan.
Heilla on mukanaan vain yksi lyhty, eivatka he uskalla kulkea sillalla ilman sit3, silla pimea on
jo laskeutunut. Aarolla menee sillan ylittamiseen 1 minuutti, Bealla 2 minuuttia, Christinalla 5
minuuttia ja Danielilla 8 minuuttia. Jos kaksi henkiloa liikkuu yhdessa, kulkevat he hitaamman
vauhtia. Kuinka nopeasti he pystyvat ylittamaan joen?

Tehtdva Wikipediassa: https://en.wikipedia.org/wiki/Bridge_and_torch_problem. Lyhytosoite: bit.ly/lyhtyongelma.

Kuva: Pixabay


https://en.wikipedia.org/wiki/Bridge_and_torch_problem

Ratkaisu tehtavaan 29:

Koska lamppuja on vain yksi, on kuljettava pareittain siten, etta toinen palaa viemaan lampun
takaisin lahtopisteeseen.

Kaverukset voivat ylittaa joen seuraavasti:

Aaro ja Bea ylittavat joen (2 minuuttia)

Aaro palaa takaisin (1 minuutti)

Christina ja Daniel ylittavat joen (8 minuuttia)
Bea palaa takaisin (2 minuuttia)

Aaro ja Bea ylittavat joen (2 minuuttia)

Nain menetellen joen ylittdmiseen kuluu 15 minuuttia.

Toinen vaihtoehto on, ettd ensimmainen lahtopisteeseen palaaja on Bea ja toinen Aaro,
mutta kokonaismatka-aika on talldin sama.



30. Luokallinen oppilaita oli matkalla leirikouluun, ja kesken pitkan bussimatkan pysahdyttiin
huoltoasemalle jaloittelemaan. Huoltoaseman omistaja ei osannut laskea kovin hyvin, joten
kaikkien huoltoasemalla myytavien tuotteiden hinnat olivat tasaeuroja.

Koko luokalle ostettiin jaatelot 54 eurolla. Juotavaksi 15 oppilasta otti kaakaon (yhteensa 30
euroa) ja kolme valitsi teen (yhteensa 3 euroa). Lisaksi 3 oppilasta valitsi kahvin ja 6 oppilasta
mehun.

Kassalla loppusummaksi ilmoitettiin 103 euroa. Opettaja tajusi heti, ettei summa voi olla
oikein. Mista han sen tiesi?

Tehtava muokattu teoksesta Pietildinen, Kimmo. (1996.) Toiset 200 ongelmaa. Helsinki: Art House.
Kuva: Pixabay



Ratkaisu tehtavaan 30:

Loppusumma ei ole jaollinen kolmella. Jos merkitaan kahvin hintaa kirjaimella k ja mehun
hintaa kirjaimella m, saadaan ostosten loppusummaksi nimittain

54 +30 +3+3k+6m=87+3k+6m=3*%29+k+2m),

mika toden totta on jaollinen kolmella.



31.Sinulla on yhdeksan kolikkoa ja vaaka. Yksi kolikoista on kuitenkin vaarennetty ja kevyempi
kuin muut. Mika on pienin maara punnituksia, joilla voit saada selville, mika kolikoista ei ole
aito?

Entd montako punnitusta vahintaan tarvitaan, jos sinulla on 81 kolikkoa, joista yksi on
vaarennetty?

Tehtava Wikipediassa: https://en.wikipedia.org/wiki/Balance_puzzle#Nine-coin_problem. Lyhytosoite: bit.ly/kolikot.
Kuva: Pixabay



https://en.wikipedia.org/wiki/Balance_puzzle#Nine-coin_problem

Ratkaisu tehtavaan 31:

Vaarennetty kolikko voidaan 16ytaa kahdella punnituksella. Talloin kumpaankin vaakakuppiin
asetetaan ensin kolme kolikkoa, jolloin kolme kolikkoa jaa pois ensimmaisesta punnituksesta.
Vaarennetty kolikko on talloin vaakakupissa, jonka sisaltd on kevyempi tai jos vaaka on
tasapainossa, vaarennetty kolikko on niiden kolmen kolikon joukossa, jotka eivat ole vaa’alla.

Sitten samaa ideaa sovelletaan niihin kolmeen kolikkoon, joiden joukossa vaarennetyn
kolikon tiedetaan olevan: kumpaankin vaakakuppiin asetetaan yksi kolikko, ja kolmas kolikko
jaa vaa'an ulkopuolelle.

Vastaavasti 81 kolikon tapauksessa tarvitaan nelja punnitusta. Ensimmaista punnitusta
varten kolikot jaetaan ensin 27 kolikon ryhmiin, joihin sovelletaan samaa ideaa kuin edella.
Kun on saatu selville, minkd 27 kolikon joukossa vaarennetty kolikko on, tehdaan yksi
punnitus kayttaen yhdeksan kolikon ryhmia. Viimeiselle yhdeksalle kolikolle tarvitaan viela
kaksi punnitusta.



32. Suomen tietoverkkoa uusitaan uudella valokaapelitekniikalla. Koska uusi tekniikka on kallista,
halutaan kaupunkien valille rakentaa mahdollisimman edullinen kaikki kaupungit yhdistava

verkko.
O QOulu
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Qre Kuopio
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Vaasa . Joensuu
345 160
Tampere . .
. Mikkeli 200
150 70 230
Turku Imatra
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[o]

o

Mika on minimimaara valokaapelia, jolla tekniikan uusiminen voidaan toteuttaa?
Millaiset toimet johtavat edullisimman ratkaisun loytymiseen?

Suunnittele toimintaohje, jota seuraamalla ongelma voidaan

ratkaista.


minnahir
Stamp


Ratkaisu tehtavaan 32:

e Verkon ei tarvitse olla suljettu silmukka.

e Verkko saa haarautua.

e Kuhunkin kaupunkiin tarvitaan vain yksi yhteys.

o Kokeile, etta poistat yhden yhteyden ja otat toisen tilalle!
Toimi e 1:

1. Valitse yhteydet jarjestyksessa lyhimmasta pisimpaan.
2. Ala valitse yhteytta, jos kaupunkien valilld on jo yhteys.
3. Toista, kunnes olet kaynyt lapi kaikki yhteydet.

Soveltaminen:

Etaisyydet on kayty lapi lyhimmasta pisimpaan. Jos kaupunkien valilla on jo yhteys, kyseinen
yhteys on yliviivattu.

Kuopio-Joensuu (130), Mikkeli-Imatra (140), Turku-Tampere (150), Turku-Helsinki

(160), Mikkeli-Kuopio (160), Kuopio-Kajaani (170), Fampere=Hetsinki{1+767,
Kajaani-Oulu (180), teenstu=tmatra{200,Joensuu=vikketi{216); Mikkeli-Helsinki
(230) }oeﬁsun—léaj‘a*am-(ieej—'l'ampere -Vaasa (240) Hetsirki=trratra{2667);

Nyt tarvittavan valokaapelin maara voidaan laskea jaljelle jaaneista yhteyksista:
130+ 140 + 150 + 160 +160 + 170 + 180 + 230 + 240 = 1560

Menetelma tunnetaan Kruskalin algoritmina.

Toimi 00
1. Valitse tarkasteluun mika tahansa kaupunki. Valitse kaupunkiin liittyvista yhteyksista
lyhin.

2. Toista kunnes olet kaynyt lapi kaikki kaupungit.

3. Jos kaikkien kaupunkien valilla ei ole yhteytta, ota tarkasteluun ne yhteydet, jotka
yhdistavat jo valitut verkot. Valitse niista yhteyksista lyhin.

4. Toista kunnes kaikkien kaupunkien valilla on yhteys.

Katso Mika Koposen esimerkki algoritmin soveltamisesta. Lyhytosoite: bit.ly/valokaapeli.
Menetelma tunnetaan Bortivkan algoritmina.



https://youtu.be/DS0S8GCNhKY?list=UUVpy4MPxTEdNrKlaWurB7qg&t=303

33. Onko viidesta pienesta neliosta mahdollista muodostaa yksi suurempi nelio tekemalla vain
suoria leikkauksia?

Vinkki! Ruuduista voi olla apua:




Ratkaisu tehtavaan 33:

Selitys vinkkiin: Koska kaikki neliot ovat keskenaan yhdenmuotoisia, voidaan yleisyyden
karsimatta hyddyntaa kuvaa, jossa pienen nelion sivun pituus on 4 yksikkoa. Talloin suuren
nelion pinta-ala on 80 ruutua ja sivun pituus 80, mika muokkautuu edelleen muotoon 2\20.

Pythagoraan lauseesta tiedetaan, etta jos suorakulmaisen kolmion kateettien pituudet ovat 2
ja 4, on hypotenuusan pituus V20, silld 22 + 42 = 20. T&t3 tietoa hyddyntien on leikattu nelja

alkuperaista neliota kahtia suorakulmaiseksi kolmioksi ja puolisuunnikkaaksi siten, etta
kolmion hypotenuusan ja puolisuunnikkaan pisimman sivun pituudet ovat \20.

Suuri nelid on taman jalkeen rakennettu siten, etta kukin sivu muodostuu kahdesta osasta,
joiden kummankin pituus on \20.



34. Shakkilaudasta poistetaan kaksi ruutua vastakkaisista kulmista. Pystytkd peittdmaan laudan
dominopalikoilla, joiden koko on 2*1 shakkilaudan ruutua?

Enta voidaanko 10*10-lauta peittaa palikoilla, joiden koko on 4*1 ruutua?

Lahde: Colomb, S. W. (1996). Polyominoes: Puzzles, Patterns, Problems, and Packings. Princeton, NJ: Princeton University
Press.



Ratkaisu tehtavaan 34:

Rikkinaisen shakkilaudan peittdaminen dominopalikoilla ei ole mahdollista, silla poistetut
ruudut ovat keskenaan samanvarisia ja dominopalikka puolestaan peittaa aina tasmalleen
yhden valkoisen ja yhden mustan ruudun.

Myos jalkimmainen tehtava on mahdoton. Jos lauta varitetaan neljalla varilla oheisen kuvan
mukaisesti, peittaa 4*1-palikka aina yhden kutakin varia riippumatta siita, mihin kohtaan
lautaa se asetetaan. Koska vihreita ruutuja on 25, keltaisia 26, punaisia 25 ja sinisia 24
kappaletta, ei lautaa voida peittaa kyseisilla palikoilla.




35, Eras turhautunut Rubikin  kuution ratkoja oli paattanyt hajottaa  Rubikin
kuutionsa pikkukuutioiksi. Jalkikateen han huomasi, etta lopputuloksena oli yhta monta
kokonaan mustaa kuutiota kuin sellaista kuutioita, joiden sivutahkoista tasmalleen yksi
oli varillinen. Kuinka suuri oli alkuperainen kuutio?

Kuva: Pixabay



Ratkaisu tehtavaan 35:

Merkitaan kirjaimella x pikkukuutioiden lukumaaraa yhdella ehjan Rubikin kuution sarmalla.

Kuutioita, joissa on tasmaalleen yksi varillinen sivutahko, on  6(x — 2)2 kappaletta (ks. kuva).
Kokonaan mustien kuutioiden lukumaara on (x— 2)3 , sillda “uloimmassa kerroksessa”
pikkukuutioita on varia ainakin yhdessa tahkossa. Tasta saadaan yhtalo

(x — 2)3 = 6(x — 2)?
> (x-2)3-6(x—2)>=0
— (x—2)?[(x—2)—-6]=0
— (x—2)%(x—8) =0,

josta tulon nollasaannolla saadaan
x—2=0taix—8=0

=8 ¥=2 8 x =8

Siten alkuperaisen kuution koko on 8x8x 8. Periaatteessa alkuperaisen Rubikin kuution
koko voisi olla myos 2 x2x 2, mutta ratkaisu ei ole kovin mielekas, silla talldin kokonaan
mustia seka yhdelta tahkoltaan varillisia pikkukuutioita ei kumpiakaan syntyisi yhtakaan.



36. Sinulla on kone, jossa on nayttd ja kaksi nappia.

Naytolla on aluksi luku 1. Kun painat vasenta nappia, lukuun lisataan 3. Kun painat oikeaa
nappia, luku kerrotaan kahdella.

| |
1
€ >

Etsi jokin nappailysarja, jolla saat aikaan luvun 20.

Etsi jokin nappailysarja, jolla saat aikaan luvun 121.

Etsi lyhin nappailysarja, jolla saat aikaan luvun 121.

Tehtava on saatavilla videomuodossa taalta. Lyhytosoite: bit.ly/nappailysarja.

Tehtavan on alunperin laatinut Antti Laaksonen Datatahti 2017 -ohjelmointikisaa varten.
Alkuperaisen tehtavanannon loydat td3alta. Lyhytosoite: bit.ly/datatahti.


https://www.youtube.com/watch?v=ekbj9R8EwX0&feature=youtu.be
https://cses.fi/93/task/D

Ratkaisu tehtavaan 36:

Ohessa ratkaisu kahteen ensimmaiseen kohtaan.
Luvun kolme lisaaminen on merkitty ja luvulla kaksi kertominen punaisella nuolella.

Luku 20 saadaan aikaan esimerkiksi seuraavasti:
1=24=7=10= 20

Luku 121 saadaan aikaan esimerkiksi seuraavasti:
1 4 7=>14=28=506 59 =118 121



37. Tiina on huomannut, etta hanen kellonsa jatattaa tasan 2
minuuttia tunnissa. Tiina saataa kellon oikeaan aikaan.
Paljonko kello nayttaa, kun kello on taas oikeassa ajassa?




Ratkaisu tehtavaan 37:

Mietitdan ratkaisua kahden analogisen kellon avulla. Oletetaan, etta toinen jatattaa ja toinen
nayttaa oikeaa aikaa. Jos kello jatattaa 2 minuuttia tunnissa, voidaan paatella, etta 30 tunnin
kuluttua minuuttiviisarit ovat molemmissa kelloissa samassa kohtaa. Nyt 30 tunnin aikana
tuntiviisari on kuitenkin jaanyt jalkeen tunnin verran (30 x 2 min = 60 min). Jotta myds
tuntiviisari olisi oikeassa ajassa, taytyy aikaa kulua 12-kertainen maara, siis 12 x 30 h =360
h = 15 paivaa (silla analogisen kellon tapauksessa kellotaulussa on 12 tuntia). Kello nayttaa
siis oikeaa aikaa tasan 15 paivan valein. Kun kello seuraavan kerran on oikeassa ajassa, se
nayttaa siis samaa aikaa kuin saadettdaessa. Digitaalisen kellon tapauksessa aikaa tahan
kuluisi tuplasti.



38. Hattupeliin osallistuu kolme pelaajaa. Kun pelaajat astuvat huoneeseen, kunkin pelaajan
paahan asetetaan joko punainen tai sininen hattu, jonka varin pelinjohtaja maarittaa
heittamalla kolikkoa. Hattujen varit eivat riipu toisistaan.

Yksikaan vanki ei ndae omaa hattuaan, mutta jokainen vangeista nakee kahden muun vangin
hatut. Pelaajat saavat sopia pelistrategiasta ennen pelin alkua, mutta pelihuoneeseen
astumisen jalkeen kommunikointi on ehdottomasti kielletty. Pelaajien on maara arvata oman
hattunsa vari. Jos vahintaan yksi pelaaja arvaa varin oikein eika kukaan tee vaaraa arvausta,
pelaajat jakavat keskenaan kolmen miljoonan euron suuruisen palkinnon. Arvaukset tehdaan
samanaikaisesti, mutta halutessaan arvauksen saa jattaa valiin.

Mita strategiaa pelaajien kannattaa noudattaa ja kuinka suuri voittotodennakdisyys talloin
on?

Lahde: https://www.nytimes.com/2001/04/10/science/why-mathematicians-now-care-about-their-hat-color.html
Lyhytosoite: bit.ly/hatut.
Kuvat: Pixabay



https://www.nytimes.com/2001/04/10/science/why-mathematicians-now-care-about-their-hat-color.html

Ratkaisu tehtavaan 38:

Hattujen varit voivat olla seuraavat:

SSS
SSP
SPS
PSS
PPS
PSP
SPP
PPP

Huomataan, ettd erilaisia vaihtoehtoja on kahdeksan kappaletta. Kahdessa tapauksessa
kahdeksasta kaikki hatut ovat keskenaan samanvarisia ja kuudessa tapauksessa
kahdeksasta yksi hattu on erivarinen kuin kaksi muuta.

Sen vuoksi pelaajat sopivat, ettd jos pelaaja nakee kahden muun vangin hattujen olevan
punaisia, han arvaa oman hattunsa olevan sininen. Jos taas vanki nakee kahden muun
vangin hattujen olevan sinisia, han arvaa oman hattunsa olevan punainen. Talla taktiikalla
pelaajat voittavat kuudessa pelissa kahdeksasta. (ltse asiassa joka toinen arvaus on silti
vaara, mutta vaarat arvaukset kasaantuvat sellaisiin peleihin, joissa kaikilla on pelaajilla on
samanvarinen hattu. Talloin nimittain jokainen pelaajista nakee kaksi samanvarista hattua ja
arvaa oman hattunsa varin vaarin.)



39. Antti, Bert ja Carl matkustivat hoyryjunalla. Junan ikkuna oli auki, ja kun juna sukelsi
tunneliin, kaikkien kolmet kasvot likaantuivat. Kun miehet huomasivat toistensa likaiset
kasvot, he alkoivat nauraa toisilleen. Yhtakkia Bert lakkasi kuitenkin nauramasta, koska tajusi
myos omien kasvojensa likaantuneen. Miten han sen saattoi tietaa?

Lahde: Moscovich, I. (2009). Yli 500 ajatuspelia: lvan Moscovichin alytehtavia tieteen, luonnon ja tekniikan aloilta. Kénigswinter:
Ullmann.
Kuva: Pixabay



Ratkaisu tehtavaan 39:

Kuvitellaan, etta Bertin kasvot ovat puhtaat ja tarkastellaan tilannetta Antin kannalta: Antti
nakee Bertin puhtaat kasvot ja Carlin likaiset kasvot. Omia kasvojaan han ei tietenkaan nae.
Carl taas nakee Bertin puhtaat kasvot ja Antin kasvot eika tieda, ettd hanen omansa ovat
likaiset. Koska Carl nauraa ja Bertin kasvot ovat puhtaat, on Antin kasvojen oltava likaiset.
Tilanne on symmetrinen Carlin kannalta tarkasteltuna.

Jos siis Bertin kasvot olisivat puhtaat, Antti ja Carl voisivat paatella omiensa olevan likaiset.
Koska molemmat nauravat, asia ei oletettavasti ole nain. Tasta Bert voi paatella, etta hanen
kasvonsa ovat likaiset.





