ESIMERKKEJA LUKIOON SOPIVISTA
PERUSTELU- JA TODISTAMISTEHTAVISTA

Teksti: Antti Viholainen, Ita-Suomen yliopisto

Perustelutaitojen oppiminen on keskeinen matematiikan prosessitavoite. Ratkaisujen
perustelemista pidetaan yleensa tarkeana kaikilla koulumatematiikan osa-alueilla ja luokka-
asteilla. Asioiden perusteleminen on tarkea tuki matematiikan syvallisen ymmarryksen
kehittymisessa. Perustelut mm. selittavat matemaattisten kasitteiden valisia suhteita ja
vastaavat miksi-kysymyksiin. Lisaksi perustelut opettavat matematiikan esittamista eri
esitystapoja kayttaen. Matemaattisessa mielessa riittavan tasmallisia perusteluja kutsutaan
todistuksiksi.

Matematiikan opetuksessa kaytettavat perustelut voidaan jakaa oppijalle esitettaviin
perusteluihin ja oppijan konstruoimiin perusteluihin.

o Oppijalle esitettavat perustelut ovat joko oppimateriaaleissa olevia valmiiksi laadittuja
perusteluja tai opettajan oppitunnilla esittamia perusteluja. Naissa oppijan tehtavana on
pyrkia ymmartamaan esitetty perustelu. Ymmartamista voidaan tukea esimerkiksi
havainnollistusten, selitysten ja opetuskeskustelujen avulla.

e Oppijan konstruoimat perustelut ovat yleensa oppijan vastauksia perustelemista
edellyttaviin  tehtaviin. Jonkinlaista perustelemista edellytetaan yleensa kaikissa
tehtavissa yksinkertaisimpia mekaanisia tehtavia lukuun ottamatta. Monissa
laskutehtavissa ja  ongelmanratkaisutehtavissa  perustelu  saattaa  syntya
"sivutuotteena” tehtavan ratkaisijan kirjatessa ylos ratkaisun etsimisprosessin vaiheet.
Sen sijaan "Osoita”, "Perustele” ja "Todista” —tyyppisissa tehtavissa ainoa kysytty asia
on perustelu.

Konstruktivistinen oppimisnakemys korostaa oppijan omaa aktiivisuutta oppimisprosessissa ja
tiedon konstruoinnissa. Tasta nakokulmasta katsoen oppijan itse konstruoimia perusteluja
voidaan lahtokohtaisesti pitaa oppimisen kannalta suositeltavampina kuin oppijalle esitettavia
valmiita perusteluja. Perustelun laatiminen voi monissa tapauksissa olla kuitenkin oppijalle
haastavaa. Oppija voi konstruoida perustelun myos ohjatusti ja tuetusti.

Seuraavaksi kasittelemme esimerkkeja lahestymistavoista perustelemiseen ja todistamiseen.
Geneeristen esimerkkien ja visualisoinnin kayttd konkretisoivat ja avaavat todistuksen
perusideoita. Niinpa nailla lahestymistavoilla on tarkea ymmartamista tukeva pedagoginen
merkitys.
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GENEERISEEN ESIMERKKIIN PERUSTUVAT TODISTUKSET

Geneeriseen esimerkkiin perustuvan todistuksen ideana on, etta perustelu tehdaan ensin
konkreettisessa tilanteessa, mutta siten, etta sama idea on suoraan yleistettavissa yleiseen
tilanteeseen. Geneerinen esimerkki auttaa siten yleisemman ja abstraktimman perustelun
konstruoimista.

ESIMERKKI 1

Osoita,ettd 1+ 2+ ---+n = n(nTﬂ)

Taman esimerkin yhteydessa kannattaa aluksi tutkia tilannetta muutamilla pienilla n:n arvoilla
ja todeta laskemalla, etta ainakin niissa tapauksissa tulos patee. Tama auttaa heikoimpiakin
oppilaita ymmartamaan vaitteen sisallon.

Taman jalkeen todistetaan vaite summaa laskematta tapauksessa n = 10 seuraavasti:

Olkoon §; kysytty summa. Laskemalla rivit yhteen saadaan kysytty summa kaksinkertaisena.

Spo=1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6+ 7+ 8+ 9+ 10
S10=10+ 9+ 8+ 7+ 6+ 5+ 4+ 3+ 2+ 1
2510=11+11+11+11+11+11+11+11+11+ 11

Saadaan siis, etta 28;, = 10+ 11 eli etta S;p = 1"2&. Tama on todistettavan kaavan mukainen
tulos.

Taman jalkeen on helppo havaita, etta samantapainen paattely toimii n:n ollessa mika tahansa
luonnollinen luku. Nyt voidaan siirtya tarkastelemaan vyleista tilannetta vastaavaa ideaa
kayttaen:

S, = 1+ 2+ +  (n-1) n
S, = n+ (n-1)+ ..+ 2+ 1
2S,= (n+1)+ (n+1) + + (n+1)+  (n+1)

Nyt ndhdaan, ettd 25, =n- (n— 1), eli S, = —"'(TD-

Myos geneeriseen esimerkkiin  pohjautuvissa todistuksissa oppijoille kannattaa jattaa
tehtavaksi mahdollisimman paljon. Esimerkiksi yleisen todistuksen konstruointi geneerisen
esimerkin pohjalta kannattaa jattaa oppijoiden tehtavaksi.
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ESIMERKKI 2

Toisen asteen polynomiyhtalon ratkaisukaavan johtaminen.

Taydellisen toisen asteen polynomiyhtalon ax? + bx + ¢ = 0 ratkaisukaavan

Vb?% — 4ac

2
johtaminen on asia, joka todennakdisesti tuntuu hankalalta lukiolaisista. Ratkaisukaavan johto

perustuu yleensa yhtalon vasemman puolen nelioksi taydentamiseen. Asiaa kannattaakin
harjoitella ensin ratkaisemalla konkreettisia toisen asteen yhtaloita nelioksi taydentamalla.
Nama laskut toimivat geneerisina esimerkkeina siirryttaessa tarkastelemaan yleista tilannetta,
jossa termien kertoimina ovatkin konkreettisten lukujen sijasta vakiot a, b ja c.

x=-b+

ESIMERKKI 3

Osoita, etta luonnollinen luku on jaollinen yhdeksalla tasmalleen silloin kun sen numeroiden
summa on jaollinen yhdeksalla.

Geneerinen esimerkki auttaa myos taman jaollisuustodistuksen konstruoinnissa.

Aloitetaan tarkastelemalla luvun 2867/ jaollisuutta yhdeksalla.

2867 =2-1000+8-100+6-10+7=2-(9994+1)+8-(99+1)+6-(9+1)+7
=2-999+8:-994+6:9+2+8+6+7

Tasta summasta 2-999 + 8-99 4+ 6 -9 on jaollinen yhdeksallg, joten luvun 2867 jaollisuus
yhdeksalla riippuu vain numeroiden summan 2 + 8 + 6 4+ 7 jaollisuudesta.

Vastaava paattely voidaan yleistaa myos yleiseen tapaukseen. Yleisessa tapauksessa ensin
tulee osoittaa, ettéa 10% — 1 on jaollinen yhdeksalla kaikilla k € N.
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VISUALISOINTIIN PERUSTUVAT TODISTUKSET

Visualisointi on matemaattisessa paattelyssa paljon kaytetty apukeino, joka usein konkretisoi
ja auttaa hahmottamaan kokonaistilannetta. Visualisointien tulisi kuitenkin olla sellaisia, etta
niinin pohjautuvat paattelyt on mahdollista vyleistaa yleiseen tilanteeseen. Dynaamiset
havainnollistukset, esimerkiksi GeoGebralla tehdyt appletit, mahdollistavat kuitenkin sen, etta
visualisointiin perustuvassa tarkastelussa ei tarvitse rajoittua yhteen erikoistapaukseen.

Seuraavissa kahdessa esimerkeissa visualisoinneilla on keskeinen ymmartamista tukeva
merkitys. Visualisoinnit toimivat kuitenkin vain malleina yleisista tilanteista.

ESIMERKKI 4

Osoita, ettd tasossa olevan kolmion kulmien summa on 180°,

Piirretaan GeoGebralla kolmio ABC ja pisteen C kautta kulkeva suora, joka on yhdensuuntainen
janan AB kanssa. Samankohtaisina kulmina kulmat a ja o ovat yhtd suuret, samoin myos

kulmat B ja B'. Kulmatyjay ovat ristikulmina yhta suuret. Soveltamalla naita yhtasuuruuksia ja
oikokulmalausetta nahdaan, etta

a+pB+y=a+p+y=180°

Liikuttelemalla karkipisteita A, B ja C oppija voi vakuuttua, etta paattely patee kaikentyyppisille
kolmioille. Oppijoille on myos syyta korostaa, etta todistuksen argumentit eivat riipu piirretyn
kolmion spesifeista ominaisuuksista.
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ESIMERKKI 5

Pythagoraan lauseen todistus

Piirretaan GeoGebralla suorakulmainen kolmio ABC, jonka kateettien pituudet ovat a ja b ja
hypotenuusan pituus c. Taydennetaan kuviota piirtamalla nelioc BDFH, jonka sivun pituus on
a+b ja jonka kussakin kulmassa on kolmion ABC kanssa yhteneva suorakulmainen kolmio.
Taman nelion sisalle syntyy neljakas ACEG, jonka sivun pituus on c. Koska suorakulmaisen
kolmion teravien kulmien summa on 90° (a+f = 90), neljakkaan ACEG kulmat ovat suoria ja
kyseinen neljakas on siten nelio. Nyt nelion BDFH pinta-ala voidaan laskea kahdella eri tavalla:

ab
(a+b)2=4-7+c2

a’+ 2ab + b? = 2ab + c?
a? + b? = ¢?

Tama on Pythagoraan lause.

GeoGebra-appletti kannattaa rakentaa siten, etta pisteita A ja C pystyy liikuttamaan janoilla
BH ja BD ja ettd pisteiden E ja G sijainti riippuu pisteiden A ja C sijainnista. Talloin
suorakulmaisen kolmion ABC muotoa on mahdollista muuttaa, mika tukee sen ymmartamista,
etta todistuksen argumentit eivat riipu siita, millaista suorakulmaista kolmiota tarkastellaan.
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PERUSTELU JA TODISTAMINEN TUTKIMUSTEHTAVIEN OSANA

Tutkimustehtavat tarjoavat usein monipuolisia aktiviteetteja. Niissa ratkaisuja joutuu etsimaan
saannonmukaisuuksia, muodostamaan vaitteita, arvioimaan niiden paikkaansa pitavyytta ja
todistamaan niita. Myos tallaisissa tehtavissa geneerisilla esimerkeilla ja visualisoinnilla voi olla
merkittava rooli. Seuraava esimerkki kasittelee tehtavaa, jossa visualisoinnilla on merkittava
rooli saannonmukaisuuden havaitsemisessa.

ESIMERKKI 6

Mita yhteista on muotoa y = kx + k, missa k € R, olevilla suorilla?

Tata tehtavaa kannattaa lahestya piirtamalla suoria koordinaatistoon eri k:n arvoilla.

[\
TR

Kuvan perusteella havaitaan nopeasti, etta kaikki tehtavassa mainittua muotoa olevat suorat
kulkevat pisteen (-1,0) kautta. Tama vaite on helppo todistaa sijoittamalla arvot x = =1jay =
0 suoran yhtaloon.

Tutkimustehtavat ovat usein avoimia, eli niilla el valttamatta ole yksikasitteista oikeaa
vastausta, vaan tilanteesta on mahdollista tehda useammanlaisia havaintoja. Joskus loydetyt
saannonmukaisuudet saattavat olla vaikeita todistaa.
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ESIMERKKI 7

Mita saannonmukaisuutta voit havaita seuraavasta?

©6=3+3

8=3+b
10=5+7=b+5
12=5+7
14=3+11=7+7

16=3+13=b+11

18=5+13=7+11

20=3+1/=7+13

Naiden summahajotelmien pohjalta voidaan melko helposti havaita seuraava tulos:
Jokainen lukua 4 suurempi parillinen luku voidaan esittaa kahden alkuluvun summana.

Tata vaitetta kutsustaan Goldbachin konjektuuriksi. Se on vaite joka nayttaisi pitavan
paikkaansa, mutta jolle ei viela ole onnistuttu konstruoimaan todistusta.
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