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Problem 1 - Glassarna \

Lisa ska kopa l6sglass i kulor och kan valja pa fyra olika smaker. Hon vill ha en glasstrut med tva
kulor.

a) Pa hur manga olika satt kan Lisa valja sin glass?
b) Hitta pa ett eget liknande problem och 16s det.

Problemet &r taget ur Skolverkets problembank pa http://matematiklyftet.skolverket.se
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Problem 2 - Kvadrater pa geobrade K

Bilda kvadrater pa geobradet sa att kvadraternas areor ar heltalsvarden.

a) Gor kvadrater med areorna 9 och 16.
b) Gor kvadrater med areorna 8 och 18.
c) Gor kvadrater med areorna 5 och 13.
d) Varfor kan man fa arean 10 men inte areorna 11 eller 12?

Nagot om att anvdnda geobréade

Det gir snabbt att variera figurer pa geobridan och pa sa sitt undersika manga moijligheter. Under
denna experimentfas ir geobridet dverligset savil papper och penna som interaktiva varianter.
Samtidigt 4r det viktigt att eleverna fir som vana att dokumentera sivil figurerna som sina tankar och
slutsatser pa prickpapper.

e o Rektanglarna hir till vinster har storleken 6 e o
respektive 2 areaenheter (ae). Delar viomridena
lings en diagonal fir vi triangelomridena till L
hoger som har hilften si stor area, 3ae och 1 ae.
Vi kan leta efter fler trianglar och L4
2ae -
fyrhérningar som har storleken 1ae eller 2 ae, se

exempel nedan.

A A~

Digitalt geobrade: https://apps.mathlearningcenter.org/geoboard/
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Problem 3 - Tradgardsmastaren K

Camilla ska plantera buskar vid en gagata i city. Runt varje buske lagger hon plattor som figuren
visar. Varje vit ruta ar en platta och varje svart ruta ar en rabatt dar en buske planteras.

1 buske 2 buskar 3 buskar

1. Hur manga plattor gar det runt
a) 2 buskar?
b) 4 buskar?
c) 5 buskar?
d) 10 buskar?
e) 100 buskar?
f) nbuskar?

2. Hur manga buskar maste Camilla plantera om hon lagger 208 plattor?

3. Hitta pa ett liknande problem och 16s det.

Problemet &r taget ur Skolverkets problembank pa http://matematiklyftet.skolverket.se

13.8.2019



Problem 4 - Udda och jamna tal

Ett heltal kallas jamnt om det kan skrivas som en multipel av talet 2 (definition A) eller alternativt
om talet ar en summa av tva lika stora heltal (definition B). Om detta inte gar sa ar heltalet udda.

Studera illustrationerna.

Ett jamnt antal objekt.

iR

o0000
0000

Tva grupper med lika
manga objekt i varje.

Exakt parbildning.

Vilka illustrationer hor ihop med definitionerna A och B?

Hur illustrerar man grafiskt ett udda tal?

Tank pa olika satt att konkretisera jamna och udda heltal.

Resonera kring och ge exempel pa hur man kan arbeta med féljande

argumentationsuppgift med barn i olika aldrar.
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Objekten
ordnade i par.

Visa att summan av tva udda tal ar jamn.




Problem 5 - Hur gamla ar barnen?

Efter manga ar traffas tvd matematikalskande vanner Hypatia och Pythagoras pa nytt. De har
foljande dialog:

(1) Pythagoras: Ar du gift? Har du ndgra barn? | s& fall hur manga och hur gamla ar de?

(2) Hypatia: Jo, jag ar gift och har tre barn och produkten av deras aldrar ar 36.

(3) Pythagoras: (... Pythagoras grubblar ...) Jag kan inte klura ut deras aldrar. Kan jag fa flera
ledtradar?

(4) Hypatia: Ok! Om jag berattar att summan av deras aldrar ar identiskt med numret i din
adress.

(5) Pythagoras: (... Pythagoras tdnker igen ...) Jag kan fortfarande inte klura ut hur gamla dina
barn ar. Kan jag fa ytterligare en ledtrad?

(6) Hypatia: Sista chansen! Den som &r aldst har blont har.

(7) Pythagoras: Ahaa! Nu vet jag exakt hur gamla dina barn ar.

1. Hur gamla ar Hypatias barn?
2. LOs denna gata genom matematisk argumentation.
3. Vilken matematik synliggors i de olika argumentationsstegen?

=
=
L)

After having many years to see each other, two friends who really loved math,
Hypatia and Pythagoras, meet again. They have the following conversation:

Pythagoras: Are you married? Do you have any children? How many? How
old are they?

Hypatia: Yes, | am married! I have three children and the product of their
ages is 36.

Pythagoras: (After doing some thinking.) I cannot figure out their ages. I don’t
have enough clues.

10 Hypatia: Right! What if T told you that the sum of their ages is the same as

D 00 =1 O th e L b —

11 the number of your address?
12 Pythagoras: (After doing some thinking again.) I still can’t figure out their
13 ages. | need another hint.

14 Hypatia: Well done! I also tell you that the oldest has blond hair.
15 Pythagoras: Aha! Now [ can, without any doubt, figure out the ages of your
16 children.

18  What are the ages of Hypatia’s children? (their ages can only be natural
19 numbers)

En variant av denna uppgift har anvands i anstallningsintervjuer for Google.

En inhemsk variant med I6sning hittas pa:
https://www.youtube.com/watch?time continue=34&v=pwco8nEPanc

13.8.2019



https://www.youtube.com/watch?time_continue=34&v=pwco8nEPanc

Problem 6 — Hela sallskapet 6ver bron K

Fyra vanner ska ta sig over en &lv, men bron haller bara for max tva personer at gangen. Med sig har de
endast en lykta och ingen vagar ga ensam i morkret Over bron. Axel gar 6ver bron pa 1 minut,
Bella pa 2 minuter, Christina pa 5 minuter och Daniel pa 8 minuter. Om tva personer gar tillsammans 6ver
bron ror de sig i den hastighet som den langsammare personen ror sig. Hur snabbt kan de alla ta sig 6ver
alven?

"‘,'4"4'174]"‘]

Bild: Pixabay

Losningsforslag:

Eftersom det finns endast en lykta maste de ga parvis 6ver bron sa att en person [dmnar pa andra sidan dlven
och en gar tillbaka med lyktan. Vannerna kan ga over bron pa féljande satt:

Axel och Bella gar 6ver bron (2 minuter) och Axel gar tillbaka (1 minut). Christina och Daniel gar 6ver bron (8
minuter) och Bella gar tillbaka (2 minuter). Slutligen gar Axel och Bella 6ver en gang till (2 minuter). Pa det
héar sattet gar det sammanlagt at 15 minuter ( 2+1+8+2+2=15). Ett annat alternativ ar att Bella gar tillbaka
forsta gangen och Axel andra gangen, men slutsumman blir den samma.
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Problem 7 — Finn ett forfalskat mynt K

Du har atta mynt och en vag med tva vagskalar. Ett av mynten ar forfalskade och vager mindre &n
de andra. Vilket ar det minsta antalet vagningar du kan gora for att ta reda pa vilket mynt som inte ar akta?

Vilket ar det minsta antalet vagningar som kravs om du har 81 mynt, varav ett ar forfalskat?

Uppgift: https://en.wikipedia.org/wiki/Balance_puzzle#Nine-coin_problem
Bild: Pixabay
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Problem 8 — Klocka som saktar sig K

T

Tina har markt att hennes klocka saktar sig 2 minuter fér varje timme som gar nar hon har jamfért med andra
klockor. Tina staller in klockan sa att den ska visa ratt tid. Vad ar klockan nar den visar ratt tid nasta gang?
Och hur lange ar det tills dess?
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Problem 9 — Djur pa garden

Niva 1:

b)

c)
d)

f)
g)

Niva 2:

Hur manga nosar har tva hundar?

Hur manga 6ron har tva kaniner?

Hur manga svansar har sex ravar?

Hur manga hovar har tva hastar?

Hur manga tassar har tre katter?

Hur manga svansar har en katt och tre hundar?
Hur manga fotter har en fagel och en héast?

Pa en djurgard finns sammanlagt 50 ben. Faglarna ar tre ganger sa manga som hastarna. Hur manga héastar
och faglar finns pa garden?

Som stod for att |6sa uppgiften kan man ha exempelbilder pa djuren eller leksaksdjur i plast. Kan du hitta pa
fler djurberakningar?

ezl oy

Bilder: Pixabay
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Problem 10 — Toapappersrullen K

Ta reda pa hur mycket papper som finns pa en toalettrulle. Bestam tillsammans om ni vill titta pa antalet ark
eller papperslangden (eller kanske bada). Innan ni gér noggrannare méatningar, uppskatta hur mycket papper
ni har. Ni kan gissa antalet ark eller till exempel tanka pa hur langt pappret skulle racka om det rullades ut.

Prova hur ndra sanningen ni gissade!

Det verkar finnas ganska mycket toapapper, men hur kan ni rdkna ut
mangden papper lite mer exakt? Prova olika satt, aven kreativa I6sningar
ar tilldtna! Anvand till exempel metermatt eller antal steg. Dra till
exempel nytta av din egen langd eller jamfér den med bekanta avstand:
hur manga ganger skulle pappret récka fran rum till rum?

Om du réknar ark, tank pa olika satt du kan rakna. Raknar du ensam eller
delar du ansvaret sa att var och en far en bit? Kommer du att fa samma
resultat om du forsoker pa olika satt? Hur kan du se till att det inte finns
nagra berdkningsfel langs vagen? Och slutligen stammer beloppet pa
paketet med det som lovades?
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Problem 11 — Godislador K

N

| varje lada finns tre sackar, i varje sack finns fem pasar, i varje pase finns fyra karameller.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
8)

Hur manga karameller finns i fyra pasar?

Hur manga pasar finns i atta sackar?

Hur manga karameller finns i tre lador?

Hur manga pasar finns i fem lador?

Hur manga karameller finns i tva sackar?

Mamma vill packa 60 karameller. Hur manga pasar, sackar och lador behéver hon?
Ville har tva lador fler an Kalle. Hur manga karameller fler har Ville?

Hitta pa egna liknande uppgifter och 16s dem!

-0 =

Bilder: Pixabay
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Problem 12 — Hela havet stormar

Hjalp, nagon har lamnat alla saker huller om buller!
Lararen kan endast ge féljande tre ledtradar:

e Tejpen finns mellan pennorna och limstiften.
e Vattenfargerna finns under pennorna.
e Bade vattenfargerna och penslarna finns till vinster om saxarna.

Skulle du kunna placera sakerna i ratt ordning?

1./ ER

Bild: Pixabay
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Problem 13 — Att bjuda pa kakor \

Tommy och Annika har bakat en stor burk med kakor. Annika vill ta med kakorna till fotbollslagets avslutning, medan
Tommy vill bjuda pa kakorna at sitt ishockeylag. Syskonen kan inte komma 6verens, sa deras mamma foreslar i stallet
att kakorna tas med till barnens skolavslutning och att de far bjuda kakorna at sina klasskamrater. | Annikas fotbollslag

finns 15 spelare plus en malvakt, medan det i Tommys ishockeylag bara dr 12 medlemmar. | barnens klass gar
sammanlagt 24 elever.

Hur manga kakor har Tommy och Annika bakat, nar delningen gar jamnt ut oavsett om de bjuder pa kakorna i
fotbollslaget, ishockeylaget eller skolklassen?

Bild: Pixabay
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Problem 14 — Handskakningar K

Om alla elever i klassen skakar hand med varandra en gang, hur manga handskakningar blir det sammanlagt?
Fundera forst om tre elever skakar hand med varandra en gang, hur manga handskakningar blir det?
Och om det ar fem elever som skakar hand, hur manga blir det da?

Nar antalet handskakningar 6kar, behovs ett system fér hur handskakningarna gors. Hur kunde ett sadant
system se ut? Fundera alla elever tillsammans hur man kunde genomfdéra handskakningarna och dessutom
rédkna hur manga handskakningar det blir nar alla klassens elever skakar hand.

Hur skulle det ga om det fanns 100 elever eller n elever i klassen som ska skaka hand?

Bild: Pixabay
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Problem 15 - Ljusen i fodelsedagstartan

Varje ar pa min fodelsedag har jag blast ut lika manga ljus som jag har fyllt ar.

Sammanlagt har jag nu blast ut 55 ljus. Hur gammal ar jag?

Uppgiften ar modifierad och hamtad ur verket: Moscovich, I. (2009). Yli 500 ajatuspelia: lvan Moscovichin dlytehtavia tieteen,
luonnon ja tekniikan aloilta. Kénigswinter: Ullmann.

Bild: Pixabay
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Losningsforslag till problem 1 - Glassarna

a) Uppgiften kan tolkas pa flera satt och darmed ge olika svar.

En systematisk genomgang av alla mojliga kombinationer kan goras genom att fylla i
en tabell, gora ett schema eller rita bilder med smakerna utskrivna, endera i sin helhet eller med
forkortningar.

Med yngre elever kan det vara bra att ha fyra konkreta smaker, t.ex. jordgubbe, vanilj, choklad och paron
som i exempellésningarna. Aldre elever kan battre hantera att smakerna numreras fran ett till fyra eller
bokstaveras fran A till D, dvs. en mer abstrakt namngivning i form av symboler som star for de olika
smakerna pa glass.

Losningen i korthet:

Lisa kan valja tva smaker pa sex olika satt (4x3+ 2 = 6). Den forsta smaken kan véljas pa fyra olika sétt och
den andra kan véljas pa tre olika satt. Talens produkt maste divideras med tva eftersom det inte spelar nagon
roll i vilken ordning smakerna kommer. Annars skulle vi gora skillnad pa en choklad-vanilj och vanilj-
chokladglass. Ytterligare kan Lisa vélja tva kulor av samma smak, vilken kan goéras pa fyra olika satt och da
skulle det sammanlagt finnas tio satt att valja glass pa.

L6sning 1.
Jordgubbe | Vanilj | Choklad | Péron Uppgiften tolkas sa att Lisa ska kopa tva kulor glass,
Jord‘g.ubbe X X X dar kulorna maste vara av olika smak och dar
\C/fmmkljl g X X ordningen inte spelar nagon roll. Lisa kan vélja glass
"o 2 X pa 6 olika satt.
Paron
Losning 2.
Jordgubbe | Vanilj | Choklad | Paron Uppgiften tolkas sa att Lisa ska koépa tva kulor glass
Jord',clg.ubbe X X X X och kulorna kan vara av samma eller olika smak, men
zf\mkjl g X X X kulornas ordning spelar ingen roll. Lisa kan valja glass
"o 2 X X pa 10 olika satt.
Paron X
Losning 3.

Jordgubbe | Vanilj [ Choklad | Paron | Uppgiften tolkas sa att Lisa ska képa tva kulor glass,
Jordgubbe X X X X dar kulorna kan vara av samma eller olika smak.

Vanilj X X X X Dessutom ar det avgorande i vilken ordning kulorna
Choklad X X X X kommer, exempelvis ar inte vanilj-choklad samma
Paron X X X X som choklad-vanilj. Lisa kan vélja glass pa 16 olika

satt.
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En annan typ av 6versikt hur smakerna kan véljas dar strecken mellan Iadorna avser K
mojliga kombinationer. | exempelfallet kan smakerna véljas pa tio satt (rdkna stracken
mellan ladorna).

Glasskula 1 Glasskula 2

jordgubbe | jordgubbe

choklad

Ritad bild 6ver de mojliga smakkombinationerna:

2214121242

Uppgiften kan goras enklare genom att minska antalet smaker och svarare genom att 6ka antalet kulor hon
vill ha eller antalet smaker man kan vilja pa. Med dldre elever kan man ta upp skillnaden mellan
kombination och permutation.

b). Motsvarande problem kunde handla om att valja klader eller att plocka strumpor ur en korg utan att se.
T.ex. | Stinas kladkorg finns fyra par strumpor. P4 morgonen tar hon tva strumpor utan att se sig fér. Pa hur
manga olika satt kan Stina raka fa ett par strumpor?

Uppgiften kan l6sas pa samma satt som glassproblemet, bara att man ritar strumpor i stallet och namnger
dem pa ett annat satt. Exempelvis A1 A2 B1 B2 C1 C2 D1 D2, dér bokstaven anger vilket strumppar det ar
fraga om och siffran anger om det ar den forsta eller andra strumpan i paret.
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Losningsforslag till problem 2 - Kvadrater pa geobrade

2 d
*

| figuren till hoger finns ldsningarna markerade med
bld farg. De orangea streckade linjerna som markerats &r de
hjalplinjer som anvéants for att konstruera kvadraterna.

En kvadrat vars area ar 10 kan bildas genom att utnyttja en

L e ]

rektangel med sidorna 1 och 3. Diagonalen i rektangeln far
fungera som kvadratens sida. Samtidigt ar diagonalen ()
hypotenusan i en ratvinklig triangel, varpd man kan utnyttja )
Pythagoras sats ( a? + b? = ¢?, dér a och b star fér kateterna och ¢ : . »
for hypotenusan). . »
For att en kvadrat med en viss area ska ga att skapa pa geobradet, o .
maste arean vara summan av ett heltal i kvadrat med ett annat A
heltal i kvadrat. Det finns inga heltal dar summan av tva tal i j s
kvadrat skulle vara 11 eller 12. For att bevisa detta kan man goéra g 2p
en systematisk genomgang i en tabell. Nar man granskar / \' ~
kolumnen c? nedan, ser man att 10 finns med, men inte 11 eller ‘ / t
12. -

a b a2 b? c

1 1 1 1 2

1 2 1 4 5

1 3 1 9 10

1 4 1 16 17

2 2 4 4 8

2 3 4 9 13

2 4 4 16 20

3 3 9 9 18

3 4 9 16 25

For att kunna l6sa denna uppgift behover l6saren ha klart for sig definitionerna av begreppen kvadrat och
area. Det ar en fordel att veta hur man raknar areor av trianglar och kvadrater eller rektanglar, men inte ett
maste sa lange det finns en forstaelse om hur man kan rakna rutor.

Med yngre elever kan man testa sig fram, genom att skapa olika kvadrater och berakna arean eller hur manga
hela rutor som ryms in i respektive kvadrat. Den sista deluppgiften behover inte tas upp med de yngsta
eleverna, eftersom forklaringen ar relativt avancerad.

Pythagoras sats behover inte heller tas upp forran med dldre elever och darfor [dmpar sig den systematiska
genomgangen i tabellform battre i hogre arskurser.

13.8.2019



Losningsforslag till problem 3 - Tradgardsmastaren \
1.

Svar:a) 13 b) 23 c) 28 d) 53 e) 503 f) 5n+3

For att 16sa uppgiften sa effektivt som mojligt borjar man med att soka ett monster och uttrycka det pa ett
matematiskt satt, men forst kan man rdkna antalet plattor och buskar fran bilden. For att gora ett system av
berdkningarna kan man lista antalet buskar och plattor i en tabell.

Antal buskar | Antal plattor
1 8=5+3=5%1+3
2 13 =545+3 =5%2 +3
1 buske 2 buskar 3 buskar 3 18 = 545+5+3 =5*3 43
Soker efter ménster och beréknar
4 5*4 43 =23
5 5*5+3 =28
10 5*10+3 =53
100 5*100 +3 =503
n 5*n+3 =5n+3

Det ar ocksa mojligt att genast utveckla ett uttryck for monstret. Nar det finns n stycken buskar, ér bredden
fran forsta till sista plattan 2n+1. Man kan forestélla sig att forst kommer en platta och sedan en buske, men
efter det kommer alltid en platta och darfér adderas en platta till i slutet. Rektangelns hojd ar dessutom alltid
tre plattor. Men eftersom det inte behévs nagon platta dar buskarna planteras, maste man subtrahera
antalet buskar fran uttrycket. Det antal plattor som behévs kan skrivas som:

32n+1)-n=6n+3-n=5n+3

Foljaktligen behovs 13 plattor runt tva buskar, 23 runt fyra buskar, 28 runt fem buskar, 53 runt tio buskar och
503 runt 100 buskar.
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Svar: 208 plattor kommer att anvandas vid plantering av 41 buskar. \

For att berdkna hur manga buskar Camilla maste plantera om hon lagger 208 plattor kan man |6sa
ekvationen 5n+3 = 208.

5n+3 =208
5n =205
n =41 - Camilla behdver plantera 41 buskar

Tips! Med yngre elever som inte dnnu lart sig abstrakt ekvationslosning kan man resonera sig fram.
Stenldggningen innehaller tre vagrata rader var den 6versta och understa ar lika lang och innehaller enbart
plattor, medan den mittersta bestar av varannan platta och varannan buske. Den mittersta raden borjar och
slutar dessutom med en platta.

Alternativt kan man se stenlaggningen som en tre rutor bred ké, med enheter om 5 plattor och en buske plus
avslutningsvis tre plattor. Genom att arbeta baklanges kan man lista ut hur manga enheter eller buskar som
finns bland de 208 plattorna. Férst plockas de tre avslutande plattorna bort (208-3 = 205). Darefter vet man
att varje enhet bestar av en buske och fem plattor och med elever som klarar division med stora tal kan man
direkt rakna 205/5 = 41. Ifall den divisionen ar for svar eller omojlig att klura ut kan man dela upp berakningen
i bitar och subtrahera grupper om 5 tills inga plattor aterstar eller eleverna har uppfattat nagot slags monster
som forenklar berdkningen. Slutligen borde man komma fram till 41 stycken enheter bestdende av fem
plattor och en buske, alltsa racker de 208 plattorna till 41 buskar.

3. Matematiska monster gar att finna i helt vardagliga saker. En uppgift som ar nagot enklare an problemet
med buskar och plattor foljer har:

Johanna tycker om brod och bakar garna egna limpor och semlor. Hon ater en brédpase pa tre dagar.
Hur manga pasar brod dter hon pa

a) 6dagar d) 108 dagar

b) 12 dagar e) ndagar?

c) 30dagar f)  Hur manga veckor racker 21 pasar brod?
Svar:

a) 6/3=2 pasar e)n/3

b) 12/3 = 4 pasar f) 21pasar*3 dagar/7 dagar per vecka =9

c) 30/3= 10 pasar - 9 veckor

d) 108/3 = 36 pasar
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Losningsforslag till problem 4 - Udda och jamna tal \

e ® 00 o0 oo
e® o000 o0 oo
6y 060 00 o0
o e oo oo
0% o0 o0 oo
1 2 3 4

1. Foéremaleniillustration 1 ar ett jamnt antal, eftersom de kan delas upp i tva lika stora delar, och hor ihop
med definition B. lllustration 2 visar en summa av tva lika stora tal, dvs den hér ihop med definition B.
Illustrationerna 3 och 4 forestaller badda parbildningar eller multipler av talet tva, dvs. de hor ihop med
definition A.

2. Se bilden nedan dar tva udda tal summeras till ett jamnt tal. Udda tal illustreras som par sa langt det
racker och ett ental star ensamt. Man kan dven skapa rektanglar med bredden tva rutor och se hur alla
udda tal far en ensam ruta som blir 6ver utanfor den jamna rektangeln.

o o o-0 [* & _®
e o o-0 [®° & ®
o o o-0 :: x>
& Bl =
o o o-0 ¢ @ ®

3. Konkretisering av jdmna och udda heltal riktar sig mer till nybdrjarundervisningen och grundskolans lagre
arskurser. Exempelvis kan man:

e Ha ett antal féremal (kulor, klisterbilder, leksaker) som ska delas jamnt i tva hogar eller rattvist
mellan tva personer. Om det gar jamnt ut ar det fraga om ett jamnt antal, och om det blir ett
foremal dver ar det fraga om ett udda antal.

e Bilda en k6 med par, dar barnen gar hand i hand. Om nagon lamnar utan par ar antalet barn
udda.

e Duka knivar och gafflar pa matbordet. Om det finns lika manga knivar som gafflar ar de ett jamnt
antal, men om det finns en f6r mycket av knivar eller gafflar ar totala antalet bestick udda.

Forts. uppg. 3

13.8.2019



e Kombinera spade och hink for sandslottsbygge. Om det [amnar en hink 6ver
eller nagon hink borde fa tva spadar ar antalet udda, medan om hinkar och
spadar gar jamnt ut ar det fraga om ett jamnt antal.

e Anvanda rutigt papper och skapa rektanglar. Om de ar jamna och fina ar
antalet rutor jamnt (ifall rektanglarna har bredden tva rutor), men ifall en ruta sticker ut
nagonstans ar antalet rutor udda.

e Ha en genomgang av talraden fran 1 till 9, rita antalet foremal och visa hur de gar eller inte gar
att dela jamnt.

e Skapa en tabell och fyll i antal féremal, antal par som gdr att bilda av féremdlen, vilken summa
av tvad lika heltal som foremalen star for, samt om det ar ett jdmnt eller udda antal.

4. Man kan undersoka olika exempelsituationer och uppmarksamma regelbundenheter, rita bilder eller
undersoka fenomenet med hjalp av konkreta foremal. | férskolan gar barnen ofta tva och tva pa led vid
byte av utrymme eller utomhus i trafiken, vilket ar ett utmarkt tillfalle att uppmarksamma barnen pa
jdmna och udda tal. Knappast ar alla barn pa plats alla dagar, vilket gor att gruppen en dag kan besta av
ett jamnt antal, medan den en ny dag bestar av ett udda antal barn.
| sammanhanget kan det ocksa vara relevant att fokusera pa begrepp som att dela, lika ménga, bada
sidor, hélften och dubbelt.

Med lite dldre elever kan man fokusera pa storre tal, bade som sddana i positionssystemet och som
sammansattningar av tal.
T.ex. 243 4r udda som sadant, &ven om 2 och 4 ar jamna tal
7581 ar ett udda tal, och innehaller tre udda tal och ett jamnt
622 ar ett jamnt tal och bestar av tre jamna tal, men kan delas upp i tva udda heltal.
Man kan ocksa anvanda olika raknesatt och se om svaret blir jamnt eller udda. Darefter kan man
undersoka regelbundenheter och férsoka bevisa om det alltid géller.

Formellt bevis for att summan av tva udda tal alltid &r jamn:

Lat m och n vara naturliga tal. Da ar 2m+1 och 2n+1 udda. Dessutom galler
2m+1)+(2n+1)=2m+2n+2=2(m+n+1) = 2k

dirk=n+m+ 1 &r ett heltal.

Summan ar alltsa en multipel av talet 2 (definition A), vilket i sin tur medfor att summan av tva slumpmassigt
valda udda tal blir jamn.

| sjdlva verket kan uttrycket modifieras ytterligare for att motsvara definition B: eftersom 2k = k + k, kan tva
udda siffror uttryckas som summan av tva lika heltal.
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Losningsforslag till problem 5 - Hur gamla ar barnen? \

1.

Barnen ar 2, 2 och 9 ar gamla.

Gatan loses enklast genom att fundera noggrant vad varje pastaende innefattar. | replik 2 far man
veta att produkten av barnens aldrar &r 36, dvs. man kan skriva ett uttryck x * y *z= 36. Ett bra satt
att borja ar att lista vilka tal 36 ar delbara med eller vilka faktorer man kan finna i 36. Talet 36 ar
delbartmed 1, 2, 3,4,6,9, 12, 18 och 36.

Darefter kan det |6na sig att gora en tabell 6ver alla de faktorer som bildar produkten 36. Med yngre
elever l6nar det sig att ge barnen namn eller atminstone kalla dem fér yngsta, mellersta och dldsta
barnet, medan man med aldre elever kan bendmna barnen med faktorerna x, y och z.

| replik 4 far man veta att summan av aldrarna ar identisk med Pythagoras adress. Da lonar det sig
att skapa ytterligare en kolumn i tabellen i vilken man fyller i summan av aldrarna. Eftersom alla
tdnkbara aldrar som uppfyller produktkravet finns listade, behdver man inte fundera pa andra
kombinationer av heltal. Det racker med att rakna summan pa de aldrar man redan listat. Vid en
narmare analys av kolumnen 6ver summor inser man att det finns tva olika alderskombinationer som
ger summan 13. | och med att Pythagoras inte vet aldrarna annu dar, utan behéver en ledtrad till,
kan man dra slutsatsen att det maste vara nagot av de tva alternativ som gett samma summa.

| replik 6 far man veta att ‘den’ som ar aldst har blont har, vilket inte sdger nagot om aldrar men
pronomenet ‘den’ avsl6jar att det ar singular och endast en person som har den hogsta dldern. De
tva alternativ som uppfyller produkten 36 och har identisk summa &r aldrarna 1, 6 och 6 respektive
2, 2 och 9. Eftersom det dldsta barnet inte har nagot syskon i samma alder bor barnen vara 2, 2 och
9 ar enligt uteslutningsmetoden. (Det man inte kan veta &r om 6-aringarna ar tvillingar eller om en
ar fodd i borjan av aret och den andra i slutet av aret, sa att den ena verkligen ér lite dldre. Men
utgangslaget ar att de antas vara lika gamla, och darfor inte utgor problemets l6sning.)

Yngsta Mellersta Aldsta Summa av
barnet barnet barnet aldrarna

1 1 36 38

1 2 18 21

1 3 12 16

1 4 9 14

1 6 6 13

2 2 9 13

2 3 6 11

3 3 4 10

Den matematik som synliggors i de olika argumentationsstegen ar rakning av addition, multiplikation
och lite division. Eleverna behover ha forstaelse for produkter, faktorisering, primtalsfaktorer,
delbarhet och summor, att kunna gora nédvandiga berdkningar och resonera logiskt.

En finsk variant med |8sning hittas dven pa: https://www.youtube.com/watch?time continue=34&v=pwco8nEPanc
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Losningsforslag till problem 6 — Hela sallskapet 6ver bron K

Eftersom det finns endast en lykta maste de ga parvis 6ver bron sa att en person [dmnar pa andra sidan dlven
och en gar tillbaka med lyktan. Vannerna kan ga over bron pa foéljande satt:

Axel och Bella gar 6ver bron (2 minuter) och Axel gar tillbaka (1 minut). Christina och Daniel gar éver bron (8
minuter) och Bella gar tillbaka (2 minuter). Slutligen gar Axel och Bella 6ver en gang till (2 minuter). Pa det
héar sattet gar det sammanlagt at 15 minuter ( 2+1+8+2+2=15). Ett annat alternativ ar att Bella gar tillbaka
forsta gangen och Axel andra gangen, men slutsumman blir den samma.

Bild: Pixabay
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Losningsforslag till problem 7 — Finn ett forfalskat mynt \

Det forfalskade myntet kan hittas med tva vagningar. Satt forst tre mynt i vardera vagskalen. Den skal som
ar lattare innehaller det forfalskade myntet och om vagen visar jamnt, finns det forfalskade myntet bland de
tva aterstdende mynten som inte ar i nagondera vagskalen. Darefter vager man enligt samma idé ett mynt i
vardera vagskalen fran den hog dar myntet finns och Idmnar ett bredvid. Ifall vagen visar jamnt ar det fraga
om myntet som ligger bredvid som ar det forfalskade.

| fallet med 81 mynt behdvs fyra vagningar. | forsta omgangen delas mynten upp i grupper om 27 mynt och
vags enligt samma princip som i foregaende fall. Nar man fatt reda pa i vilken grupp, med 27 mynt, det
forfalskade myntet finns, gors en ny vagning dar man delar upp mynten i grupper om 9 mynt. Ytterligare
behovs tva vagningar, en vagning med tre mynt i vardera vagskalen och en vagning med ett mynt i vardera
vagskalen.

Uppgift: https://en.wikipedia.org/wiki/Balance_puzzle#Nine-coin_problem
Bild: Pixabay
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Losningsforslag till problem 8 — Klocka som saktar sig @
N—

Forestall dig att 16sa uppgiften med hjalp av tva analoga klockor. Anta att den ena saktar sig och den andra
visar ratt tid. Om klockan saktar sig med 2 minuter per timme , kan man dra slutsatsen att minutvisarna ar
pa samma stalle efter 30 timmar. Pa 30 timmar har minutvisaren anda bara saktat sig en timme (30 x 2min =
60 min). For att dven timvisaren ska visa ratt tid maste tiden 12-faldigas, alltsa 12 x 30h = 360h = 15 dygn
(eftersom den analoga klockan har en urtavla med 12 timmar). Klockan visar alltsa ratt tid med 15 dygns
mellanrum. Nar klockan igen visar ratt tid, visar den samma tid som vid tillfdllet nar den stalldes in. | ett fall
med en digital klocka skulle tiden dubbleras ytterligare.

Uppgiften blir enklare om man endast krdver att minutvisarna ska vara pa samma stélle, och inte att bada
klockorna ska visa exakt samma tid. Med yngre elever ar det vart att ha tva konkreta klockor att vrida p3,
medan lite aldre elever borde klara av att forestadlla sig hur visarna ror sig och kunna resonera logiskt
utgdende fran att de ser en klocka.

13.8.2019



Losningsforslag till problem 9 — Djur pa garden

Niva 1:
Svar:

a) 2
b) 4
c) 6
d 8
e) 12
f) 4
g 6

Bild: Pixabay

Uppgiften kan anpassas till lite hogre aldrar genom att ta in ett algebraiskt tankande och skapa uttryck for
hur man kan rdkna antalet kroppsdelar hos olika djur beroende pa hur manga djuren ar. T.ex. | g-uppgiften
kunde man be eleverna skapa ett uttryck for att berdkna svaret om man andrar antalet faglar och hastar. |
grunduppgiften ar 2+4 enkel matematik, men om man forst dndrar antalet djur stegvis till tva faglar och en
hést, tre faglar och tva hastar osv. och sedan ber dem uttrycka det for n stycken djur. Da skulle berdkningen
vara 2x2 + 1x4 =8 och 3x2 + 2x4=14, och uttrycket skulle vara 2f +4h (notera multiplikationen som finns mellan
variablerna och siffran).

Niva 2:

Uppgiften kan |6sas genom att préva sig fram, rita bilder eller genom att skapa ett ekvationssystem. Utmaningen nar
man skapar ekvationssystemet ar att klargéra vad man benamner med vilken variabel.

T.ex. x=fagel, y = hast. Detta kraver att man tanker efter och inte satter x + y = 50, utan multiplicerar variablerna med
antalet ben som respektive djur har. Ekvationssystemet ser darfor ut enligt foljande:

{ x =3y
2x +4y =50

Vid insattning av x = 3y i den andra ekvationen far man att
2*3y+4y=50 > 10y=50 - y=5.
Insdttning avy = 5 i den forsta ekvationen ger att x =3*5=15.

Svar: Det finns 15 faglar och 5 hastar.
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Losningsforslag till problem 11 — Godislador \

a) En pase innehaller fyra karameller, alltsa innehaller fyra pasar 16 karameller (4*4=16).

b) En sack innehaller fem pasar, alltsa innehaller atta sdckar 40 pasar (8*5=40).

c) Borja med att rdkna ut hur manga karameller som finns i en lada: 4
karameller*5pasar*3sackar*1lada=60karameller. Tre lador innehaller 3*60= 180 karameller.

d) Borja med att rdkna hur manga pasar som finns i en |dda: 5pasar*3sackar*1lada =15 pasar. Fem lador
innehaller 5¥15=75 pasar.

e) Enséackinnehaller 4karameller*5pasar= 20karameller. Tva sackar innehaller 2*20=40 karameller.

f) Mamma behover 15 pasar for 60 karameller (60 karameller och 4 karameller/pase - 60/4=15). For
15 pasar behover hon tre sickar (15 pasar och 5 pasar/sdack = 15/5=3). For tre sickar behover hon
en lada (3 sackar och 3 sackar /lada 3/3=1). >Mamma behdver en lada, tre sackar och fem pasar for
att packa 60 karameller.

g) Mamma behovde en lada for 60 karameller, alltsa har Ville 2*60=120 karameller fler an Ville.
(2lador*3sackar*5pasar*4karameller = 120 karameller).

Tips! Uppgiften blir enklare om man minskar antalet forpackningar inuti varandra. Ldmna till exempel bort
sackarna eller ladorna helt och hallet. Uppgiften blir daremot svarare om man lagger till ytterligare
forpackningar.

-0 =

Bilder: Pixabay
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Losningsforslag till problem 12 — Hela havet stormar K

Bilder: Pixabay

Endera kan man klippa ut bilderna och placera in dem i rutorna, eller sa resonerar man logiskt och
anvander sig av uteslutningsmetoden. Det gar dven att skapa svarare uppgifter av samma slag genom att
tillagga fler saker och fler rutor.

Ett klassiskt problem i samma stil, men betydligt svarare, ar Albert Einsteins gata.
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Losningsforslag till problem 13 — Att bjuda pa kakor k
Det finns 48, 96 eller 144 kakor, eller ndgot annat tal som ar en multipel av 48 sa lange kakorna ryms i burken.

Antalet kakor maste namligen vara delbart med 16 och 24 och 12. Men om antalet ar delbart med 24 &r det
automatiskt ocksa delbart med 12, eftersom 12 ar en faktor i 24.

De tal som ar delbara med 16 &r 16, 32, 48, 64, 80, 96, 112, 128, 144, 160, ...
De tal som ar delbara med 24 ar 24, 48, 72, 96, 120, 144, 168, ...

Fran listan ser man att talen 48, 96 och 144 &r delbara med bade 16 och 24.

Alternativt om man delar upp 12, 16 och 24 i primtalsfaktorer...
12 =3%4 =3*2%2

16 = 4%4 = 2*2%2%2

24 = 6*%4 =3*2%*2%*2

sa ser man att det behdvs minst en faktor 3 och minst fyra faktorer 2, for att talet ska ga att dela med bade
12, 16 och 24.

3%2%2%2%2 =48

Darefter kan man lagga till ytterligare faktorer, eller multiplicera 48 med nagot tal och fa andra tal delbara
med 12, 16 och 24.

Bild: Pixabay
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Losningsforslag till problem 14 — Handskakningar K

Varje elev skakar hand med alla andra férutom sig sjalv. Om det ar n personer som ska skaka hand, skakar de

hand med sammanlagt n(n-1) manniskor. Eftersom handskakningen sker for tva personer samtidigt (om Anna

och Emil skakar hand, sa skakar ocksa Emil och Anna hand, men trots det sker bara en handskakning) maste
n-1)

antalet delas pa tva. | det allmanna fallet med n personer sker darmed % handskakningar.

Om tre elever skakar hand sker sammanlagt 3 handskakningar, dvs. 3:2:2 =3
Om det ar fem elever som skakar hand, sker sammanlagt 10 handskakningar, dvs. 5:4 : 2 =10

Om det ar 100 elever som skakar hand, sker sammanlagt 4950 handskakningar, dvs. 100-99 : 2 = 4950

Uppgiften kan dven l6sas pa manga andra satt. En allman I6sning pa finska av Matti Lehtinen finns i Solmu-
tidningen nummer 2/1998-1999: https://matematiikkalehtisolmu.fi/1998/3/lehtinen/

Det ar ocksa mojligt att programmera en programkod i Python och ha ett program som raknar ut antalet
handskakningar at en med féljande kod:

n=10

sammanlagt =0

for aiin range(1,n+1):
for b in range(a+1,n+1):
print(a,"och",b,"skakar hand")
sammanlagt += 1

print("sammanlagt",sammanlagt,"skakar hand")

Algoritmen ar dock ganska ldangsam nar n blir stort. Fundera hur man kunde effektivera sattet att fa ut ett
svar!

,@R AL .
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Losningsforslag till problem 15 — Ljusen i fodelsedagstartan K

Personen &r 10 ar gammal.

Du hittar formodligen svaret pa relativt kort tid genom att prova dig fram. Addera ihop de forsta talen i
talraden tills du nar summan 55, dvs. 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10 = 55.

Nedanstaende tabell kan vara till hjalp:

Ljus 6 |10 |15 |21 |28 |36 |45 |55 |66 |78 |91 | 105 | 120 | 136 | 153 | 171 | 190 | 210
Alder |3 |4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13 |14 15 |16 |17 |18 |19 |20

Trianglar och triangeltal kan emellertid ocksa illustrera detta. Den n:te triangeln erhalls genom att placera
antalet punkter motsvarande 1, 2, ..., n under varandra i form av en liksidig triangel. N:s triangeltal ar summan
av prickarnai triangeln.

Exempelvis det tredje triangeltalet fas om man satter en punkt pa forsta raden, tva pa andra raden och tre
pa tredje raden. Triangeln innehaller da sex punkter sasmmanlagt och det tredje triangeltalet ar alltsa sex.

N:te triangeltalet ar egentligen summan av de n férsta talen. Denna information kan vara till nytta i [6sningen
av uppgiften. Om man undersoker triangeltalen, kan man se att 55 ar det tionde triangeltalet och ddrmed ar
personen i fraga 10 ar.

Mer om triangeltal finns pa: https://en.wikipedia.org/wiki/Triangular_number

Naturligtvis kan man ocksa anvdnda en kdnd formel for att berdkna summan av de n forsta heltalen. Da far
man fér n = 10 ur formeln n (n + 1) / 2 = 55. Formeln ar den samma som anvandes vid berakningen av antalet
handskakningar (se problem 14).

Tips! Uppgiften kan goras lattare eller svarare genom att dndra mangden ljus.
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