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Tama moniste on l&hinna differentiaali- ja integraalilaskentaa kasittavan
monistesarjan ensimmainen osa. Ensimmainen versio tastd monisteesta il-
mestyi helmikuussa -93 ja lahinna painovirheiltdan korjailtu saman vuoden
joulukuussa. Kolmanteen versioon -95 tein pienid muutoksia, korjailin ha-
vaittuja painovirheitd, kursivoin kaavoissa esiintyvat muuttujien nimet ja
parantelin joidenkin kuvien ulkoasua. Kasilla olevassa versiossa -96 olen
jatkanut monisteen muokkaamista.

Harjoitustehtavien vastauksissa on luultavasti edelleenkin virheitéa. Virheet
ovat kiusallisia, mutta toisaalta insinddritason opiskelijan tulee oppia kek-

simaan keinoja, joilla tarkistaa saamansa vastauksen. Ei kaytanndé- tyoss

k&an laskutehtavan vastaus ole saatavilla. Nykyiset matematiikkaohjelmat
ja graafiset laskimet sopivat myds vastausten tarkistamisiin.

Teorian osuutta olen pyrkinyt vAhentdmé&an ja keventamaan koko moniste-
sarjassa sillakin uhalla, ettd joku voi sanoa, etté esitys ei ole "kunnossa" tai
riittavan tasmallista (jatkuvuus-, derivoituvuus- ja muut sentapaisekeletu
set puuttuvat, integraalin olemassaolosta ei puhuta mitdan, kaikki poikkeus-
tapaukset on sivuutettu yleensa ilman mitdan mainintaa jne).

Harjoitustehtavat on jaettu kolmeen tyyppiin, A: perustehtavia, B: tyypilli-
sid tehtavia tamantasoisessa opiskelussa ja C: tehtavia, jotka ovat luonteel-
taan joko edellisia vaikeampia, yleisluonteisempia tai talla tasolla harvinai-
sempia. Soveltavia tehtavia on aika vahan. Siksi olisi hyva, jos opettajalla
olisi lisdtehtavien varasto, joka k&sittaisi juuri sen opintosuunnan sovelluk-
sia, jota han opettaa.



Jos ja kun opetustunneista on pulaa, olen merkinnyt tahdella (*) sellaiset
kohdat, jotka mielestani voidaan parhaiten sivuuttaa. Opettajan tulee kui-
tenkin harkita tilanne opintosuuntakohtaisesti.

Muiden oppiaineiden tarpeet méaaraavat aika pitkalti sen, missé jarjestyk-

sessa asioita kasitelladn matematiikassa. Esimerkiksi derivaatan, kokonais-
differentiaalin ja integraalin alkeet tarvitaan muissa oppiaineissa yleensa

aika varhain. Siksi saattaisi olla paikallaan edeté tavallaan spiraalimaisesti,
ts. jotenkin seuraavaan tapaan:

Esimerkiksi raja-arvon, derivaatan ja kokonaisdifferentiaalin harjoittelu
voitaisiin suorittaa aluksi aika kevyesti lahinn& joidenkin A-tasoisten tehta-
vien ja muutaman B-tason tehtavan avulla, jotta paastaisiin pian integraali-
laskennan alkeisiin. Sen jalkeen palattaisiin takaisin differentiaali-
laskentaan ja mm. derivoinnin kertaus ja lis&harjoittelu suoritettaisiin B-
tasoisten tehtavien avulla.

Ei ole tarkoitus, etta joka kurssilla laskettaisiin esim. kaikki B-tason tehta-
vat, vaan ettd tehtdvien joukossa olisi valinnanvaraa eri cpintmille,
eritasoisille oppilasryhmille ja eri vuosille.

Viimeisissa luvuissa (funktion tutkiminen ja aariarvotehtavat) voisi olla it-
seopiskeluaineistoakin varsinkin ylioppilasryhmille.

Tassa tydssani olen saanut tydtovereiltani monenlaista tukea, misté kaikesta
heille parhaat kiitokset!

Kesalla—98 olen tehnyt muutaman painovirheen korjauksen ja parannellut
kuvien ulkoasua lahinna lisddmalla viivojen paksuutta.

Turussa 1.8. 1998

Antti Majaniemi

Olen tehnyt Antti Majaniemen alkuperaisen monisteen esimerkkeihin va-
haisia paivityksia korjaten sitd taman paivan tilanteeseen paremmin sopi-
vaksi.

Turussa 24. 2. 2007 Jari Majaniemi



1 Funktion raja-arvo ja jatkuvuus
1.1 Funktio ja sen arvo

Jos muuttujan x kutakin arvoa vastaa tdysin maaratty eli yksikdsitteinen
toisen muuttujan y arvo, sanotaan, ettd y on x:n funktio ja merkitdan esim.

v=f(x) (lue: "y on x:n funktio” tai "y on f x").

Jatkossa kasitellaan vain ns. reaalifunktioita, ts. x:n ja yn arvot ovat
reaalilukuja (ellei erikseen toisin mainita). Tallaista funktiota voidaan
havainnollistaa xy-tasossa, pirtaméalla funktion kuvaaja.

Muuttujan x arvot muodostavat
funktion mddrittelyjoukon (M),
ja vastaavat funktion arvot eli y:n
arvot muodostavat funktion arvo-
Jjoukon (4j). Viereisessda kuvassa
funktion Mj on suljettu vél [a,b]
eli vilia <x <bhjaAjon [c,d] :

Kun x:lle annetaan jokin yksit-
tdinen arvo x, niin vastaava funk-
tion arvo f(x) (lue: ""farvolla x'") voi olla positiivinen, negatiivinen tai 0.

Esim. 1 Yhtilo y = x*+1 médrittelee
eraan funktion. Tassa x:lle
voidaan antaa mita
reaalilukuarvoja tahansa,
joten tdmin funktion (laajin
mahdollinen reaalinen) Mj on
kaikkien reaalilukujen
joukko R. Funktion arvot y
ovat amma > 1, joten Aj
muodostuu reaaliluvuista
y=>1.

12)=5

%\

Funktion kuvaaja xy-tasossa
on paraabeli. Tassa esimerkissd se x:n analyyttinen lauseke, joka
madrittelee kyseisen funktion 7, on

f(x):x2 +1 (lue: "f x on x toiseen plus 1").



Kun xlle annetaan eri arvoja, lausekkeesta f(x)=x?+1
voidaan laskea vastaavia funktion arvoja, esim.

f2)=5 (lue: "farvolla 2 on 5"),
fR+h)=Q2+h2+1=h2+4h+5,
fx—-1D=@x-1)2+1=x2-2x,
fx)=x2+1 ("f arvolla x on x? + 1"),
fx) +f2x)=x2+ 1+ (2x)2 + 1 =5x2+2,

Teknitkassa on aika yleistd, ettd jostakin funktiosta ei tunneta sen analyyt-
tistd lauseketta, vaan funktio on annettu piirturin purtiméni kayrana tai
mittaustulosten muodostamina arvopareina (x, y).

Matematiikassa kaytetddn myos merkintdd y = yp(x) merkinnédn y = f(x)
sijasta ilmaisemaan sitd, ettd y on x:n funktio. Tdmian tapainen merkintd on
teknitkassa hyvin yleinen. Esim. matka s on ajan 7 funktio: s = s(¢), paine p
on kahden muuttujan V" ja 7 (tilavuus ja lampétila) funktio: p = p(V.,7),
pallon tilavuus J on siteen » funktio: V= J(r) (r>0).

u(t) Joskus funktion analyyttinen lauseke on erilainen
u(f) ert x:n arvoilla. Esim. saatotekniikassa kaytetty
yksikkoaskel # maaritellaan seuraavasti:

1

d 0,kunt <0
u(t)= (vrt. kuva).
1,kunt >0

1.2 Raja-arvo

Esim.2 Olkoon f(x)= x*+1. Annetaan
x:lle yha ldhempané ja ldhempana
lukua 2 olevia arvoja (esim. arvoja
1,9, 1,99, 1,999,... tai 2,1, 2,01,
2,001...), ts. annetaan x:n Idhestyd
arvoa 2 kummalta puolen tahansa
(vrt. kuva).

Tassa esimerkissd on selvai, etti

kun x on lahella lukua 2, nim f(x):n arvo (eli y:n arvo) on lahella
lukua 5 tai myos, ettd funktion arvo f{(x) = x2 + 1 ldhenee arvoa
5, kun x ldhenee arvoa 2. Tama merkitian seuraavasti:



x2+1 -5, kunx — 2 (nuoli luetaan: "Iihenee").

My®ds sanotaan, ettd lausekkeen x2 + 1 (tai vastaavan funktion
f) raja-arvo on 5, kunx — 2.

Raja-arvon merkkind kéaytetdan latinankielisen limes-sanan
lyhennetta /im seuraavasti:

lim (x*+1)=5 (lue: "limes x2 + 1, kun x lihenee 2:ta, on 5")

x—2
. : 2 . 1 1
Esim.3 Ilim (x"-2x+1)=1, Iim =—.
x—2 x—22x—-1 3

Naissa esimerkeissi raja-arvo on sama kuin funktion arvo kohdassa x = 2.
Tallaisessa tapauksessa raja arvo saatiin selville, kun sijoitettiin x:n arvo 2
kyseiseen lausekkeeseen x:n tilalle.

Varsinaisissa raja-arvotehtavissa (vrt. seuraava esimerkki) ei yleensd voida
sijoittaa x:n paikalle suoraan kyseistd arvoa, silld se aiheuttaa esim. sen,
eltd osoittaja ja nimittdjd saavat kumpikin arvon 0, ts. ettd lauseke muuttuu
"epdmdidirdiseen muotoon 0/0".

Tallaisissa tapauksissa lauseke muokataan tavallisesti sellaiseen muotoon,
ettd se tek1ja, joka vie osoittajan ja nimittajan 0:ksi, voidaan supistaa pois.
Esim. 4  (Erds 0/0-muoto)

2
lim 5 =4y B FDE=2) X2 4
x—>23x—6 x—2 3(X — 2) x—=2 3 3

Tassa esimerkissd osoittajan ja nimittijan vei 0:ksi tekija x — 2.
Koska kysessd on raja-arvo, jossa x ldhenee arvoa 2, mutta on
erisuuri kuin 2, niin yhteinen tekija x — 2 et ole 0 ja siksi se
voitiin supistaa pois. Tama poisti "epamaaraisyyden".

) . oAx+1-1 .. e
Esim.5 lim —— . Kun x — 0, niin osoittaja ja nimittaja — 0, ts.
x—>0 X

kyseessa on 0/0-muoto, josta ei valittoémasti nde raja-arvoa.

Muokataan lauseketta, laventamalla se osoittajan /liittoluvulla
Vx +1+1 jakéyttamalla sdantod (a —b)a +b)=a’ —b*:



Ax+1-1 . Wx+1-DWx+1+4D) . (x+D-1°
lim ——— =1lim = lim
x—0 X x—0 x(Vx+1+1) x>0 x(Vx+1+1)
1

X 1
= lim =lim ——=—.
=0 x(vx+1+1) x-0+4x+1+1 2
Huom.  Aina on syytid ensin tutkia, voiko raja-arvon niahda suoraan,
muokkaamatta lauseketta, esim.
2 _ 2 B
X 9:_5: i x*—4 0 im«/x+l 2:\5_2'

lim 5,
x—>2 x—3 -1 x—>22x—2 2 x—>1 X

Esim. 6  (o0o/co-muoto)

) 1 1
TS N C e D B S S
lim 5 = lim ’; = lim ’; =
X—>®© x° —Xx X—>00 xz(l——) X—>0 1_7 1_0
X

n

Tassd esimerkissa otettiin x* "vakisin" tekijiksi ja supistettiin se
pois, jolloin epamaariisyys poistui. Toisin: supistetaan kyseinen
murtofunktio x? :lla:

(x? 2+ !
2 x 2
lim 2x°+1 _ im X :2+0:2
X—>w X7 —X X—>0 l—l 1_0
X

Raja-arvon suuruudesta saat kuvan, ajattelemalla termien
suuruussuhteita seuraavasti. Suurilla x:n arvoilla korkeimmat
potenssit 2 x> ja x? médraavit osoittajan ja nimittdjan suuruus-
luokan (esim. jos x = 1000, niin osoittaja on suunnilleen 2
miljoonaa ja nimitt4ja 1 miljoona). Siis

2x*+1 _2x%

suurilla x:n arvoilla — r—=2.
x°-8 x
x*—x o -
Esim.7  lim — = lim X =0 (silld 0s.—1 ja nim.— ).
x>0 x° 42X X—>0 2
X+ —
X

Voisit my6s supistaa x :lla, jonka jilkeen os. — 0 ja nim. — 1.

Esimerkeissd 6 ja 7 x e1 tietenkddn voi ldhestyd adretontd "kummalta
puolelta tahansa" vaan ainoastaan vasemmalta.



1.3 Toispuoleiset raja-arvot

Jotta voitaisiin sanoa, etti raja-arvo lim f(x) (a € R) on aarellisena
xX—>a

olemassa, f(x):n taytyy lahestyd samaa arvoa riippumatta siitd, kummalta
puolelta x lahestyy a:ta. Aina ei ndin kdy, vaan vasemmalta ldhestyttdessa
voi tulla er1 tulos kuin oikealta ldhestyttaessa:

Esim. 8

x+1, kunx <2

S = {x =3, kun x > 2.
Kun x /dhenee 2:ta plus-puolelta, ts. niin ettd x
on yli 2, niin fix) > 2 — 3 = —1. Jos taas x
ldhenee 2:ta miinus-puolelta, niin f{x) —> 2 + 1
= 3. Ndma merkitdin seuraavasti:

Iim f(x)= lim (x-3)=-1,

x—24+ x—2+
lim f(x)= lim (x+1)=3.
x—2— x—2—

>

Edellinen on nimeltddn oikeanpuoleinen ja jalkimméainen

vasemmanpuoleinen raja-arvo.

Koska tdssd esimerkissd vasemman- ja oikeanpuoleiset raja-
arvot ovat eri suuret, ei funktiolla ole tavallista, molemmin-

puolista raja-arvoa olemassa kohdassa x = 2.

1.4 Jatkuvuus

Esim. 9

2 <
Funktion y = *", kun x <1
x+1 kun x >1

kuvaaja on muuten jatkuva, katkeamaton kayra,
mutta kohdassa x = 1 kéyrdssda on yhden
yksikon korkuinen "hyppiys", ts. kun ohitetaan
kohta x = 1 (vasemmalta oikealle), niin tdssa
kohdassa y:n arvo kasvaa yhdelld yksikolla.
Kohta x = 1 on timén funktion
epdjatkuvuuskohta.

fla)

a

Kohdassa x = 1 funktion vasemman- ja oikeanpuoleiset raja-
arvot ovat eri suuret. Jokaisessa muussa kohdassa a (joka kuuluu
funktion maéarittelyjoukkoon) funktion vasemman- ja oikean-
puoleiset raja-arvot ovat yhtd suuret, ts. funktiolla on raja-arvo



tassa kohdassa. Lisdksi raja-arvo on funktion arvon fla) suurui-
nen. Tdma ajatus on seuraavan maaritelméin pohjana.

Midéritelma. Funktio f on jatkuva kohdassa x = a, jos

lim f(x)= f(a)|

xXx—a

Esim. 10 Funktio y = 2x? + 3x on jatkuva kohdassa x = 2 (kuten muillakin
x:n arvoilla), silla

lim (2x* +3x)=14= £(2).
x—2

Yleisesti: Polynomifunktiot y =a,x"+..+a;x +a, ovat jatkuvia kaikilla

x:n arvoilla, samoin myo6s esim. sini- ja kosini-funktiot. Murtofunktiot
(kahden polynomin osamadrat) ovat jatkuvia kaikilla niill4 x:n arvoilla, joilla
ne ovat maaritellyt. Maarittelyjoukkoon eivat kuulu nimittdjan nollakohdat.

e1 ole

Esim. 11 Funktio y =
x-3

madritelty, kun x = 3.
Tassd kohdassa tdmén
funktion jatkuvuudesta ei
siis voida puhua. Muilla
xn arvoilla funktio on
madritelty ja = myo0s
jatkuva. Huomaa, etti

E——

Iim f(x)=-o0, lim f(x)=+co.
x—3— x—3+

2
. e . . . + k <3
Esim. 12 Miké arvo a:lle pitéisi valita, jotta funktio {x @, fun &

2x+ 1, kunx >3

olisi jatkuva kaikilla x:n arvoilla?

Koska ne lausekkeet, jotka maarittelevat timén funktion f, ovat
polynomeja, on f ilman muuta jatkuva muilla x:n arvoilla, paitsi
arvolla x = 3. Kohdassa x = 3 funktion arvo on f(3) =23 + 1 =7.
Se on myos sama kuin oikeanpuoleinen raja-arvo. Jatkuvuutta
varten myos vasemmanpuoleisen raja-arvon taytyy olla 7:

lim (x*+a)=7 < 9+a=7 .. a=-2.
x—3—



HARJOITUKSIA

Vastauksia monisteen lopussa. Suhtaudu nithin varauksella, silld niiden
joukossa voi olla virheellisia. Teknitkan opiskeluun kuuluu myos erilaisten
tarkistuskeinojen miettiminen, silla tyoelaman tehtavissa vastaukset eivit ole
tarkistettavissa mistaan vastauskirjoista.

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

A

Piirré funktion y = x° +1 kuvaaja. Miké on timéan funktion (laajin
mahdollinen reaalinen) méaarittelyjoukko ja mikd on vastaava arvo-

joukko? Mika on tdssd tapauksessa x:n lauseke f(x) (lue:"f x")?
Laske

a) f(-2) + f(1), b) fix) + —x) (lue: "farvolla x plus f arvolla —x)
c) flx+ 1), d) A1/x).

Olkoon g(x) = 2x -4 . Laske
X

a)g3), b)g(2/3), «¢)g@—4n), d) g2 + Ax).
. 2 . . x—-2

a) lim (2x°—1), b) lim (2at—a+?2), c¢) lim :
x—-3 1—2 x—>32x+3

2
a) lim — 3 b) 1im“2—2a+1,c) lim (2% +31).
x—=3x“=9 a->1  g° — t—0f
2 /
a) lim — 2 b lim = X ) fim YA 4
x32 X +x—6 x>0 x° +5x x—>4 2x-8
2
a) lim == by lim 2>, o) lim
x—w 2X+3 x—0o X —5x t—o 1 =3¢

Maéarita lim f(x)ja lim f(x), kun
x—>1- x—1+

ax + 2, kun x <1 3x =35, kun x <1

a) f(x)={ b) f(x)=42x-2

2—x, kun x >1 s, kun x>1
3x7 =3

Maarita sellainen a:n arvo, etti edellisen tehtdvin a)-kohdan funktio
on jatkuva kaikilla x:n arvoilla.



1.9

1.10

1.11

1.12

1.13

1.14

1.15

1.16

1.17

B
2x% —4x
Olkoon f(x) = el Laske a) f(2a), b)A2-h), c)fix+h).
X+
. xt—2x-3 . xt=2x+3 . xP=2x+43
a) lim ———, im——————, ¢) lim —5—.
x>32x° =5x-3 x>32x° =5x+3 x—0 2x" —5x+3
_ 2_
2) limx—4, by lim &~ —2+9
x4 /X — p—3 /3¢ -3
s : 3x N S : :
Maarita funktion a) y = % 5 toispuoleiset raja-arvot
- X—

kohdassa x = 2. (Kohta x = 2 on kayrélle ns. pystyasymptootti.)

. . . (2. : .
Myo6hemmin todistetaan, ettd lim (—sm3x) =6 (x radiaaneissa).
x>0\ X

Taten funktion 2sin 3x arvo on lihella lukua 6, kun x on lahella
X

0:aa. Laske (laskimella), miten paljon tdman funktion arvo poikkeaa
raja-arvostaan ja mihin suuntaan (pienempi vai suurempi), kun x on

a) 0,2 (rad), b) 0.1 (rad), ¢) 0,01 (rad).

C

f(x)= x? —3x . Laske a) lauseke J(x+ h}z mAC)) , b) taman lausek-

keen raja-arvo, kun 42 — 0.

Kuten edellinen, mutta f{x) = V2x.

. 2 : : :
Laske funktion % toispuoleiset raja-arvot kohdassa x = 0.
x°=3x

(Ohje: |a| = a, jos a> 0, mutta |a| = —a, jos a <0.)

Kuten edellinen, mutta f(x)= (ohje: laske ensin

342>

lausekkeen 1/x ja sitten lausekkeen U/ toispuoleiset raja-arvot).



1.18

1.19

1.20

1.21

1.22

1.23

1.24

1.25

kx +2, kun x <1

Madriti sellainen k:n arvo, etti funktio y =< x* —x on
,kun x >1

X2 +x-2
jatkuva kaikilla x:n arvoilla.
Maéarita lim e ' sin¢ .
{—o0
Piirrd jollakin menetelmélld (esim. Derive-ohjelmalla) seuraavien

—0.2¢

.. : : 1 1
funktioiden kuvaajat: a) y=e sin3f,b) y= sm;, c) §= tsm; ,

1 '
d) v=t*sin-, e) y:smx'
l X

Pallon pinta-ala 4 on halkaisyjan d funktio: 4 = A(d). Esitd tama
funktio yhtilomuodossa ("kaavana"), b) Mikd on tdmin funktion
madrittelyjoukko Aj? ¢) Mika tuttu kéyrd on tamin funktion
kuvaaja?

Funktio f on aidosti kasvava suljetulla vallla [a,b] (vililla a < x < D),
jos f(x;)< f(x,)aina,kun a <x; <x, <b. a) Havainnollista tal-
laista funktiota, purtamalla sen kuvaaja sekd merkitsemalla kuvaan
kohdat xyjax, sekd funktion arvot f(x;)ja f(x,). b) Missa
neljanneksissa (eli milla valiin 0 < x < 2n kuuluvilla x:n arvoilla)
kosinifunktio on aidosti kasvava funktio. ¢) Maarittele ja
havainnollista vastaavasti aidosti véihenevd funktio.

Maairittele kasitteet parillinen ja pariton funktio. Havainnollista
naitd funktiotyyppejd. Onko funktio y = 2cos x + 1 parillinen
funktio? Onko funktio y =2 sin x + 1 pariton funktio ?

Milla tavoin funktioiden y=x"+2x+1ja y=x*+x>+2 arvot eli

y:n arvot kayttaytyvit, kun a) x — o, b) x — —oo ? Yleisesti: Miten
c) paritonta astetta, d) parillista astetta olevan polynomifunktion
arvot kayttaytyvat, kun x — +oo ?

Esim. funktion f(x)=2x’+4x voidaan ajatella kahden funktion

u(x)=2x> ja wv(x)=4x summaksi. Kun lasketaan raja-arvo

lim f(x)=250+20=270, niin itse asiassa kaytetdan tulosta
x—5

"summan raja-arvo = yhteenlaskettavien raja-arvojen summa", ts.

lim [u(x) + v(x)] = lim u(x)+ lim v(x).
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Taman mukaan

lim (2x° +4x) = lim 2x° + lim 4x =250 +20 = 270.

x—5 x—5 x—5

a) Kirjoita vastaavat sddnnot seuraavien funktioiden raja-arvoille:

k-u(x) (k=vakio), u(x)v(x), ux) ja u(x)k.
v(x)
b) Laske tillaisia saantoja kayttden vaihe vaiheelta seuraava raja-
arvo:

2 4nS
fim =30
52 128(x +2)

Luonnollisen logaritmijarjestelmén kantaluku e = 2,71828... on
X
funktion y = (1+l) raja-arvo, kun x — oo. a) Laske laskinta
X

kayttden tdman funktion arvot, kun x:lle annetaan arvot 10, 100,
1000 ja —1000.

b) Mika virhe on seuraavanlaisessa paittelyssa: Kun x — oo, niin

1 o .
kantaluku (1+—)— 1. Koska 1 korotettuna mihin potenssiin tahansa
X

X
on 1, niin lausekkeen (1 +—) raja-arvo on 1° =1.
x
2,3

: : . X :
¢) Luku e voidaan méaritella myos sarjan 1+ x +?+§+... (Jossa
on Adrettoman monta termid) summana, kun x = 1. Laske tasta
sarjasta e:lle likiarvo siten ettd kiytdt sarjan summan tilalla sarjan

seitsemattd osasummaa, ts. seitsemii ensimmaisti termia.

*Matemaattisesti on olemassa monia muitakin tapoja, miten Neperin
lukuun e joudutaan. Erds on se, ettd etsitdian funktiota, jonka deri-
vaatta on funktio itse tama funktio on e".

*Neljas tapa on se, ettd maaritellddn ensin funktio In x funktion
: : x ] :
y=1/x integraalina lnx:Jl —du (x > 1). Funktion y = In x
u

kaanteisfunktio on e-kantainen eksponenttifunktio x =e”. Funktio y
= k/x (Ja sen integrointi) on tekniikassa tavallinen, silld se ilmaisee
"suureiden" x ja y valisen kddntden verrannollisuuden.
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2 Derivaatta

2.1 Derivaattakisite

Tutkitaan funktiota f kintealla x:n arvolla
x eli kohdassa x. Annetaan x:lle posi-
tirvinen tai negatiivinen "lisdys" Ax, jolloin
joudutaan kohtaan x + Ax. Lisdys Ax
atheuttaa funktion arvoon muutoksen Ay,

joka voidaan esittdd funktion arvojen
f(x+Ax) ja flx) erotuksena:

Ay = f(x+Ax)— f(x).

A .
Suhdetta Ey sanotaan erotusosamddraksi.

" "

Se kuvaa funktion muuttumisen "voimakkuutta", "muuttumisnopeutta” talla
Ax:n pituisella valilla ts. sitd, miten paljon funktion arvo muuttuu verrattuna
valin pituuteen Ax. Jos tdmé suhde on suuri, niin funktion arvot kasvavat
paljon vililla x ... x + Ax ja geometrisesti kdyrd y = f(x) nousee jyrkasti talla
valilla.

Kun annetaan Ax:n ldhestyd nollaa, saadaan funktion "paikallinen muutos-
nopeus" kohdassa x, Tata raja-arvoa sanotaan funktion f derivaataksi x:n
arvolla x tai kohdassa x ja merkitdaan f'(x):lla. Siis

Maiiritelma. unktion f derivaatta

f'(x)=390%:g130 f<x+§8—f(x)

Esim. 1 Laske derivaatan madritelmalla funktion f(x)=x?—23x deri-
vaatta (yleisella x:n arvolla x).

[(x + Ax)* = 3(x + Ax)]— (x* = 3x)

0= tim, .
~ lim x% 4+ 2xAx + (Ax)* —=3x —3Ax —x* +3x
" Av—50 Ax
_ lim GEEACTIA e Ox+ Av—3)=2x-3
Ax—0 Ax Ax—0
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Matematiikassa kaytetdan Ax:n sijaan usein A-kirjainta:

fr(x)= lim f(x+h)—f(x) '
h—>0 h
Esim. 2  Laske funktion y = 1/x derivaatta (derivaatan maaritelmalla).
11
fr(x): lim f(x+h)—f(x) — lim x-l-h—x
h—0 h h—0  h
x—(x+h)
L C 0L SR N S
h—0 h h—0 h(x+h)x h->0 (x+h)x X

Esimerkkien 1 ja 2 tulokset voidaan esittdd myos seuraavasti:

1) Funktion y = x% =3x derivaatta on y' =2x -3,

1 , 1
Jy=- = V=-73.
X X
Ensimmaisessa tuloksessa x vor olla mika reaaliluku tahansa, ts. funktiolla
y=x?—3x on derivaatta kaikilla x:n arvoilla. Tama merkitsee, ettd funktio

y= x> =3x on derivoituva kaikilla x:n arvoilla ja sen derivaattafunktio on
y'=2x-3.

Jotta jokaiselle yksittaiselle funktiolle e1 tarvitsisi johtaa erikseen derivaatan
lauseketta derivaatan maédritelmdn avulla, jatkossa pyritddn esittiméan

yleisia derivoimissdcintdjd, esim. miten derivoidaan potenssifunktio y = x
(missa a € R), tulo, osamaar4, yhdistetty funktio jne.
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s AV o e LAy
Erotusosamaarin e raja-arvoa eli derivaattaa merkitdan myos I 114 (lue:
x

"dy dx"tai "y:n derivaatta x:n suhteen").

Mainitaan vield erds tapa derivaatan merkitsemiseksi, ns. derivaatta-
operaattorin D kiyttaminen. Esim. edelld esimerkeissd 1 ja 2 johdetut
tulokset voidaan esittdd muodoissa

D(x*=3x)=2x-3 ja D—=-—|

Kun derivaattaoperaattori "operoi" funktioon x? —3x, se muuttaa funktion
toiseksi funktioksi 2x — 3.

2.2 Eriiti derivoimissaintoja

Derivoiminen tarkoittaa funktion derivaatan laskemaista.

1. Vakion derivaatta on =0, ts. jos f(x) =a (= vakio), niin f'(x)=0.

Tod (0= i S i € <o

2. Potenssin derivaatta: |[Dx" =n-x"""' (n=1,2,..).

Harjoitustehtavana on tdmén todistus erikoistapauksissa n = 1, 2 ja 3 (seka
mahdollisesti C-tason tehtdvina yleinen todistus). Mychemmin todistetaan,
ettd sama sdint0 pitdd paikkansa, vaikka n:n paikalla on mikd vakio a
(a €eR) tahansa.

Esim. 3 Dx5:5x4,Dx:Dx1:1-x0:1. Suis Dx=1.

3. Vakiotekiji voidaan "siirtii eteen': |D [a . u(x)] =a-D u(x)|

Tod. Jos f(x)=a-u(x), nin

a-u(x+h)—a-u(x) _ 4 lim u(x +h)—u(x)

h ) h =a-u(x).

J'(x)=lim

Esim. 4 D (8x’)=8-Dx’ =56x°, D(=3x) = -3,
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> 4
D2i— 2 D5_10x

= X~ =
17a 17a 17a

2
(Huomaa: vakiotekiji —).
17a

4. Summa voidaan derivoida '""termi termilti'':

D(u(x)+v(x)=u'(x)+v'(x)

*Tod. Jos f(x) = u(x) + v(x), niin

J'(x)=lim

Esim. 5

u(x+h)y+v(x+h)- [u(x)+ v(x)]
h

1 [u(x +h)—u(x) N v(x+h)—v(x)

0 h h

} =u'(x)+v'(x).

D(x* +x*)=4x +2x, D(5x> =3x+2)=5-3x> =3=15x% -3,

d 3P +20-1 61+2 3+l
dt 8a 8 4a

(huom. SL on vakiotekija),
a

i(txz +3x)=21x +3, i(txz +3x) = x?
dx dt

5. Tulon derivaatta: Jos u = u(x) ja v = v(x), niin

Esim. 6

D (uv)=u'v+u' (Tod. sivuutetaan.)

Laske funktion y = (3x% —2x)(5x° +3) derivaatta x:n arvolla 1.
y'=(6x— 2)(5x +3)+(3x% = 2x)15x>

S y'(1)=4-8+1-15=47.

Saman tuloksen saisit, jos kehittiisit ensin hakasulkulausekkeen
polynomiksi.

6. Osamiirin derivaatta: |D —=——5—/| kun u = u(x) ja v=v(x).

(Tod. sivuutetaan.)
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xX*=2x  (2x-2)B3x+1)—(x*=2x)-3 3x*+2x-2

Esim.7 D 5 5
3x+1 Bx+1) (3x+1)

Jos derivoitavassa funktiossa esiintyy useita muuttujia, on seuraavanlainen
derivaatan merkintd kdyttokelpoinen, koska siité ilmenee, minkd muuttujan
suhteen derivointi tapahtuu:

i(txz +3x)=21x+3, i(txz +3x)=1-x*+0=x".
dx dt

d 2y 2 d 12V 0:(5r+D)-1:5_ —10V
dr3h(5r+1)  3h dr5r+1 3h  (5r+1)> 3h(5r+1)*

Huomaa edellisessi erityisesti vakiotekijin kasittely. Sama tavallisemmin:

o o _2V(0-1-5) 10V
/ (r)_3h(5r+1):>f (") 3h(5r+1?  3h(5r+17

2.3 Derivaatan geometrinen merkitys

A
Erotusosaméara Ey antaa suoran PQ
kulmakertoimen (vrt. viereinen kuva).
Kun Ax —>0, niin piste Q ldhenee
pistettd P ja suora PQ kaantyy pistee-
seen P piirretyksi tangentiksi.

Taten erotusosamiiridn raja-arvo eli
derivaatta f’(x) merkitsee geomet-
risesti sellaisen tangentin kulma-
kerrointa, jonka sivuamispisteeni on
kohtaa x vastaava kiyrian y = f{x) piste P.

Jos siis tunnetaan kdyrdlld oleva piste Py(Xq,Y), niin tdhin pisteeseen
piirretyn tangentin kulmakerroim on £ = f'(x,) ja siten tangentin yhtalo on

Y=Y, = f"(x,)(x=x,)|,

Koska pisteeseen P, piirretty normaali on kohtisuorassa tangenttia vastaan,
niin normaalin kulmakerroin on tangentin kulmakertoimen "kaanteisluvun
vastaluku", ts.




Esim. 8

Esim. 9

Huom.
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Kayralle y = % piirretian tangentti pisteeseen, jonka x-koor-
dinaatti on 3 ja y-koordinaatti siten 2. Méaérita tangentin yhtalo.
, 4 4

Yy T e

Siten tangenttion y—2=-1-(x-3) eli x+ y-5=0.

Kayralle y=x piirretdsn tangentti, joka kulkee pisteen (0,~2)
kautta. Maarita tangentin yhtalo.

Tassa esimerkissd ei tunneta tangentin sivuamispisteen X-
koordinaattia x,, silléa piste (0,-2) e1 ole kéyrén piste. Tangentin
kulmakertoimen laskeminen e1 siksi onnistu niin yksinkertaisesti
kuin edellisessa esimerkissa.

Koska y=x’, niin y’=3x*. Merki-
tddn sivuamispisteen x-koordinaattia
x,lla, jolloin y, =x,” ja tangentti on
muotoa

(x .y)
(1) y_x03:3x02('x_xo)' °° >

Luvun x, arvo saadaan lasketuksi siitd (0-2)
tiedosta, ettd tangentin pitda kulkea ’
pisteen (0,—2) kautta, ts. timén pisteen

taytyy toteuttaa tangentin yhtalo (1):
—2- xo3 = 3x02(0 —X,)

-2 —xo3 = 3x,°

Kun tdmé x,:n arvo sijoitetaan yhtaloon (1), yhtélo saa muodon
y=1=3(x-1) .. y=3x-2.

Edellisen kuvan mukainen, pisteeseen (x,,y,) piirretty tangentti
leikkaa kayran pisteessd (—2,—8). Siis suora, joka on kéyrin
johonkin pisteeseen piirretty tangentti (eli sivuaja), voi olla
kayran jonkin toisen pisteen kannalta katsottuna saman kidyran
leikkaaja (el sekantti).
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Funktion tutkimisen kannalta ovat usein tarkeita
ns. paikalliset ddriarvokohdat, ts. sellaiset
kohdat x,, joissa funktion arvo (y:n arvo) on

suurimmillaan tai pienimmillddn, kun funktion
arvoa f(x,) verrataan x_ :n ldhiympériston

mukaisiin funktion arvoihin.

Esimerkikst  edellisessdé  kuvassa x, on x X, X,

paikallinen maksimikohta ja x, on paikallinen

minimikohta. Kummassakin kohdassa tangentti on vaakasuora, ts. tangentin
kulmakerroin (derivaatta) on = 0. Myds kohdassa x, tangentti on

vaakasuora, mutta kyseessi e1 ole dariarvokohta, vaan vastaava kayran piste
on ns. kddnnepiste (Jossa kayran kuperuussuunta vaihtuu).

Esim. 10 Madriti heittoparaabelin /—\

y=-3,45-10"x%+0,270x x

ylin piste.
y'=-690-10"x+0,270=0< x=39,13.... y~ 528.

2.4 Derivaatan sovelluksia

Teknitkassa joudutaan usein tutkimaan jonkin suureen muuttumisen nopeut-
ta, muuttumisen "voimakkuutta" ja siten derivaattakésite on siella keskeinen.

Esim. 11 Jos kappale etenee pitkin matka- (t=2)

akselia s, sen matkakoordinaatti s t=0) (t=1) :

muuttuu ajan ¢ funktiona s = s(7). , \ . . \

Viereisissa kuvissa on tilanteen b 1 ' ' 4 -
havainnollistus seka funktion
s = s(¢) kuvaaja (¢, s)-koordinaatistossa. S| s=s)
Suhde As ilmoittaa matkakoordinaatin muutoksen
At As

suuruuden As verrattuna kaytettyyn aikaan Af, ts. se
kuvaa matkakoordinaatin s muuttumisen nopeutta ;
talla  Arn  pituisella  aikavalilli eli antaa AL
keskinopeuden aikavilina ...t + At . o

1 : t
Kun At ldhenee nollaa, niin saatu raja-arvo antaa t t+ AL

hetkellisen nopeuden hetkella t. Siis
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v = lim E:S'(t).
At—0 At

_ds
dt|
Vastaavasti kiihtyvyys kuvaa nopeuden muuttumisen '"voimak-

dv

kuutta" ja on siten nopeuden derivaatta: |@ = v'(f) = ol

Taten nopeus on matkan derivaatta ajan suhteen: |V

Esim. 12 Jos astiaan virtaa kaasua tai nestettd, ovat
astiassa olevan kaasun paine p, nesteen — > _— |
tilavuus 7 ja massa m ajan ¢ funktioita: —
p = pl), V= WMt, m = m(t). Niiden -
funktioiden derivaatat - -

dp dv_. dm

> Ja
dt dt dt

kuvaavat kyseisten suureiden muuttumisen "voimakkuutta", ts.
milla nopeudella paine, tilavuus ja massa muuttuvat.

*Sama maard J(¢), joka on siirtynyt astiaan ajassa ¢ (aikavalilla
0...7), on myo6s kulkenut virtausputken poikkipinnan lapi. Taten

: av .
derivaatta ” kuvaa myo6s putkessa tapahtuvan virtauksen

nopeutta. Sitd sanotaan tilavuusvirraksi (tai tilavuusvirran
voimakkuudeksi). Sahkovirran voimakkuus i(f) taas ilmaisee
varauksen virtausnopeuden:

dq

virranvoimakkuus i(t) on varauksen q(t) derivaatta: i = 3
t

*Derivaatta esiintyy teknitkassa monessa muussakin yhteydessid. Esim. ns.
derivoiva sdddin tutkii jonkin suureen muuttumisen nopeutta jossakin
prosessissa ja korjaa tilannetta, jos tima muutosnopeus kay liian suureksi.

*Jonkin funktion aikaderivaattaa (derivaattaa ajan suhteen) merkitdan usein
pilkun sijasta pisteelld esim. seuraavasti:

ds . L dv : dm dq
v =§(t)= —, tilavuusvirta V' (¢t) = — , massavirtam(t) = —, i(t) = 4(t) = —
() & () 7 () 7 (t)=4(1) 7

Derivaatan méaritelméan ymmartdminen on tarkeii sovellusten kannalta, silla
aina funktiosta ei tunneta sen matemaattista lauseketta, joten sen derivointiin
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el voida kayttdda mitddn derivoimissaantod. Jos funktio tunnetaan esim.
taulukkomuodossa, saadaan derivaatan arvoja, kun derivaatan likiarvona
kaytetdaan erotusosamaaraa:

_ e+ f(x)

f'(x) , jos h=0.
h
HARJOITUKSIA
A
2.1 Muodosta derivaatan maaritelmaa kayttiden seuraavien funktioiden

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

derivaatat (kayta jossakin kohdassa lisdystia Ax ja jossakin /:ta):
a) y=2x+3, b) y=x* c) y=2x.

Johda seuraavien funktioiden derivaatan lausekkeet (derivaatan
madritelmaa kayttaen)

+2 1
a)x’, b)) ¢) .
X X
o : 1 : 2x—1 :
Maarita derivaatan maaritelmaa kayttden funktion y = deri-
X

vaattafunktio ja piirrd sen kuvaaja. Milla x:n reaaliarvoilla alku-
perdinen funktio on derivoituva?

2
Derivoi a) y=x", b) f(x):%, c) 2x° +4x% —2x+5.

Derivoi a) f(t)=2at* — bt +% (kéayta apuna Esimerkin 2 tulosta)
32 4 5
b) u(z)=xz" —z"sinx, c) V(r) :gmf :

Laske funktion g(r)=(3r*—1)* derivaatta a) tulon derivoimis-

saannolla, b) suorittamalla ensin potenssiinkorotus. (Myohemmin
opitaan kolmas tapa: yhdistetyn funktion derivointi.)

Astian vesimadrd muuttuu lain ¥ (#)=5,23—-2,35t> mukaisesti.
a) Purra timéan funktion kuvaaja, b) Laske tilavuusvirran lauseke.
2x -1 5(—4 X0 =3x% +6x-5

, b c) f(x)= o2 :

x> 61>

Derivoi  a)
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2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

2.17

2.18

2.19

20

Milla x:n arvoilla funktion y =3x? —6 derivaatta on > 0 ?

Maérita perusparaabelin y = x? pisteeseen (2, 4) piirretyn tangentin
yhtalo.

Pisteesta (1,-3) piirretaan paraabelille y =x? tangentit. Maaritd
niiden yhtalot.

B

Johda derivaatan méritelméa kayttien funktion a) x> +3x+2, b)

Nx? —x derivaatta.

. 2x+1 6 3 2
Derivoi a) —, —t+ -
4(x°—4) X X X
d t+2u d 2 5
a) — , b) —(——x").
)dut—2u )dt(2x )

2
s(t)y=s,+v, I+ % . Laske v(¢) ja a(t).

Milld #n arvolla funktio @(f)=1+9¢*-2¢> kasvaa nopeimmin?
Vihje: derivaattafunktion kuvaaja.

a) Todista, ettda potenssin dertvoimissaanto pitaa paikkansa myos kun

. . . _ —n-1
eksponentti on negatiivinen kokonaisluku —n, ts. [Dx™" =—nx"""|

(Vihje: Osaméaéran derivoimissdiantd.) b) Derivol tdméan avulla
2/x°.

a) Todista, ettd kolmen funktion tulon derivoimissaantd on

D (uvw)=u"vw+uv'w+uvw'|, (Vihje: uvw = u{vw).)

b) Laske tamén avulla 77(x) sekd f'(-2) ,kun f(x)=(2+3x).

Madritd (derivaatan avulla) paraabelin y = —x* —2x+1 sellaisen
tangentin yhtalo, joka on kohtisuorassa suoraa x+2y—3=0 vas-
taan.
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2.20

2.21

2.22

2.23

2.24

2.25

Kayralle y:ﬁ piirretian tangentit pisteestd (4, 0). Maarita

stvuamispisteen x-koordinaatti x,, .

Olkoon f(x)=x>+2. Madritd jokin sellainen funktio F(x), ettd sen
derivaatta F'(x)= f(x). Tallaista funktiota F(x) sanotaan funktion
Ax) integraalifunktioksi.

Olkoon f(x)=x(4—-x),x=0,43jah=0_2. Laske fx + kh), kun k =
0, 1,2, ..., 6. Kirjoita nima x:n ja f(x):n arvot taulukoksi

x |0,4 0,6 0,8 jne
f(x) |

Laske taulukon tietojen avulla tdman taulukkomuotoisen funktion
derivaatalle f'(1) likiarvoja, kdyttaen ~:na lukuaa) =04, b) h=
0,2 , ¢) h =-0,2. Vertaa tuloksia derivaatan matemaattisen lausek-
keen antamaan tarkkaan arvoon f'(1).

C

. . . 1 : .

Pisteesta (3,-5) piirretdan hyperbelille y =— tangentit. Maarita
X

niiden valinen kulma.

Kayralle y=x*+4x piirretddn normaalit, jotka kulkevat origon
kautta. Maarita normaalien kulmakertoimet.

Kun kéayralla kuljetaan matka As pisteesta P pisteeseen Q, niin
tangentin suuntakulma muuttuu tietyn maaran Ao . Suhde Aa/ As

kuvaa kayran kaartumisen nopeutta valilla PQ. Sen raja-arvo da / ds
on kaarevuus k pisteessid P. Kaarevuuden kéanteisluku p=1/k on

ns. kaarevuussdde pisteessid P. Sille johdetaan myohemmin lasku-

[+ ()T
yrr >

kaava |p= missa )" tarkoittaa  y'-funktion

derivaattaa.

Laske paraabelin y:x2 kaarevuussdde a) huipussa, b) kohdassa
x =1.(Vastaus: a) 1/2, b) n. 5,6).



22

3 Differentiaali
3.1 Differentiaalin méirittely ja kiytto virheen arvioinnissa

Siirrytdan  pisteesta P

kayraa  pitkin  toiseen Q )

pisteeseen O  (kuva).

Vastaava vaakasuora dv=2|2Y
: p y=:

muutos on Ax ja pystysuora i

Ay. Kuinka suuri on yn y=1x) y Ax

muutos dy, jos kayrin __ E :

sijaan strrytadankin ! E

tangenttia pitkin  matka, | !

joka vastaa vaakasuoraa X x+Ax

muutosta Ax ?

Tangentin kulmakerroin on aikaisemman mukaan derivaatta laskettuna

arvolla x. Toisaalta kuvan mukaan kulmakerroin on = % Taten

d :
Ey: f'(x), mistd seuraa, ettd dy= f'(x)-Ax. Lukua dy sanotaan y:n

differentiaaliksi. Siis

Miiritelmd. Funktion y = f{x) differentiaali |dy = f'(x)-Ax

o . A :
Jos erityisesti Ax on lahelld nollaa, niin Eyz f'(x) (koska derivaatta on

erotusosamaarin raja-arvo) ja siten funktion lisays
Ay~ f'(x)-Ax=dy

(vrt. edellinen kuva). Differentiaali dy on siis y:n muutoksen Ay hyva
likiarvo, jos x:n muutos Ax on pient:

(1) Ay=dy=f'(x) Ax, kun Ax = 0.

*Kun y:n muutoksen Ay tilalla kaytetdan differentiaalia dy, merkitsee se itse
asiassa, ettd kayra korvataan tangentillaan valilla x ... x + Ax. Tamaé on eréas
tapa linearisoida kayra pisteen P lahistolla.
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*Toinen linearisointitapa olisi korvata kidyranosa PQ janalla PQ ja kolmas
olisi korvata kdyranosa PQ ns. regressiosuorallaan. Linearisointia kaytetaan
mm. sdhkotekniikassa ja tilastotieteessa.

Esim. 1 Lasketaan muutaman funktion differentiaali:

) y=x>+2x=dy=03x? +2)Ax, 5. d(x’ +2x)=(3x* +2)Ax,
Q)y= = dy =2xAx, ts. d x* = 2xAx,

3Yy=x=>dy=1-Ax ts. |[dx=Ax|

Viimeinen tulos osoittaa, ettd riippumattoman muuttujan x lisdyksen Ax
tilalla voidaan kéyttdd x:n differentiaalia dx. Siten differentiaalin maari-
telmé saa muodon:

) dy = f'(x)dx]

missa dx on x:n "lisdys" (posit. tai negat.).

x2—3x+1

2

Esim. 2  Differentioi funktio y =
2xX° —x

_ (2x=3)(2x? —x)—(x* =3x +1)(4x - 1) i

dy= f'(x)dx
y=f'(x) oy
2
-2
(2x° —x)
Yhtalosta (2) seuraa, etta
oy
f'(x)= b

ts. derivaatta on y:n ja x:n differentiaalien osamdidird.

Esim. 3  Vinossa heittoliikkeessa pisteen paikka (x, y) saadaan yhtaloista

x=2706t | dx =276 dt
y=2941-491¢ dy=(29,4-2-491t)dt =(29,4—-9,82¢)dt

Laske ratakédyrian y = f(x) derivaatta #:n arvolla 1 (jota vastaava
piste on x =27.6;y=24)5).

dy _(294-9820)dt _294-982: 7
dv 27,6 dt B 27.6 ,1UY.

J'(x)=
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Koska Ax = dx, niin likiarvokaava (1) saa muodon

Huomaa, ettd x:n lisdys dx (eli Ax)
atheuttaa y:n arvoon muutoksen Ay, N
Jjoka ei ole sama kuin differentiaali dy

(kuva).

Edellista

seuraavien esimerkkien mukaisesti.

Esim. 4

Esim. 5

1

1

1

. o e e 1
funktion muutoksen Ay arvioimiseen !
|

1

1

Ay=dy= f'"(x)dx, kun dx = 0|,

dx=Ax|

likiarvokaavaa kéaytetdaan

2
Olkoon y= xSl

X x +dx
2xr —x

Muuttujan x arvo vihenee
arvosta 3 yhden kymmenesosan (eli n. 3,3 %).

a) Arvoi differentiaalia kayttden, mihin suuntaan ja kuinka paljon
y muuttuu.

b) Laske y:n muutos Ay suoraan.

2 _ x=3
x=3, de=-01 f'(x)="2 P27 01511 (Bsim. 2).
(2x" —x)

a) Avyrdy=f"(x)dx=0,1511-(-0,1)=-0,0151.
Siis y:n arvo pienenee suunnilleen maaran 0,015 (eli n. 23 %).

b) Ay = £(2.9)— £(3)=0,05100..~0,06666...= —0.01566...

2
—3x+1 : : ..
Olkoon y:x22—x+ kuten edella. Mittauksissa x:lle saatiin
X°—x

likiarvo x = 4,56. Arvioidaan, ettd "x:n viimeisessid desimaalissa
saattaa olla kahden numeron heitto puoleen tai toiseen". Nama
lahtotiedot esitetdan yleensd muodossa

x=456+0,02.
Laske y virherajoineen differentiaalia kayttaen.
Nyt el tunneta x:n virtheen dx tarkkaa arvoa, eikd myoskédan

virheen suuntaa (etumerkkid), vaan tiedetddn ainoastaan, etti
vithe on valilla —0,02 <dx <+0,02. Tama kaksoisepayhtilo

voidaan esittaa itseisarvoja kéyttaen muodossa |dx|<0,02| Sen
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mukaan x:»n (absoluuttinen) virhe dx on itseisarvoltaan korkein-
taan 0,02. Kun tasta lasketaan funktion arvon y (abs.) virheelle
Ay likiarvo (differentiaalin avulla), joudutaan siindkin kaytta-
maan itseisarvoja ja arviointia ylospain seuraavasti:

2
f(x)=x22—3x+l, x=456+0,02 . x =456, |dx|<0,02
5x2 —4x+1
f(x) J'(x) (227 —x)

M| = [dy] = | /" (x)]dx| < 0,0632-0,02 = 0,0012 < 0,002]

5o y=0,219£0,002.

Y
itseisarvo). Jalkimmainen esitetddn usein prosentteina. Yleisesti

Esim. ‘Ay‘ on y:n absoluuttinen ja suhteellinen virhe (oik. virheen

virhe = likiarvo — oikea arvo ja korjaus = oikea arvo — likiarvo.

3.2 Kokonaisdifferentiaali

Edellisen menettelyn kayttokelpoisuus tulee paremmin esiin, jos tarkastel-
laan useamman kuin yhden muuttujan funktioita. Tallaisilla funktioilla deri-
vaatan ja differentiaalin tilalla ovat ns. ositfaisderivaatat ja kokonaisdiffe-
rentiaali.

Esim. 6 Jos funktio z=x”y+)° derivoidaan siten, etti derivoimis-

muuttujana pidetddan x:44 ja muuttuja y ajatellaan derivoitaessa
vakioksi, saadaan tdman funktion z = f(x, y) osittaisderivaatta

x:n suhteen:

f.=2xy+0=2xy.
(Tata merkitdan myos f/:114 z2:114, z ;114 tai é:lléi) :

Vastaavasti, pitimélla x vakiona ja derivoimalla y:n suhteen,
saadaan funktion z= f(x,y) osittaisderivaatta y:n suhteen:

7 = x> +3)°.

Funktion z= f(x,y) kokonaisdifferentiaali dz saadaan, kun

osittaisderivaatat kerrotaan "lisayksilla" dx ja dy ja saadut diffe-
rentiaalilausekkeet lasketaan yhteen:
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dz=f,-dx+f,-dy=2xydxc+(x*+3y")dy.

Yleisesti: Jos z= f(x,y) , niin zzn kokonaisdifferentiaali

dz=f.dx+f, dy|

Muuttujien x ja y arvojen "lisdykset" dx ja dy aiheuttavat funktion arvoon z
tietyn muutoksen Az. Kokonaisdifferentiaalia dz kiaytetdan muutoksen Az
suuruuden arviointiin, jos dx ja dy ovat lahella nollaa:

Az~ dz=f, dx+f,dy, jos dx=0 ja dy=0|

Esim. 7 Kartion pohjan siadetta r lisataan 2% ja korkeutta /7 pienennetaian

Esim. 8

1%. Laske tilavuuden 7 muutos AV

1.2 . -2 —1 2. -1 2 —__1
V=3mrh, .V.,=5mh, V,=3m", dr=+5r,dh=—y5h.

AV =dV =V,dr+V,dh=2mrh-2r+im? (- h)

100 100

=4 iy 1 p2p 3 n2n 3 12, 03
=00 W =5 Th =5 h =155 3w h =55V

.. Tilavuus kasvaa n. 3%.

x2 x=4,75%£0,02 , .
. Laske z virherajoineen

Olkoon z=—, missd
¥ y=6,28+0,03

kokonaisdifferentiaalin avulla.

Tassa tapauksessa |dx|<0,02 ja |dy|<0,03, joten myos zn

virheen laskemisessa on kaytettava itseisarvoja:

|~ | =

fudx+ f,dy| | kolmioepiyhtals: |a = b| <la|+ 5

«. |Az| =|dz|<f,|dx| +| £, |dy]| Tassa esimerkissa

2
X

2x
fx :7 :1)512, fy = —? = —035720, z :3,5927

- |Az]~|d=|<1,512-0,0240,572-0,03= 0,047...< 0,05|

. z=359+0,05
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HARJOITUKSIA

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

A

x? -1
5x

Difterentioi (eli muodosta differentiaali): a) y=

>

2
b) y:%-(x3—4x), c) f(t):t%—4t.

Pallon sidde pienenee arvosta 50,0 mm yhden prosentin. Laske
differentiaalin avulla, kuinka monta % a) pallon pinta-ala, b) pallon
tilavuus pienenee.

Laske ympyrén ala virherajoineen differentiaalin avulla, kun halkai-
sija D = (12,5 £0,1) cm. Kéayta halkaisijaa D eika sadetta r.

Laske seuraavien funktioiden osittaisderivaatat:

— 2t -1
a)z:xy3—5x+2y, b)U:4t S, c)v= :
2 3u
Esimerkiksi b)-kohdassa on laskettava U, jaU..
xt—x
Differentioi (eli muodosta kokonaisdifferentiaali): z = i 24
y

Suoran ympyrilierion korkeus on /4 =(96,2+03)mm ja pohjan
halkaisiyja D =(62,3+0,2) mm. Laske virherajoineen kokonais-

differentiaalin avulla a) lierion tilavuus, b) vaipan ala, ¢) kokonaisala
(vaippa + pohjat). Kayta laskuissa halkaisijaa D eikéa sadetta r.

B

3
x=1" -1
Yhtalot _ (2 +2 magrittelevét funktion y = f{x). Laske f'(7).
ot
(Vihje: mika on vastaava 7:n arvo?)

5t -3 R+1T?

Differentiol a) K = b) H =

= H(R,T,S).

Kiilan tilavuus V' = %(261 + c¢)bh (vrt. kaavasto). Laske J virherajoi-

neen kokonaisdifferentiaalin avulla, kun (mm:issa esitettyna)

a=45310,2; b=354%0]1; ¢=383+0,2 ja h=97,510,3.
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Johda differentiaalia kayttaen pallon tilavuuden suhteelliselle virheel-

A d .. .
le laskukaava —Vz3-—r. Jos siis pallon sdde pienenee 0.5 %,

r
paljonko pienenee tilavuus ?

Johda kaava %‘ lle, kun V' = wth.
C
2
a)F:Ql—sz,b)F= ngz 5—, Missd £=885-107" C2
Adrer Are(a” +b7) Nm

Laske /' virherajoineen, kun
r=(0,43£0,01)m,

0, =(25£01)-107°C, 0,=(19+0]1)-107"2C,

a=(025+0,01)m, b=(0,35+0,01)m.

Vakion ¢ wvirhetta ei tarvitse ottaa huomioon (silld &n arvossa on
virhetti vasta neljannessa numerossa katkaisuvirheen verran).

Perustele differentiaalin avulla tulos
f(x+dx)= f(x)+ f'(x)dx, josdx=0.

Laske taman tuloksen avulla lausekkeelle sin30,5° likiarvo, kun
tulos Dsin x = cosx oletetaan tunnetuksi.

Jos y=u+v,missd u=u(x) jav=v(x),nin dy =du+dv eli
d(u+v)=du+dv,

silla dy = [u'+v']dx =u'dx+v'dx=du+dv.

Johda samaan tapaan tulon ja osaméérin differentioimiskaavat:

d(uv)=vdu+udv, dz:vdu——zudv'
v v
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4 Derivointimenetelmia

Edelld on ollut esilld jo erditd derivointimenetelmid. Niiden perusteella
pystytaan derivoimaan mm. polynomit ja murtofunktiot.

4.1 Trigonometriset funktiot

Olkoon x yksikkdympyran keskuskulman suuruus radiaaneissa, vrt. kuva.

Janan AC pituus on = I-sin x = sin x. Radiaanin
maaritelmin mukaan kaaren AB pituus on = 1 x = x. Kun A
kulma x — 0, niin kaari AB ja jana AC lédhenevit toisiaan ’
ja siten niiden pituuksien suhde — 1. Tama tulos (jonka

tarkempi perustelu sivuutetaan) voidaan esittdd muodossa sin X
: x (rad) 5
. SInx
(1) lim —==1| C
x>0 x

sinx sin0,01

Jos esim. x = 0,01 rad, niin =0,99998...
X 0,01
Esim. 1 lim ™% — lim (51“3" -3) ~1.3=3,
x=0 X x—0 3x

sillda kun x — 0, niin my6s 3x — 0.

Lause. Dsinx=cosx, Dcosx=-sinx

1
5 =1+tan’x, Dcotx=—— 5
cos” x sin” x

Dtanx =

Tod. l) f(x)=sinx

sin(x + /) —sin x

o — o+
'BCOS 'B

) =i o —sin B2 s
f'(x) lim sin & —sin = 2sin 5

2sinhcos(x +h) sinﬁ
2 2 : ) h
=lim —=-cos x+§ =1-cosx.

2) f(x)=cosx vastaavasti.
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siInX COSX-cosx—sinx-(—sinx) cos x+sin”x
3) Dtanx =D = ( ):

COSX cos’ X cos’ X
1 . ) sin’
= ja myos =1+

X 2
5 5 =]+tan” x.
cos” x cos” x

Esim. 2 D (2x’cosx)=6x*cosx +2x’(—sinx)=6x*cosx —2x’sinx.

4.2 Toisen ja korkeamman kertaluvun derivaatat

Jos funktion y = f(x) derivaattafunktio y’'= f'(x) derivoidaan uudelleen,
saadaan toisen kertaluvun derivaatta y"” = f"(x), jne. Téllaisille "korkeam-
mille" derivaatoille kdytetddan mm. seuraavia merkintoja:

2 2
- f"(x)=D* f(x )—Q ‘Zcz £(x)
3
- f(x)= D f(x )—%— T f(x)
4
- f9(x)= D' f(x )—"—y— 1 f(x) jne.

Esim.3 y=xsinx. Laske y"’(%) :

y'=sinx+xcosx

y" =cosx+(cosx—xsinx)=2cosx —xsinx

Y =-2sinx —(sinx +xcosx)=-3sInX —XCOSX
ST C I WA A
Y 232 6

4.3 Logaritmifunktio

Neperin luku e = 2.71828...voidaan méaéritelld esim. raja-arvona

1 X
e=lim |1+—| .
Xx—>*o0 X
Tama raja-arvo esiintyy joskus toisessakin muodossa (mm. sdhkoteknii-
kassa). Jos nimittdin merkitddn — = v, raja-arvo saa muodon
X
l/v _

lim (1+v)

v—0
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Jos a on jokin positiivinen reaaliluku, niin yhtalén e* = a ratkaisua sanotaan
luvun a luonnolliseksi logaritmiksi ja merkitdan In a:lla. Seuraavaan luette-
loon on koottu funktion y =Inx tarkeimméit ominaisuudet.

1) Miiritelty vain kun x > 0. 4j =R.
2)iIn1=0, Ine=1.

3)e"™ =x, Ine* =x.

4)Inab=Ina+1Inb

ln£=lna—lnb
b

Ina“ =clna (c eR).

In x
S5)log, x=—-+,
) log, Ink
6)le*=a > x=Ina. 7)Inx=a = x=e".

. _ 1 1 3
Esim. 4 e "= =, e :(elnx) =x.

In(2¢’*)=In2+Ine** =In2+3xIne=In2+3x.

e =3o2x+1=In3< x=1(1n3-1).
Indx =t < dx=e' o x=qe".
1
Lause. Dinx=—|
X
*Tod. Jos f(x)=Inx, niin
lrlx+h
yoon o In(x+hA)=Inx . x g 1 h
@) =lim - =i 001+,

Merkitaan ﬁ: v. Sillomn 2 = xv ja kun x:11a on jokin kiintea
X

arvo, niin #:n mukana myos v — 0. Taten

f'(x)=Ilim Lln(1+v):lim lln(l+v)l/v :llne:l.
v—>0 Xy v—>0 X X X
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Esim.5 Dx’Inx=2xInx +le:2xlnx+x.
X

Seuraus. Dlg x= (missa lgx =log,, x).

xIn10

lnx_lDl 1 1 1

Tod. Dlgx=D = nx= —= :
In10 Inl10 In10 x xInl0

4.4 Logaritminen derivointi. Eksponentti- ja potenssifunktio

Esim. 6 Lasketaan funktion y=x" (joka ei ole potenssi- eiki ekspo-
nenttifunktio) derivaatta ns. logaritmisella derivoinnilla:

y=x" \ otetaan kummastakin puolesta logaritmi

Iny=3xInx \ differentioidaan kumpikin puoli

ldy :(3lnx+3xl)dx:3(lnx+1)dx ‘-y:x3x
Y X

dy = y-3(Inx+1)dx = x> 3(Inx +1)dx |:dx
@ =3x"(Inx +1).
dx

Samalla menetelmélld (mutta lausekkeet ovat yksinkertaisemmat) johdetaan
eksponenttifunktioiden y=e* ja y=a* sekd yleisen potenssifunktion
y=x" (a eR) derivaatat (todistukset harjoituksina):

De*=e" Da*=a"Ina

Dx“=ax“"' (aeR)

Logaritmista derivointia voidaan kayttid myoOs virheen arvioinnissa, vrt.
harj. 4.21.
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Esim. 7
DD (x*e*)=2xe" +x* " =x e (x+2)
2)De tanx=e" tanx +e* 5
cos” x
3)D5x" =5zx""
4)D(X\/;)=Dx3/2=%x3/2_1=%x1/2=%\/;
5D =6 Dx 2 =6.(~2)x 2
Y2 3
4 4 4
5/3
i /- sV S >
X X X x

4.5 Yhdistetyn funktion derivointi

Sinifunktion derivoimissdantd oli D sinx =cosx. Kaésitelladn yleisempaa
tapausta, jossa derivoitavana on esim.

y=sin(5x+3),

ts. derivoitavana e1 ole sinifunktio, vaan "sini erdista x:n lausekkeesta
5x+3". Tallainen funktio on yhdistetty kahdesta sisdkkdiisestd funktiosta:

y=sinu, missd u=>5x+3.

Yleisesti: Jos y on u:n funktio y = f(u) ja tdssi u on puolestaan x:n funktio
u =u(x), nin y on kaikenkaikkiaan x:n funktio
y=f(u(x)).

Tassd u(x) on ns. sisdfunktio ja f(u) ulkofunktio. Tallaisen funktion
derivaatta saadaan ns. ketjusddinnolli

dy _dy du
dx _du_dx|

. . . dy .. L
Ketjusaannon todistuksen perusidea on laventaa suhde Y differentiaalilla
x

du . Tasmalliseen todistukseen (joka sivuutetaan) tulee lisdvaikeuksia siité,
ettd joillakin x:n ja dx:n arvoilla laventaja du voi olla = 0.

Edell4d mainitun yhdistetyn funktion



34

y=sinu, missd u=5x+3

derivaatta on ketjusaannén mukaan

dy dy d
—y:—y'—u:(COSU)'S.
dx du dx

Koska u =5x + 3, lopputulos muuttuu muotoon

%: cos(5x+3)-5=5cos(5x+3).

Siis lyhyesti
D sin(5x +3)=cos(5x +3)-5,

ts. kun derivoitavana on sini erddistd x:n lausekkeesta 5x + 3, tuloksena on
kosini samasta x:n lausekkeesta, kertaa sisdfunktion derivaatta 3.

Erds tavallisimmista derivointi- tai integrointivirheisti johtuu siitd, ettei
osata kdsitelld sisdfunktioita oikein. Opettele siksi erittiin huolellisesti
yhdistettyyn funktioon liittyviit asiat. L1isé4 esimerkkeja:

Esim. 8 1) y=sin(x*+2)= y'=cos(x*>+2)-2x = 2x cos(x* +2).

2) D In(5x° —4x):+-(15x2 —4).
5x° —4x

Ajattele seuraavasti: "Derivoitavana ei ole In x vaan In erdiistd
x:n lausekkeesta 5x3 - 4x, jolloin derivaatta =1 per sama x:n
lauseke, kertaa siscifunktion derivaatta 15x° - 4"

3)D (4x* —1) =5(4x* =1)* -8x =40x (4x* —1)*.

"Derivoitavana ei ole x° vaan x:n lauseke 3:nteen, jolloin
derivaatta = 5 kertaa sama lauseke yhtd alempaan potenssiin,
kertaa siscifunktion derivaatta 8x."

4D &Y =™ 10x =10x ™ .

"Derivoitavana ei ole e¥ vaan e potenssiin 5x2. Tdten derivaatta
= e samaan potenssiin, kertaa siscifunktion derivaatta 10x."

I o 8

5) D (tan 8x) = = osl8x

-
cos” 8x
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Edellisen esimerkin kohdissa 1)... 5) esiintyneet yhdistetyt funktiot ja niiden
derivointitavat olivat seuraavaa muotoa:

1) Dsinu(x)=cosu(x)-u'(x)

2)DInu(x)= -u'(x)

u(x
3)Du(x) =au(x)" u'(x)

4) D "™ = "™ .y (x)

5) D tanu(x)= m-u'(x).

Seuraavassa esimerkissdkin on kysymys tyyppid 3) olevien potenssilausek-
keitten derivoinnista.

Esim. 9 1)D [v2 _5 = D (x2—5)" :%(xz _5)21 gy

:x(xz _5)—1/2 _

x2-5
2) Dsin’ x =3sin®x-cosx
(ts. D(sinx)’ =3(sinx)*-cosx).

Sisdkkaisia funktioita voi olla useampiakin kuin kaksi. Sovella tillaiseen
ketjusdiantoa vaihe vaiheelta seuraavasti. Ensimmaiisen vélivaitheen voit
jattaa pois, kun kasittelyvarmuus lisdéantyy.

Esim. 10
DlIn sin (x* =3x) = + - D sin(x* = 3x)
sin(x” —3x)
1 2
=————-cos(x” =3x)-(2x-3
sin(x* —3x) ( ) )
. 2x-3
tan(x* —3x)
HARJOITUKSIA
A

4.1 Laske trigonometriset raja-arvot
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sin 3x . tan2t : sin &
) lm(l) (ohje: tanx =
t—

a) lim cosx, b) lim

x—0 x—0 2x ’ cosa'

1—cosx

Derivoi  a) y= , b) y=sinx-cosx.

sin x
Olkoon y =x*Inx. Laske a) y"(1), b)y"(e), c)y"(e’).

@
ar* o’

Laske a) a (i— x’), b)
dt 2x ’
a) Dx’e*, b) Dln% Vihje: logaritmin laskulait (tai yhd. funktio).
X
s=(t—-3)*e" (t=aika). Laske §(0) (eli kiihtyvyys hetkella 1 = 0).

a) Dcos(x’ —=5x*+1), b) %sin(a)t), C) %e_kt, d) D In (3x+2).

a) DV . by DY —1. 0) Dif,d)D NCE
.

Differentiol (eli muodosta differentiaali tai kokonaisdifferentiaali
funktiosta riippuen)

a) s=1e", b) z=xe?,
B

sinw { . SInw,t .
, b) lim=———_¢) lim (1+1)*".
t—0 SIn a)zt t—0

Laske raja-arvot a) lim
t—>0

> x° _2x(x2+3)

Osotta, ettd .
ae* x* -1 (x*-1)

3 3

2 R R
2) Dx** py plrtant oy d (%lnx—%).

tan ¢ dx?

Johda logaritmisella derivoinnilla a) potenssifunktion x“, b) ekspo-
nenttifunktion e, c) eksponenttifunktion 10" derivaatta.

> @y pm L

a) DlIn tanf,b) Dlnsinl, ) D———,
2 t 6(2x -1y x+1
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415 s(t)=tcos(wt+2x/3). Laske kithtyvyys a =5 hetkella 7= 0.

4.16 FEraassa virtapiirissd virranvoimakkuus pienenee eksponentiaalisesti
_R,
lain i:Ee L mukaisesti. Laske virran muuttumisnopeus (A/s)

hetkelld r = 0.

4.17 Muodosta kokonaisdifferentiaali:

a) z=x%sin2y + y*cos3x, b)z=In(x + y), ¢) T:27z\/z:T(l,g).
g

4.18 Laske kokonaisdifferentiaalin avulla 7' =27 \/z virherajoineen, kun
g

[=(182+0,1)cm ja g=(9,81+0,01)m/s*. Huomaa yksikét.

4.19 Laske kolmion ala A= %ab siny virherajoineen (kok. diff. avulla),
kun a =(153+3)mm,b=(400£5)mm ja y =488° £0,5°.

1
N1=2x"~

4.20 Laske a) DlIn b) y'(%), kun y =tan®2x .

C

4.21 Ratkaise tehtavat a) 4.18., b) 4.19. logaritmisen differentiomnnin
avulla (joka sopi yleensa hyvin tulo-, osamiari-, potenssi- ja juuri-
lausekkeitten derivointiin ja differentiointiin).

4.22  Johda derivaatan méaritelmén avulla funktion sin? x derivaatta.

423 lim tan 2x

0 \[x? —x+1—(x +1)'

24 0L [xem_%zx], b) D (Vx )™

dr? sin x

4.25 Yhtdloa, jossa esiintyy tuntemattoman funktion y = y(x) derivaattoja,
sanotaan differentiaaliyhtiiloksi. Todista, etti y=x>+2x on
differentiaaliyhtalon xy” — y'= -2 eris ratkaisu.
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4.29
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4.31

4.32

4.33
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Maarita sellaiset vakiot 4 ja B, ettd y = Axsinx + Bxcosx toteuttaa
differentiaaliyhtdlon y” +y =sinx.

Jokainen luku @ voidaan kirjoittaa e:n potenssiksi: a =e™*. (Talla
tiedolla voi olla kayttod esim. ohjelmoinnissa.) Kirjoita x* en

potenssiksi, kaytd siaantod Ina®=c-lna ja derivoi ndin saatu
lauseke. (Toinen tapa: logaritminen derivointi.)

b) lim :
=0 x(cos2x—1)

2 . .
2| D 1+tan” 2x 2sinx —Ssin2x
1—tan2x i

Hyperbelisini ja -kosini maaritellaan yhtaloilla

et —e e’ +e
, coshx =

—X

sinh x =

Todista, ettd D sinhx =coshx, D coshx =sinhx.

Eradssa virtapiirissi 7 = ioe_” . Laske a) kokonaisdifferentiaalin, b)
logaritmisen differentioinnin avulla i virherajoineen, kun

i,=0,700£0,003,7=3,00£0,01 ja r=5,00£0,02

(arvot ovat tekaistuja ja mittayksikot on jatetty yksinkertaisuuden
vuoksi pois).

Epamééraisia muotoja 0/0 ja oo/oo olevat raja-arvot voidaan laskea
joskus ns. Hospitalin sédinnolld:

lim 2 _ jjp 2 0)
x—>a v(x) x—a v'(x)'

_ 2
Laske talla saannolla raja-arvo lim cos2x 1+ 2x :

x—0 x4
Ratkaise y yhtalosta In|y|=1In|x|[+x -1
Osoita, ettd a) Dsin”2x =2sin4x, b) DIn(x +vVx*+1)= 21 ,
x“+1
x—1 2 + x
c) Din =———, d) Dx* =x"(Inx +1).
x+1 x" -1
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5 Maaraamaton integraali

5.1 Integraalifunktio

Matematitkassa on suurt miiréd toisilleen kdcinteisici operaatioita, esim.
yhteen- ja vihennyslasku, kerto- ja jakolasku, potenssiin korotus ja
jJuurenotto, eksponenttiin korotus ja logaritminotto, sini ja arkussini,
Laplace-muunnos ja sen kaanteismuunnos jne. Derivoinnille kaanteinen
operaatio on integrointi seuraavassa mielessa:

Esim. 1  Koska funktion sinx derivaattafunktio on cosx, niin funktion
cosx (erds) integraalifunktio on sin x . Kun siis etsitdin funktion
cosx integraalifunktiota, yritetddn 16ytaa sellainen funktio, etta
sen derivaatta oncosx. Eras tillainen funktio on sinx, silla
Dsinx =cosx.

On muitakin funktioita, joiden derivaatta on cosx, nimittiin
esim. sinx+1, sinx++/2 ja yleisesti kaikki funktiot sinx +C,
missa C on mika tahansa reaaliluku (vakio, Constant).

6
Esim. 2  Funktion x° integraalifunktioita ovat %+ C,silla

6 5
D(x—+C):6i+0:x5.
6 6
Midéritelma. Jos F(x) on jokin sellainen funktio, ettd sen derivaatta
F'(x)= f(x), sanotaan, ettd F(x)on f(x):n
integraalifunktio.

Voidaan todistaa, ettd jos F(x) on jokin f(x):n integraalifunktio, niin
f(x):n kaikki integraalifunktiot ovat F(x) + C, missid C on mikd takansa
reaalilukuvakio.

Esim.3  Seuraavaan taulukkoon on koottu muutama funktio ja niiden
"tavalliset" (vakiottomat) integraalifunktiot

funktio f{x) Integraalifunktio F(x)

) X
X 3
sin x —COS X

COSX sin x
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. er
¢ 2

1 1
x? X

5.2 Maidriddmaiton integraali

Funktion f(x) kaikkien integraalifunktioiden joukkoa sanotaan f(x):n
midridimittomaiksi integraaliksi (engl. indefinite integral). Téta joukkoa,
joka muodostuu funktioista /(x) + C, merkitdan seuraavasti:

J f(x)dx=F(x)+C| (lue: "integraali fx d x on I’ x plus C")

3
Esim. 4 J(xz +2)dx = % +2x+C,silla Dop.=x*+2 (op = oikea puoli)

, t? . . - .
Esim. 5§ j rtdt = r? +C (r=vakio, = integroimismuuttuja).

Jotta integroiminen (integraalifunktion etsiminen) sujuisi, taytyy derivointi-
saannot osata hyvin. Jatkossa esitetdin tavallisimmat integroimissddnnot,
jotka muuttavat integrointia mekaanisemmaksi. Edellisissd esimerkeissa
kaytettiin 1tse asiassa seuraavaa kahta yleistd integroimissdaantod, missa
esim. funktion g(x) integraalifunktiota on merkitty vastaavalla isolla

kirjaimella G(x):
1) Summa voidaan integroida termi termilti:
J[f(x)+g(x)]dx = F(x)+ G(x)+C,
silla Dop.=F'(x)+G'(x)+0= f(x)+g(x).
2) Vakiotekiji voidaan siirtif integroinnissa eteen:
[k f(x)dx=k-F(x)+C

silla Dop=k-F'(x)+0=k- f(x).

Esim. 6  [3sindt=3]sint di =3-(~cos 1)+ C=-3cost +C,

1 x* 1
de=|0b5x——)dx=5—+—+C.
J(x xz) 2 X

J-5x3—1

2
X
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5.3 Integroimissiintoji

xa+1
1. x“dx = +C io =—1).
J 2+l (a vakio #-1)
Tod. Dop.= 4D oo
a+1
6 2x6

Esim. 7. [4x° dx:4-%+C:T+C,

—7+1 -6
J%dx:2jx_7dx:2-x vo=2 o= .c
X ~7+1 —6 3x
J-\/;dx:‘[xl/zdx:ﬁ+C:%x\/;+C,

3/2 3
1 1 1 xV? 2Jx

dx = = (=24 (C=2x+C.

=g =g it C= "5 +C=V2x

Saantod 1 e1 vor kayttaa, jos eksponenttt a = —1, ts. jos integroitava funktio

a1 : o
on x  =—. Tassa tapauksessa tulos on aivan erindkoinen:
X

2. Jldx=ln‘x‘+C,
X

(Itseisarvot tarvitaan, jottd x voisi olla myds negatiivinen.)

Tod. 1) x>0 = Dl|=Dlnx =",
X

| |

2) x<0 = Dlnjx|=DIn(-x)=—-(-1)=—.

—X X

2

2 2
Esim.8 [~ ~2 dx=j(x—2-l)dx=x——21n\x\+czx——1nx2+C.
X 2 2

X

3. Jexdx=ex+C.

2

Esim. 9 j(2—t—3ef)dt=2t—%—3ef+c.
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4. Jsinxdx=—c0sx+C, Jcosxdx=sinx+C
L a&=[q 2 =
J 5 —J( +tan” x)dx=tanx+C
cos” x
1 1
[—F—dx=- +C
sin” x tan x
Esim. 10
2 —_—
jcosfxdxzjchfldxzj(z— ydx=2x—tanx +C.
cos” x cos” x cos” x
HARJOITUKSIA

A
5.1 Integroi a) x +2x*, b) 4x°, ¢) 2x°=3x+2, d) x+sinx.
52 a) [dx, b)J%dx, c)j%, d) [sint dt, e) [sint dx.

5.3 Todista, etta
a) Jsinkx dx = —- coskx +C (ohje: D op. =...),
b) Jekx dx=1e"+C.
5.4  Laske edellisen harjoituksen avulla a) Jsin wtdt, b) J'6e3‘” do.

55 ) [x7-x’dx, b) [X*(x=17dx, o) [(x* +x—1)dx.

5.6 a)j—dx b)‘[(x+ij2dx.
57 ) [xxdx, b) [{xdr, o) [32xdx.

S5dt 2 —sin’t
J {cos’

5.8 a)j dt, b) | 3t d

sm t cos t’

X +x X +x (X +x—1)dx
5.9 a)J'?dx, b) | o o o | o
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5.10

5.11

5.12

5.13

5.14

5.15

5.16

5.17

B

Magrita funktion f(x)=2x’+x* sellainen integraalifunktio F(x),
ettd se toteuttaa ehdon F(2)=3.

Todista, etta
a) Jlnxdx:xlnx—x+C, b) Jxexdx:xex —e"+C.

2
a) J'7x2x/2x dx, b) J.a”«/x”’ dx, c) J3 Ap—fdx.
n_

Madrita matka s =s(¢), kun nopeus v =1+2¢+¢* ja ns. alkuehtona
on, ettd s(1)=2 (ts. hetkella t = 1 kappale on kohdassa s = 2).

Laske Jtanz X dx. (Vihje: tan® x =1+tan®x—1.)
C
. . X
Todista, etta J —— dx =Inftan—|+ C'.
sin x 2

Integraalin Jcos(2x +1) dx arvo voidaan laskea "kokeillen" seuraa-

vasti. Arvo on suunnilleen sin(2x +1). Mutta tdmén derivaatta e1 ole
ativan cos(2x+1), vaan cos(2x+1)-2. Siten tulos taytyy jakaa

sin(2x +1)

kahdella: Jcos(2x +1)dx = + (. Laske vastaavasti

a) Jsin3t dt b) Jsin(a)t+¢)dt, C) J'eZH dt, d) Jxexzdx.

Jos differentiaaliyhtilo (jossa esiintyy tuntemattoman funktion
y(x) amakin yksi derivaatta) voidaan kirjoittaa muotoon y’ = u(x)

tai y"=wu(x) Jne., se ratkeaa suoraan integroimalla. Esim.

tehtavissd 5.13 oli diff.yhtalo s’ =1+2¢+1* ja sen alkuehto maarési
vakion C suuruuden. Ratkaise diff.yhtalot

a) y'=sinx+3x, alkuehtona { 3 b) s" =1+e*, alkuehtoina
y =
s(0)=1,v(0)=2.
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6 Maaratty integraali

6.1 Yleistia

Edella kasitelty maaraaméaton integraali on oikeastaan vain erdanlainen
"vastaderivaatta" (engl. antiderivative). Sen arvo on funktiojoukko

[fx)yde=Fx)+C.

Vaikka mdidrditty integraali
b
J f(x)dx ("integraali a:sta b:hen fx d x")

on merkintatavaltaan lahes samanlainen kuin maaraaméiton integraali, on se
kasitteend arvan erilainen. Maaritty integraali on erdan summan raja-arvo ja
sellaisena tietynlainen summakésitteen yleistys. Maaratyn integraalin arvo
on vakio (reaaliluku), jos a ja b ovat vakioita.

Nailla kahdella kasitteella on kuitenkin tietty yhteys toisiinsa, silld ns.
pddilauseen mukaan maaritty integraali voidaan laskea integraalifunktion
F(x) avulla seuraavasti:

[*f(x)dx = F(b)- F(a).
Erotuksesta F(b) — F(a) kéaytetaan suomalaisessa kirjallisuudessa merkintda
h
/ F(x) ("sijoitus a:sta b:hen F x").
a

Jatkossa kéytetddn vinon sijoitusviivan tilalla yleensd pystyviivaa (koska
vino viiva puuttuu tekstinkasittelyohjelmasta). Siten pailauseen tulos on

[P f(xyax= ‘:F(x)= F(b)— F(a).

2
3
Huomaa, ettd integroitava funktio ja integraalifunktio taytyy

kirjoittaa sulkeisiin, koska kyseiset operaatiot vaikuttavat sum-
maan eikd aioastaan ensimmaiseen termiin.

, 3 3 X0 33 19
Esim. 1 1>J2(x2—1)dx=/2 (%—x)=(?—3)_( 2= -1=5}

2) Joﬂsinx dx :én(—cosx) =—(cosz—cos0)=—(-1-1)=2.
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b
Integraalin J f(x)dx yhteydessa [a,b] on nimeltddn integroimisvili, a ja b

ovat integroimisrajat, a on alaraja ja b yliraja. Funktio f(x) on integroita-
va funktio (eli integrandi) ja x on infegroimismuuttuja.

Ulkomaisessa kirjallisuudessa "sijoitusviiva" merkitddn yleensi integraali-
funktion perdin esim. seuraavasti:

b b
L f(x)de=F(x)| =F(b)~F(a).

Koska maarittyd integraalia laskettaessa integroimismuuttujan tilalle sijoite-
taan ylé- ja alarajat, on samantekevad, milla kirjaimella integroimismuuttujaa
merkitdin. Siten esim.

2 2 2 2 . .
L costa’tzj'1 cosu duzjl cosx dx = ‘1 sinx =sin2—sinl~0,0678.

6.2 Integraalin mairittely
Oletetaan, ettd annettuna on vili [a,b] eli a < x <b seki funktio y = f(x).

Jaetaan vili [a,b] n:44n yhta suureen osavaliin ja merkitdan yhden osavélin
pituutta Ax :1la. Olkoot ¢, c,, ..., ¢, osavélien keskipisteet.

? ?] | .cz | | C:k | | | C“ {?
l L} L) ] T T L} T L) 1) ] 7
Ax  Ax Ax AX

Muodostetaan summa
S, = () A+ f(e)Ax+ .+ f(c,) Ax = f(e,)Ax.
k=1

Maaritty integraali on timén summan raja-arvo, kun n — oo. Siis

b n
Miiritelmi. |[ f(x)dx=1lim 3 f(c,) Ax|
n—oo k=1

Oikealla puolella esiintyvdd summaa voidaan kéyttda integraalin likiarvona
mm. silloin, kun itegraalin tarkkaa arvoa ei pystyta laskemaan. Siis

[PF(dxx Y fle,) Ax
k=1
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Y

x—=35 1 2
likiarvo siten, etta kaytat kolmea ™ '
osavalia.

4
Esim. 2 Laske integraalin /= Jl

Tw
-+

Tassa tapauksessa osavilin pituus Ax =1 ja vilien keskipisteet
ck ovat 1,5 2,5 ja 3,5. Taten

I= (1,5 1+ f(2,5- 1+ f(3,5)-1
L5 25 3,5
= + +
L5-5 25-5 35-5

~ —3,76.

Jos 3 osavilin sijaan kaytettiisiin esim. 6 osavilid, saataisiin
integraalille parempi likiarvo. Talle integraalille pystytdan myo-
hemmin (7. luvussa) laskemaan tarkkakin arvo seuraavasti:

4 5 4
I=| (1+—)dx:‘ (x+51n[x = 5]) = (4+5In|~1|)— (1+ 5 In|-4])
1 x=5 1

—4+0-1-5In4=3-5In4~-39314.

Integraalin maaritelméssa osavilien Ax ei tarvitsisi olla yhtd pitkia eika
pisteiden c, vdlien keskipisteitd, kunhan vain jokaisen osavélin pituus — 0.

6.3 Integraali "'summana"

Edellisen mukaan maaratty integraali oli erddn summan raja-arvo:
b L
(1) j f(x)dx=1im > f(c,)Ax.
n—»0 =1

Kun » kasvaa, summan osavilit Ax lyhenevit ja vilien keskipisteet cj
joutuvat yha lahemmaéiksi toisiaan. Rajatilanteessa osavilit korvautuvat
"adrettomén lyhyilld" osavéleilld dx. Summan termit f(c, )- Ax korvautuvat
tuloilla f(x)-dx, missd hyppayksittiin (diskreetisti) muuttuvien arvojen c,
tilalla on 1lman hyppéayksia (jatkuvasti) a:sta b:hen muuttuva arvo x. Nain
ajateltuna integraali on "summa', jonka "termit" ovat muotoa f(x)-dx
olevia tuloja.

Tekniikassa on usein hyodyllisti ajatella integraali tillaiseksi "summak-
si", jossa lasketaan yhteen 'iiirettomin monta muotoa f(x)-dx olevaa
tuloa".

Tulon f(x) dx ensimmiinen tekija f(x) on kullakin x:n arvolla jokin reaaliluku
(makrosuure) ja toinen tekija dx on "ddrettoman pient", "differentiaalinen”
suure (mikrosuure). Tallaisella "pienten differentiaalien menetelmdlli"
korvataan rajallemenoprosessi.
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Esim. 3

Esim. 4

Laske sinikdyran y =sinx ja x-akselin vilinen pinta-ala valilla
[0, 7].

Kohdassa x olevan, \ .

"darettomén  kapean" T y=smx

liuskan N d\
kanta = dx (>0) : - : iA
korkeus =sinx (>0)

(esim. kohdassa x =1 liuskan korkeus on sinl~0,841).

Liuskan ala dA on korkeuden ja kannan tulo: dA =sinx-dx.
Koko ala on liuskojen alojen "summa":

A= JdA :jsinx dx = Z(—cosx): —(cost—cos0)=2.
0

1) Jos matka-akselin s suuntai-
nen vakiovoima F kuljettaa

|

kappaletta matkan s, se tekee S
tyon
bd—> F = F(s)
W=Fs. ' !
8 S S2
2) Jos voima F' e1 ole vakio, —>f |<ds

vaan muuttuu paikan s mukana
jonkin sddnnoén F = F(s) mukaisesti (esim. siksi, ettd kappale on

kiinni  jousessa, Joka venyy s:n kasvaessa), tarvitaan
integraalilaskentaa seuraavasti.

Kohdassa s kappaleeseen vaikuttaa voima I(s) ("F arvolla s").
Jos tasta kohdasta surrytddn "aarettomin pieni" matka ds eteen-
pain, niin tilla matkalla ds voimalla voidaan katsoa olevan vakio-
arvon F{(s) ja siten tilla matkalla voima tekee tyon

dW =F(s)ds.

Koko ty6 matkalla s, ....s, saadaan osatoiden "summana":

W =[dw =j:2F(s)ds.
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6.4 Integraalin perusominaisuuksia

Piidlause. Jos f(x) on jatkuva vdlilld [a,b] ja F(x) on jokin sen integraali-
funktio tdlld vdlilld, niin

[Lreyax= Fx)=F)- F@

(Tod. sivuutetaan). Edelld on jo esitetty erditd esimerkkeja timén lauseen
kayttamisesta.

Integraalin maaritelmassa alaraja a oli ylarajaa b pienempi. Joskus joudutaan
laskemaan integraaleja, joissa integroimisrajat ovat yhta suuret tai alaraja on
ylarajaa suurempi. Tdydennetddn integraalin maarittelya seuraavasti:

j:f(x) dx=0, j:f(x) dx = —j:f(x) dx .
*Nama lisimadritelmat ovat sopusoinnussa padlauseen kanssa, sill
[[feoyax= ‘ F(x)=F(a)-F(a)=0,
{1y ax=] Fx)= Fla)- F(b) ={F(b)- F(@)] ==  f(x) d.

Esim. 5 J'_eldx:‘_eln‘x‘:ln‘—e‘—ln‘—l‘:lne—lnl:1—0:1.
-1 X -1

Seuraavat kaksi tulosta ovat vastaavat kuin maaraamattomalla integraalilla.

b b .
1. jak- f(x)dx=k- j f(x)dx (k= vakio),
2 [Tu)+ ()] de= [ u(e)de+ [ v(x) d.

Naiden mukaan vakiotekija voidaan siirtdd itegroitaessa eteen ja summa
voidaan integroida termi termilta.

Tuloksia 1 ja 2 voidaan perustella ajattelemalla integraali "summaks1". Laki
1 esittaa, ettd jos jokaisessa termissd on yhteinen tekija &, se voidaan siirtda
tekijaksi summan eteen. Laki 2. taas merkitsee summausjarjestyksen vaihta-
mista: ensin lasketaan yhteen kaikki termit u(x)-dx ja sitten termit v(x)-dx.
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Esim. 6 ['(Vort —tsin%) e =nr |02+ (sin %) [ dr

4P 2 4 1 . P
=nr 13/—2+(sm7) ‘15—§M ‘1 t\/;+§(sm7) ‘lt
_14 nr+1—55in%.

3 2

Jos ¢ on vilin [a,b] jokin piste, niin "summaus" voidaan suorittaa kahdessa
osassa: ensin a:sta c:hen ja sitten c:std h:hen. Tama ajattelu johtaa seuraa-
vaan lakiin, joka pitaa paikkansa myos kun ¢ on vélin [a,b] ulkopuolella:

3. j" fxyde= [ f(x)dx+ Lb £(x)dx.

Esim. 7 Jos integroitava funktio on parillinen tai pariton funktio
(integroimisvalilld) ja integroimisvédli on origon suhteen sym-
metrinen, integrointia voidaan yksinkertaistaa seuraavilla sdan-
noilla:

4. f(x) parillinen = j_ f(x)dx=2- jﬂ £(x)dx,
5. f(x) pariton = j_ f(x)dx=0.

Tod. Jaetaan J_a f(x)dx kahden imtegraalin 7, = J_O f(x)dx ja I, =

J: f(x)dx summaksi (sddntdo 3). Vaitetddn, ettd parillisella
funktiolla naméa integraalit ovat yhtd suuret ja parittomalla
funktiolla vastaluvut.

Jos f(x) on parillinen funktio,

niin véleilld [-a,0] ja [0,a]
funktion arvot flx) ja siis 4 if(x) | fix) a
my6s tulot  f(x)-dx ovat <7 N %

pareittain yhtd suuret. Taten
my0s integraalit /, ja I, ovat

x<0 x>0

yhta suuret.

Jos taas f{x) on pariton .
funktio, niin tulot f(x)-dx X <0 1(x) >0
ovat pareittain vastalukuja ja f(x) < Oi x>0
siten samoin ovat integraalit '
I jal,.
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HARJOITUKSIA

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

A
a) [207dr. b) [P +2x-D)dx ©) [3e'dr, d) jﬁdx.

37/2

a) Jﬂ/zcosxdx b)J cosx dx , C)J cosx dx .

1
Laske integraalille Jox/l+x3 dx likiarvo, jakamalla integroimisvali

neljaan yhta suureen osaan.

2 2x+3 J-S 6dt

D [, ~dx b | O [ o

Jousivoima on (tietyissi rajoissa) verrannollinen jousen venyméain
(ta1 lyheneméaan) s: F = ks . Laske tyOintegraalin avulla, kuinka suuri
tyo tehdaan, kun jousi, jonka jousivakio on k =4,00 MN / m, puris-
tetaan kokoon 25 mm.

Piirra kayra y =e* —1 sekéa laske taman kayran ja x-akselin vélisen

alueen ala valilla 0<x<1. Kéyta laskemisessa pienten differen-
tiaalien menetelmii (liuska kohdassa x jne).

Kéayta funktioiden parillisuutta tai parittomuutta seuraavien integraa-
lien laskemisessa:

7l6 2713 , 2 2ax?
a) J_”/64cosx dx b) J_2”/32asmt dt, c) j_z

dx .

2) jsz-(1+x3)azx, b) Jzoxz-(l+x3)dx o) J_zzxz-(l+x3)dx.

(Varo: sellaista integrointisdant6a ei ole, ettd tulo integroitaisiin
siten, ettd kumpikin tekijd integroidaan. )
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6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

6.15

B

2 _2x+1

4 4
@jﬂm—Jb%w,bny—jj—%h.

Pirrd kayra y =x(x—3) ja laske sen ja x-akselin vilisen alueen

pinta-ala. Kayta laskemisessa pienten differentiaalien menetelmii.
Ohje: Liuskan korkeus = | /(x)|=—f(x) (miksi?).

Laske integraalille fxsinx dx likiarvo, jakamalla vali 0...7t neljaan

osaan ja kayttamalla lisdksi integroitavan funktion parillisuutta
(Huom. laskin RAD-naytolle!).

Jousen normaalipituus on 25,0 c¢m. Jousen venyttdiminen 5,0 mm
vaatii 1,00 AN:n voiman. a) Laske jousivakio (vrt. harj. 6.5). b)
Kuinka suuri ty6¢ tehddan, kun jousi venytetdan pituudesta 27,0 cm
pituuteen 30,0 cm?

d 2t )
Laske — —x~/x) dx.
asedtjt (x* —x+/x)dx

C

Todista, ettd a) parillisen ja parittoman funktion tulo ja osamiiri
ovat parittomia, b) kahden parittoman funktion tulo ja osamiiri ovat
parillisia. Sovellus: Laske

sin x

a) J'_H x*sinx dx, b) integraalin J_ﬂ dx likiarvo 4 osavilin

X
avulla. (Integroitava funktio f ei ole méaaritelty kohdassa x = 0, mutta
asettamalla lisaméaaritelma f(0) = 1 funktio f saadaan jatkuvaksi koko
integroimisvalilla.)

Etsi (kokeilemalla) funktio, jonka derivaatta on a) e, b) sin3x,
¢) (1+2x)’, d) +/1+2x . Laske tulosten avulla niiden funktioiden
integraalit valilla [0.2].
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7 Integroimismenetelmia

Edella on esitetty tavallisimpia "perusfunktioita" koskevat integroimiskaavat,

nimittdin potenssien x* ja x' =1/x ja eksponenttifunktion e integrointi

sekd funktioiden sinx, cosx ja tanx derivaattojen integrointi. Naita
tuloksia on kaytetty sekd maaraamattomalle ettd maaratylle integraalille.

7.1  Yhdistetyn funktion integrointi

Yhdistettyjen funktioiden derivaatoista saadaan integroimiskaavoja, joissa
yhteistd on se, etti integroitavana funktiona on jokin yhdistetty funktio
kerrottuna sisdfunktion derivaatalla. (Jos sisdfunktion derivaatta puuttuu,
integrointi  voi olla erittdin vaikeaa.) Tulokset esitetddn seuraavassa
maidradmattomind integraaleina, mutta niitd voidaan (peruslauseen takia)
soveltaa maarattyihinkin integraalethin.

u(x) — eu(x) .

Derivoimistuloksesta D e u'(x) saadaan "k&dantden" integroi-

miskaava

1. Je”(x)-u'(x) dx =e" +C|.

Esim. 1 szezx3dx :J62x3-6x2 -ldx :ljezx3-6x2 dx :l-ez"3 +C.
6 6 6

Integroitavassa funktiossa oli mukana sopiva x:n potenssi sisa-
funktion derivaataksi, mutta vakiotekijad 6 puuttui. Taméa vakio-
tek1ja saatiin lisattya, kun integraalin eteen otettiin sen kumoami-
seksi tekijd .

1
2 20 2
%Oe T=2(e"—e")=1(e -1).

. 1 2x 1 1 2x . —
Esim. 2 JOe dx—zjge 2dx =
Funktion " integraalifunktio Le®* loydetaan myos "kokeile-
malla" (vrt. Harj. 5.16 tai Harj. 6.15) seuraavasti. Integraali-
funktio on suunnilleen ¢**. Taman derivaatta ei ole aivan ¢**,

vaan e** -2 . Siksi oikean integraalifunktion tiytyy olla ¢**/2.

Derivoimistuloksesta D cosu(x)=—sinu(x)-u'(x) saadaan "kaantden"
seuraava integroimiskaava:
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2. Jsinu(x)-u'(x)dx=—c0su(x)+C,

1
Esim. 3 jolsin(zr “di=1 jOI sin(21 —1)-2 di =~} | cos(2(~1)
= —2(cosl—cos(—1))=—1(cosl—cosl) =0,
JsinSt dt = %J'sinSt Sdt =—+cos5t+C,

Jtsin(a)tz + @) a’t:ﬁjsin(a)t2 +@)- 2wt dt

= —ﬁ cos(wt* +¢p)+C

Esim. 4  [coskr dr =1 [(coskx) -k dx =Lsinkc+C.

Seuraava saant6 on potenssin x“ integroimissaannon yleistys:

u(x)a+1

3. Ju(x)“-u'(x)dx= il

+ C| (a vakio = -1)

(Tod. Derivoi op.) Jos siis integroitavana funktiona on x:n lausekkeen
u(x) potenssi kerrottuna sisifunktion derivaatalla u’(x), niin
integraalifunktio = sama lauseke korotettuna yhta korkeampaan potenssiin ja
jaettuna uudella eksponentilla.

Esim. 5 Jx(xz —3)5dx:%-J'(x2 —3).2x dx

2 \6 2 \6
:%M+C:u+c)
6 12

22332
Jav1-3x7 dv =1 [(1-3x")"2 (~6x) dx = —%%w
=—1(1-3xW1-3x* +C,

.3
7/2sin” x 1

o 3 3

/2 5
JO sin” x cosx dx =

Esim. 6 x(x* =" dx=1 J(xz —1)"2.2x dx

]

2 1\1/2
:%—(xl/? L= 1sC
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Funktion 1/x mtegroimissdannon yleistys on

4. J%dlen‘u(x)HC

u'(x
—-u'(x):—( ) :
u(x) u(x)
Jos siis integroitavan funktion nimittijinid on jokin x:n
lauseke u(x) ja osoittajana on koko nimittijin derivaatta, niin
integraalin arvo on ln‘u(x )‘ +C.

Tod. Dop.=

Esim. 7 sz dx:%‘[

2x
x -1 -1

1 2
S dy=11In)x -1+ C.
X
Vertaa esimerkkiin 6. Siini integroitavana oli aika samannikoéinen
lauseke, mutta osoittajana ei ollut koko nimitt4jin derivaatta vaan

ainoastaan nimittijissi olevan sisdfunktion derivaatta.

—sin x

Esim. 8 Jtanxdx:—J dx:—ln\costC.

COSX

j xe 5 dx=In(e* +2)+C (itseisarvoja ei tarvita).
e’ +

31 3 —1 3
——dx=-[ = dv=—| ml-x|=—(n2-In1)=-In2.
21—-x 21 -x 2

Sama toisin:

j3de:—ijdx:—Eln\x—l\:—(1n2—1n1):—1n2.

X
x+2
potenssi koko nimittdjan derivaataksi. Suoritetaan jako (jakokul-
massa), jolloin vaillinaiseksi osaméirdksi tulee 1 ja
jakojaannokseksi —2. Taten

]:J(1+

Esim. 9 Integraalin [ :J dx osoittajassa on liian korkea x:n

2 1
x+2)dx—J(I—Z-m)dx—x—2ln‘x+2‘+C.

Jako voidaan suorittaa myos seuraavasti:

X _x+2—2_(x+2)—2_1_ 2
x+2  x+2  x+2  x+2
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7.2  Sijoitusmenetelmi (muuttujan vaihto)

Yhdistetyn funktion integrointi voi helpottua, jos sisdfunktio wvalitaan
uudeksi integroimismuuttujaksi ts. jos integraaliin tehdaan sijoitus u(x) =1 .
Oikean tuloksen saamiseksi dx:4a taytyy kasitella differentiaalin tavoin.

Esim. 10 [sin(2x+3) dx tehdéan sijoitus 2x+3=1 ja differenti-
- Jsint Ldi oidaan tdmén yhtalon kumpikin puoli:
=-1cost+C 2dx =1-dt :.dx=dt
= —2cos(2x +3)+C | Palataan takaisin muuttujaan x

Differentiaalin dx késittely toi integraaliin mukaan sisafunktion vaatiman
"korjauksen" % Sijoitusta kaytettdessa tarvittiin enemman vilivaiheita kuin

aikaisemmalla tavalla, joka oli seuraava:
Jsin(2x +3)dx = %J'sin(2x +3)-2dx =—3cos(2x +3)+C.

Myohemmissd luvuissa késitelladn integraaleja, joissa sijoitusmenettelyn
kayttaminen on selvasti tarpeellisempaa (1ahes valttaméatonta).

. 2 _
Esim. 11 Jt-sin(a)t2+(p)dt SI). @1" t@Q=u

= [sin(@t® + )t dt | diff. 201 di = du .'.tdt:%du
(0

:Jsinu-idu:ijsinudu :—Lcosu+C
20 20 20

= —Lcos(a)t2 +@)+C.
2w

Jos sijoitusmenettelyd kiytetiiin mddrdttyyn integraaliin, tiytyy integroi-
misrajat vaihtaa uutta muuttujaa vastaaviksi:

Esim. 12 31 dx s l—x=¢, diff. —1-dv=dt ..dx=—dt
2 1-x x: 2.3
5 : 2.,
:J_l ;(_dt) t: —1...-2 (koska 1 =1-x)

= [ 10l =-(n2-1n1)=-In2.
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7.3  Osittaisintegrointi

Jos u=wu(x) jav=v(x),niin tulon dertvoimissaannén mukaan

Duv=uv+uv'.

Taten "kaantaen"

eli

Jb(u'v +uv')dx =

b
uv
a

b
uv.

a

b b
J u'vdx+J uv' dx =
a a

Téasta seuraa osittaisintegrointikaava

b b
J uv' dx =
a

b
uv—J u'vdx|
a

a

Maaraamattomalla integraalilla sijoitusmerkki jaa pois ja tulos on

Huom.

Juv'dx=uv—J u'vdx|.

Totuttele kirjoittamaan naissa kaavoissa esiin- [y =... v’ =...
tyvat funktiot aina viereisen kaavion | . _ =)
mukaiseen jarjestykseen, jolloin ensimmaisessi

pystyrivissa tapahtuu derivointi (# = u') ja toisessa integrointi
(v"' = v). Osittaisintegroinnissa ylemmdn rivin tulon uv'
integraali = [dvistdjditulo uv (tai sijoitus sithen) miinus alemman
rivin tulon u'v integraali.

Osittaisintegrointi muuttaa integraalin Juv' dx integraaliksi Ju'v dx . Jos u-

funktio on sellainen, ettd se yksinkertaistuu derivoinnissa (esim. polynomi-
tai Inx -funktio) ja v'-funktio e1 juurikaan mutkistu integroinnissa (esim.

sinx, cosx taie"), niin uusi integraali Ju'v dx vort olla helpompi laskea

kuin alkuperiinen.

Esim. 13 stinx dx = —XxcosXx —Jl-(—cosx) dx

:—xcosx+Jcosxdx (

u=x v' =sinx )
=—xcosx+sinx+C

u'=1 v=-cosx
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Esim. 14 Groter av= | Gr-1) - ['3-<a
sim. JO( x—1)e x—o(x— )T—J'O ® X
2 0 2x
u=3x-1 v'=e* :2.6__(_1).6__3‘16
- 2 2 202
e
u' =3 V= » 1 3 5
=e"+———(e" —e
2 L )
_5+e2
4

Huomaa seuraavan kahden integraalin ero:
2
Jxezx dx, Jxex dx
Jalkimmaisessa integraalissa tekija x on sopiva x:n potenssi sisafunktion

derivaataksi, vain vakio 2 taytyy lisatd (vrt. Esim. 1). Edellisessi integraa-
lissa tekija x on "litkkaa". Se poistuu osittaisintegroinnilla.

Esim. integraali szezx dx wvaatii kaksi osittaisintegrointia x* e
jotta tekija x* poistuisi. Suorita integroinnit! 2x %er
1 2x
*Kokeile kayttdd wviereisen kuvan mukaista laajennettua 2 e
kaaviota. (1. lavistgjatulo tulee mukaan — merkkisend, toinen 0 %eh

+ merkkiseni ja kolmas taas — merkkisena.)

*Esim. 15 [x*Inx dv = [(Inx)-x* dx i 3 | Nain pain!
uw=— v=—
X 3
X 1 X
=(Inx)——|——
(Inx) 3
_x'Inx 1 2 g X lnx_l‘x_+c
3 3 3 3 3

3

:%(3lnx—l)+C.
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*Tamantapaisissa integraaleissa tiytyy siis u-funktioksi valita Inx eikd x*.
Tavallisemp1 mutta pidempi tapa olisi sijoituksen Inx =¢ kayttiminen.

7.4  Osittaisintegroinnilla johdettuja valmiskaavoja
Esim. sinin potenssille on voimassa ns. palautus- eli rekursiokaava

n

) 1. ,_ 1. .,
Jsm"xdx=——sm" x.cosx+ Jsm” 2 xdx.
n n

Se palauttaa sinin potenssin integroinnin kaksi yksikkod alemman potenssin
integrointiin.
*Naytetdan tapauksen 7 = 5 avulla tdiméin kaavan johtamisperiaate:
s u=sin"x V' =sinx
I = J-sm x dx .
u' =4sin” x-co0sx V=-C0SX
=sin* x-(-cosx)— J-4sin3 X -cosx -(—cosx) dx
=—sin” x-cosx + 4J-sin3 x-(1—sin” x) dx
= —sin" x-cosx +4J-sin3 xdx—4-1.

Kun termi —4- [ siirretddn yhtdlon vasemmalle puolelle ja yhtdlo jaetaan 5:114,

saadaan

1. 4 - .
I, =——sin* x-cosx Jr—J-sm3 x dx.
5 5

Esim. 16 Sovelletaan palautuskaavaa mdidrcittyyn integraaliin:

T /2 e
J /zsinzxdx:—l sinlx-cosx+lj /zsinoxdx
0 210 240 Hr—‘:
/2
:—1(0—0)+l‘ =2
2 210 4

*Esimerkiksi integraaliin Jsin53xdx el voida soveltaa suoraan em.

palautuskaavaa, sillda kyseessd on yhdistetyn funktion sin3x potenssin
integrointi. Palautuskaavaa sovellettaessa sisdfunktion derivaatta 3 jaisi
huomioimatta. Ennen kuin palautuskaavaa voidaan kéyttdd, integraaliin on
tehtdvd sijoitus 3x = t.

Kaavastosta 16ytyy useita muitakin integroimiskaavoja, jotka voidaan johtaa
osittaisintegroinnilla. Téllaisia ovat mm. seuraavat:
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1) Joukko palautuskaavoja. Néilla integroidaan mm. seuraavat funktiot:

1 . 1
) X Smdax, P EIVE
(x"+a”)

cos” x, :

sin™ x

2) Esim. sahkotekniikassa voi olla kayttod kaavastosta loytyvalla
funktion e sin bx integroimiskaavalla:

ksinbx—bcosbx. e

+C.
k* +b°

Jekx sin bx dx =

3) Miten kaytat kaavaston kaavaa

[x"e* dx=e*(x" —nx"" + n(n—1)x"7? —+..4(-1)"n!)+C

integraalin stex dx laskemiseen ?

HARJOITUKSIA
A
7.1 a) J'e_x dx , b) J_lle3x dx, c) J sin3x dx, d) J.O”/ZCOSSX dx .
72 a) J'Ozte””2 dt, b) J3x e dx, ¢ J';sin ot dt, d) Jrsin 21 dt .
73 a) [@x-1D’dx, b) [\Br-ldr, o Jozx Ux? +1dx.
1 1 1
7.4 a) | ——du, b du, c) | —dt.
)J2u+l )J-\/2u+l )Jtant
7.5  Laske kéyran y=e ™", koordinaattiakselien ja suoran x =2 rajoit-
taman alueen pinta-ala.
7.6  Laske syjoitusmenetelmailld edella olleista integraaleista seuraavat:
a) [ sindvdv, b) [sinarde, o) [ e™dx, d) [(2x-1) dx.
. /6 .
7.7 a) Jx sin2x dx, b) JO tcos3tdt, c) j(3t —1)sin 3t dt .



7.8

7.9

7.10

7.11

7.12

7.13

7.14

7.15

7.16

7.17

7.18

7.19

7.20

7.21

a) Jxe3xdx, b) sze3xdx, C) J-xe”2 dx .
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w2, 5 ml2 .oy
Laske palautuskaavalla a) JO sin"tdt, b) JO sin” ¢ dt .

B

a) J (x —1)€2x2_4x dx, b) J0”/3cos(3t — 7/ 6)dt.

/3 | : . L T
Laske JO sin2at dt, missi t on aika, ® on kulmataajuus ja 7' = —
@

on jaksonaika.

5 dx 1 x 5x dx
) g 9l

3x 3 5
a)jﬁdx, b),jﬁx/9—x .x dx.

a) Jzeln—xdx, b) Jtan2x dx .

I x

a) Joﬂmx cos2x dx, D) J(p(re_3¢)2 do.

Laske osittaisintegroimalla a) Jle/zxz In2x dx, b) Jle Ju-Inudu.

6x

Laske sijoitusmenetelmalli a) J dx, b) J
V4 - x?

5 x dx
02x+1

Laske sijoitusta Inx =1 kayttden integraali Jx3 Inx dx.

a) J'e” sin(wt)dt, b) J;x6 e” dx.

Laske kdyrdn y = x-sin2x ja x-akselin rajoittaman sen alueen ala,

joka on ensimmaisena origosta oikealle. (Piirrd kuva.)

Piirra kayra y=3cos(2x+x/4) ja laske
rajoittaman "yhden alueen" pinta-ala.

sen ja x-akselin
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7.22

7.23

7.24

7.25

7.26

7.27

Laske integraali Jsin3 5x dx (ensin sijoitus 5x = ¢, sitten palautus-

kaava).

C

Integraalin / = Jsin x-cosx dx voit laskea kahdella tavalla:

sin? x
2

1)I= Jsinlx-cosxdx: +C,

2) [:%J'sin2x dx =% -(=5c082x)+C

_ 1 + 2 — 1l ain? 1
=—5(1-2sin"x)+C=5sin"x - +C.
Kuinka on mahdollista, etta saat eri tuloksen (vaikka lasket oikein)?

b
Johda (osittaisintegroimalla) integraalille J cos” x dx palautuskaava.

Todista osittaisintegroinnilla, etta

X

Je"’ sinxdx:%(sinx—cosx)+C.

Ohje: Suorita osittaisintegrointi kahdesti (z=e¢"), jolloin paadyt
alkuperédiseen integraaliin, mutta — merkkisena.

Mika olist helpompi tapa todistaa timéa kaavastosta 16ytyva kaava?

a) Jsinz ot cos’ ot dt, b) Jsinz tcos’tdt, c) Jsin 2t cos3wt dt

(vihje ¢)-kohtaan: muuta tulo summaksi).

a) Piirra funktioiden y=sin’x ja y=sinx®* kuvaajat valilla
[-27,27], b) Integroi namid valilla [-z,7z]. Vihje: kayta
parillisuutta. Jalkimméiinen integraali pystytddn laskemaan wvain

numeerisilla menetelmilld (likiarvomenetelmilld) tai myohemmin
myos sarjaopin avulla.
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8 Pinta-ala ja tilavuus
8.1 Pinta-ala

1) Kéiyrin y= f(x) ja x-
akselin vilinen pinta-ala

jollakin valilli [a, b]. / T_\
fix)>0
Kaytetaan pienten X b
differentiaalien = menetelmaa, / a X
jonka lahtokohtana on fx) <0

kohdassa x oleva "adrettoméan
kapea" liska. Jos f(x):n

arvo eli y-koordinaatin arvo kohdassa x on posititvinen, f(x) kay liuskan
korkeudeksi. Jos taas f(x) < 0, liuskan korkeudeksi on otettava f(x):n

vastaluku — f(x), silld korkeuden (joka on janan pituus) pitid aina olla >
0.

J(x), jos f(x)20

liuskan korkeus /(x) :{—f(x) jos £(x)<0

Liuskan kanta on aina = dx > 0. Siten liuskan ala (korkeus kertaa kanta) on

f(x)-dx, jos f(x)=0

dA:h(x)-dx:{ | |
—f(x)-dx, jos f(x)<O.

Koko ala on tallaisten /iuskojen alojen "summa" :

Azjabh(x)dx.

Esim. wviereisen kuvan tapauksessa etsitidan ensin leikkauskohta ¢
ratkaisemalla  yhtélo
f(x)=0 ja sitten

"summataan" erikseen

liuskojen alat wvalilla

a..cjac..b. Siis fix) >0 X b
c X) <

A=ja f(x)dx+jc — f(x)dx _

= [ fxyax-|" f(x)ax.
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Esim. 1 Laske viereisen kuvan mukaisen viivoitetun
alueen ala.

Kohdassa x olevan liuskan kanta = dx > 0.
Liuskan korkeus on

=2
~(x*=1), kun 0< x <1 y=x41
h(x)=
x2—1,kunl§x§2_ .

Koko ala on liuskojen alojen dA = h(x)-dx \
"summa":

A:J()zh(x)dx

:jO‘-(x2 —1)dx+j12(x2 “1) dx

1 x3 2 x3
_—‘0(?—x)+‘1(?—x)
2 4

1 8 1
--G-D+|E-2-G-n|-2432

Tarkistus: Viimeiselta riviltd ndkyy kummankin osan ala % ja%

erikseen. Alat ovat positiivisia, kuten pitdadkin olla ja oikeaa
suuruusluokkaa.

2) Kéyrien y = f{x) ja y = g(x) vilinen ala viililli [a, b]

Liuskan korkeus /(x) saadaan kun y = f(x)
isommasta y-koordinaatista viihennetiin ——
pienempi. ! [~
' o h(xy E h(x)
Esim. viereisessd kuvassa 7 r
a.c] A e -0

g(x)— f(x)vdlilld |a,c
o= e y=900 N

F(x)= g(x)valilléi [ ¢, b] hO0 = 900 - fX) > 0 \_/
ja siten h(x) =f(x) - g(x) > 0

A=["hx)dx = [ Tg(x) - £ ()] de+ [ £(x) - g(x)] dx
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*Voidaan myos sanoa, ettd edellisessd kuvassa valilla [a,c]| yidkdyrdnd on
y=g(x) ja alakdyrdnd on y=f(x). Valilla [c,b] taas ylakdyrd on
y=f(x) ja alakdyrd y=g(x). Liuskan korkeus kummallakin wvalilla
saadaan kun valin yldkdyrdarvosta vihennetddn alakdyrdarvo.

Esim. 2  Paraabelin x = y* ja suoran y = x —2 vilisen alueen ala.

Ratkaisemalla yhtalopari y

Xzyz

2__ y \/}
{y:x—2

_h —_———— = ——

|
saadaan kayrien leikkauspisteiksi Y '
(1-1) ja (4.2) AN

Paraabeli x = y* jakautuu kah- J y=-Vx

deksi kayraksi y = +/x . Alueen

pinta-alaa laskettaessa ylakédyrdna on koko ajan y = Jx . Sen
sijaan alakéyra vaihtuu kohdassa x = 1, silla valilla [O, 1] se on

y=—/x javililla [1,4] y=x-2. Siten
A= [[Nox ()] e+ ['[Va ~ (2~ 2)] e
=2 J';\/; dx + J':l(\/; —x+2)dx=4% (suorita laskut).

Toinen tapa: Kiytetdan /
vaakaliuskaa 27 77" ;T =
(integroimismuuttujaa y) 1
kohdassa y. Liuskan vy [
korkeus on dy. Liuskaa I . 1
vastaava suurin x:n arvo 1 4

on x=y+2 ja pienin -1]

on x=yp>. Naiden
erotus  y+2-y* on
liuskan kanta. Siten liuskan ala

dA=(y+2—-y*)-dy.

Kyseisessa alueessa y muuttuu arvosta —1 arvoon 2, joten koko
ala on "summa"
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5 2 (42 3
A= (y+2-y")dy= ‘1[%+2y—%] = =41

8.2 Pyoriyskappaleen tilavuus

1) Kayra y= f(x) pyorahtaa x-
akselin ympari valilld [a,b].

Kun kohdassa x oleva dx:n levyinen
liuska pyorahtaa, syntyy ympyra-
levy. Sen "korkeus" on dx ja pohjan | 5/
sade r=|f(x). /

r=[f(x)|

Levyn tilavuus on siten dV = zr*-dx = ﬂ-\f(x)\z cdx =7 f(x)*-dx. Koko
kappaleen tilavuus saadaan nididen direttéman monen levyn tilavuuksien

"summana". Levyn tilavuus d} on lausuttu x:n avulla ja x saa arvoja a:sta
b:hen, joten "summauskin" tapahtuu a:sta b:hen. Siis

V=rn| f(x) dx|

Esim. 3  Paraabeli y = x* pyorahtid x-akselin ym- ':

pari valilla [—l, 1]. Symmetrian nojalla V W
2r '

V=27 () de=""

Esim. 4  Johda r-sateisen pallon tilavuudelle kaava

V=

[SIFN

3
. e
Pyorahtiva kiayrd on  x*+3p* =72,y >0

eli y=+vr* —x*. Siten (symm.)
V =2'7Z'J(:(\/I”2 —xz)zdx

= 2ﬂj(:(r2 —x%)dx

el
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3 3
r Ay

)=

3
x|l A=y = 3 _
=2r ‘O(rx 3) 2x(r

37 3

2) Oletetaan, ettd O<a<bd ja
ettd f(x)>O0vdlillii[a,b] (jotta

liuskan korkeudessa e1 tarvitse
kayttaa itseisarvoja). Tama alue
pyoradhtad  y-akselin  ympéri.
Laske tilavuus V.

Kun kohdassa x oleva dx:n
levyinen  liuska  pyorahtaa,
syntyy ohut /ieriorengas, jonka
korkeus on f(x), pohjan side on x ja paksuus dx (vrt. seuraava kuva).

Y/ dx
7

—=" .

27X

Jos taméa "dadrettoman ohut" rengas leikataan sivuviivaa pitkin auki ja levite-
td4n tasoon, niin syntyva kappale voidaan ajatella dx:n paksuiseksi suorakul-
maiseksi sarmioksi . Sen tilavuus on

dV =27x- f(x)-dx.

Koko pyorayskappaleen tilavuus on niiden sisdkkaisten renkaiden "summa",
missi renkaan sdde x saa arvot a:sta b:hen. Siis

b
V=znjaxf(x)dx.

*Samantapaisesti  lasketaan lierion  hitaus- !
momentti akselin a suhteen. Etaisyydellda x
akselista a olevilla "massapisteillld" dm on

jokaisella  hitausmomentti  x*dm.  Naistd
massapisteista muodostuu rengas. Sen
hitausmomentti dJ, on =

(yhteinen etdisyys x)2 -massojen dm " summa",
ts.

dJ, = x* - renkaan massa = x* - p-renkaan tilavuus

=x>-p-2mx-h-dx=p-27mhx’ dx  (p=tiheys)
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_,0-727”4}1_,o-;zrzh-rz_,oV-r2 ) mr*

2 2 T2

S, =pe 27th(: Xdx

8.3 Edellisti yleisemmiin kappaleen tilavuus

Jos tunnetaan kappaleen
poikkileikkauksen pinta-ala A(x)
eri kohdissa x, niin dx:n paksuisen
levyn tilavuus

dV = A(x)- dx

ja koko tilavuus on levyjen tila-
vuuksien "summa":

V=] A(x)dx|

Esim. 5 Johda kartion tilavuudelle kaava
V= %Ah .

Valitaan x-akseliksi kartion korkeusviiva (joka on
kohtisuorassa pohjaa vastaan) ja origoksi kartion karki.
Lasketaan ensin kohdassa x olevan poikkileikkauksen
ala A(x) yhdenmuotoisuuden avulla.

Kartion huippuosa on yhden-
muotoinen  koko  kartion
kanssa mittakaavassa x:h (=

x

3-

vastinviivojen suhde). Niiden
kappaleiden pohjat ovat eriiti
vastinpintoja ja siten niiden
alojen suhde = mittakaavan
nelio, ts.

M_(zf
A \n)’

A . . : .
Taten A(x)= h—zx2 . Tasta saadaan integroimalla tilavuudeksi

V:J:A(x)dx:hiz‘[:xz dx=— —="—
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HARJOITUKSIA
A

8.1 Laske kéyrin y = x* —4 ja x-akselin vilinen ala.

8.2 Laske kayran y =2e " —2 ja x-akselin vélinen ala valilla [—l, 1] :

8.3  Laske kiyrien y = x* ja y = x’ vilisen sirppimaisen alueen ala.

8.4  Kayrd y=x"+x*—2x leikkaa x-akselin kolmessa pisteessi. Laske
muodostuneen kaksoisalueen ala.

8.5  Laske paraabelien y = 6x —x* ja y = x* —2x vilisen alueen ala.

8.6  Laske kéiyrdn y = tanx ja x-akselin vélinen ala valilla [0, 7/ 4]

87 Kayran y=x’ ja x-akselin vilinen alue valilla [—2, 2] pyorahtaa
a) x-akselin, b) y-akselin ympari. Laske tilavuus.

8.8  Kiyrdn y= Jx ja suoran y=ux vilinen alue pyordhtda x-akselin
ympari. Laske tilavuus.

B

8.9  Laske kédyrien y=e¢* jay=¢* vilinen ala valilla [—1,1]. Piirra
kuva.

8.10 Piirra kayra y*—x—-3y=0 ja laske sen ja y-akselin vilinen ala
(kayta vaakaliuskoja).

8.11 Laske (vaakaliuskoja kaiyttien) paraabelin x=-3)*+2y+8 ja
suorien x =0, y =—1, y =3 vilinen ala.

8.12 Laske kéyrdn y* =4x ja suoran 4x —3y —4 =0 vilisen alueen ala.

8.13 Kaiyran »*=4x ja suoran y=x vilinen alue pyorihtaa x-akselin
ympari. Laske tilavuus.

8.14 Johda suoran ympyriakartion tilavuus, késittelemalla kartiota

pyorayspintana (suora pyorahta).
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8.15

8.16

8.17

8.18

8.19

8.20

8.21

8.22

Kéyran y =cosx ja koordinaattiakselien 1. neljannekseen rajoittama

yhtendinen alue pyorahtda a) x-akselin, b) y-akselin ympéri. Laske
tilavuus.

Kéyran y = Jx ja suoran y =x vélinen alue pyorahtda y-akselin
ympari. Laske (pystyliuskasta ja sen pyordhtamisesta ldhtien) V.

Taydenna (vihkoosi): Viereisen kuvan
mukainen liuska kohdassa x pyorahtaa y-
akselin ympari.

liuskan kanta =
liuskan korkeus =

Lieriorenkaan tilavuus dV =

. Pyorayskappaleen tilavuus V' =

Laske viereisen kappaleen tilavuus.

Vihje: Laske x-akselia tai y-akselia 3
vastaan kohtisuoran leikkauksen ala

A(x) tat A(y).

C

Laske kiayran y = x*Inx, x-akselin /
ja ehdon x>1/e méairaamin %
alueen ala.

y=X

Kiayra y*>=x>—x" eli y=+xV1-x> on seka x- etti y-akselin
suhteen symmetrinen ja oo-merkin muotoinen. Piirra kuva ja laske
kayran rajoittaman alueen ala.

Laske r-siteisen pallon segmentin tilavuus, kun segmentin korkeus
on A. (Vihje: vrt. pallon tilavuus, mutta integroimisrajat ovat »— /4 ja

r.)

Kun paraabeli pyorahtda akselinsa ympari, syntyy pyordysparaboloi-
di. Kun tata leikataan akselia vastaan kohtisuoralla tasolla, saadaan
"paraboloidikappale". Osoita, ettd téllaisen kappaleen tilavuus on
puolet vastaavan lierion tilavuudesta. (Ohje: Sijoita paraabeli
ylospain aukeavaksi ja origohuippuiseksi. Paraabelin yhtdlon saat
sen tiedon avulla, ettd piste (», &) toteuttaa yhtilon. Kayta vaaka-
liuskaa.)
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8.24

8.25

8.26
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Johda a) suoran r-siteisen ympyrikartion b) yleisen A-pohjaisen
kartion tilavuuden lauseke niin, etti sijoitat kartion pohjan xy-tasoon
ja huipun z-akselille seka lasket korkeudella z olevan dz:n paksuisen
levyn tilavuuden.

Kaksi ympyralieriota, joiden siteet ovat = r ja akselit yhtyvit x- ja y-
akselethin, leikkaa toisensa. Seuraavaan kuvaan on piirretty
vahvennetulla viivalla kahdeksasosa leikkauskappaleesta. Laske
leikkauskappaleen tilavuus. Ohje: Korkeudella z olevan leikkaus-
kuvio on nelio, jonka ala A(z) taytyy ensin laskea. Nelion sivun saat
Pythagoraan lauseella.

~
T
:--

3
I

Kéyran y =Inx, x-akselin ja suoran x =e vilinen alue pyorahtaa a)
y-akselin , b) x-akselin ympéri. Laske tilavuus. (Vihje b-kohtaan:
x =e” ja vaakaliuska. Toisin: sij. Inx =1¢.)

Suorasta ympyralieriostda leikataan hal-
kaisijaa pitkin viereisen kuvan mukainen
kiillamainen lieri6lohko, jonka korkeus on 4
ja pohjan siade r. Laske tilavuus. Ohje:
leikkauskolmion kanta y saadaan ympyran

yhtilostdi  x*+)*=r> ja korkeus =z

yhdenmuotoisista kolmioista.
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9 Tasoalueen momentit ja painopiste

9.1 *Yleisti momenteista

Oletetaan, ettd x)-tasossa on n massapistetta Ny
my,...,m, pisteissa (x;,¥;),..., (x,,¥,). o ._______2‘4__.m4
5" F----m----
Yhden massapisteen m, staattinen momentti m --------|______ -
2 x<0 m

esim. y-akselin suhteen on tulo x;m, ja

hitausmomentti (nelillinen momentti) on tulo

2
X, m.

Momentit ovat luonteeltaan "summautuvia" ts.
koko massapistesysteemin staattinen momentti S, ja samoin hitausmomentti

J , ovat oslensa vastaavien momenttien summia:

(1) Sy:Zn:ximi, Jy:Zn:xizmi.
i=1 i=1

Jos éaarellisen monen erillisen massapisteen tilalla on kappale, joka
muodostuu darettéman monesta massapisteesta, niin summat (1) korvautuvat
integraaleilla, jotka voidaan teoreettisesti esittdd muodossa

(2) S, = dem, Jy:sz dm,

y
(m) (m)

missa integraalin alarajaan merkitty (m) kuvaa sitd, ettd "summaukseen" on
otettava mukaan kappaleen kaikki osat, ts. etta summaus on suoritettava yli
koko kappaleen.

Kirjoita yhtdloitd (1) ja (2) vastaavat yhtdlot, kun momenttiakselina on x !

Hitausmomentti on yhteydessd sithen, millainen "hitaus" systeemilld on
pyordhtad kyseisen akselin ympéri. Mitd suurempi esim. ./, on, sitd vaike-
ammin massasysteemi pyorahtaa y-akselin ympéri. Hitausmomentti (nelio-
momentti) on aina > 0 (koska x> >0 ja dm>0).

Staattinen momentti taas voi olla >, = ta1 < 0. Jatkon kannalta on ehka
hyodyllista ajatella xy-taso vaakasuoraksi tasoksi, joka on tuettu y-akselin
kohdalta (kun tutkitaan momentteja y-akselin suhteen), jolloin tilanne on
seuraavan kuvan mukainen:
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Jos S, >0 ja "tukiviiva-
na" on y-akseli, niin
massapistesysteemi pyrkii
vaantamaan  tasoa  )-
akselin ympéari x-akselin
positiiviselle puolelle.

Jos taas S, <0, vaantovaikutus on vastakkaiseen suuntaan ja sitd suurempi,
mitd suurempi [S, | on. Jos S, =0, systeemi on y-akseliin nahden tasapai-

nossa, ts. y-akseli on systeemin eras tasapainoakseli (painopisteakseli).

Esim. 1 Lasketaan viereisen kuvan y
mukaisen sauvan momentit
S, ja J., ts. momentit x-akselin

suhteen. Olkoon

p = npituusyksikon massa Y 9
(kg/m),

¢ = sauvan pituus (m). X
Taten sauvan massa m=p-{
(kg).
Kohdassa y olevan dy:n pituisen sauvanosan massa on

dm=p-dy.

Kun tdméa sijoitetaan alla oleviin "teoreettisiin" momentti-
integraalethin, ne muuttuvat tavallisiksi integraaleiksi, jossa
muuttujana on y ja summaus tapahtuu O:sta /¢ :4an:

2
S, = Jydm=ijp-dy=p‘z%=p—=—-p€=§m
(m)

‘ 73 2 72 ; 2
Jx:Jyzdm:pjyzdyzp—=—-p€:—-m:(—) -m
(m) 0 3 3 3 J3

Edellinen tulos osoittaa, ettid staattista momenttia laskettaessa sauvan koko
massa voitaisiin ajatella yhdeksi massapisteeksi 7, joka on sijoitettu sauvan
keskipisteeseen (painopisteeseen). Hitausmomenitia (neliollistdi momenttia)

laskettaessa niin ei saa tehda, silla sauvan hitausmomentti ei ole (£/2)*-m.

Esim. 2  Lasketaan edellisen sauvan momentit y-akselin suhteen, olettaen,
ettd sauva on ohut ja kohdassa x. Teoreettiset integraalit ovat



73

S, = dem, Jy = x> dm y

y
(m) (m) /
Ohuuden vuoksi sauvan jokaisen palan voidaan katsoa
olevan samalla etiisyydellda x momenttiakselista y. X
Siten jokaisessa "yhteenlaskettavassa" x dm on y

vakiotekija x tai x*, joka voidaan ottaa tekijaksi
"summan" eteen. Siis

Sy:x Jdm:x-m, Jy:x2 Jdm:xz-m.
(m) (m)

Tassa esimerkissd laskeminen voitiin  suorittaa em. teoreettisten
integraalien avulla, muuttamatta niitd mddrdtyiksi integraaleiksi.

Jatkossa kappaleen ja sen massan tilalla on tasoalue xy-tasossa. Talloin
hitausmomentin sijaan kaytetdan nimitystd neliomomentti (tai pintahitaus-
momentti tms.) ja merkintjen J,, J,, tilalla ovat merkinnét 7, jaf,.

Jos tasoalue ajatellaan levyksi, jonka yhdelld pinta-alayksikolld on massa 1,
niin pinta-alan lukuarvo on samalla massan lukuarvo ja laskennan tukena
voidaan kayttaa edella mainittua vaakasuoraa xy-tasoa, jossa levy sijaitsee.
Siten esim. seuraavien kuvien mukaisten alueiden momenteista voidaan
tehda joukko laskemista helpottavia paitelmia alueiden symmetrian tai
sijainnin perusteella (paatelméat on seuraavassa esitetty kuvien jalkeen).

y y

il

Kuva 1 Kuva 2 Kuva 3

Kuva I:  Symmetrian nojalla S, =0, S, =2-S,(op), missd op tarkoittaa

oikean puoleista kappaleenosaa. 7/, =2-1 (op), I,=2-1,(op).
Kuva 2: S, <0 (vaakataso kallistuu negat. x-akselin puolelle), S, >0.
Kuva3: § =8,=0, 7, </, (levylld on pienempi hitaus pyordhtad x-
akselin kuin y-akselin ympari).
9.2 Staattinen momentti ja painopiste

Staattista momenttia kdytetddn apuna, kun lasketaan massapistesysteemin,
voimasysteemin, tasoalueen tms. painopiste (x,,y,).
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Massapistesysteemin  staattinen =~ momentti
esim. y-akselin suhteen voidaan laskea paitsi
osiensa momenttien summana (kaava (1) X
edelld), myos siten, ettd kaikki massa ajatel- ~ |[77777 %Ly
laan sijoitetuksi systeemin painopisteeseen Toe
(x,,¥,). Siten y-akselin suhteen saadaan

momentiksi

_i:_zyimi
yp_m - Zml_

Néissd summissa voi massojen m, tilalla olla voimia 7/ tai jatkossa

Vastaavasti S, =y, -m..

erityisesti my0s alueita A, joiden painopisteet (x,,y,) tunnetaan.

Seuraavassa kiytetddn yleensd edellisia kehystettyja kaavoja lahtokohtina
painopistelaskuissa, mutta massan m tilalla on alueen pinta-ala 4.

Viela yksi esimerkki integroinnin (liuskojen kaytén) pohjustamiseksi:

Esim.3 Laske wviereisen alueen .
painopiste. ] C I

Alue muodostuu kahdesta T 1
osasta, joiden keskipisteet i ——
(painopisteet)  tunnetaan. : T
Siten osien staattiset

momentit voidaan laskea, koska staattista momenttia laskettaessa
osa voidaan ajatella kokonaan sijoittuneeksi painopisteeseensa.
(Sama e1 kdy osan neliomomentille!)

S, =(-2)-8+1-4=-12, S, =1-8+21.4=18, 4=8+4=12

S, -12 S,
= :—1 yp =7

_S,| 12 18
P A 12 ’

=—=1
12

X

9 =
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Esim. 4 Laske viereisen alueen painopiste.

Symmetrian nojalla x, =0, joten laskettavana y= X2
T
on |y, :Zx' Edellisessa esimerkissa alue X
. . - ‘ 1
muodostui kahdesta suorakulmio-osasta. Nyt 1% /
O : =
alue muodostuu suorakulmioliuskoista.
Kohdassa x olevan liuskan
kanta = dx

korkeus = —(x2 -1)

keskipiste = (x,3 f(x))= (x,%(xz -1)).

Huomaa tarkoin, ettc vdlilli —1...1 kéyrdn y = x* =1 pisteiden y-

koordinaatit eli f(x):n arvot ovat negatiivisia. Siksi liuskan
korkeudessa tarvitaan  miinusmerkki  korjaamaan  sen
positiiviseksi. Liuskan keskipisteen y-koordinaatin taytyy tdssd
esimerkissd olla negatiivinen, joten siihen ei saa lisdtd
miinusmerkkid.

Titen liuskan ala (korkeus kertaa kanta) on d4 = —(x? —1)-dx .
Liuskan momentt1 x-akselin suhteen saadaan, kun ala d4 kerrotaan

liuskan keskipisteen y-koordinaatilla:

dS,=1f(x)-dA="L(x* —1)[~(x* -1 dr| =L (x* ~1)" dx.

Koko ala ja §, saadaan, kun ndmi lausekkeet integroidaan

—l:std l:een. Alueen vp:n ja op:n alat ja samoin momentit x-
akselin suhteen ovat yhti suuret (mutta y-akselin suhteen kumoa-
vat toisensa), joten

3
o (e cde=2- [Py ac =2 x=Fy=2.a- 24
A=2-[ (x> =Ddx=2-] (1 x)dx—2‘0(x P)=20-)=1.
_ N N L 2 12 8
Sx—2-(—§)JO(x ~1) dx_—jo(x -2t ) dv= (- S+ =
S5, __83_ 2
T T 154 s

Laske harjoituksena myds S, alueen oikeanpuoleiselle puolikkaalle (sama
pystyliuska, dS, =xdA4 = ....)
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9.3 Kaksinkertainen integraali

Tasoalueen 7" momentteja voidaan

laskea myos siten, ettd lahdetdan
liuskan sijaan liikkeelle  pinta-
alkiosta, jonka leveys on dx ja

korkeus dy ja ala siten

dA = dy-dx.

Jos téllamen "pala" on kohdassa (x,
¥), sen staattiset momentit ja neliomomentit ovat

dasS,=y-dA=ydydx, dS,=x-dA=xdydx,
dl,=y*-dA=y* dydx, dI,=x*-dA=x*dy dx

Kun ndma summataan "y/i koko alueen 7", saadaan mtegraalit

S.=[[ydyax, S,=[[xdydx, I.=[[y*dydx, I,=|[x"dyax.
T T T T

Tassa kaytetaan kaksinkertaisia integraalimerkkeja osoittamaan, ettd sum-
maus suoritetaan sekd x- ettd y-suunnassa. Jos alueen 7' rajat pystytdan
madrittelemiin, integromnti muuttuu kahden sisdkkéisen integroinnin
suorittamiseksi, kuten seuraavat

esimerkit osoittavat.

Esim. 5 Lasketaan suoran
y=Xx Jja paraabelin
y=x’ rajoittaman
alueen 7' nelibmomentti

x-akselin suhteen, ts. \ 2

TY=X
I,=[]y* dyadx. X 1
T

Alue 7 saadaan kun x muuttuu 0:sta [:een ja jokaisella
kiintecillc x:n arvolla y muuttuu alakdyri-arvosta x* ylikdiyrdi-

arvoon Xx, s1is
0<x<l1
T

xzﬁyﬁx

Varo: Vaikka y:kin saa alueessa 7" arvoja 0O:sta 1:een, eivit y:n
rajat voi olla 0 ja 1, silld alue 0 <x <1, 0< y <1 olisi neli6.
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Suoritetaan summaus T:n yli kahdessa vaiheessa. Aluksi
pidetddn x kiintedind ja suoritetaan summaus y-suunnassa, ts.

annetaan y:n muuttua arvosta x* arvoon x. Niin saadaan
integraali

[Lyav.

(Talloin lasketaan tavallaan yhtd pystyliuskaa vastaava osa
integraalista.) Sitten suoritetaan summaus x-suunnassa, ts.
annetaan x:n muuttua O:sta 1:een. Néin saadaan integraali

A N PR B
_.[o[x23}dx_.[o 3 3}a’x

‘1 X1 7-4_ 1
3

_1
3| 4 7

Esim. 6 Olkoon 7 kiyrian y=x’ ja x-akselin vilinen
alue valilla 0<x<1. Laske 7'n painopiste. T
Nyt 7" on y=x
0<x<1
T 3
0<y<x’ /

A= J';x3 dx = i ,
S, = ”x dy dx = J;[Jj X dy} dx ‘ X on sisdintegraalissa vakio
T
SiE
o= Jlvavas=[]; v ]ar- [
T

Syi
5

¥ B 1 3 _l
. y}dx—JOx X dx—s

o 2

SoX = =

Sy _ S5, _2
PS4 Ty T Ty
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HARJOITUKSIA

9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

A

Suoran tangon pituus ¢ =6 (m) ja pituusyksikon massa p on 4 (kg/m).
Valitaan xy-akselisto niin, ettd tanko on xy-tasossa, y-akseli on tangon
suuntainen, tanko leikkaa x-akselin kohdassa x =3 (m) ja siitd on 2
yksikkoéd (2 m) x-akselin "alapuolella". Laske a) integroimalla
(esimerkin 1 tapaan), b) esimerkin 1 tulosten avulla tangon staattinen
momentti ja hitausmomentti x-akselin suhteen.

: . . 1 .
Laske esimerkin 4 tapaan (liuskasta alkaen) kéyrdan y=— ja x-
X

akselin vilille 1...3 rajoittaman alueen painopiste.
Kuten 9.2, mutta kdyrana y = x> ja valina [0,2].
Kuten 9.2, mutta kdyrana on y =—x* +1 ja vilina a) [0,1], b) [1, 2].

B

Viereisen kuvan mukainen ohut sauva y
el ole homogeeninen, vaan sen tiheys 2
kasvaa suoraan verrannollisena x:a4n:
p=kx. Tangon padssa tiheys on 5
(vksikkod). Laske

as., dSy, al ., d]y sekd S, Sy S Iy

Laske kdyran y =cos? ja t-akselin vélille [0, / 2] rajoittaman alueen
painopiste.

Esitd viereisen kuvan mukaisessa

tapauksessa seuraavat yhta liuskaa y =sin x
koskevat suureet (joista saataisiin

integroimalla momenttien

lausekkeet esim. valilla 0...1):

kanta =

korkeus =

keskipiste =

das, =

ds, =

X
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9.8 Suorita esimerkin 6 laskut pystyliuskoja kayttden (ts. esimerkin 4
tapaan).

9.9 Laske sinikdyrdn s=2sin3/ ja t-akselin rajoittaman "perusalueen"
(puoli jaksoa origosta oikealle) painopiste.

9.10 Laske kaksinkertaisten integraalien avulla x-akselin, kayran y = x* ja
suoran y =x =1 rajoittamalle alueelle a) S, ja 7/,, b) S, jal,.

9.11 Kauten edellinen, mutta kdyréana y = Jx .

9.12 Laske kaksinkertaisten integraalien avulla x-akselin ja kéyran
y = —x* +1 rajoittaman alueen neliémomentit /_ ja I )

C

9.13 Kuten tehtiva 9.2, mutta kdyrana on y =4 e ja valina [0,1].

9.14 Laske kayrien y=sinx ja y=cosx vilisen kaksoisalueen, joka
rajoittuu valille 0...7t, painopiste.

9.15 Suorakulmaisen kolmioalueen kanta on b ja korkeus /4. Laske
kaksinkertaisten integraalien avulla alueen painopiste ja neli6-

momentit kateettien suhteen. /\
ih

9.16 Alueen pamopisteen tai pyorayskappaleen tilavuuden laskemiseen
voidaan joskus kayttda ns. Guldinin sddntod: Oletetaan, etti xy-
tasossa oleva alue ei leikkaa (esim.) x-akselia. Jos alue pyorahtaa x-
akselin ympari, niin syntyvéan pyorayskappaleen tilavuus saadaan, kun
pyorahtivan alueen pinta-ala kerrotaan alueen painopisteen
kulkemalla matkalla, ts.

Jos kolmion kantana on toinen kateeteista, niin h
mikst momentit kannan suhteen eivat muutu,
vaikka kolmio wvinoutetaan viereisen kuvan b
mukaisest1? Vihje: vaakaliuskan palat.

V.=2ry,A.

Sovella saintod seuraavissa tapauksissa: a) Alue x° +)° -8y +7<0

pyorahtaa x-akselin ympari. Laske muodostuvan renkaan tilavuus. b)
Laske r-sdteisen puoliympyrilevyn painopiste. ¢) Ympyransektorin
sdde on 4 ja keskuskulma 30°. Laske tdmén alueen painopisteen
etaisyys reunasiteestd. Kyseisen pyorayskappaleen tilavuuden kaavan
loydat kaavastosta.
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10 Funktion tutkiminen
10.1 Funktion kasvaminen ja lokaalit ddriarvot

Aikaisemmin on jo korostettu sitd, ettad
derivaatta mittaa funktion muuttumisen
voimakkuutta (nopeutta). Geometrisesti
derivaatta f'(x) esittdd kidyrdn y= f(x)

tangentin kulmakerrointa kohdassa x. Jos
f'(x)>0 (jajatkuva), niin funktio f kasvaa
tdssd kohdassa (ts. tamin kohdan jossakin ympéristossd). Vastaavasti
ehdosta f'(x) <0 seuraa, ettd f vihenee kohdassa x.

Esim. 1 Funktio y=x —%xz on kasvava esim. valilla [0,1], silla derivaat-
ta y'=1-x2>0 talla valilla (ja y’ = 0 valin paatepisteessa x =1).

Esim.2 y=x"+3x*-9x+1
y' =3x +6x -9 =3(x>+2x —3)‘ nollakohdat 1 ja -3
=3(x—-1)(x+3)

Viereisen merkkitaulukon mukaan funktio -3 1
vahenee valilla (-3,1). Kohdassa —3 funk- w+3 | + |«
tio muuttuu kasvavasta védhenevdksi ja , _ 4 | [+
kohdassa 1 péinvastoin. v+ - |+
7 ™\ 7

*Derivaatan merkki voidaan paatella

myoOs  seuraavasti:  Derivaattakdyrd  on

ylospain aukeava paraabeli, jonka nollakohdat Y

ovat -3 ja 1, joten nollakohtien valilla *
derivaatta on  negatiivinen ja  vilin 3N
ulkopuolella positiivinen.

-+

Kohta x_ on funktion f paikallinen eli

max max
lokaali maksimikohta, jos funktion : \
arvo f(x,) on suurempi kuin funktion : A /
arvot kohdan x, (riuttdvin pienessd) / \E/ \/
ymparistossa (x, —h,x,+h). min MIN

Maksimikohtaa x, vastaava funktion
arvo y, = f(x,) on funktion maksimiarvo ja piste (x,y,) on
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maksimipiste. Mairittele vastaavat minimid koskevat késitteet. Maksimi- ja
minimikohtien yhteisnimitys on ddriarvokohdat.

Tavallisissa aariarvopisteissa kdyran tangentti on vaakasuora ts.
y'=0. Kaikki kohdat joissa y'=0 eivat vilttamatta ole

aariarvokohtia (vrt. piste C wviereisessd kuvassa). Kéyrian

karkia, joissa derivaattaa ei ole olemassa (piste D). Siis:

Lause 1

C

D

A
N/

aariarvopisteiden joukossa voi olla my0Os erikoispisteitia, esim. -

B

Adriarvokohdat loydetccin niiden x:n arvojen joukosta, joissa

f'(x)=0 tai f'(x) eiole olemassa.

Adiriarvon laatu mahdollisessa aariarvokohdassa ts. se, onko kyseessa
maksimi, minimi vai ei ollenkaan &ariarvo, voidaan ratkaista yleensi
tutkimalla derivaatan merkinmuutosta.

Esim. 3

Lause 2

Esim. 4

Esimerkin 2 funktiolla -3 1
y=x+3x*—9x +1 Xx+3 -1 + 14
x-1_ - - +
kohta x = —3 on maksimikohta, sill4 tassa y. o+ } +
kohdassa y'=0 ja kun ohitetaan tama 7 ~~\ 7

kohta (vasemmalta oikealle mentiessa),

niin derivaatta muuttaa merkkinsd posititvisesta negatiiviseksi.
Myo6s kohdassa x=1 on y'=0, mutta derivaatalla on

merkinmuutos (—, +), joten kyseessad on minimikohta. Yleisesti:

Oletetaan, ettd x, on lauseen | mukainen mahdollinen didri-

arvokohta. Jos derivaatalla on tdssd kohdassa merkinmuutos
(+,—), kyseessd on maksimikohta. Jos merkinmuutos on (—,+),

kyseessd on minimikohta. Jos taas derivaatan merkki on sama
kohdan x, kummallakin puolella, kyseessd ei ole dcdriarvokohta.

y=x(x-2)

Y =(x-2Y+x3x-2) =(x-2)*4x-2)=0=x=2vx=

Mahdollisia dédriarvokohtia on sus kaksi:
x =7 jax=2. Edellinen on minimikohta, jal-

kimmadinen ei ole dariarvokohta (vrt. viereinen
merkkitaulu). Vastaavat y:n arvot ovat 0 ja
—27/16~-1,7.

1
5 -

12 2

22 +

4x-2

N

\+++

+

+

+
4
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Kéyrda on suunnilleen viereisen kuvan

mukainen.

*Esim. 5§ y:x2/3(x+5) V= 5(3x ;32)
X

1) y":n nollakohdat. x =-2,(+,—) .. maks.

2) y'"eioleolemassa.x =0 (—,+) .. min.

x=-2
Maksimipiste:
v { y=3-34~48

Ml’m’ml'pl'ste:{ 0 Tama on karki, silla

y=Uu.
kun x — 0+, niin y" — oo,
kun x — 0-, niin y" — -o0.

10.2 Kuperuussuunta, kiinnepiste

Viereisen kuvan mukainen kiayrd y = f(x) on
ylospdin el positiivisen y-akselin  suuntaan
kupera.

Mekaniikassa ja lujuusopissa y-akseli on usein
alaspai. Siksi jalkimméinen sanonta voi teknii-
kassa olla edellista parempi.

(laske).

/.5

pos. y-suuntaan kupera

=

X

Joskus kayran kaartumissuunta esitetddn kupera-sanan (convex) sijaan
kovera-sanan (concave) avulla, jolloin yll4 oleva kéayra on alaspiin kovera

(concave downward).

Edellisen kuvan tapaisella positiiviseen y-suuntaan kuperalla kayralla
tangentin kulmakerroin pienenee, kun x kasvaa. Siten derivaattakdyrd on
laskeva kayra, ts. sen kulmakerroin eli " on negatiivinen. Siis

Kayra positiiviseen y-suuntaan kupera = " <0.

Kayra negatiiviseen y-suuntaan kupera = y" >0

Esim. 6 y=2x"-3x*+1, "' =12x-6.
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Kohdassa x=1/2 y":n merkki vaihtuu —:sta A

+:ksi, ts. kuperuuden suunta vaihtuu tissid koh- 1/\J
dassa positiiviseen y-suuntaan kuperasta negatii- AAN
viseen y-suuntaan kuperaksi. / 172

Kéayran kuperuuden suuntaa voidaan kayttdd myos dariarvon

laadun tutkimiseen seuraavasti: y

y'=0,y">0= min.

y'=0,y" <0= maks.

Esim. 7 y=1x"-x*+1

y'=2x"-2x=0x=-lvx=0vx=1
Y =6x"-2=2(3x"-1)
y"(=1)>0..min. Minimipiste (—-1,1/2)
y"(0)<0 ..maks. Maksimipiste (0,1)
y"(1)>0 .min. Minimipiste (1,1/?2).

Midéritelma. Kdyrdn piste P on kiidnnepiste, jos kdyrdl-
ld on tdssd pisteessd Vyksikdsitteinen
tangentti  ja  kdyrdn  kuperuussuunta P
vaihtuu.

Kéaannepisteessa (engl. point of inflection) kidyra menee
tangenttinsa lavitse ja "jonkin matkaa lahes tangenttiaan
pitkin", mistd syystd tamd kohta kayralla on kéayttokelpoinen kayran
linearisoinnin kannalta (esim. sdhkotekniikassa). Koska kéadnnepistetta
ohitettaecssa )" vaihtaa merkkinsa, niin kdannepisteessa joko y”" =0 (jos

y" on jatkuva) tai y” ei ole olemassa. Jalkimméisessd tapauksessa
kaannepisteessd tdytyy y':n  olla olemassa, jotta kayrdlla olisi
yksikasitteinen tangentti tassa pisteessa. Siis

Lause 3  Kddnnepistekohdat [dydetdicn niiden kohtien x joukosta, joissa
f"(x)=0 (tar f"(x) ei ole olemassa). Tdllainen kohta on

kdcinnepistekohta, jos siind lisciksi f"(x):lld on merkinmuutos

(ja lisciksi tai-tapauksessa f'(x) on olemassa) .

*Esim. 8 1) Esimerkin 7 kayrélla y = %x“ —x*+1 on




1
"=23x*-1)=0 x=+—

y ( ) NE]

Naissa kohdissa y’ on olemassa ja y":lla on

merkinmuutokset (viereinen kuva). Siis kayralla
on kaksi kdnnepistetta (£1/~/3,13/18).

2) Kayralla y=2x*+x on y"=24x*, joten
kohta x=0 on y»":n nollakohta. Siind ei1
kuitenkaan y":lla ole merkinmuutosta, joten

kyseessd ei ole kaannepiste. Tassd kohdassa \

kayra on jonkin matkaa lahes lineaarinen.

N\

10.3 Asymptootit

Suora on kayran asymptootti, jos kayran pisteen P
etdisyys suorasta ldhenee nollaa, kun piste P siirtyy

aarettomyyteen (kayran jotakin haaraa pitkin).

Seuraavassa tutkitaan ldhinnd murtofunktioiden

asymptootteja.
Esim. 9 V= L
x—1

1°. Kun x — 1, niin y — oo, ts.

kayra lahenee suoraa x =1,

—

kun y — o0 i
. x =1 on kéyran pystyasymptootti.

Tarkemmin sanoen

kun x - I+, niiln y > +o©

{kunx —1-, niin y — -0,

2°. Kunx —> oo, niiny >0 .. y=0 (elix-akseli) on

vaakasuora asymptootti. Tarkemmin sanoen

xX—>+to=y—>0+
x—>-0 =>y—>0-




85

Esim. 10 y= 2> /
x-1 :
1°. x =1 on pystyasymptootti (Esim. 9). A i

x—1

2° Suoritetaan jako = ] K
y=2—L—>2,kunx—>ioo —t : ;

.y =2 on vaakasuora asymptootti.

, x> l+=y > -
Kéayra lahenee pystyasymptoottia seuraavasti: :
x=>1l-=y—> 40
Edellisissa esimerkeissa pitéisi kuvien piirtamistd varten todeta lisdksi, etta
derivaatoilla e1 ole nollakohtia, joten funktioilla ei ole d4riarvoja. Lisatukea
antaisivat myos kayrien kuperuussuuntien ( )" :n merkkien) tutkimiset ja

muutamat lisdpisteet (esim. x=0= y=7?).

Yhteenveto: Murtofunktion asymptoottien mddrittcdminen. Oletetaan, etta
murtofunktio on supistetussa muodossa.
1) Nimittdjdn nollakohdista saadaan pystyasymptootit.

2) Tutkitaan, mitd arvoa (tai lauseketta) y ldhenee, kun x — +oo tai
x — —oo. Jos osoittajan aste on = nimitidjcn aste, taytyy titd varten
ensin suorittaa jako. Jos jaon tulos on esim.

y=3x+2+ 4 ,
x+2

niin suora y =3x+2 on vino asymptootti, silla kun [x| on suuri, niin
4/(x + 2) = 0 ja kédyra siten ldhes sama kuin suora y =3x+2.

Kayralla y=x*+ on asymptoottina itseddn yksinkertaisempi

X+2
kayra y=x°.
*Muillakin kuin murtofunktioilla on asymptootteja. Esim. y = cosh x
kayralla ~y=1e¢* on x-akseli asymptoottina  (silla

kun x — —oo, niin y — 0). Hyperbelifunktioilla
y=sinhx = %, y=coshx= % kiyra y='%e" y=%ne _-

—-X

on asymptootti , silld e — 0, kun x — .
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HARJOITUKSIA

Huom.

10.1

10.2

10.3

10.4

10.5

10.6

10.7

10.8

10.9

10.10

A

Kdyrien tutkimisen yhteydessd saattaa kokeissa olla graafisen
laskimen kdytto kielletty. Harjoittelussa grafitkkaa piirtdava laskin tai
matematiikkaohjelma on hyviana tukena.

Milla valilla funktio y =1x’ —x* +1 on viheneva?

Madrita kiyran y = x” +3x* —1 aariarvopisteet ja niiden laatu seki
piirrd kuvaaja suunnilleen.

Madrita funktion y = x° —3x* + 3x kaannepisteet ja piirrd kuva.
Maarita seuraavien kdyrien asymptootit:

3 x 2 +r-1
Q) y=——Db) y= ,C) §=——.
V=3 DY © (1

Tutki kayraa (asymptootit, déariarvot, niiden laatu, kuva)

2
X x“+x+1
a) y=——, b)y=———.
2x+1

B

Madrita kayran y =3x" —4x’ —12x* aariarvopisteet ja niiden laatu
seké piirrd kuvaaja suunnilleen.

Tutki kdyraa y=xe" (aariarvot, kainnepisteet, kuperuussuunta,
kuva).

2

X s
, b)) y=— (asymptootit, dariarvot,
x“+1

Tutki kdyrdd a) y=—
x°+1
kuva).

Mairita funktion (x —1)*(x +1)’ aériarvot ja piirrd kuvaaja.

Maarita funktion f(7)=sin3f/—3sin¢ jakso 7' sekd maksimi- ja
minimipisteet valilla [0,27]. Piirrd (esim. tietokoneen avulla)
kuvaaja.
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10.11

10.12

10.13

10.14

10.15

10.16

10.17

10.18

C
Maarita funktion (x —1)\/x” Aaariarvot ja piirrd kuvaaja.

Tutk1 seuraavia kayria (asymptootit, dariarvot, kuperuussuunta, erilli-
sia pisteitd, kuva):

3

1 X 2 X
a) y=2x+—, b)y=(—j ,C) y=——, d) y=
X x+1 x° =1

x> +2

Madrita funktion (x —2)/x adriarvot ja piirra kuvaaja.

Kuinka monta reaalijuurta yhtilslla x> —x+1=0 on ?

Maarita funktion 235sinar +4.22coswt  aariarvokohdat valilla
[0,27], (T'=2r/ w). (Sahkotekniikassa valitaan tallaisissa yhteyk-

sissd muuttujaksi yleensa «r . Silloin esim. viali 0 <7 <27 on sama
kuin vali O0< et <4r.)

x2+1

Tutkl kayraa y = . (Vihje: Laske asymptootteja varten raja-

arvot, kun x - o ja x — —oo. Huomaa: \/x2+1:‘x‘\/1+1/x2 )

Tutki kayran y =In(e* +1) kulkua. (Vihje: Onko &ariarvoja? Mika
on y:n arvo likimain, kun x on suuri. Miten kay, kun x — —oo ? Mika
on kuperuussuunta?)

Jos f(t)=—t*+3t ja g(t)=—(t=2)* +3(t-2), ts. g(t)= f(t-2),
niin g-funktiossa on 2 yksikon suuruinen viive f-funktioon nihden,
silla sen arvon, jonka fsaa esim. hetkelld t = 0 (tai yleisesti hetkella
f,), funktio g saa vasta hetkella t = 2 (ta1 yleisesti hetkella 7, +2).

a) Piirra f- ja g- funktioiden kuvaajat.

b) Minka funktion g saat, kun funktioon f(#)=cost¢ lisdit viipeen
/2, ts. miki tavallinen funktio on f(¢—2) eli cos(f—x/2)?

: : : 1 ..
c) Minkéd funktion saat, kun funktioon y=— lisdit x-suuntaisen
X

siirron ("x-viipeen") 2. Entd jos perusparaabeliin lisdat x-suuntaisen
siirron 2 ja y-suuntaisen siirron 3 ?

d) Millainen on siis esim. funktion y —3=(x+1)’ kuvaaja ?
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11 Adriarvotehtavii

11.1 Funktion suurin ja pienin arvo

Edella on késitelty aariarvoja eli funktion paikalli-
sesti suurimpia ja pienimpid arvoja. Jos on méaéri-
tettdva funktion absoluuttisesti (globaalisti) suurin

tai pienin arvo jollakin vallla [a, b], taytyy sita K
varten maarittdd funktion arvot 1) vélin paatepis-
teissd ja 2) mahdollisissa dédriarvokohdissa. Esim.
viereisen kuvan mukainen (jatkuva) funktio saa
valilla [-1,5] pienimmén arvonsa —1 &iriarvokohdassa 3 ja suurimman
arvonsa 3 valin loppupisteessa 5. (Erikoiskohtien, esim. epdjatkuvuuskohdan
tai pystyasymptootin vaikutus on tutkittava erikseen.)

L e it

-1

Esim. 1  Maarita (jatkuvan) funktion y=x’+3x>—1 suurin ja pienin
arvo vililla [-3,2].

y'=3x*+6x=0<x=0v—2. Niissia mahdollisissa aariarvo-
kohdissa funktio saa arvot y(0)=-1, y(-2)=3.

Paatepistearvot ovat y(-3)=-1, ¥(2)=19.
~.suurin arvo on 19 ja sen funktio saa paatepisteessa 2.

pienin arvo on —1 ja sen funktio saa kohdissa -3 ja 0.

11.2 Sovelluksia

Teknillisissd tai geometrisissa &ddriarvotehtivissa ei yleensd tarvita niin
tarkkaa erittelyd kuin edellisessd esimerkissd, vaan yleensd tyydytidan
etsimdian mahdolliset dariarvokohdat (derivaatan nollakohdat). Jos kysee-
seen tulevia dariarvokohtia on vain yksi, tehtivan luonteesta selviaa yleensa
ilman dariarvon laadun tutkimista ja paatepistearvojen tutkimista, antaako se
funktiolle suurimman tai pienimmén arvon.

Esim.2 Lierion muotoisen astian <> a €nelio
(saunapadan, kattilan tms) <

kannen nelihinta (esim. a

€/m2) on vain kolmannes h 3a €/nelié
vaipan ja pohjan |---"-fF--

nelidhinnasta. Maéritd aine-
kustannuksiltaan edullisin astian muoto (olettaen, ettdi muoto ei

vaikuta materiaalipaksuuksiin).
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Olkoon astian tilavuus V' (= vakio) ja kannen nelichinta a (=
vakio), jolloin muun materiaalin nelichinta on 3a ja kokonais-
hinta on

H=rxr*a+(zr* +2zrh)3a=a(4zr* +6xrh).

Hinta on siten kahden muuttujan » ja 4 funktio. Muuttujat r ja h
eivdt kuitenkaan molemmat ole vapaasti valittavissa, vaan niitd
sitoo toisiinsa se tieto, ettd astian tilavuuden tdytyy olla V ts.
etta

zrth=V (sidosehto).

s h=V/zr*. Sijoitetaan tama hinnan H lausekkeeseen:

H=a(4nr’ +672'I”-L2)=261(27Z'I”2 +3—V).
r r

Hinta on pienimmilldén, kun funktio f(r)=27zr +3—V on
r

. 3V -
"minimissaan" ts. kun f'(r)=4zr——-=0. Tasta saataisiin
r

r:lle yksi arvo (r =3/3V / 4r) ja sidosehdosta vastaava /:n arvo.
Edullisin muoto saadaan kuitenkin helpommin sijoittamalla V:n
paikalle takaisin sidosehdon mukainen arvo:

drr :3—12/ ‘ V =rr*h
r

2
drr= 3”’; h
r

S4r=3h<r:h=3:4

Useamman kuin yhden muuttujan (jatkuvalla) funktiolla &ariarvokohdat
loydetaan vastaavasti osittaisderivaattojen nollakohtien joukosta.

Esim. 3

Suorakulmaisen sarmi6on muotoisen kan- /
nettoman laatikon yksi reuna vahvistetaan
kaksinkertaiseksi. Laske ainemenekiltian z|

edullisin laatikon muoto.
Materiaalimaaraa esittda kaytetyn levyn
pinta-ala

A=xy+2xz+3yz | sidosehto:xyz=V ..z = s

Xy

:xy+2K+3K.
y X
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V xXyz
! Y=o xy=3yz|:y#0
V < xzc> =2xz|:x#0
A =x-2"2=0 x:2lz Xy =2xz|:x+#
y y

x=3z
{ sxiysz=3:2:1
y=2z

Tassa esimerkissd pinta-ala oli alunperin kolmen muuttujan funktio, mutta
sidosehto muutti sen kahden muuttujan funktioksi. Palloa tai ympyrdd
koskevissa tehtdvissd sidosehto saadaan usein Pythagoraan lauseesta ja
kartiota tai kolmiota koskevissa tehtdvissd yhdenmuotoisuudesta.

Esim. 4 Puoliympyrilevystd leikataan mahdollisimman suuri suora-
kulmio. Maarita taméan muoto (kannan ja korkeuden suhde).

On selvaa, ettd suurimman
suorakulmion kanta on levyn
halkaisijalla. Merkitdan kantaa r.-
2x:114 ja korkeutta y:114. Silloin R |

A=2xy ‘Sidosehto xP4yr=r?

=2x\rt —x? =24x*(r* —x?)

Derivointia yksinkertaistaa se, ettd ala 4 on suurimmillaan, kun
juuren alla oleva lauseke on suurimmillaan. Siksi riittaa
maksimoida funktio

y=x*(r*—x*)=rx*-x".
170
Y =2rx —4x’ =0 2x(r* —2x*) = 01 = 2x7 ‘ sidosehto
Pyt =2xtey=x*o y=(+)x

.. kanta =2 - korkeus.

Lopputulos on oikeastaan aika itsestdan
selva, silla neljinnesympyrdin piirretyn R

vastaavan kuvion taytyy olla nelio.

*Kokeile ratkaista tehtava nin, ettd merkitset |----1--|--
sdteen ja kannan vélista kulmaa «:lla. Silloin :
A=2xy ja sidosehtoja on kaksi: x =rcosa

ja y=rsina.
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HARJOITUKSIA

11.1

11.2

11.3

11.4

11.5

11.6

11.7

A

Lierionmuotoisen a) kannettoman, b) kannellisen t6lkin tilavuus on
). Minkd muotoiseksi tolkki tulisi valmistaa, jotta tarvittava
peltimaara olisi mahdollisimman pieni ?

Kannettoman laatikon pohja on neli6. Yksi laatikon sivutahoista
vahvistetaan kaksinkertaiseksi. Mika on materiaalimenekiltadn edul-
lisin astian muoto?

Suorakulmaisen sarmién muotoisen muropaketin pohja ja ylin pinta
ovat kaksinkertaiset. Minkd muotoinen paketti olist mahdollisimman
edullinen, jos muodon ratkaisisi ainoastaan pakettiin tarvittava
pahvimaari?

B

Kattilan pohja ja neljannes reunasta on tehty kolme kertaa niin
kalliista (el kaksi kertaa kalliimmasta) aineesta kuin muu reuna ja
kansi on puolta halvempaa kuin tdmi muu reuna. Laske hinnaltaan
edullisin muoto. (Vihje: merkitse korkeutta 44:11a.)

Puolipalloon, jonka sdde on 30,0 mm, porataan
lierionmuotoinen reikd. Reidn pinta on lierion
vaippa, ja se pitdisi saada mahdollisimman
suureksi (esim. siksi, ettd osa kiinnittyisi
pyoredan akseliin mahdollisimman tiukkaan).
Laske porausreidn side.

Neliopohjaisen kannettoman laatikon
kokonaisala on 5,00 m* . Laske tilavuuden maksimiarvo.

Viereisen kuvan mukaiseen kartioon pora- 264 mm
taan akselia pitkin reika, joka ulottuu puo- | , ~
leen véliin siutd kohdasta, jolloin kartion h '
reuna tulisi vastaan. Maariti reidn sade niin,

ettd kartio kevenee mahdollisimman paljon. h
(Sidosehdon saat yhdenmuotoisista kolmi- 39.6 mm

oista.)

~,

!
’
’
’
'
1]
]
t
)




11.8

11.9

11.10

11.11

11.12
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C

Mieti edellisten tehtavien kohdalla, miksi laskemisen tuloksena saatu
mahdollinen &diariarvokohta antaa kyseiselle suureelle halutun
suurimman tai pienimman arvon.

Oheisen kolmiokuorman F
tarvutusmomentti kohdassa x
on

T X

P i 7\

M ="(x-2). X
=3 0=) M F

missd ¢ on palkin pituus.
Laske kohta, jossa taivutusmomentti on
suurimmillaan.

Kun viereisen kuvan tapaista
ulokekannatinta mitoitetaan, kulma o
pitad valita siten, ettd lauseke

1 1
- + .
SiInxcosa tana

INSNNNNNNNNS

on pienimmillddn. Maarita tdma o:n arvo.

Pyoredn pilarin jalusta on katkaistun kartion muotoinen. Jalustan
halkaisija on alhaalla 60,0 cm ja 40,0 cm:n korkeudella 20,0 cm (vrt.
kuva).

Jalustaan porataan pohjasta pain reika,
joka ulottuu puoleen viliin reunaa. Reikéa
taytetddn massalla, joka on kaksi kertaa /
niin painavaa kuin muu jalusta. Kuinka 4, h
monta % jalustan painoa voidaan niin
lisata ?

20

Jannite muuttuu (kuvitellun) lain 60
u==L(e'—e)

mukaisesti. Milld hetkelld jannite on suurimmillaan ja mikd on sen
suuruus tallom? (Varmista myos esim. kuperuussuunnan ja asymp-
toottien tutkimisen avulla ts. hahmottelemalla kuvaaja, ettd kyseessa
oleva aariarvokohta antaa suurimman arvon.)
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VASTAUKSIA
3
L1 Mj=Aj=R, ¥+1, -5, 2, X +3> 1342, % 11
PE
12 2, -4 372 28 3 73042 L 14 Lo
3 2—h 24+ Ax 9 6
1.5 1/5, -3/5, 1/4 1.6 1/2, -1/5, 0 1.7 a+2, 1, -2, 1/3
2 2 2 _ 2
18 -1 1.9 8a 8a) 2h 4h’ 2x° +4hx —4x+2h” —4h (esim.
2a +1 3—h x+h+1
c)-kohdassa funktion lausekkeeseen sijoitetaan jokaisen x:n tilalle ja
lauseke sievennetddn)
1.10 4/7, 1, 12 1.11 4,0 1.12 a) —o0, o0, b) 00, —0
1.13  Funktion arvo on miarédn a) 0,354 (elin. 5,9 %), b) 0,0896 (elin. 1,5
%) ¢) n. 0,0009 (0,015%) pienempi raja-arvoaan.
1.14 a)2x+h-3,b) 2x-3 1.15 1/4/2x 1.16 2/3 ja-2/3
1.17 1/3 ja0 1.18 -5/3 1.19 0
1.20 Koska sinin arvo on vililla —1 ... 1, nin esim. a)-kohdan kayra

20 vililla ja  siten

"varahtelee" eksponenttifunktiolden y=te
vaimenee t:n kasvaessa. Mitkd kayrit rajoittavat esim. c)-kohdan
funktiota? Onko b)-kohdan funktiolla edes toispuoleisia raja-arvoja

kohdassa 1 = 0?

1.21 A=4m* = zd?, joukko d > 0, paraabelin puolikas

1.22

a) Kuvaaja on oikealle nouseva kayra, b) III ja IV nel;.

1.23 parillinen: f(—x) = f(x) kaikilla x:n arvoilla, ts. f{—x) = f(x) (identtisesti

1.24

1.25

samat), pariton: f{—x)=-f(x). On, Ei

c) lahestyvét "er1 daretontd" (ts. toinen — +oo ja toinen — —o0), silla
itseisarvoltaan suurilla x:n arvoilla maardava termi on asteluvultaan
korkein termi.

b) -1/40 1.26 b) x:n taytyy antaa ldhestya daretontd yhti aikaa
("samalla vauhdilla") seka kantaluvussa ettd eksponentissa. Kun x on
suuri (esim. 1000), niin kantaluku on ldhella 1:td (1,001), mutta
samalla eksponentti on suuri (1000). Siksi potenssin arvo ei ole 1ahella

1:td vaan tdssi tapauksessa lahelld 2.7:44. Muoto 1° on erés
"epamaariinen muoto", joka télla kertaa saa arvon 2,7182....c) 2,7181
(viimeinen numero ei enii ole oikea)



2.1

2.4.

2.6.

2.8

2.11

2.13

2.15

2.19

3.1

3.2

3.5

3.11
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1 2 2 1

2, 2x, 22 3 -5, - 23 —, x#0
\2x x? x? x*

4x%, Sx, 6x*+8x-2 2.5 4at—b—t—2, 3xz* —2zsinx, 4w’

12r(3r* -1) 2.7 Alaspiin aukeava paraabeli, —4,70¢

3—4x -5(+8 3x*—-6x+6

29 x>0 210 y=4x-4

B VA 2¢?
2x—1
y=6x-9, y=-2x-1 212 2x 43, —F———
2/x* —x
2 2 .
_x—;—x+4;)_6x +ic 12.14 41 2)1_x3
2(x*—4) X (t-2u)y” x

v,+at, a 216 1,5 217 b)—6/x" 2.18 b) 92+3x)’, 144

4

y=2x+5 220 +2 2.21 %+2x(+va/a’o) 16 18
22 f'(2)=2 223 n.252° 224 -1 1412
x?+1
a)dy="-dx, b) dy——(Sx —12)dx ¢) df = (———4)dt
X

2%, 3% 3.3 (123+2)cm® 3.4 a) z. =) =5z, =3xp>+2

b) U, =2/n,U,=-1/2x, c)v,=2/3u, u—13_§t
u
_ 2
gz =2 Lax—=—dy 3.6 a) (293+3)cm’, b) (188+2)cm’,
8y 8y
4
) (249+2)cm? 3.7 124 38 ak="Cg

t
dH =55 dR+L dT—212dS 3.9 (741408)cm’ 3.10 1,5%

(|AV| )|dV|_ AL P a) (0,23+0,04)-10° N
AN ANnNn

b) (0,23+0,04)-10°N 3.13 kyseessd on tulos "Af ~ f'(x)-dx,
jos dx =~ 0" toisin kirjoitettuna., 0,50756

T
h . 05°=—--05(rad
(huom 180 (rad))
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3.14

4.1

4.6

4.8

4.9

4.10

4.15
4.17

4.19

4.24

4.26

4.28

5.1

) u'v—uv' udx-v—u-v'de du-v—u-dv
esim. d—:—zdx: 5 = 5
y y y y
1, 32, 2 42 x(=—L1) os2x 433 5 9
> > . sin? x I+cosx /> . > >
44 17X 2012 s 20 (xe3), “1/x

X wl
§()=e' (1> =201 50)=-1 4.7  (10x —3x%)sin(x’ —5x* +1),
@ CcoS @t —ke_kt, 3/(3x+2)

2 r? B 5 _—5\/;
WVr” Y- 2x 2!

12e* (2t +3)dt, dz =3x*e™dx+2xe*dy

1 2
0/3, o/o, ¢ 4.12 x*(5xInx +5x +1), I;th
tan” ¢
2xInx+x, 4.14 .1 - 1 -, -5 -~ 22
sin x Ptan-  Cx=17 0 x7-1
—w3 416 -U/L

a) dz =(2xsin2y —3y* sin3x)dx +(2x* cos2y + 2y cos3x)dy ,

by P oy \ﬁ(ﬂ—@) 4.18 (0,856+0,003) s
X+y gl g
(230+10)cm®  4.20 1 12 , —16+/3 4.21 Samat vastaukset kuin
—2X

edella. 422 Kiyta saantod a”> —b* =(a—b)(a+b) ja "summat
tuloiksi" -kaavoja. Vast. 2sinx cosx =sin2x 4.23 —4/3

2
M, 2x*(Inx+1) 425 w=x-2-(2x+2)=0p
sin x
A=0,B=-1 427 Dx*=De™ = =x"(Inx+1)

l-cosx 1—cos® x

a)2 b) —-1/2 (lauseke = , vrt. myos

—xsinx —x(1+ cosx)sin x
harj. 4.31) 4.30 0,384+0,004 4.31 2/3 (Sovella H:n sidintoa 3
tai 4 kertaa) 4.32 y=+e""[|x]

Ix?+20°+C, 2x°+C, Ix* =332 +2x+C, 1x* —cosx+C
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52 x+C, —LZ+C, Injx|+C, —cost+C, xsint+C
X

54 —lcosar+C, 2°+C 55 Lx+C, 11yt 414 C
4 2
X /5+xM /2= /3-x*+x+C 5.6 x—ln‘x‘+C, #+C
x

57 2x%Vx+C, 3x¥x+C, 3x2x+C
5.8 —a/tant+C, Stant+C, 3(tant+1¢)+C
59 Lx?+linx+C, L(x-1/x)+C, 1(x*/2+Inx[+1/x)+C

510 x*/2+x’/3-23/3 5.11 derivoi op.

2
512 20240, il e, X AP -
m+n 4 n-—1

513 s=t+*+1/3-1/3 514 tanx—x+C
5.15 Esmmerkin 8 edella on todistettu, etta Dln\x\ =1/x, joten

DOp:L-Dtaniz...
X 2
tan —
2
2t-1 x?
506 S0 o _ooSl@te) oo o C L
3 w 2 2
3 2t
5.17 y:—cosx+%x2+4, S:t_+e_+z+§
6 4 2 4
6.1 1572, 15, 3¢-3, 0 62 1, 0, -1 6.3 1,1086...~1,11

(tarkempi arvo 1,11144) 6.4 —In2, 3lni+2) 3/10, 2r

6.5 1250 Nm (1,25kJ) 6.6 e-2 6.7. 4 0 0 6.8 40/3, —40/3,
16/3 6.9 37/10, 76/15 6.10 9/2 6.11 6,447 (tarkka 2m)

612 w={""0200MN s ds=210 Nm 6.13 7> +(1- a2 W1

0,02m m

u(x) ..

6.14 Jos esim. u(x) on pariton ja v(x) parillinen ja f(x)=——=, niin

v(x)
F(ex)=HEX) _ZME) __ p) s, fon pariton. a) 0, b) tarkempi
v(=x) v(x)

kuin 4 osavilin antama arvo olisi 3,70387
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6.15

7.1

7.2

7.3

7.4

7.6

1.7

7.8

7.9

7.12

7.14

7.17

7.18

e —cos3x  (1+2x)°  (1+2x)W1+2x
3 (+0), 3 7 12 - 3

— 4+ C, %(63—1/63), —tcos3x+C, 1/5
4a_1
2a
4 3 /g3
Lx-1'+C, 2G8x-1)3x-1+C, 3(5¥5-1)

2
3 ,—x 1 r
, —ye " +C, —(l-cosw), —5cos2t+C

LnRu+1+C, 2u+1+C, Insing+C 7.5 %_21_4
e

Vastaukset edella

-2 sin3t_3t—1

18~ 3

1sin2x -3 xcos2x +C, cos3t+C

3x 3x
¢ Bx-D+C. S Ox—6x+2)+C, 1 1O
9 27 6

2/3, 3z/16 7.10

A0 13 111 34w

NP

In2, 1-In2, 1(10-In11) 7.13 -3v4-x>+C, 8/3

1n?2+m2+1, —linjcos2x[+C 7.15 L (7z43-3),

2 —6¢ 3
ree e 2 1 1 .3
- 6p+1)+C 716 ———+—, (8" +4
36 (02D 36 3 Tgr oY
10—Inl1

—6N4—x* +C (sij. 4—x" =1), i

4 2t

Y (4nx-1)+C 7.19. -
16

—(wcosat —2sinat )+ C
@ +4

265¢—720 7.20 x/4 (kuva seuraavalla sivulla) 7.21 3 (kuva
seuraavalla sivulla)

TN A

VoV
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7.22 —Lcos5x-(sin’5x+2)+C

- 3 -5

~ ot A ) C . :

7.26 a) sn; o sn; @ + C (jos kirjoitat cos® at: n tilalle 1 —sin® wt ) tai
@ 0]

1 . : . :
Esm at(—cos® ot +cos> wt +2)+C  (jos kaytit sijoitusta ja palau-

tuskaavaa)

: : coswl cosSwt
b) %(—2cos3tsmt+costsmt+t)+C, c) — +C
2w 10w

7.27 sin® x -kayra on n-jaksoinen, sin x> on "tiheneva":

ATV AN PN ¢ )
WYYV VYT

8.1 323 82 2e-2+1/e) 83 1/12 843712 8.564/3
8.6 '“In2 87 a)25x/7 b)128z/5 88 1x/6
8.9 2(e+1/e-2) 810 92 811 92/3 8.12 53 813 32z/3

8.15a) z°/4, b) a(z-2) 816 2z/15 817 V,=16x/3

8.18 32/5 8.19 %—i 8.20 4/3 8.21 Katso tulos kaavastosta

9¢°

8.24 16r° /3 8.25b) m(e—2) 8.26 2r°h

9.1 S, _24(kgm)(j 4—ydy) J,. =96(kgm*) 9.2 (ﬁ T)

93 (3/2,6/5) 9.4 a)(3/8,2/5), b)(27/16,—-19/20) —olihan
laskuissast alan lauseke varmasti posititvinen ja S, negatitvinen (etka
painvastoin) ?

10 . %x dx, 30, 60, 60, 270 9.6 (£-1,%)

> >

9.5 éx dx, éxz dx
3 6

sin x + (—x7)

9.7 dA=[sinx —(-x")]dx, keskipisteen y-koordinaatti on
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9.9

9.13

9.16

10.1

10.3

10.5

10.6

10.7

10.8

(z/6,7/4) 9.10 a)l1/10, 1/5 b)1/4, 1/21 9.11 a) 1/4,2/7 b)
2/5, 2/15 9.12 32/105, 4/15 (kdytad symmetriaa)

-3 e +1 z(1+~/2) V2
(2(e2—1)’ ez) 14 4 8

momenttien laskukaavat 16ytyvit kaavastosta.

) 9.15 Kolmion

a) 727°, b) %r , ) 82-+3)
T

[0,2] 10.2 min.piste(0,—1), maks. piste
(=2,3) (vier. kuva)

(1,1) 104 a) x=-1/3jay=0, .
b) x=-1/2jay=1/2, ¢)t=-1jas=t / \/ '

a) asymptootit x=-1/2jay=1/2, ei

aariarvoja, '—J
b) asymptootit V T

x=0jay=x+1, y

min (1,3), maks. (-1,-1) /\

maks. (0,0), minimipisteet (2,-32) ja (-1,-5). (Kuvassa x- ja y-
asteikot ovat eri suuret.)

min. (—1,—1/e), kdannepiste (—-2,-2/e*).

a) — b |

20
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10.9 maks.piste n.(0,2;1,1), min.piste (1,0)

10.10
I'=2nr,maks.(37/2,4), min.(x/2,-4)

10.11 maksimipiste (karki) (0,0), min.piste T
n. (0,4;-0,33)

10.12

d)
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10.13 min.piste n.(1/2;-1,19) (viereinen kuva) /

10.14 yksi reaalijuuri

10.15 wt:n maksimikohdat 0,508 ja 0508+27 ja wi:n
minimikohdat 0,508 + 7 ja 0,508 + 37 i

10.16  maks. (—1,—&/2), asympt. x=1ja y=%1 (ks.
viereinen kuva)

10.17. ks. viereinen kuva

1.1 a)r=h,b)d=h i
Ve
11.2 x:h=52  113. x1y:z=1:1:2 1,7
Ve
— L
114 r:h=127 1.5 21,2 mm (r = h). Pd
Ve
11.6 1.08m> 11.7 8,8 mm e

11.8 Esim. tehtivdssa 11.7 r voi olla vallla
(0;13,2 mm). Jos r on lahella nollaa, on reiédn tilavuus J pieni. Jos taas
r on lahelld 13,2 mm, on korkeus / pieni ja siksi }V pieni. Jokin reidn
muoto naiden &iritapausten valilta antaa tilavuudelle suurimman
arvon. Koska mahdollisia dariarvokohtia » tulee laskennassa vain yksi,
taman taytyy antaa tilavuudelle suurimman arvon.

1.9 x=¢/~3 11.10 n. 547° 11.11 23.1%

11.12 1=0,324,u~0,120



