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1 Vektorilaskennan kertausta ja taydennysta

1.1  Vektorin komponenttiesitys

1) Jokainen avaruusvektori a voidaan esittdd muodossa
a= allT+ a2j+ a3]€

missd esim. a,/ on yksikkdvektorin j suuntainen komponenttivektori. Luvut
(skalaarit) ay,a, ja a3 ovat vektorin a (skalaari)komponentit kannan
i, j,k suhteen. Jatkossa kantavektoreina ovat aina i, j jak ja vektorin @
komponenttiesitys lyhennetdin matriisin tyyppiseen muotoon

a= [al,az,a3] .

Pisteella ja sen koordinaateilla esitetian paikkaa avaruudessa, kun taas
vektorilla esitetddn tietyn suuruista ja suuntaista siirtymdd pisteesti toiseen.
Geometrisesti komponentit a;,a,,a; ovat samat kuin koordinaattien

muutokset vektorin alkupisteestii loppupisteeseen .

Esim. 1 Pisteesta A(2,3,4) pisteeseen B(5,1,-2) B(5.1.-2)
piirretyn vektorin komponenttiesitys on —

ﬁ
a=AB=[3,-2,-6].

A(2.3.4)

2) Origosta O pisteeseen P(x,y,z) piirrettya
vektoria 7 sanotaan pisteen P paikkavekto-
riksi. Sen komponentit ovat samat kuin pisteen
P koordinaatit, ts.

r= [xay’ Z]

Esimerkiksi pisteen P(3,-2,—6) paikkavektori
on 7 =[3,-2,—6], ts. kyseessd on sama vektori kuin Esimerkissd 1, mutta

surrettynd alkamaan origosta.

3) Vektorien peruslaskutoimitukset, summa ja skalaarilla (luvulla) kertomi-
nen voidaan suorittaa komponenteittain:

al,az,a?,]} 3{6_14'5: [al +b1,az +b2,a3 +b3]

a=|
B:[bl,bz,b?’] ta:[tal,taz,ta3], t eR.



Vektorin @ vastavektori —a =(—1)a ja erotus @ —b =a +(-b).

4) Vektorin a =[ay,a,,a3] pituus |a|= \/alz + azz + a32

Esim. 2 Vektorin a =[3,-2,-6] pituuson |a|=+v9+4+36=7.

5) Vektorin @ suuntainen yksikkovektori a® saadaan, kun @ jaetaan pituu-

dellaan eli kerrotaan pituuden kaanteisluvulla:
_o_a 1

—=—4a.
lal lal

Esim. 3 Jos Esimerkin 2 vektorista @ otetaan seitsemisosa, saadaan a :n

suuntainen yksikkovektori @° = %a_ = %[3,—2,—6] = [%,_% — g] _

*Vektorin @ pituutta sanotaan joskus vektorin normiksi ja merkitaan

|la||:1a. Vektorin normointi tarkoittaa vektorin jakamista pituudellaan eli

muuttamista samansuuntaiseksi yksikkovektoriksi.

6) Vektorin a =|[ay,a,,a3] suunta on a;:a,.a;. Vektorin suunta voidaan

supistaa tai laventaa milla tahansa positiivisella reaaliluvulla. Vektorin a
suuntaisen suoran suunta on a,.a,:.as, milla tahansa positiivi- tai negatiivi-

luvulla supistettuna tai lavennettuna .

H
Esim. 4 Jos A=(1,2,3)jaB=(-1,0,1), niin ¢ = AB=[-2,-2,-2].
Vektorin ¢ suunta =(-2):(-2):(=2)=(=1):(=1):(-1).

A
N Suoran /= AB suunta =(—1):(-1):(-1)=1:1:1.
4

Vektort 5 =[1,1,1] on suoran ¢ erds suuntavektori. Suoran

suuntavektoreikst  kayvat kaikki  vektorit, jotka ovat saman- tai
vastakkaissuuntaisia kuin § .

1.2  Pistetulo ja ortogonaaliprojektio

1) Vektorien @ ja b pistetulo eli skalaaritulo on 2 b
luku (skalaart) &

a-b=la||b|cosa/|, ("a piste b")

missa o. on vektorien @ ja b vilinen kulma, 0< a < 7.



Pistetulon arvo on positiivinen tai negatitvinen sen mukaan, onko o terdva vai
tylppé.

2) Komponenttimuodossa:

=[ay, a3, a3] -
e = a-b=a1b1+a2b2+a3b3.

3) Jos a@,b # 0, niin kohdan 1) mukaan vektorien @ ja b valinen kulma
saadaan trigonometrisesta yhtalosta

ab
cosa=———|
al|b|

Esim. 5 Laske wviereisen kolmion B- A(1.0.2)
kulma. Esim. kérjen C vastaista
sivua merkitdin yleensa c:11a.

C(1.-1.-5)

H
¢ =BA=[-3-2,-2]

H
a = BC =[-3,-3,-9] B(4.2.4)
94+6+18 33
cos = = o B~36,4°.
p VO+4+4J9+9+81 /174799 P

4) Kohdan 3) tuloksesta seuraa kohtisuoruus- eli ortogonaalisuusehto: Jos
a,b =0, nin

alboa-b=0|

5) Vektorin @ skalaarikomponentti vektorilla b on luku (skalaari)
a, =|a|cosa

ja projektiovektori on vektori ‘

Eb=ab50. a

Esim. 6

o |

ap = +2, ﬁb = Zbﬂ ay = _2, ﬁb = —Zbﬂ



ab . a . . . .
B ja a° :ﬁ, niin skalaaritkomponentin ja projektio-
a a

vektorin lausekkeet saavat seuraavat muodot:

4 _a-b o a-b 5
’ NGE

Koska cosa =

*Skalaarikomponentin ja projektiovektorin merkinnat ovat lizan samanlaiset. Sen
vuoksi voisi olla paikallan merkitd skalaarikomponenttia (eli skalaariprojektiota)
esim. skal( @ ):114. Sen 1tseisarvo |skal(a,)| antaa projektiovektorin pituuden.

Esim. 7 Laske pisteen P peilikuva
suoran AB suhteen, kun
pisteiden P, A ja B p1.02)

B(1.-1.-5)

- —_
koordinaatit ovat kuvan = Ny b=AB=1-3.-3.-91
mukaiset. e /

— a=[-3.-2.-21 TN 029
AD == C_l b i

9+6 +18) 5 A(4.2.4)
l949+81
1 —
=~ b =[-1-1-3
3 [ ]
—_— —_

PD=AD-a (sillia+PD= AD)
=[-1,-1,-3]- [-3,-2,-2] =[2, 1,-1]

Lasketaan Q:n koordinaatit Q:n paikkavektorin 7, avulla:

—

Fp =Fp+2-PD=[1,0,2]+2[2,1,-1]=[5,2,0] .. 0 =(52.0).

*Toinen ratkaisutapa, jossa kaytetdan viela enemman vektoreita:

— _ - a-b -
G=AP=Fp—Fy, b=AB=7g—7,, Gy = Be b
FDZFA'FC_IZJ

ﬁ
FQ:FP+2'PD:}7P+2'(77D—I7P):277D—77P

FQ =2'(I7A+Eb)—l7p .



1.3  Ristitulo eli vektoritulo ja kolmoistulot

Kirjoitetaan vektorit @ ja b alekkain ja niiden peraan 1. komponentit:

ay,ay,azla

=
=[by, 0y, 03] by

a
b
Naiden vektorien ristitulo @xb ("a risti b") on vektori, jonka kompo-
nentteina ovat edellisesti saatavat 2-riviset determinantit:

_ |92 43 |43 dy dp dp
1 b= =|ayb;—azb,, ...
0 “ [bz by by B[ |y bz} 2P = b,
a=[, -2, 3] 1 _
Esim. 8 Jos < _ , niin a xb =[1,5,3]. Edelleen
b=[2, -1, 1] 2

axb-a=[1,53],-2,3]=1-10+9=0 .. axbh La.

Samalla  periaattella ~ voidaan AQXB
todistaa yleisest1, ettd ristitulo-
vektori a@xb on kohtisuorassa
sekc vektoria @ ettd vektoria b

vastaan. b
Taten ristitulo antaa vektorien a <
h a

ja b mairdaméan tason normaa-
lin suunnan (vrt. kuva).

Lisaksi kolmikko @, b,a x b muodostaa ns. oikeakditisen systeemin.

Esim.9 ixj=k, jxk=i, kxi=]j,silliesim.

7N
i=[,0,0]1 _ _ _ :
- =ixj=[0,0,1]=k.
7 =1[0,1,0]0 k
Nama kolme tulosta saadaan toisistaan syklisesti eli kiertovaihtelulla.

*Koska @xb on vektori, on mahdollista muodostaa timan vektorin ja
kolmannen vektorin ¢ pistetulo ja ristitulo:

axb-¢ (skalaarikolmitulo) axbxc (vektorikolmitulo).

Skalaarikolmitulon arvo on luku (skalaari) ja vektorikolmitulon vektori.



Geometrisia tuloksia

1) Ristitulovektorin @ x b pituus on (lukuarvoltaan) yhti suuri kuin vektorien
a ja b maaraaman suunnikkaan ala ts. (vrt kuva)

@ xb|=|al||b]|sinc

Tamén puolikas on siten vektorien a jab a ‘ h= s

. = lal sin a
madraaman kolmion ala. ‘
o

2) Jos vektorikolmikko @,b,c muodostaa b
oikea/vasenkétisen  systeemin,  niin
skalaarikolmitulon arvo @xb-¢ on %
naiden kolmen vektorin maardaman
suuntaissarmion tilavuus/tilavuuden h =lcl gos v
vastaluku. -

A = laxbl

*Laskulakeja: Komponenttiesityksen
avulla voidaan todistaa mm. seuraavat
laskulait. ("Erikoslait"” on lihavoitu. } = ‘a_ x b HE\ cosy =(@xb)-c
Naita kaytetaan mm. sdhkotekniikassa.)

a

1) bxa=-axb (antisymmetrisyys)
2) axa=0, ax0

3) ax(b+c)=axb+axc
4)  ax( b

5) (@xb)-c=a-(bxc) (ristin ja pisteen vaihtosddnto)

6) axbxc=(@-¢)b—(b-c)a (vektorikolmitulon kehityskaava)

Samaan tapaan tai edellisten lakien avulla voidaan todistaa

7) axb-c=bxc-a=cxa-b (kiertosddnto)
8) ax(-¢c)=(@-¢)b—(a-b)c (toinen kehityskaava)

Esim. 10 ixi=jxj=kxk=0 (Laki2).
Esimerkistd 9 seuraa antisymmetrisyyden nojalla, etta
jxi=—k, Exj=—i, ixk=—j.

(@+b)x(@+b)=0 (koska lain 2 mukaan jokaisen vektorin
ristitulo itsensd kanssa = 0)



Ristitulo ja skalaarikolmitulo voidaan esittdd myos 3-rivisind determinant-
teina:

i J k a a, aj
C_IXB:CII az 613 G_XE E:bl b2 b3
by by b aq ¢
HARJOITUKSIA
A

1.1 Pisteestd P(—1,3,2) surrytddn 5 yksikkoa vektorin  A(—1,9,4) B(5,6,2)
suuntaan. Mihin pisteeseen joudutaan?

1.2 Laske vektorin a =[4,-3,0] ja koordinaattiakselien véilisten kulmien

kosinit. Naitd sanotaan vektorin a suuntakosineiksi. (Vihje: Ajattele,
ettd a-vektori alkaa origosta. Esim. erds y-akselin suuntainen vektori
on j=[0,1,0].)

1.3 Laske wvektorin ¢ =[2,—13] skalaarikomponentti ja ortogonaali-
projektio (projektiovektori) suoralla A(—1,9,4) B(5,6,2). (Vihje: aseta
¢ alkamaan pisteesta A.)

1.4 Laske vektorien [4,2.—1] ja [2,—4,3] ristitulovektorin suunta.

1.5 Samasta pisteestd P lihtevat vektorit @ =[3,-4,2] ja b =[-1,2.4]
madraavat erddn tason. Madritd tdmin tason normaalin suunta.
(Normaali on normaalivektorin suuntainen suora.)

1.6  Laske vektorien @ =[3,-1,4], b =[2,3,-2] ja ¢ =[4,-3,2] skalaari- ja
vektorikolmitulot.

B

1.7 Kolmion (kolmiolevyn) painopiste jakaa jokaisen keskijanan kérjesta
lukien suhteessa 2 : 1. Laske kolmion A(1,2,2) B(0,-1,-1) C(1,0,1)
painopiste.

1.8 Pisteen P etéisyys suorasta AB voidaan laskea monella tavalla:



1.9

1.10

1.11

1.12

1.13

1.14

a) Kayttamalla skalaarikomponenttia ja
Pythagoraan lausetta,

b) Kayttamalla perustrigonometriaa
seuraavalla tavalla:

e=|alsina, sina = V1-cos® a, cosa =...
a||b|sine |a@xb]

g g

c) e=lalsina =

Laske nailla kolmella tavalla pisteen P(1,1,0) etdisyys suorasta
A(0,2,3) B(2,3,1).

Vektorit a=[1,1,2], b =[2,0,1] ja ¢=[3,-2,0] alkavat samasta
pisteesta P. Laske ¢ :n kirjen etiisyys vektorien @ ja b maaraamasti

tasosta. (Ohje: projisioi ¢ vektorien @ ja b mairaiman tason nor-
maalille.)

Pisteestd P(1,—1,—1) piirretddn suoralle A(2,—1,-5) B(2,5,1) normaali
PD. Maarita suoran AB ne pisteet, jotka ovat etiisyydella V2 pisteesta
D.

C

Osoita yleisesti, ettd kolmiolevyn painopisteen koordinaatit ovat
karkien koordinaattien keskiarvot (vrt. 1.7).

Samasta pisteestd P ldhtee kolme
vektoria a =[2,3,1], b =[4,-2,1]
ja ¢=[-2,3,z]. Laske, milld z- /p

b

komponentin arvolla vektori ¢ on
vektorien a ja b midrdamaissi tasossa, ts. ¢ on muotoa

c=ta+ub (t,ucR).

Laske my0s kertoimien ¢ ja u arvot tissa tapauksessa.

Todista laskulakien avulla: jos skalaarikolmitulon kaksi vektoria ovat
samoja, niin skalaarikolmitulon arvo = 0.

Osotta, ettd vektorin a = [ay,a,,a3] suuntakosinit (vrt. harj. 1.2.) ovat

samat kuin vektorin @° komponentit.



2 Taso

2.1 Tason yhtilo

Analyyttisessa avaruusgeometriassa geometriset, 1ahinna viivoja ja pintoja
koskevat tehtavat muutetaan algebrallisiksi, laskennallisiksi vektoreita ja
koordinaatteja kayttaen.

Tehtivd: Tunnetaan tason T yksi piste P,(x,,y,,%,) ja normaalin
suunta a:b:c. Johda tason T yhtdlo.

Olkoon P(x,y,z) avaruuden yleinen -
piste. Milloin piste P kuuluu tasoon T? n = [a.b. cl

—> —>
PeT < nlPP < n-PP=0.
Koska

niin ehto 7 - PP = 0 saa muodon

(1) a(x-x,)+b(y—y,)+c(z—2,)=0

Esim. 1  Jos taso kulkee pisteen (2,3,—5) kautta ja sen normaalin suunta
on 4:(—6):1, niin tason yhtal6é on

4-(x=2)=6-(y=3)+(z+5)=0.

eli 4x—-6y+z+15=0 .

Yleisesti, jos tason yhtilosté (1) poistetaan sulkeet, yhtdlo saa muodon

(2) ax+by+cz+d=0]|

Huom.  Tason yhtélolle (1) tai (2) on tyypillista, ettd se on lineaarinen ja
ettd suna funtemattomien kertoimet antavat normaalin
suunnan.
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Esim. 2

Esim. 3

Esim. 4
1)

2)

Yhtalo 5x — y+2z—-3=0 on lineaarinen ja esittdd siten tasoa.

Tason normaalin suunta on 5:(—1):2. Tason pisteitd saat kun
annat kahdelle muuttujalle jonkin arvon ja ratkaiset kolmannen:

x=0,z=0=>y=-3 ~.(0,-3,0)
x=0,z=2=y=1 ~.(0,1,2) jne.
Kolmen pisteen kautta kulkeva taso. Maarita pisteiden
A(2,3,1), B(4,1,-3) ja C(1,1,1) kautta kulkevan tason yhtalo.

Tason normaalivektori ja normaalin suunta saadaan ristitulon
avulla.

_

a:AB:[ 27_27_4] 2 .',C_IXE:[_8747_6]
_ —>

b :AC:[_1>_2> 0] -1

. Normaalin suunta on (—8):4:(-6) - -
= 4(-2)3. n=axb

Yhtalo on siten
Mx—=2)=2y=3)+3(z=1)=0 eli - 3/

4x-2y+3z-5=0-

*Tarkistus: Pisteiden A, B ja C koordinaatit toteuttavat yhtalon.
Sijainniltaan erikoisia tasoja.

Jos tason yhtédlostd puuttuu vakiotermi, kyseessd on origon
kautta kulkeva taso.

Esim. yhtdlon x+ y—z=0 eli yhtilon
z=x4+) kuvaaja on origon kautta
kulkeva taso, silla yhtdlo on lineaarinen
ja piste (0,0,0) toteuttaa yhtalon.

Tason normaalin suunta on 1:1:(-1) ts.
erds normaalivektori on 7 =1, 1,—1].

Esim. yhtalon

z=2 Z
toteuttavat kaikki ne pisteet (x,y,z), joilla T /
z-koordinaatti on = 2, mutta x- ja y-koor- , —»
dinaatit saavat olla mité tahansa (yhtilo ei
aseta nille mitdidn ehtoa). Kyseessd on /
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"korkeudella 2" oleva taso eli z-akselia vastaan kohtisuora taso,
joka leikkaa z-akselin kohdassa 2. Jos siis tason yhtédlossid on
vain yksi muuttuja (ts. kahden muun kerroin = 0), taso on
kohtisuorassa vastaavaa akselia vastaan.

3) Taso x+y—1=0 muodostuu z
niista pisteista (x, y, z), joiden x-
ja y-koordinaatteja sitoo tama
yhtalo ja z saa olla mikd
tahansa. Kyseessa on siis taso,
joka leikkaa xy-tason pitkin
suoraa x+y—1=0 ja joka on

pystysuora eli z-akselin suun-
tainen.

2.2  Pisteen etiisyys tasosta

*Tehtiva: Johda laskukaava pisteen F(x,,y;,z,) eldisyydelle e tasosta

T ax+by+cz+d=0.

Olkoon P,(x,,y,,z,) tason T jokin

piste. Etdisyys e on yhti suuri kuin
vektorin

. —>
a :PO})I :[‘xl _‘anyl _yOazl _ZO]

skalaarikomponentin a,, itseisarvo:

Koska P, €T, niin ax, + by, +cz,+d =0 ja siten

a-n=n-a=a(x—x,)+b(y1—y,)+c(z1-2,)
=axy + by, +cz;—ax, — by, —cz, =ax| + by, +cz; +d.
=d

Koska lisiksi |77|= v a? + b* + ¢* , niin

e=|ax1 +by1 +CZ1 +d|

Ja2+b2+c2
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Esim. 5  Laske pisteen (2,-3,—4) etdisyys tasosta z=x+3y—2.

Tason yhtilossa taytyy siirtdd ensin kaikki termit samalle puo-
lelle, ts. yhtalon taytyy olla muodossa x+3y—z—2=0. Taten

_[243:(3)=(-H-2| _ 5

JI+9+1 JIT.

2.3 Tason vektori- ja parametriesitykset

Tasolle voidaan johtaa kaksi erityyppistd vektoriesitysta, joista edellinen oli
jo oikeastaan esilla tason yhtdloa johdettaessa. Jalkimméiisen esityksen
ajatustapa on sovellusten kannalta kayttokelpoisempi.

*1) Taso muodostui sellaisista pisteista P, ‘b

etti n=1Ia.b.cl

Vektori P,

pistetden P ja P, paikkavektorit. Téten
tasolle T saadaan vektoriyhtilo

3) n-(F-7,)=0.

Koska n=Ja,b,c| ja r-r,=[x-x,,y-¥,,z—2,], yhtdlo (3) on itse
asiassa sama kuin yhtalé a(x-x,)+b(y—y,)+c(z—z,)=0 lyhyesti kirjoi-
tettuna.

*2) Jos tasosta tunnetaan kaksi
vektoria a ja b, jotka eivit ole saman-

eikd vastakkaissuuntaisia, niin vektori
F — I, voidaan esittdd muodossa

F—r,=ta+ub, missit,ucR.

Tasta saadaan tason T yleisen pisteen
P paikkavektorille 7 seuraava yhtilo:

4) F=r,+ta+ub, t,ueRk.

Esimerkiksi edellisessa kuvassa 7~ 7, +2,1a+19b .
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Kun yhtilossa (4) kertormet ¢ ja u saavat kaikki reaalilukuarvot, niin
paikkavektorin 7 karki "piirtdd" koko tason T. Siksi yhtilé (4) on tason
parametrimuotoinen vektoriyhtdlo, jossa on kaksi parametria ¢ ja u. Vektorit
a ja b ovat tason suuntavektorit.

*3) Yhtalo (4) on komponenttimuodossa seuraava:
[x,y,z] = [xovymzo]"'t [al>a2>a3]+ u [blnb2ab3]'

Koska vastinkomponenttien taytyy olla yhtdlon kummallakin puolella samo-
ja, tama yhtalo hajoaa kolmeksi yhtaloksi

X =x,+la; +ub
(5) Y=y, +la, +ub, (tason parametriyhtdlot).
zZ=2z, +ta3 +Ub3

*Esim. 6 Jos A(2.,3,1), B(4,1,-3) ja C(1,1,1) ovat tason T kolme pistetta,
niin tason suuntavektoreiksi voidaan valita

— _ =
a=AB=][ 2,-2,-4] ja b=AC=[-1,-2, 0].
Tason vektorimuotoinen yhtél6 on siten (esim.)

F=[2,3,1]+1[2,-2,~4]+u[-1,-2,0] (¢, u €R)

ja parametriyhtalot ovat

X=2+2f-u
y=3-2t-2u.
z=1-4¢

Tasta saadaan tason pisteitd antamalla parametreille arvoja.

*2.4 Tasoa koskevia lisitehtivii

*1) Kahden tason vilinen diedrikulma on
sama kuin tasojen normaalien vilinen terdva
kulma. Se saadaan siten yhtalosta

ny - ny
|7 |73

CoOSa =

Ilman itseisarvoja tuloksena voisi olla
vastaava tylppa kulma.
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*2) Tason ja suoran vilinen kulma o -
saadaan laskemalla ensin tason nor- -
maalin 7 ja suoran vélinen teriva
kulma 3 yhtalosta

n-s

cos =

72115

(Jos suoran suuntavektori s sattuu suuntautumaan kuvan tilanteessa ala-
viistoon, niin 1lman itseisarvoja edellinen yhtilé antaisi suoran ja normaalin

valisen tylpdn kulman.) Kulma o saadaan sitten :n komplementtikulmana
a=n/2-p0.

*3) Kaksi pistettd P ja Q ovat eri puolilla tasoa T, jos

. ﬁ ﬁ . .
vektoreista AP ja AQ toinen muodostaa teravan- ja -

toinen tylpan kulman normaalin 7 kanssa (vrt. kuva)
ts. jos ndiden vektorien pistetuloista 7 :n kanssa
toinen on positiivinen ja toinen negatiivinen.

HARJOITUKSIA

A

2.1 Tasolla T olevan pisteen A(2,—5,4) kautta piirretidan T:lle normaali,
joka kulkee myos pisteen B(—4,3,10) kautta. Maarita a) tason nor-
maalin suunta, b) tason T jokin normaalivektori, ¢) T:n yhtilo.

2.2 Miké on sen tason yhtélo, joka on tason x+2y —z =1 suuntainen ja
kulkee pisteen (—1,1, 2) kautta?

2.3 Maaritd tason x + 2y —3z +2 =0 nelja pistetta.

2.4  Maanta pisteiden (2,2,1), (3,0,2) ja (1,1,3) kautta kulkevan tason
yhtalo.

2.5 Laske tasojen 2x+3y—z+2=0 ja 2x+3y—-z+5=0 vilinen
etaisyys. (Tasot ovat yhdensuuntaiset, miksi?)
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2.13

2.14

2.15
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x=3-4t-5u
Madérita tason § y =2+ 2f —3u suuntavektorit ja normaalivektori.
z=34+14+2u

B

Kahden tason yhteinen normaali leikkaa namaé tasot pisteissa (2,1,0)
ja (1,—-1.,4). Mitka ovat niiden tasojen yhtalot?

Milla a:n arvolla pisteen (1,0,1) etédisyys tasosta ax+ y—3z+1=0
on +/2/27

Milla a:n arvolla pisteet (1,3,2), (—1,4,2), (4,0,5) ja (a, 2a+1, 4) ovat
samassa tasossa?

Millainen on seuraavan yhtalon kuvaaja avaruudessa?
a)x=3,b)y+1=0, ¢)z=2y, d)x+y+1=0,e)x+y+z=0.

Maaritd sen tason yhtdlo, joka leikkaa xy-tason pitkin suoraa
3x+2y =06 ja z-akselin kohdassa z = —1 (xy-tason geometriassa

yhtilo 3x+2y =6 esittdd suoraa, mutta avaruusgeometriassa pysty-
tasoa).

Mitd suoraa pitkin sellammen taso leikkaa yz-tason, joka kulkee
pisteen (4,3,2) kautta ja jonka normaalin suunta on 1:2:2?
x=2-3t—4u
Osoita, ettd piste (2, 12, 4) on tasossa s y =1+2f —u
z==-24+31+2u

C

Ovatko pisteet (2,1,0) ja (-1,2,3) samalla vai er1 puolilla tasoa
2x-3y+z-2=07?

Pisteesta P (2,-3,1) siirrytddn tason T: x+3y+z=2 normaali-
vektorin 7 =[1,3,1] maardaamia matka pisteeseen Q. Osoita, etta
stirtymissuunta on talla kertaa tasoon pain.

Pisteesta P (2,-3,1) siurrytddn tason T: 2x-3y+z+5=0
normaalivektorin 7 =[2,-3, 1] maaraama matka pisteeseen Q.
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2.17

2.18

2.19

a) Osoita, etti etdisyys tasosta kasvaa.

b) Onko siirtymissuunta télld kertaa tasoon péin (sen toiselle
puolelle) vai tasosta poispéin?

Tasoviuhka. Oletetaan, ettd kaksi tasoa

T:ax+by+cz+d=0 ja

T:a'x+by+c'z+d'=0

leikkaavat toisensa. Kuntealla £:n arvolla
yhtilo

(ax+by+cz+d)+k(a'x+b y+cz+d)=0

esittdd jotakin nididen tasojen leikkaussuoran L kautta kulkevaa
tasoa, koska se on 1) lineaarinen ja 2) leikkaussuoran piste toteuttaa
kummankin tason T ja T' yhtilon ja siten my6s vm. yhtalon.

Antamalla k:lle arvoja saadaan kaikki muut leikkaussuoran kautta
kulkevat tasot paitsi tasoa T'.

Sovellus: Mairitd tasojen x+y—-z+1=0 ja 2x+y—-z+3=0
leikkaussuoran kautta kulkevista tasoista se, joka kulkee myos
pisteen (1,-2,1) kautta.

Maarita  tasojen 3x-2y+z-12=0 ja 5x-=y+9=0
leikkaussuoran kautta kulkevista tasoista se, joka on kohtisuorassa
tasoa x+3y—16=0 vastaan (kaytd tasoviuhkaa, ks. edellinen
tehtava).

Maarita tasoviuhkasta (3x+4y—5)+k(2y—z)=0 ne kaksi tasoa,
jotka ovat etiisyydella 1 origosta.
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3 Suora

3.1 Suora kahden tason leikkauksena

Jos tasot n

alx +bly+ClZ +dl =0
(1) {

ax+byy+cyz+d, =0 T
: : . e T
leikkavat toisensa, niin yhtdilépari (1)
esittid ndiden tasojen leikkaus-
suoraa, silla leikaussuoran pisteet
ovat kummassakin tasossa eli toteut-
tavat kummankin yhtalon.

Suoran (1) suuntavektori 5 on kohtisuorassa kummankin tason normaalia
vastaan, joten suoran (1) suunnan antaa tasojen (1) normaalien ristitulo.

. , 4x+y-3z=5 , L
Esim. 1  Madritd suoran suunta ja suoran jokin piste.
2x-3y+z=1

m=[4 1314 _
_ §=n xn, =[-8,-10,-14]
n, =[2,-3, 1] 2

.. Suoran suunta on (—8):(—10):(-14)=4:5:7.

Suoran pisteitd saat, kun valitset yhdelle tuntemattomista jonkin
arvon ja ratkaiset kaksi muuta yhtaloparista, esim.

—3y+z=1]-3
x=0= = 8y=8=y=-1z=-2.
y—3z=5|-1

.. Suoran eras piste on (0,—1,-2).

3.2  Suoran vektoriyhtilo ja parametriesitys

Tehtiva: Tunnetaan suoran L yksi piste P/(x,,y,,z,) ja suoran suunta
I:m:n eli (erds) suuntavektori §=[l, m,n]. Johda suoralle
vektoriyhtdlo.

Suoran ns. suuntalukuina (suuntavektorin komponentteina) kay-

tetadn perinteisesti kirjaimia /, m ja n. Luonnollisempi mutta
mutkikkaampi merkinta olisi esim. 1,855,853 fai s,,sy,S,.
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Avaruuden yleinen piste P on suoralla L, P
jos sen paikkavektori 7 saadaan siten,
ettd F,:n paikkavektoriin 7, lisdtaén

I:m:n

“|

suuntavektor1 s sopivalla luvulla ¢ (
kerrottuna, ts. jos

(2) F=r,+ts| (teR).

Esim. kuvassa 7 =7, +2,4s. Kun / saa
kaikki reaalilukuarvot, niin 7 :n kérki "piirtdd" koko suoran L. Siten (2) on

suoran vektorimuotoinen parametriesitys, parametrina /.
Yhtilo (2) on komponenttimuodossa seuraava:
[x,v.z]=1[x,,¥,,z,1+ [, m,n].

Tamaé hajoaa kolmeksi yhtaloksi

x=x,+tl
3) Y=Y, +tm (suoran parametriesitys).
1=2%,+tn

Esim. 2 Esimerkissi 1 suoran suunnaksi saatiin 4:5:7 ja suoran erdaksi
pisteeksi (0,—1,-2). Taten suoran vektoriyhtdlé on

F=[0,~1,-2]+1[4,5,7]

ja parametriyhtalot ovat

x=4¢
y=—-1+5t.
z==24+T7t

Ratkaistaan ensimmaéisesta yhtidlostda #n arvo f=x/4 ja
sijoitetaan se muihin. Néin saadaan suoralle esitys

y=—1+5x/4 i Sx-4y=4
ce2+7x/4 O VIx—dz=8"

*Parametrin eliminointi muutti parametriesityksen kahden tason leikkaus-
suora-esitykseksi. Tasot eivit ole samat kuin alunperin esimerkissi 1, vaan
tasoista edellinen on pystysuora (z-akselin suuntainen) ja jalkimméinen y-
akselin suuntainen. Suoran kautta kulkee nimittain darettoman monta tasoa,



19

ns. tasoviuhka. Suoran yhtiloiksi voidaan valita minkd tahansa kahden
tallaisen tason yhtalot.

Parametriyhtdloistd (tai vektoriyhtalostd) saadaan helposti suoran pisteitd,
kun parametrille / annetaan arvoja. Myo6s suoran ja tason leikkauspisteen
laskemisessa parametriesitys on usein laskuiltaan yksinkertaisin.

Esim. 3 Laske suoran A(3,-2,1) B(1.4,3) ja tason
2x — y+4z =6 leikkauspiste Q.

Suoran AB suunta = (-2):6:2 =1:(-3):(—-1). ‘A\Q~

Suoran kolme parametriyhtdlod ja tason
yhtilé muodostavat yhtaléryhman

\~3

xX=3+1
y=-2-3t
z=1-t

2x—y+4z=06

Kun x:n, y:n ja z:n lausekkeet kolmesta ensimmaiisesta yhtalosta
sijoitetaan alimpaan yhtéaloon, #:lle tulee yhtalo

23+1)—(-2-30)+4(1-1)=6 -.i=—6.

Kolmesta ensimmadisestd yhtilosta saadaan tilli #n arvolla
leikkauspisteeksi Q = (-3,16,7).

*3.3 Suoran normaalimuoto

*Kun suoran kolmesta parametriyhtalosta (3) ratkaistaan yhdesta #:n lauseke
ja sijoitetaan kahteen muuhun, jiljelle jaa kaksi parametritonta yhtaloa (vrt.
Esimerkin 2 loppuosa). Parametrin eliminointi voidaan tehdi niinkin, ettd
yhtaloista (3) ratkaistaan jokaisesta #:n lauseke ja saadut lausekkeet merki-
tdian yhtasuuriksi (nehan ovat kaikki #:n suuruisia ja siten keskendankin yhta
suuria):

(4) Yo% V7V 7% (),

) m n
*Tamanmuotoista suoran esitystd sanotaan perinteisesti suoran normaali-
muodoksi. Siitd nakyy valittoémasti suoran yksi piste ja suunta (niinkuin para-
metrimuodostakin).
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x-2 y+1

Esim. 4 Kaksoisyhtalo == z—3 esittdd suoraa, jonka suunta

3
on 3:2:1 ja erds piste on (2,-1,3). Esitys voidaan hajoittaa
kahdeksi yhtaloksi, esim. yhtaloiksi
x—2 =z-3 ja y_+1: z—3 (kolmas x—2 :y_+l seuraa
3 2 3 2
x-3z+7=0

y-2z+7=0

naistd). Yhtalot ovat sievennettyini {

HARJOITUKSIA

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

A

: 2x+y—z=-1 , ,
a) Maarita suoran suunta. b) Osoita, ettd yhtalopari
X—=y+z=2

3x-1=0
esittdd samaa suoraa.
3y—-3z+5=0

. x—2y + 4z-14=0 , .
Maéériti suoran suunta ja kaksi pistetta.
x+20y—-18z+30=0
Suoran suunta on 3:4:(-1) ja suora kulkee pisteen (2,—7,9) kautta.
Maaritd suoran a) vektoriyhtalo, b) parametriyhtilot, ¢) jokin esitys
yhtaloparina.

Maarita edellisen suoran ja tason x + 2y —z =3 leikkauspiste.

x=3z+4 {x:z+2

ja toisensa vai kulke-
y=2z+3 y=z-2

Leikkaavatko suorat {

vatko ne ristikkdin?

B

Pisteen P(2,-1,3) kautta pirretdan tasolle 3x—-2y+z+3=0 nor-

maali. Laske a) timan normaalin ja tason leikkauspiste Q, b) pisteen
P peilikuva R tamén tason suhteen. Piirrd tilannetta havainnollistava
kuva (e1 koordinaatistoon todelliseen asemaan sijoitettua kuvaa).

Laske pisteen P(1,0.2) peilikuva Q suoran A(4,2,4) B(1,-1,-5)
suhteen siten, ettd lasket ensin (parametrimuotoisen) suoran AB ja
pisteestd P tille suoralle piirretyn normaalitason leikkauspisteen D.
(Muita tapoja: Esim. 7 luvussa 1)
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, . x+y—-z+2=0
Pisteen P(1,0,0) kautta piirretddn suoralle L:
x+z-5=0

normaalitaso T. Maarita a) T:n yhtalo, b) Q = LT, ¢) P:n etdisyys
suorasta L, d) P:n peilikuva R suoran L suhteen.

Laske pisteen (3,3,2) etédisyys viereisesti suorasta x=4+2t
a) suoran normaalitason, b) projektiovektorin avulla. y=3-1
z=2+2t

Kuinka suuren kulman edellisen tehtivan suora muodos-
taa tason x +5y —7z+2 =0 normaalin kanssa?

Jana A(2,5,0) B(6,-3.,8) jaetaan neljaan yhtd suureen osaan. Esiti
jakopisteiden paikkavektorit samantapaisessa muodossa kuin suoran
vektoriyhtdlé on. Mitké ovat ndiden jakopisteiden koordinaatit?

Maarita janan (2,0,1) (4,-2,3) a) keskipiste ja b) keskinormaalitaso.

C
. z—6 . x-3
a) Osoita, ettd suorat x—3=—-y—-3= 5 ja > = y=1-z
leikkaavat toisensa. Miké on leikkauspiste? b) Laske nédiden suorien
valinen (terdva) kulma. ¢) Miki on nididen suorien mairddman tason

vektoriyhtdl6? d) Enta koordinaattiyhtalo?

Laske seuraavan tason ja suoran leikkauspiste:
7 =[2,—13]+u[4,1,0]+v[6,2,2] 7 =16,2,3]+1[-3,-1,-5]

Taso leikkaa koordinaattiakselit kohdis-
sa 5, 3 ja 2 (kuva). a) Osoita, etti tason
yhtél6 voidaan esittdd muodossa

X
X, Y,z
5 3 2
b) Laske origosta tasolle piirretyn nor- 4
maalin "kantapiste" eli leikkauspiste
tason kanssa. Tasosta on piirretty nakyviin vain ns. jédlkikolmio, ts.

se osa, jonka koordinaattitasot leikkaavat tasta tasosta. Koordi-
naattitasot xy, xz ja yz ovat ns. perustaso, pystytaso ja sivutaso.

1.

Laske tehtdvien 3.8 ja 3.9 mukaisten ristikkéisten suorien vélinen
lyhin etdisyys. Sen antaa suorien yhteinen normaali. Vihje:
H

AP, 15),5,, missd esim. F; on suoran [; yleinen piste (parametri-

muodossa tai paikkavektorilla esitettyna).
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4 Toisen asteen pinnoista

4.1 Pallo

Piste P(x,y,z) on r-séteisen pallon pinnalla silloin ja vain
silloin kun janan P, P pituus = r eli tdmén pituuden nelio

— 2 , SIIS

2 2 2_ .2
(1) (x—x,)" +(y=yo) +(z2—2,)" =r"|
Kun nelioon korotukset suoritetaan, pallon yhtélo (1) saa
muodon
(2) x2+y2+z2+ax+by+cz+d=0,

Esim. 1  Yhtalosta x> + y2 +22 - 2x+ vy =1 saadaan nelioimilli yhtalo
(x-D*+(y+1P+22=2,

joten kyseessa on pallo, jonka kp. on (1,—=,0) ja sdde %

1

2)

Esim. 2  Mairitd edellisen pallon pisteeseen
(0,0,1) piirretyn tangenttitason T
yhtilé. Sateen suunta

(—1):3:1=2:(-1):(-2)

antaa tangenttitason normaalin suun-
nan. Koska taso 7" kulkee lisdksi
pisteen (0,0,1) kautta, yhtalé on

2x—y—=2(z-1)=0 el
2x—y—-2z4+2=0.

(1,-%,0)

Pallon yhtaloille (1) ja (2) on tyypillista, ettd niissi toisen asteen termien
kertoimet ovat samat, mutta eivat valttamatta = 1, silla yhtialon voi kertoa
tai jakaa nollasta eroavalla luvulla.

Jotta muotoa (2) oleva yhtilo esittiisi palloa, nelidinnin jalkeen oikealle
puolelle (sateen nelioksi) taytyy tulla positiivinen luku kuten Esimerkissa 1.
Jos taméa luku = 0, kyseessd on "0O-sateinen pallo” eli piste. Jos taas tdma
luku on < 0, yhtalo ei esitd mitdan pintaa. Esim. yhtalossa
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(x=1)7+(y+1y+25=-

ENNe)

vp. on aina > 0, mutta op. < 0, joten mikaan (x,y,z)-piste ei toteuta sita.

4.2 Ellipsoidi

2

2
Jos ellipsi ;c_2+y_2

=1 pyoraytetddn x-akselin ympéri, saadaan ns. pyo-

riysellipsoidi, jonka akselina on x. Kun tita litistetdan (tar venytetain) z-
akselin suunnassa, saadaan yleinen ellipsoidi, jonka yhtdlo on muotoa

2 2
X Yy

3 S+

3) 2

2
< =1|

C

(Tarkempi perustelu sivuutetaan, vrt. harj. 4.13. ja 4.14.)

Luvut a, b ja c ovat ellipsoidin puoliakselit, vrt. seuraava kuva.
Esim.3 4x>+4)%+922 =36 |36

2 2 2
LA AT

9 9 4
Kyseessa on ellipsoidi,
jonka puoliakselit ovat
a=b=3 ja ¢c=2. Koska
x- ja y-akselin suuntaiset
puoliakselit ovat yhta
pitkat, ellipsi leikkaa xy-
tason pitkin  ympyraa.
Pinta on siten pyérdysellipsoidi, jonka akselina on z. Koska z-
suuntainen puoliakseli on muita lyhempi, pinta on saatu 3-
siteisesta  pallosta litistamélla  palloa z-suunnassa (el

korvaamalla pallon z-koordinaatit %z 1la).

Tamén ellipsoidin muotoa voidaan tutkia myos fasoleikkausten
avulla:

1) Leikkaus xy-tasossa:
z=0=4x> +4y2 =36 eli x>+ y2 =9 .3 —séteinen ympyra

2) Leikkaus yz-tasossa:
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2 2
x=0=4y%+9z2 =36 eli %+ZT:1

~.ellipsi, puoliakselit y — suunnassa =3, z — suunnassa = 2.

Kasittele vastaavasti kolmas "péaleikkaus" y = 0.

Esimerkiksi Derive-ohjelman piirta-
mi kuva muodostuu itse asiassa
pinnan tasoleikkauksista. Viereisessd |
kuvassa on edellisen ellipsoidin };
puolikas.

Esimerkin 3 ellipsoidi osoittaa ehkéa
yhtalo4 (3) havainnollisemmin, etta ellipsoidin yhtilo eroaa pallon yhtalosta
seuraavassa mielessa:

Ellipsoidin yhtdlolle on tyypillistd, ettd siind ovat mukana kaikki kolme
toisen asteen termid ja niiden kertoimet ovat samanmerkkiset. Aidolla
ellipsoidilla ndma kolme kerrointa eivéat kaikki ole yhtd suuria, muuten
kyseessa on ellipsoidin erikoistapaus, pallo.

Jos mukana on myos 1. asteen termeja, ellipsoidin keskipiste ei ole origossa
ja se 1oytyy nelivimalla samaan tapaan kuin pallolla.

4.3 Hyperboloidit

2 .2
Hyperbelista ja littohyperbelista x_2 —y—z ==+1 saadaan pyorayttamalla ja
a
2 y2 2
litistdmélla 2- ja I-vaippaiset hyperboloidit —- — b_2 -— =4I
a c

1) kaksivaippainen hyperbo-
loidi

Yhtalossa on kaksi miinus-
merkkid, ja  etumerkiltddn
vihemmistossd oleva termi eli tdssd x antaa hyperboloidin akselin
suunnan.
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2) yksivaippainen hyperbo-
loidi

2 2 2
Y L Z
s +—=1

b c

+

3|

Yhtalossa on yksi miinus-
merkki, ja  etumerkiltddn
védhemmistossd oleva termi eli
tassd x antaa hyperboloidin
akselin suunnan.

Jos hyperboloidin keskipiste ei ole origossa, mukana on myos 1. asteen
termeja. Keskipiste saadaan selville nelioimalla.

Hyperboloidin yhtilolle on tyypillisti, ettd siind ovat mukana kaikki
kolme toisen asteen termii ja niiden kertoimet eiviit kaikki ole
samanmerkkisii Lisiksi (mahdollisen nelioinnin jiilkeen) vakiotermi ei
ole 0.

Jos wvakiotermi on 0, kyseessi on kartio, mikd esitelldadn tarkemmin
seuraavassa kohdassa.

Esim. 4  Tutki seuraavaa pintaa (laji, mahdollinen keskipiste ja akselin
suunta, kuva)

x? —4y2 +22 +24y=32 ‘ nelidinti

x2—4()* -6y)+z2 =32
x2—4(y?-2-y3+3%)+22=32-4.3°
xF—4(y=3) +z7 =4 |:(-4)
2 a2 2
X =3z

Z
4 1 4

Taméa on 2-vaippainen hyperboloidi (2 mimusmerkkid, kun op.
on = 1). Keskipiste on (0,3,0) ja akseli on y-akselin suuntainen
(koska y-termi on etumerkiltidan vihemmistossd). Naiden tietojen
perusteella saadaan hahmoteltua pinnan kuvaaja suunnilleen, vrt.
seuraava kuva. Sitd nahdain, etti akseli on y (eikd ainoastaan y-
akselin suuntainen).
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Tasoleikkausten avulla
saadaan tarkempi kuva
pinnasta:
1) Akselileikkaus:
a2 L2
x=0> ggi_gél___f;_::l'
1 4
Taméa on y-suuntaan kaartuva z

hyperbeli, jonka puoliakselit
ovat 1 ja 2 ja keskipiste (3,0).
Asymptootit saadaan piirté-
malla suorakulmiolle lavistajat
(viereinen kuva).

-
cemmemw ="

N
RS
1
1

==
A

2) Akselia vastaan kohtisuora
leikkaus:

. > T
"
o
'

)
\
N
-lg-

K

-
-.-"-----

y=0 = x*+z2=32

S ympyra. \‘
Kyseessi on siis (aika laakea)
2-vaippainen  pyordyshyperboloidi, akselina on 'y ja
keskipisteend (0,3,0).

Yksivaippainen hyperboloidi on
erds ns. viivainpinta, ts. se syntyy
siten etta suora liikkuu
avaruudessa tietylla tavoin.

Tavallisimmat viivainpinnat ovat
erilaiset lieri6t (joissa liikkuva
suora sdilyttdad suuntansa) ja
kartiot (liikkuva suora kulkee aina
saman pisteen kautta). Myos taso voitaisiin ajatella viivainpinnaksi.

Viivainpinta-ominaisuus tekee yksivaippaisen hyperboloidin kayttokelpoi-
seksi tekniikassa (esim. tukirakenteet, jyrsinta jne).
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4.4 Kartio

Kartion (kartiopinnan) yhtaloé on muuten samanlainen kuin hyperboloidin,
mutta siind on (mahdollisen nelidinnin jdlkeen) vakiotermi = 0. Esimerkiksi

2 2 2 y
(4) Y

esittaa kartiota, jonka akseli on x
(koska x-termi  on etumerkiltian
vahemmistossd) ja karki on origossa.

z

Hyperboloidien ja kartion
2 2
yhtdloiden samankaltaisuus johtuu suitd, ettd hyperbelien x—z—% ==l
a
L . x*y?
asymptootit voidaan esittdd muodossa — — o 0. Kun ndamé pyorahtavit
a

ja suoritetaan litistys, saadaan kartio. Kartio (4) on siis itse asiassa edelld
kasiteltyjen hyperboloidien asymptoottikartio.

Kartio (4) on ns. elliptinen kartio, silla sen poikkileikkaus on ellipsi tai sen
erikoistapaus, ympyra. Jos kartiopinnan poikkileikkaus on esim. paraabeli,
kartio on parabolinen. Téllaisen kartion yhtélo ei endd ole toista astetta vaan
se on korkeampiasteinen.

4.5 Lieriot

Jos lierion sivuviivat ovat jonkin akselin suuntaisia, lieriopinnan
yhtilosti puuttuu vastaava muuttuja.

Esim. 5  Yhtilo y:x2 esittaa erasti para-

bolista lierioti, jonka sivuviivat ovat
z-akselin suuntaiset. Yhtalon mukaan
nimittdin x- ja y-koordinaatteja sitoo

ehto y = x2, kun taas z saa olla mika
tahansa.
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2 2
Esim. 6 Yhtilo x*>+4z2=4 eli yhtalo XT+ZT =1

esittaa erastd elliptistd lieriotd. Silla on
akselina y-akseli ja poikkileikkaus on ellipsi,
jonka puoliakselit ovat 2 ja 1.

Jos lierion poikkileikkaus on hyperbeli tai liittohyperbeli,
kyseessd on hyperbolinen lierio. Kaytannossa tarkeimmét
lieriot ovat pyordyslierioitd eli ympyralierioitd. Millainen on esimerkiksi

yhtdlon (y—3)* +z2 =4 kuvaaja? (Piirré kuva.)

4.6 Paraboloidit

Esim.7 Yhtilon z=x>+ y2 kuvaaja on ns.

perusparaboloidi. Sen kuvaajaa voi-
daan tutkia tasoleikkauksilla:

x:O:>Z:y2

y:O:>Z:x2

2:1:>x2+y2:1.

Akselileikkaukset ovat siis perus-
paraabeleja ja akselia vastaan kohtisuorat leikkaukset ympyroita.

Yleisemmin esim. z = ax> + by2 , missd a ja b ovat samanmerkkisid, esittia

ns. elliptisti paraboloidia, jossa z-akselia vastaan kohtisuorat leikkaukset
ovat ellipseja ja akselileikkaukset paraabeleja.

Elliptisille paraboloidille on siis tyypillistd, ettd yksi muuttujista esiintyy
Vhtdlossa vain 1. asteen termissd ja kaksi muuta samanmerkkisissd 2.
asteen termeissd. Poikkeava eli ensimmdisen asteen termi antaa akselin
suunnan. Jos huippu ei ole origossa, se saadaan selville nelivimalla.

Esim. 8 Tutki pintaa 24z +dx— v+5=0. Suoritetaan x:lle nelidinti

(koska x esintyy paitsi toisen myds ensimmaiisen asteen
termissa):

(x+2)2 +2° :y—5+22, sievennettyna y—]:(x+2)2 + 72
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Kyseessa on elliptinen
paraboloidi, jonka akseli
on ||y-aks. ja huippu on (—
2,1,0). Leikkaus y=2
antaa 1-ympyrédn, joten
paraboloidi on tyypiltdin
pyordysparaboloidi.  Sen
kuvaajasta on pala
viereisessi kuvassa.

Pyorahdysparaboloideja kaytetidan mm. lautasantenneissa, taskulampuissa,
parabolisissa peileissa jne. Kayttdé perustuu sithen, etti akselin suuntaiset
siteet heijastuvat polttopisteeseen tai painvastoin polttopisteestd Idhtevcit
sdteet heijastuvat yhdensuuntaisiksi.

Erikoisin toisen asteen pinta on hyperbolinen paraboloidi eli satulapinta.
Sen yhtilé on muuten samanlainen kuin elliptisen paraboloidin, mutta toisen
asteen termit ovat erimerkkiset.

2

Esim. 9  Tutki pintaa x~ — 2 - y=0el y= x2-z%. Kéaytetaan tutkimi-

seen tasoleikkauksia:

) z=0 =y= 2 ylospdin aukeava parabeli xy - tasossa
D)x=0 = y= 2 . alaspéin aukeava paraabeli yz- tasossa
2 2
3) y=a>0 =xl-2=g i -2 =1
a a
= X — suuntaan kaartuva hyperbeli
2 2
4)yy=-a<0 —x2-z2=—q ei = -1 =1
a a

—> z —suuntaan kaartuva hyperbeli
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Origo on edellisen pinnan ns. satulapiste. Origohuippuiset paraabelit, joista
toinen on ylos- ja toinen alaspain aukeava, ovat ns. satulaparaabelit.

Joissakin matematiikan esimerkeissa satulapisteelld on avaruudessa vastaa-
vantapainen merkitys kuin kaannepisteelld tasogeometriassa. Esimerkiksi
edellinen pinta on xy-suunnassa negatiivisen y-akselin suuntaan kupera,
mutta zy-suunnassa positiivisen y-akselin suuntaan kupera. Hyperbolista
paraboloidia ei saada pyorayttamalla ja litistamalla.

Satulapintaa kéaytetdan jonkin
verran tekniitkassa, mm. katto-
rakenteissa. Voidaan todistaa,
ettd satulapintakin on viivain-
pinta. Pala satulapintaa saadaan
niin, ettd kahden pystyssa olevan
paraabelinkaaren vilille "pingoi-
tetaan vaijereita".

HARJOITUKSIA

A

4.1 Origon kautta kulkevan pallon kp. on (1,-2,3). Maarita yhtalo.

4.2 Maééritd pinnan X2+ y2 +z2—dx- 6y—2z =17 pisteeseen (4,2,-3)
piirretyn tangenttitason yhtilo.

4.3 Tutki pintaa a) x2+y2+422:4, b) x2+y2+22—2y+3:0.
4.4 Tutki pintaa a) xz—y2+22:1, b) xz—yz—zzzl,
C) xz—y2—22:0.

4.5 Tutki pintaa a) 2422 =1, b) xz—yzzl, C) x2+y2+z:0, d)
x+2y+1=0.

B

4.6  Mika pallon X2+ y2 +2% —4x +2y—-5=0 piste on kauimpana
origosta? (Vihje: Origon ja kp:n kautta kulkeva suora parametri-
muodossa)
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Pallo sivuaa tasoa x+2y—z =1 pisteessa (2,0,1) ja kulkee origon

kautta. Maaritd yhtalo. (Vihje: Pallon keskipiste saadaan tason
normaalin yhtélostd sopivalla parametrin ¢ arvolla eli keskipiste on
muotoa (2+t, 2t, 1-t). Mista saat t:1le ehtoyhtalon?)

Tutki pintaa a) x2+y2—22—2x—4Z:2,b) x2+4y2—z:0.
Tutk1 pintaa a) x2+y2—22—2x—4Z:3,b) 4xz+y2—z2 =4y.

Maaritd sen ympyran sade ja keskipiste, jonka taso 2x+ y+z=2

leikkaa pallosta X2+ y2 +z2=4.

Tutki pintoja a) 4x% + y2 -4y — 22+4=0, b)
4x* —4y+2° +4=0,

C

Madritd sellainen a:n arvo, ettd pinta 4x> —2ay? +z? —az+a—-1=0
on kartio. Tutki sitten tima kartio.

Kun kayra y=f(x) pyordhtdad x-akselin ympiri, syntyy
pyorayspinta. a) Perustele: Piste P(x,y,z) on tédlla pinnalla
& y2 +22 = f (x)z. b) Johda sovelluksena sellaisen kartion yhtélo,
joka syntyy, kun suora y = %x pyorahtaa x-akselin ympéri. C)
Suorita tdhidn kartioon litistys z-suunnassa, muuttamalla pinnan
yhtilossd jokaisen pisteen z-koordinaatti suhteessa c¢/b (eli uuden
pinnan z on = % kertaa vanhan pinnan z). Mika on saadun elliptisen

kartion yhtal?
Edellisen tehtivan a)- kohdan mukaan pyo6rayspinnan yhtalo
(akselina x) saadaan, kun pyorahtavan kiayran yhtalossa y = f(x) eli

yhtéalossa y2 =f (x)2 termi y2 korvataan summalla y2 +z% . Johda
taman perusteella (ja sitten litistamalla) ellipsoidin yhtalo.

Kartion akselin ja sivuviivan vélinen kulma on 60° ja huippu on
pisteessa (2,—1,0). Mikd on kartion yhtilo, jos sen akseli on x-

akselin suuntainen?
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5 Koordinaatistoista

5.1 Koordinaatiston kierto tasossa kulman o verran

Pisteen P vanhojen ja uusien koordi- V2 y P (X,y)

naattien vilille on aikaisemmin johdettu (x1¥y)

yhtalot X,
x;=(cosa)x+(sina)y a

) L X
Y1 =(=sina)x+(cosa)y

Sama yhtalopari (1) on matriisimuodossa

1y Xp| | cosa sina | x
yi| |-sina cosa | y|
cosa sina

Kerroinmatriist 4 :[ } on ns. kiertomatriisi.

—sina cosa

Matriisin 4 determinantti on det A = cos>a+sin*a = 1. Koska 4 on
sdcnnollinen eli det A # 0, niin A:lla on kddnteismatriisi A7'. Seon

_] |cosa —sina
471 =
[sin a cosa }
silla 4471 =1 (suorita kertominen). Toinen laskutapa (kertaa adj A):

o4 1 , 1[00505 sinaT [cosa —sina} r
4 = =A".

adj A=--| . :
det 4 l |-sina cosa sina  cosa

Kiertomatriisi 4 on sis siind mielessi erikoinen matriisi, ettd sen kaénteis-
matriisi saadaan vaihtamalla 4:n vaakarivit pystyriveiksi, ts. transponoi-
malla A. Tallaista neliomatriisia sanotaan ortogonaalimatriisiksi.

Esim. 1  Maarta pisteen (2,3) uudet koordinaatit, kun koordinaatistoa
kierretdan kulman —n/6 verran.

x| [ cos(-z/6) sin(-z/6)2] [V3/2 -1/2]2
yi| |=sin(-=z/6) cos(-z/6)|3]| | 1/2 3/2|3
[V3-3/2]  [x=+43-3/2~023
C143V372] Ty =143V3/2%36
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5.2 Tasokuvion kierto xy-koordinaatiston origon ympiri

Pidetddn nyt xy-koordinaatisto paikal-
laan, mutta kierretcidn kuviota xy-tasos-
sa origon ympdri kulman o verran.

Kierrossa  kuvion  jokainen  piste
P(xp,yp) muuttuu uudekst pisteeksi
O(xp,yp). Mika yhteys on pisteiden P
ja Q valilla?

Muutos on sama kuin jos kuvio pysyisi

paikallaan ja koordinaatistoa kierrettaisiin vastakkaiseen suuntaan, kulman —
o verran. Nainollen O:n koordinaatit saadaan kiertomatriisin avulla, kun
kiertokulmana kaytetaan kulman o sijjaan kulmaa —a. Siis

Xo | cos(—a) sin(—a) || xp _|cosa —sina || xp T Xp
Yo | =sin(-a) cos(-a) yp |sina  cosa yp - yp
Yhteenveto:

1) Koordinaatiston kierto: Pisteen P vanhojen ja uusien koordinaattien
valilla on yhteys

X X o cosa sSina . .
=A ,missd 4= , on ns. kiertomatriisi.
A2} y —sina  cosa

KL 5 st XYt “1_ 4T s e

Kéaanteiskaavat ovat =A =A (A =A4", silla kierto-
y N1 3|

matriisi 4 on ortogonaalimatriisi).

2) Kuvion kierto: Alkuperiisen kuvion yleisen pisteen P ja kierretyn kuvion
vastaavan pisteen ) xy-koordinaattien valilla on yhteys

{xQ} - AT{xP} (ja kaantien [XP} = A{XQ}).
Yo yp Yp Yo
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5.3 Vastaavat tulokset avaruudessa

1) Kun koordinaatistoa Fkierretiiin Z&
avaruudessa, niin kiertokulman o tilalla
on yhdeksén kiertokulmaa:

ay, B, y1 =x —akselin ja alkuperdisten Y4
akselien valiset kulmat. !

oy, By, 7, =y —akseln ja alkuperéisten V4 >
akselien valiset kulmat. (>y

a3, f3, 73 = z; —akselin ja alkuperdisten
akselien valiset kulmat. X

Nami kulmat tosin eivit kaikki ole
vapaasti valittavissa, silla esim. zj-akselin tdytyy olla muita vastaan

kohtisuorassa. Voidaan todistaa, ettd kiertomatriist muodostuu néiden
kulmien kosineista:
cosa; cosfl; cosy,
A=|cosa, cosf, cosy,

cosay cosfl3 cosy;

X1
ja ettd kiertokaavat ovat nytkin | y; (= 4| y|.
| <

*Kuten edella, matriisi 4 on ortogonaalimatriisi ts. A =4"

2)  Kappaleen kiertoa varten ajatellaan, ettd kappaleen mukana kiertyy
my0s kappaleen "sisdinen" akselisto, jonka akselit ennen kiertoa yhtyivat x-,
y-ja z-akseliin.

Jos sisdinen I-akseli muo- A A
dostaa kierron jalkeen pai- 3)
kallaan pysyviin x-, y- ja z-
akseleithin ndhden kulmat
a, P,y Ja  2-akseli

kulmat a5, £,,7, seké 3-

akseli kulmat a3, S5, 73,

niin  kappaleen yleinen ()
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piste P(xp,yp,zp) kiertyy pisteeksi ((xp,vp.zp), jonka koordinaatit
saadaan yhtalosta

XQ Xp
T

Yo |=A4"|yp

20 ip

5.4 Napakoordinaatisto avaruudessa

Pisteen P paikka avaruudessa on z
tdysin maaritty, jos tavallisten xyz-
koordinaattien sijaan tunnetaan P:n

0ot m?a ! J . u I P(l',\|!,(p )
avaruusnapakoordinaatit  (r,y, @), !

ISsé ? 1 Z
missi | y
r = P:n etdisyys origosta, X v p !
w = Pn perusprojektion P’ g, A4mmmmmommmmm--S * P
vathekulma xy-tasossa. y

@ = P:n "korkeuskulma" (kuva).

Koska y on xy-tason vaihekulma, se rajoitetaan tavallisesti valille 0...27.
Poikkeuksena ovat esim. spiraalit ja ruuviviiva, joissa y vol saada suurem-
piakin arvoja seka negatiivisia arvoja.

Jos piste P on xy-tason yldpuolella, niin korkeuskulma ¢ on positiivinen.
Kulma ¢ on suurimmillaan silloin, kun P on positiivisella z-akselilla, jolloin
@ = m/2. Jos piste P on negatiivisella z-akselilla, niin ¢ = —n/2, joka on ¢@:n
pienin arvo. Siis

—n/2<@p<xm/2.

Merkitaan projektiopisteen P’ etdisyytta origosta p:lla (roo). Koska p ja w
ovat P"n napakoordinaatit xy-tasossa, niin P"n suorakulmaiset koordinaatit
ovat (napakoordinaatiston muunnoskaavojen mukaan)

(vrt. kuva).

X = pcosy
y=psiny

Namaéa ovat my0s pisteen P x- ja y-koordinaatit. Kuvan pystysuorasta suora-
kulmaisesta kolmiosta ndhddén, ettd P:n z-koordinaatti on z=rsing ja etti

p=rcose. Kun tima p:n arvo sijoitetaan edelliseen yhtilopariin, saadaan
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P kaikki suorakulmaiset koordinaatit x, y ja z lausuttua napakoordinaattien
r, wja ¢ avulla. Naméa muunnoskaavat ovat seuraavat:

X =rcosQcosy
y=rcos@siny

Z=rsing

Kéaantden avaruusnapakoordinaatit voidaan lausua suorakulmaisten koordi-
naattien avulla:

r= w/xz + y2 + 22 (pisteen (x,),z) etdisyys origosta),

tany = % (tastd saadaan laskettua y, oikea neljannes kuviosta),

sing = % (tastd saadaan laskettua ¢, joka on vallla [-7z /2, 7/ 2]).

*Koska ¢ on valilla [-7 /2,7 /2], niin ¢ = arcsin%. Sen sijaan y:n arvo ei

ole aina arkustangentin arvo, koska y:n arvo e aina ole tilla valilla.

Esim. 2 Pisteen (-1, 2,—3) avaruusnapakoordinaatit ovat

r=+14, tany = _% Il neljcinnes . w ~116,6°, sing = _T34 S~ —533%

5.5 Pallokoordinaatisto

*Pallokoordinaatit ovat muuten samat z
kuin avaruusnapakoordinaatit, mutta
korkeuskulman ¢ tilalla on z-akselista ' P(r,,0)
laskettu kulma & ("teetta", vrt. kuva), o I -

jolloin

Taten sing=cosf ja cose=sinf y
Jja muunnoskaavat saavat muodon



Esim. 3

5.6 Lieriokoordinaatisto
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2

r= +y+2°

X =rsinfdcosy

y = rsin @sin y , kaantien { tan y = =

z=rcosd

~ N = |

cosf =

\

1) Yhtilon 0:% kuvaaja on kartio, jonka akselina on z ja

akselin ja sivuviivan vélinen kulma on %, silla tdmén pinnan
jokaisella pisteella on é&lla arvo %, kun taas r:lle ei aseteta

mitddn ehtoa, ts. 7 saa olla miten suuri ei-negatiivinen luku
tahansa, ja wlle el aseteta mitdan ehtoa, ts. piste voi olla milla
puolella z-akselia tahansa. Piirré kuva!

O=r/6
2) Yhtalopari { ) esittdd edellisen kartion ja pallon r

= 2 leikkausviivaa eli vaakasuoraa ympyraa, jonka sade on 1 ja

joka on korkeudella ~/3 xy-tason ylapuolella. Piirrd kuva!
Tavallisessa xyz-koordinaatistossa sama pinta voidaan esittda
lierion ja tason leikkausviivana:

x2+y2:4
PN

Huomaa, ettid yleisesti pinnalla on yksi yhtilo ja viivalla kaksi
(viiva on kahden pinnan leikkaus).

*Pisteen P paikka on méaaritty myos, jos P(p,v, 2)
tunnetaan P:n  perusprojektion P’ napa- 7z
koordinaatit p ja v sekd P:n "korkeus" z. y
Naiden lierio- eli sylinterikoordinaattien ja 1

tavallisten

karteesisten  (suorakulmaisten) X

koordinaattien viliset muunnoskaavat ovat

_ .2 2
X = pcosy P=NX+Y

y=psiny jakasntaen {tany ==

z=z z=z

\
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Esim. 4  Lieriopinnan osan

p=1
0Lw<rm/2
0<z<1

pinta-ala on 7 /2.

HARJOITUKSIA
A, B
2 41|-6 —6|[2 4
5.1 Laske a) : , b) :
-3 5|3 =33 5
2 4 3]
5.2 Laske matriisin A=| 3 0 0| kaanteismatriisista A~' toinen
-1 2 1

5.3

5.4

3.5

5.6.

vaakarivi. (Mika rivi adjungoidusta matriisista taytyy laskea?)

Tarkastellaan kolmiota A4(0,0) B(5,0) ((3,7). Koordinaatistoa
kierretdaan +20,00 (origon ympaéri). Maaritd kéarkien B ja C uudet
koordinaatit matriisilaskentaa kayttden. Pirrd kuva ja tarkista
tulokset siitd mittaamalla.

Edellisen harjoituksen kolmiota kierretaan +20,00 kolmioksi ADE.
Maarita uusien kéarkien D ja E koordinaatit (matriisilaskentaa
kayttaen). Piirra kuva ja tarkista tulokset siitd mittaamalla.

a) Miksi pisteeksi muuttuu kappaleen piste 1 1 0
(2,-3,4), kun kappaletta kierretdan origon A:L 0 0 2

ympari ja (koordinaatiston) kiertomatriisi on 2 1 -1 0
viereinen matriisi 4?

*b) Osoita, ettd A on sopiva kiertomatriisiksi el ettd 4 on ortogo-
naalimatriisi.

Kappale kiertyy origon ympéri. Kiertomatriisi 1 o L
A on viereisen mukainen. a) Miksi pisteeksi *51 *15
muuttuu kappaleen piste P(2.4,3)? b) Kuinka A= NG 0 NG
suuren kulman x-akseliin nihden muodostaa 0O 1 0
kierron jalkeen se kappaleen akseli, joka ennen

kiertoa yhtyi y-akseliin?
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Kappaleen sisiinen 1-akseli (ts. vektori 7 = [1, 0, 0]) kiertyy vektorin

a= [1, 1, 0] suuntaisekst ja 2-akseli (ts. j= [0, 1, 0]) vektorin
b= [—1, 1, 2] suuntaiseksi (@ L b , silla a-b= 0).

a)  Mihin suuntaan kiertyy 3-akseli (ts. vektori k = [0, 0, l])?

.y - L i-a
b) Maarta kiertomatriist 4 (ohje: esim. cosa = ‘TH—_‘).
i|a

c) Miksi pisteeksi O muuttuu kappaleen piste P(2,3,-4) kierrossa?

p=3
Laske alueen {0 < <7 /2 pinta-ala.
0<z<L2
Laske pisteen (-2,—1,3) a) avaruusnapakoordinaatit, b)

pallokoordinaatit, c) lierickoordinaatit.

Millainen on a) avaruusnapakoordinaatistoyhtilon ¢ = —% kuvaaja,

b) lieriokoordinaatistoyhtalon z = ,02 kuvaaja, c) lieriokoordinaa-
tistossa yhtaloparin p =1, z =  kuvaaja. Piirra kuvat.

Suorakulmainen xyz-koordinaatisto siirretdan (yhdensuuntaisesti)
pisteeseen A(a,b,c), ts. uuden x;y;z;-koordinaatiston origo tulee

pisteeseen A. Johda vektorilaskentaa kéyttien koordinaatiston
siirtokaavat

xX=Xx;+a
y=y+b.
=4 tc¢

> > =

(Ohje: OP = OA+ AP)

Kun koordinaatisto siirretdan sopivaan pisteeseen, yhtalosta
x? +y2 + 22 —4x—-6y—-8z=3

haviavat 1. asteen termit. Maarita tama piste.
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6 Osittaisderivaatat ja kokonaisdifferentiaali

6.1 Kahden muuttujan funktio ja sen derivointi

Esim. 1 Yhtilo z=x”+ y2 on muotoa z= f(x,)) ja

se madrittelee erddn kahden muuttujan .
funktion f. Funktion kuvaaja on paraboloidi.
Tassd x ja y vorvat olla mitd reaalilukuja
tahansa, kun taas z wvoi olla vain ei-
negatiivinen reaaliluku. Taten funktion (laajin —
mahdollinen reaalinen) mdidrittelyjoukko on
koko xy-taso eli kaikkien reaalilukuparien

(x,y) joukko R? ja arvojoukko on ei negatiivisten reaalilukujen
joukko. Tamaé funktio on koko méaarittelyalueessaan jatkuva (pinta
on jatkuva pinta, ilman hyppéayskohtia).

Funktion z = f(x, y) osittaisderivaatat x:n ja y:n suhteen ovat raja-arvoja:

f = lim f(x+h,y)_f(x9y)

e S (04 E) - f(x,p)
h—0 h Iy = jm '

k—0 k

Taten esim. f) saadaan, kun ajatellaan, etti x on vakio ja derivoidaan

ndin saatu yhden muuttujan y funktio. Joskus osittaisderivaatan merkissa
kaytetaan ylapilkkua, vaikka standardien mukaan osittaisderivaatan merkkiin
sitd e1 kuulu. Téama sikst, ettd esim. V. tarkoittaa usein pyordhdyskappaleen

tilavuutta, kun akselina on x, eikd tilavuusfunktion derivaattaa. A, taas voi
tekniikassa olla tarvutusmomentti kohdassa x.

Osittaisderivaatoilla on monta muutakin merkitsemistapaa, mm.

, & g
fy=ty=2,= @ g &

Nz : . . .
Merkinta = luetaan doo z doo x tai z:n (osittais)derivaatta x:n suhteen.

—f(x,y) (2 ="doo").

Kun ensimmadisen kertaluvun osittaisderivaatat derivoidaan uudelleen, saa-
daan seuraavat nelja toisen kertaluvun osittaisderivaattaa:

2 P P Pz

fxx_@czﬂ =Jxy = @ yx—fyx—%> Zyy:fyy:@z
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Esim. 2 Jos z= xzy +sin x), niin

Zy =2Xy+ycosxy, z, = x? + X cosxy

2 .
Zpy =2Y— Y sInxy
Zyy =2X +COSXY —XYSINXY =z,

— 2
Zyy =—X"sinxy

Esim. 3 Thannekaasulla on pl’ =nRT (n, R vakioita). Muuttujista p, V" ja

1" voidaan mitk4 tahansa kaksi ottaa riippumattomiksi muuttujiksi
ja kolmas naiden funktioksi, esim.

T
p=nR (=J(.T)).

Se muuttuja, joka osittaisderivaattaa muodostettaessa pidetdan
vakiona, merkitdin joskus nékyviin alakulmaan, esim.

(@j (e Ly = _IRT
. .

6.2 Kokonaisdifferentiaali

Funktion z = f(x, y) kokonaisdifferentiaalista
dz=fy-dx+ f)-dy

on jo puhuttu yhden muuttujan funktion yhteydessa. Siella sitd kaytettiin
lahinna funktion muutoksen Az likiarvona, jos x:n ja y:n muutokset Ax = dx
ja Ay = dy ovat itseisarvoiltaan pienia:

Az=dz= fy-dx+ f)-dy, jos dx=0 ja dy=0|

Mikali virheiden suuntaa (etumerkkid) ei tunneta, vaan tunnetaan ainoastaan
virheiden itseisarvojen ylarajat, niin laskuissa piti kéayttdd itseisarvoja
seuraavasti:

Jos esim. |dx|<0,02, ts. —0,02<dx<0,02 (eli x:n virhe dx on
valilla —0,02...0,02) ja |dy|< 0,03, niin

| Az|~|dz| <] frl{dx| +| fyH <] /0,02 +] f1]-0,03 =...

Seuraava esimerkki kuvaa differentioimisen, ts. differentiaalin tai kokonais-
differentiaalin kayttdmista toisenlaisessa yhteydessa.
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Esim. 4 Vaintovarsijousella ns. jousto z ja joustokulma ¢ riippuvat jousta

6.3

kuormittavasta voimasta F' seuraavien yhtialéiden mukaisesti:

Z+acose =acoso .
(muut suureet ovat vakioita).

@—bFsmep=0

Johda hetkelliselle jaykkyydelle aa:—F laskukaava @:n funktiona.
V/

Differentioidaan kumpikin yhtilé termi termiltd. Oikeat puolet
ovat vakioita, joten niiden differentiaalit ovat = 0. Termissa
bF sin@ on kaksi muuttujaa, joten sen differentiointi merkitsee
kokonaisdifferentiaalin muodostamista. Muissa termeissid on vain

yksi muuttuja, joten ne differentioidaan yhden muuttujan funkti-
oina ("derivaatta kertaa muuttujan differentiaali"). Siis

l-dz—asing-dp=0
1-do—(bsing-dF +bF cos@-dp)=0

Jalkimmaisestd yhtalostd voidaan ratkaista dF:n lauseke ja
ensimmaisestd dz:n lauseke. Kun ndmé jaetaan keskeniin, niin
do:t supistuvat pois. Toisesta alkuperdisestd yhtalostd saadaan
ratkaistua F'n lauseke. Kun se sijoitetaan edelliseen lausekkee-
seen, jaljelle jaa vain muuttujaa ¢. (Harj. Suorita laskut.)

Yhdistetyn funktion derivointi

Yhden muuttujan yhdistetty funktio y = f(u(x)) eli funktio

v=f(u), missi u=u(x)

derivoitiin ns. ketjusddinnolld:

dy _dy du
dx  du dx’

Yleistetdan tama sithen tapaukseen, ettd ulkofunktio f on kahden muuttujan u
ja v funktio. Derivoitavana on siis seuraava funktio:

u=u(x)

z= f(u,v), missi {

v=v(x)
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Jos ajatellaan, ettd u:n ja v:n lausekkeet sijoitetaan fin lausekkeeseen, siita
tulee pelkastaan x:n lauseke, ts. z on vain yhden muuttujan x funktio

z=2z(x). Tdten tehtiviini on laskea tavallinen derzvaatta £ . Differenti-
oidaan ensin ulkofunktio z = f(u,v):

dz=f,-du+ f,-dv |.dx

f,, f,, (ketjusdiinto)

Esim.5 Jos z=u’+ 3uv, missd u=sinx, v= x? , niin

%:(2u+3v)-cosx+3u-2x (missciu=sinx, v=x?).

Yleensi riittad, ettd derivaatta jatetdan tdhan muotoon. Jos esim.

. . d
x=x,nin u=smmxz =0, v =7’ .'.—y:37z20057z:—3712.

Esim. 6 Jos s=x"In V, missd x =cos2t, y= e , hiin

3
as =3x21n y-(=2sin 2t)+ (ZteSI +51%¢ 5t)
dt y

(Miké on derivaatan arvo esim. hetkella 1 = 2,347)

x=t/2u

*Esim. 7 Jos z=x’In y, missi { e niin kaikenkaikkiaan z on #:n
Y =usin

ja umn funktio ja siten tdssd esimerkissd derivointi merkitsee
osittaisderivaattojen laskemista t:n ja u:n suhteen. Jos ajatellaan
u vakioksi, saadaan

2
_:2xlny-L+x—-2ucos2t.
a 2u y

Vastaavasti, kun ¢ pidetaan derivoitaessa vakiona, saadaan

2
é—2xlny (— ! )+x_ sin 2¢ .
au y
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6.4 Ratkaisemattoman funktion derivointi

\/

Esimerkiksi yhtals x>+ )»?>—5=0 maarittelee (1,2)

kaksi funktiota y =+v5- x% . Jos rajoitutaan vain
esim. pisteen (1,2) lahiymparistoon, jaljelle jaa

yksi funktio y=+5-x2 .

Oletetaan yleisesti, etti yhtilo

(1) F(x,»)=0

madrittelee jossakin alueessa funktion y = y(x). Lasketaan tdmin derivaatta
seuraavasti. Differentioidaan yhtilo (1), jolloin saadaan

dy F,
Fx-dx+Fy-dy=0 E=_F_
y

Esim. 8 Mairita edellda olleen kiyran X2+ y2 —5=0 pisteeseen (1,2)
piirretyn tangentin yhtalo.

F:x2+y2—5.

Pisteessd (1,2) Iy, =2x=2, F,=2y=4 . k=-"=—=
.. tangentti on y—2:—%-(x—l) el x+2y-5=0.

Yleisemmin kdyrin F(x,y)=0 pisteeseen (x,,y,)

piirretyn tangentin yhtilo on / CRA
Fo.(x,,
y_yoz_ X( OyO)(x_xO) } \
Fy(‘xoa yo)

eli sievennettyni

Fx(xoryo)'(x_ x0)+Fy(ley0)'(y_y0)= 0 .

Esim. 9 Edellisen tehtavan mukaiseksi tangentiksi saadaan

2-(x=D)+4-(y-2)=0|2
x+2y-5=0.
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Edella olleet tulokset yleistyvat avaruuteen seuraavasti.
1) Jos yhtilo F(x,y,z)=0 mairittelee funktion z= f(x,y) jossakin
pisteen (x,,),,Z,) ldhiympéristossé, niin tdssa alueessa

& F, & F,

& F, & F,

2) Pinnan F(x,y,z)=0 pisteeseen (x,,y,.z,) plrretyn tangenttitason
yhtilo on

Irx(xo’yo’zo)'(x_xo)-l_Iry(xolyo’zo)'(y_yo)-l_Irz(xo’yo’zo)'(z_zo)z0

Koska tason yhtalossd tuntemattomien x, y ja z 1R
kertoimina ovat tason normaalin suuntaluvut, niin
edellisestd seuraa, ettd pinnan F(x,y,z)=0 erds

normaalivektori pisteessd (x,),z) on
n=[FF, F,].

Tata vektoria sanotaan pinnan F(x,y,z) =0 gradientiksi.

HARJOITUKSIA

A

x4

6.1 Derivoi a) 2:2—, b) z:2x3sin2y, C) z:x3(2x+y)3.
y

6.2 Muodosta kolmen muuttujan funktiolle wu=e*Iny+ z% cos y
ensimmaisen kertaluvun osittaisderivaatat.

6.3  Differentioi funktiot a) z=¢"sin2y,b) V = nRZ .
p

6.4  Derivoil (ketjusaannolla)

a) z:x3lny, missi XZCOSZI,)/thet,
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6.5

6.6

6.7

b) z= 3x? —5y2 , missd x =rsin2¢, y=rcos(2¢—rx) (missarja @
ovat muuttujia).

Maarita kayrédn 2x? +sin(x —y)=0 pisteeseen (0,0) piirretyn
tangentin yhtalo.

Maéérita pinnan xe?? — ysinx + z =0 pisteeseen (0,3,0) piirretyn  a)
tagenttitason yhtalo, b) normaalin yhtalot.

B

Derivoi

a) z:arctani,b) T:27z\/zzf(€,g),c) v:vo&(l+at):f(p,t).
y g p

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

6.13

6.14

Osoita, ettd thannekaasulla —-—-—=-1.
2,4

Laske funktiolle f(x,y,z)= 2x2y + y2 +2° 1. ja 2. kertaluvun
osittaisderivaatat.

X+Yy

, b) z=In ey toisen kertaluvun
X—y X—y

Muodosta funktion a) z =

osittaisderivaatat.

Laske z, Az jadz,kun x=3,01, dx=0,07, y=50 ja dy=0,2.

x=0,25+£0,01

Laske z virherajoineen, kun z = arcsin xy , missi
y=0,33£0,02

Derivoi ketjusantoa kayttaen

3x

a) Z:ln(u2+uv), missd u=e", v=cos(2x+rx/4),

b) arcsinxy, missd x = % +2st, y=st— -

Derivoi (ketjusaannolla)

. . 2
a) z=¢""2 missa x=sin2¢t, y=2=,
t
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6.16

6.17

6.18

6.19

6.20

6.21
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X2+y2

, missd x = ¢’ cost, y:e’sint, z:ezt,

b) f(x,y,2)=
: . X
C) z=sinuv, missia u=Inxy, v=—.

Maéérita pinnan z = x? —3xy pisteeseen (2,2,-8) pirretyn tangentti-
tason yhtalo.

2

Pisteestd (5,5,0) piirretdad pinnalle z=x"+ y2 normaali. Maarita

normaalin kantapiste eli se piste (x,, yo,xo2 + yoz), josta piirretty
normaali kulkee kyseisen pisteen kautta.

C

Kolmion sivuja a ja b jatketaan 1 % ja 2%. Laske kokonais-
differentiaalia kayttden, paljonko kulmaa y =45° pitdisi muuttaa,

jottaala 4= %ab sin ¥ el muuttuisi.
pV" =vakio
. : . dF pA2
Kaasujousella { /" =(p— p,)A. Osoita, ettd ? = K‘7 :
V=h-1)4
X =rcosQ

Funktioon z = f(x, y) tehddin muunnos { .. Osotta, etta
y=rsing

(ﬁzjz (&Y (é’zjz &\
— |+ = == +| = .
or 72\ p x 1%,
Kun a, b ja ¢ valitaan sopivasti, pinnoilla

x2+4y2—422 =4 ja x2+y2+z2+ax+by+cz+10:0

on yhteinen normaali pisteessa (2,1,1). Méaaritd naméa kertoimet a, b
jac.
Pinnan z=x+ y2 eradsti pisteestd, jonka koordinaatit ovat koko-

naislukuja, piirretdan normaali. Se leikkaa yz-tason pisteessa (0,1,3).
Maaritd normaalin yhtalot.
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7  Adriarvot

7.1 Maksimi ja minimi

Jos funktion z= f(x,y) arvo z on kohdassa
(a,b) pienempi kuin (a,b):n lahipisteissd, niin
(a,b) on funktion paikallinen minimikohta.

Vastaava zn arvo f(a,b) on funktion min. piste
minimiarvo. _/
—— | min. arvo
Maksimi- ja minimikohdat ovat nimeltdan / )
min. kohta

funktion  ddriarvokohdat.  Maksimi-  ja
minimiarvot (z:n arvot) ovat funktion ddriarvot.

(a,b)

Jos pmnalla z= f(x,y) on &diriarvopisteessa tangenttitaso, timi taso on

vaakasuora eli pinnan normaalivektori on z-akselin suuntainen. Tama
merkitsee, ettd pinnan normaalivektorin kaksi ensimmaéisti komponenttia

Jx Ja fy ovat=0.
Kaikki téllaiset pisteet eivét ole dariarvopisteita,

silla esim. satulapinnan z = x2 - y2 satulapistees- ‘
sd (0,0) osittaisderivaatat ovat nollia, mutta tdma

piste e1 ole aariarvopiste (vaan erdinlainen
kadnnepiste). Ne pisteet taas, joissa f, tai f, ei

ole olemassa, ovat jonkinlaisia erikoispisteitd (esim. karkid) ja voivat antaa
aariarvon. Nama geometriset tarkastelut ovat seuraavan tuloksen pohjana:

Lause 1  Funktion f(a,b) ddriarvokohdat (x,y) ovat niiden (x,y)-
parien joukossa, joissa osittaisderivaatat ovat = ():

fx=0 . . .
fy=0 (tai f, tai f, eioleolemassa).

Lause 1 yleistyy useammankin kuin kahden muuttujan funktiolle.

Yhden muuttujan funktiolla d4riarvon laatu voitiin tutkia mm. »" :n avulla
(esim. y'=0, " >0 = min.). Seuraava tulos on tdman yleistys (ei tod.).

Lause 2 Oletetaan, ettd kohdassa (a,b) on f = f] =0 (joten (a,b) on

mahdollinen ddriarvokohta). Merkitddn
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H= 1G-S =5
Jos kohdassa (a,b) on
1) H>0 ja f.. >0, niin (a,b) on minimikohta,
2) H>0 ja f,. <0, niin (a,b) on maksimikohta,

3) H <0, niin kyseessd ei ole dcdriarvokohta (vaan satulapiste
tms.)

4) H =0, niin kyseessd voi olla dcriarvokohta, mutta sen laatu
on tutkittava muilla keinoin, esim. (a,b) :n ldhipisteiden avulla).

Madrita funktion z = x? + y3 —6xy +50 a) mahdolliset dariarvo-
kohdat, b) dariarvon laatu, c¢) dariarvot.

x=2x —6y=0 2x=6y=0  (x;=0 (x,=18
a) ) & 5 , :
2, =3y"—6x=0|3  |2x+)y*=0 [(1=0[1,=6

b) zy =2, z),=0y, z,=-6 . H=I12y-36.

Xy
Kohta (0,0): H <0 .. el dariarvokohta.
Kohta (18,6): H>0,z.,>0 . mimimikohta.

¢) Minimiarvo z,;, = z(18,6) = —-58.

Teknillisissa tehtavissid Lausetta 2 e1 tavallisesti tarvita, silld dariarvon laatu
selvida yleensa suoraan tehtivin luonteen perusteella samaan tapaan kuin
yhden muuttujan funktiolla.

Esim. 2

Suorakulmaisen sdrmién muotoisen kannettoman laatikon yksi
sivu vahvistetaan kaksinkertaiseksi. Optimoi1 laatikon muoto
materiaalimenekin kannalta.

Merkitdan laatikon tilavuutta V:11a. Jos
yz-paaty vahvistetaan (vrt. kuva), niin
kokonaispinta-ala on

Y

A=xy+2xz+3yz. X

Laatikon muoto on optimaalinen silloin, kun tdmé kokonaispinta-
ala A=xy+2xz+3yz on pienimmilladn.
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Pinta-ala 4 on kolmen muuttujan funktio, mutta muuttujia sifoo
toisiinsa se tieto, ettd laatikon tilavuuden tulee olla V) ts. etta

xyz=V (side-ehto)
Side-ehto muuttaa A:n kahden muuttujan funktioksi, silla sen
mukaan xz=V/y ja yz = V/x, joten
A=xy+ =l + Sl :
y X

Lahdetadn etsimédédn pinta-alan mahdollisia d4riarvokohtia:

A, = —3—V—0

e x? X2y =3V V=wz |x?y=3xyz
2V < 2 < 2 '

Ay:x__2:0 xy© =2V Xy~ =2xyz
y

Kun kumpikin yhtél6 jaetaan tulolla xyz # 0, saadaan yhtalopari

X

z

>

X:Q:% Soxcyrzg=3:2:1.
z 1

7.2  Pienimmin neliocsumman menetelmin sovelluksia

1. Otsikossa mainitun menetelmin ehkd tavallisin sovellus on annettuun
pistejoukkoon (x,3;),...,(x,,y,,) mahdollissimman hyvin luttyvin suoran

v =kx +b, ns. regressiosuoran maarittaminen (seuraava kuva).

y=kx+b

(Xpyl)/'

Johdetaan regressiosuoran |y =kx+b| kertoimille k& ja b laskukaavat

pienimmédn nelibsumman menetelméllda. Kohdassa x; pisteelld on y-
koordinaattt y; ja suoran pisteelld on y-koordimaatti y =kx, + 5. Néiden
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erotus on ns. pystypoikkeama, jota voidaan merkitd A;y:11a (vrt. edellinen
kuva). Siis

Osa néista poikkeamista on positiivisia, osa negatiivisia. Suoran pitéisi
kulkea niin, ettd poikkeamien yhteismaara, tarkemmin sanoen poikkeamien

itseisarvojen summa olisi mahdollisimman pieni. Kéytetddn itseisarvojen
sijasta poikkeamien nelividen summaa, ts. funktiota

[k, b)y=""[y; —kx; =] .
i=1

Etsitddn sellaiset k:n ja b:n arvot, ettd tdmd funktio on pienimmilldidn.

{fk' = 32y, ko —b]-(=x,) =0 2 Sl + ke +bx]=0
= .
Jo =2 2ly; —kx; =b]- (1) =02 S [y, +kx, +b]=0

Vaihdetaan summausjarjestystd niin, ettd lasketaan ensin yhteen kaikki
x; y; -termit, sitten kaikki lcx,-2 - termit jne.

Z(—x,yi)+2kxi2+2bxi:0 - —Zx,yi+k2xi2+b2xi:0
D (=y) +2 kg b =0 >y, k> x, 4nb =0

Tama on lineaarinen yhtéalopari, tuntemattomina k ja ». Kun ensimmaéinen
yhtilo kerrotaan n:1la ja toinen (—Z x;):1la ja yhtalot lasketaan sitten

yhteen, niin b eliminoituu ja k:lle saadaan lauseke

P n- Y x;y; = Q. x)Q.yi)
”'inz —(in)2 |

Vastaavasti saadaan ratkaistua b:
. Q¥ x;')- Q. x)OQ. xiyi)
n-y x; -Q x;)*

Nama kaavat 10ytyvat kaavastosta. Myos useissa laskimissa on ohjelmoituna
menetelma, jolla kertoimien k ja b arvot voidaan laskea, kun (x;,y,)-parit
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nappaillaan laskimen muistiin. Menetelmian englanninkielinen nimi on /inear
regression.

2. Regressiosuora on vain yksi esimerkki pienimmdn neliosumman -
menetelman kayttamisestd. Samantapaisestt voidaan laskea johonkin
pistejoukkoon mahdollisimman hyvin liittyva paraabeli, hyperbeli tms., tai
my0s esim. avaruuspisteisiin liittyva taso.

3. Erés sovellus on annettuthin pisteisim (x;, ;) .

(i =1, 2, ..., n) mahdollisimman hyvin littyvin :
eksponenttifunktion maarittaminen. TAma tehtava

muuttuu regressiosuoran maarittamiseksi > :a.ekx
seuraavalla tavalla:

Etsittdva yhtiloé on muotoa
y=a-ekx (a, k=17).

Otetaan kummastakin puolesta logaritmi:

lny:lna+lnekx

Iny=Ina+kxlne

Iny=kx+Ina ‘ merk. Iny =V, Ina=5
— —_

Y b

Y=kx+b.

Koska (x;,y;)-parit tunnetaan, nim (x;,Y;)-parit eli (x;,In y,)-parit
voidaan laskea (ja nappailla suoraan esim. laskimen muistiin).

Tehtivi palautuu siis (x;,In y;)-pareihin liittyviin regressiosuoran

mddrittimiseen. Nain saadaan ensin kertoimet k& ja b ja sitten a, silla

Ina=b -a=e’.

4. Joskus on tarpeen linearisoida
jokin kayra jollakin valilla eli méaarit-
tdd taman kayranosan Adrettoméan
moneen pisteeseen mahdollisimman
hyvin littyva suora y = kx + b. Tehta-
va on muuten ldhes samanlainen kuin
regressiosuoran kertoimien johtaminen
paitsi ettd summien tilalle tulevat inte-
graalit.
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*Esim. 3 Mairitd kiyranosaan y =Inx, 1< x <e mahdollisimman hyvin
liittyva suora y = kx + b (edellinen kuva).

Kohdassa x kayran ja suoran vilinen pystypoikkeama on
Inx —(kx+0).
Poikkeamien nelididen "summa" on
Flk,b)= jle[lnx —kx—bTPdx,

miké pitaisi minimoida. Derivoidaan f "termi termiltd" A:n ja b:n
suhteen ja merkitdin derivaatat 0:kst:

fie = 2-[nx— ke =b]-(~x)dx =0] 2

fiy =] 2-[nx—kx =b]-(~1) dx =0 2

_J'lexlnxdx+kjlex2 dx+bjlexdx:0

—jelnxdx + kjexdx + bjedxzo
L 1 1 1

6,362k +3,195h =2,097| 1,718

3195k +1,718h =1 |-(=3,195)

k~0,565, b~-0468.
HARJOITUKSIA
A, B

7.1 Méarita funktion z = x2 + y3 —12y+5 aanarvopisteet.

7.2 Madrita funktion z=x? + y2 +xy—6x—4y+5 aariarvokohta, déari-
arvo ja sen laatu.

7.3  Pisteestd A(3,0) piirretdan paraabelille y:x2 normaali. Maarita

normaalin kantapiste P. Ohje: P(x, y):P(x,x2 ) on sellainen
paraabelin piste, ettd sen etdisyys A:sta (tai etdisyyden nelio) on
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7.4

7.5

7.6

1.7

7.8

7.9

7.10

7.11

7.12.

pienimmilldan. Saat 3. asteen yhtilon, jonka ratkaisu 16ytyy helposti
kokeilemalla.

Kuten edellinen, mutta 4 = (5,5,0) ja paraabelin tilalla perus-
paraboloidi.

Suorakulmaisen siarmién muotoisen kannellisen astian pohja ja
kumpikin paity on vahvistettu kaksinkertaisiksi. Mikd on aine-
menekiltdin edullisin astian muoto.

Kaurahiutalepakkauksen kansi ja pohja ovat kaksinkertaiset. Maarita
pahvimaaraltaan edullisin muoto.

Maarita pisteisiin (0,1), (1,3), (2,2), (3,4), (4,5) liuttyva regressio-
suora a) edelld johdetuilla laskukaavoilla (laske ensin paperilla

summien ) x, sz, D vy ja Y xy arvot), b) kayttamélla apuna
laskimen tilastollisia ominaisuuksia.

Maarita pisteisiin  (—2,5), (0,3), (2,2), (4,1) parhaiten luttyva

eksponenttifunktio y = ae®™.

Laske pienimmin nelisumman menetelmélla pisteisiin (1,4), (2,2),
(3.2), (4,1) parhaiten liittyva hyperbeli y =£.

Kuten edellinen, mutta hyperbelinid y = % + b . Huomaa: tima tehtava

voidaan palauttaa regressiosuoran maarittimiseksi (mutta edellistd
e1).

*Maarita kdyrddn y = x> valilla 0...3 mahdollisimman hyvin liittyva
suora y=kx+b.

C

Mika pinnan z = xy —1 piste on ldhinna origoa?



7.13.

7.14

7.15

7.16

7.17

35

Laske ristikkéisten suorien

x=1t-1 x =35
y=2t ja {y=2+s
z=1+3 z=—1+2s

vilinen lyhin etéisyys.

Vesikourun poikkileikkaus on tasa-
kylkinen puolisuunnikas, jonka ala on
A. (A madraa kourun vedenkuljetus- a a h
kapasiteetin.) Laske b o
aariarvotehtiavana, minka muotoinen
kourun tulisi olla, jotta sithen tarvittava peltimaiara olisi
mahdollisimman pieni. (Ohje: esitd leikkausviivan pituus 2a + b
muuttujien a ja 4 avulla ja minimoi1 tdma funktio. Lopputulos on aika
itsestddn selva: poikkileikkaus on puolet sdaannollisestd 6-kulmiosta,
ts.a=bja a=060°)

/

Madrita kayraan y =e” valilla —1...1 mahdollisimman hyvin liittyva
suora y=kx+b.

a) Maarita yhtalopari, josta saadaan laskettua pisteisiin (1,1), (2,2) ja
(2,3) parhaiten liittyva kayra y = ax> +b.

b) Ratkaise tama yhtilopari, jolloin saat a:n ja b:n arvon.

¢) Miten saat a:n ja b:n laskettua helpommin?

a) Johda yhtaloryhma, josta saadaan tarvittaessa laskettua pisteisiin

(x;,y;) parhaiten liittyvdn paraabelin y= ax? +bx+c kertoimet.

(Tehtava on samanlainen kuin regressiosuoran johto, mutta yhtaloita
tulee nyt 3 kpl.)

b) Sovella tulos pisteisiin (0,0), (—1,-1), (1,1), (2,1) ja ratkaise
yhtéléryhma.
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8 Integraalilaskentaa

8.1 Viivaintegraali

Oletetaan, ettda on annettu

1. funktio f(x,y)
2. xy-tason kéyra AB .

Jaetaan AB n:d4n osaan, joiden
pituudet ovat As, ja keskipisteet

(X;, Vi)

Muodostetaan summa

SO, As+ ..+ f(x,,Y,) As.

Kun n — «, saadaan ns. viivaintegraali A:sta B:hen pitkin kayraa AB :

—~

[%f(x,p)ds = tim S F(xin31)- s

n—>©
i=1

Osavilien As er tarvitsisi olla yhtd pitkia ja pisteiden (x;,y;) vélien keski-

pisteitd. Vuvaintegraali lasketaan tavallisesti palauttamalla se maaratyksi
integraaliksi seuraavien esimerkkien 1 ... 4 mukaisesti.

Esim. 1

Laske paraabelinkaaren y = x2, 0<x<1
neliomomentt1 x-akselin suhteen. Y= X2
Kohdassa x olevan kaarialkion ds nelig- ds
momentti x-akselin suhteen on
A y }
dl, = y*ds X

—~

ja koko kaaren 4B nelidmomentti on "summa"

]x:J»Byz s ds—1/1+f(x) dx = 1+(2x

A

1
_ jox“ 1+4x2 dx = 0,390

Tassa esimerkissd integroitava funktio f(x,y) er sisdltanyt

ollenkaan x:44, vaan se oli pelkistdan y:n funktio: f(x,y)= yz.
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Palauttaminen "tavalliseks1" integraaliksi tapahtui siten, etti y ja
ds esitettiin x:n lausekkeina.

8.2 Tyo voimakentiissi

Esim. 2

(D

)

Kappale liikkuu voima-
kentdssa

F = u(x,y);+v(xay)]

vilvan ~ AB osoittaman A (x.9)

tien. Laske kentédn teke- 7 (XJ;dx,y+dy)

ma tyo. > I

Se, ettd xy-tasossa vai-
kuttaa téllainen voima-
kenttd, merkitsee, ettd tason jokaisessa pisteessd voimalla on
tietty suuruutensa ja suuntansa, jotka maaraytyvat funktioiden
u(x,y) ja v(x,y) mukaisesti.

Jos pisteestd (x,y) sirrytdan kayraa pitkin "darettoman lyhyt"
matka pisteeseen (x+dx, y+dy), niin voimalla on koko tilla

matkalla ds =dx i +dy j sama arvo (1). Vastaava tyo saadaan
voima- ja matkavektorien pistetulona:

dW:ﬁ-ﬁ:u(x,y)dx+v(x,y)dy.

Koko ty6 on osatéiden "summa" eli

W= [ Feds = [/ lu(x, ) dv+v(x, ) dy)|

Kyseessd on vektorifunktion F(x, y) viivaintegraali, joka
muuttui  differentiaalilausekkeen u(x,y) dx+v(x,y)dy viiva-
integraaliksi.

Jos kayran /I]; yhtilo  y= f(x) tunnetaan, niin vm.
viivaintegraali palautuu tavalliseksi integraaliksi esim. siten, etta
y:n ja dymn tilalle sijoitetaan niiden lausekkeet f(x) ja f'(x)dx.
Seuraava esimerkki havainnollistaa tatd menettelya.
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Esim.3 Laske voimakentin [ = (xy+1)i +(x+y)] tekema tyo, kun

tieni on paraabelinkaari y = x2, 0<x<1.

. F=(y+1)i+(x+y)]
W:jBF-d§ (y+Di+(x+y)J
4 ds=dxi+dyj
B
:JA[(xy+l)dx+(x+y)dy] y:xz, dy =2x dx
= [[[Cra® + 1) v + (x +2) -2 d]

1
= JO(3x3 +2x° +1) dx :%+

[S%]\8)
+
[e—

Il
\9]
|

Esim. 4 Jos voimakentti on sama kuin edelld, siis B
F=(xy+1)i+(x+y)j, mutta kappale 5
liikkkuu pisteestda A4(0,0) pisteeseen B(1,1) ﬁ/ .,
suoraa y = x eikd paraabelinkaarta pitkin, y—=x

L ; , A
niin ty6lle saadaan eri arvo: |

B
W:JA[(xy+l)dx+(x+y)dy] | y=x, dy=dx
= {7 + 1) dv+2x dr]=1+12 +1=21,

Esimerkkien 3 ja 4 voimakenttid on siis sellainen, ettd tyo pisteestd A4(0,0)
pisteeseen B(1,1) riippuu kiytetysta tiesta.

Yleisesti voidaan todistaa, ettd kun kappale likkuu voimakentéassa
F=u(x,y)i +v(x,y)] annetusta pisteesti 4 toiseen annettuun pisteeseen
B, niin kyseinen £yo on riippumaton kdytetystd tiestd, jos ja vain jos

B
@y | 4

Tallaista voimakenttia sanotaan potentiaalikentiiksi tai myos konserva-
titviseksi kentdiksi (tyon sailyttavaksi).

Jos integroimistie on suljettu viiva C, ts. alku- ja loppupisteet yhtyvit, niin
viivaintegraalista kaytetaan merkintaa i f(x,y)ds.
c



8.3 Pintaintegraali

Olkoon annettu

1. funktio f(x,y), f'V'
S

Jaetaan 7" osa-alueisiin, joiden pinta-alat ovat A4,

AyA4,...,A,A. Valitaan jokaisesta osa-alueesta yksi =
piste (x;,);).

Midéritelma. Funktion f pintaintegraali yli alueen T on raja-arvo

[ fxpda= dim 3 £Cxr) Al
T n—o

AiA—)ﬂ

Pintaintegraalin laskeminen tapahtuu yleensd kaksinkertaisena integrointina
silla tavoin kuin jo monisteen I osassa on esitetty. Jos erityisesti f(x,y) on >
0 koko alueessa 7', niin pintaintegraali antaa pinnan z = f(x, y) ja Xy-tason

alueen 7 vélisen kappaleen tilavuuden V, silli f(x,y) d4 = sellaisen pilarin
tilavuus, jonka pohjan ala on dA4 ja korkeus on f(x.y).

Esim. 5  Kappaletta rajoittaa pinta z=xyja xy- y=1

tason alue 7', jonka rajoina ovat paraa-
beli y= x? seka suorat x =0 ja y=1.
Laske tilavuus V. y=x

Alueessa T x muuttuu 0:sta 1:een ja

2

kiintedilli x:n arvolla y muuttuu arvosta x~ arvoon 1. Siten

0<x<l1
T:2

X SySl'

Koska lisdksi xy > 0 kaikissa 7'n pisteissd ja d4 = dy - dx , niin

= [foar=] S ayax= [y | s

1 1
=)y 30D de= - d=1G =4

1 2
Yy
zT}dx

X
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HARJOITUKSIA

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

8.7

8.8

8.9

A

—

Laske voiman F'=yi—2x, tekema tyo pitkin paraabelinkaarta
y:3x2,0£xsl.

a) Osoita, ettd voimakenttd F =(3x— xy2 )i — x? y j on konserva-
titvinen (tyon sailyttava). b) Laske tyo tassa kentdssa pisteestd (0,2)
pisteeseen (2,-2).

Kappaletta rajoittavat pinta z = X2+ y2 ja xy-tason kolmio, jonka
karjet ovat (0,0), (1,0) ja (1,2). Laske tilavuus.

B

oy ... |x=5cost
Laske Eﬁ[xdy — ydx]pitkin ellipsia o
y=3sinf
(2.1
Osoita, ettd viivaintegraalin j[xyz dx + x* y dy] arvo ei riipu tiesta
(0.0)
ja laske tama arvo.

B

Laske [[y°dx+(x”—2x)dy], missa A=(0,0) jab=(1,1) pitkin a)
A

janaa AB, b) murtoviivaa AEB, missa E =(1,0), ¢) E-keskista

ympyrankaarta X2+ y2 =2x.

Laske pinnan z=2 —;1 ja kolmion (1,0) (4,0) (4,6) vilisen
X

kappaleen tilavuus.

Laske pinnan z=x? y2 ja xy-tason kolmion (0,0) (2,-2) (2,4)
valisen kappaleen tilavuus.

Voima £ = yi—xj kuljettaa massapistetta origosta positiiviselle y-
akselille pitkin spiraalinkaarta » =2¢. Laske tyo. Ohje: esitd spiraali
parametrimuodossa.



8.10

8.11
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C

Avaruusintegraali J” f(x,y,z)dV maaritelladan vastaavasti kuin
K

pintaintegraali. Jos erityisesti f(x,y,z) = 1, saadaan kappaleen X tila-

vuus.

a) Laske sovelluksena pinnan z = X2+ y2 ja xy-tason kolmion (0,0)

(1,0) (1,2) wvalisen kappaleen tilavuus. (Ohje: Kappaleessa K x
muuttuu ..., kullakin kiintedlla x:n arvolla y muuttuu ... ja kullakin
kiinteélla (x,y)-arvoparilla z muuttuu ...)

b) Kappaletta K rajoittavat tasot z = 0 ja x = 1 sekd satulapinta

z=x’- y2 . Laske K:n neliomomentti xy-tason suhteen eli integraali

J1J<J 2 dv.

V4
Ohje: satulapinta leikkaa
xy-tason  pitkin  viivaa
x2 - y2 =0 eli suoria X
y ==x. Siten K:ssa F8
y +
0<x<I
—X<y<x
0<z<x?- y2
o . o X =rcosgQ : :
Jos pintaintegraaliin tehdaan sijoitus { , eli xy-koordi-
y=rsing

naattien sijaan otetaan kayttoon napakoordinaatit, niin pinta-alkio
saa muodon

dA =rdedr .
1 )
Laske sovelluksena ” 53 dA , kun T:na
X"ty

on origokeskisten 1- ja 2-sdteisten ympy-
roiden vilinen alue.
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9 Laplace-muunnos

9.1 Laplace-muunnos eli L-muunnos

Derivoinnissa on oikeastaan kyse ns. derivaattaoperaattorista D, joka
muuntaa funktion 7(¢) uudeksi funktioksi 7'(1):

DLf(O]= f(1)

(sovelluksissa muuttujana on usein aika f). D-operaattori on luonteeltaan ns.
lineaarinen operaattori, ts. se tayttaa seuraavat kaksi ehtoa:

Dla-f(t)=a-DIf(]  (a=vakio),
DLf(1)+ g(0)]= DLf()]+ Dlg(0)].
Taman kaanteisoperaattori on integraalioperaattori I
1[f()]= j: f(O)di  (a=vakio).

Se muuntaa f(7):n uudeksi funktioksi F(x)—/F(a), missi F on fn
integraalifunktio. Myos /-operaattori on lineaarinen.

Myo6s Laplace-operaattori L on eris integraalioperaattori:

LIf(0)= |, ™ f(t)dt=F(s)|

L-operaattori kertoo siis funktion f(¢) "vaimennustekijclld" e™' ja integroi
tulon #:n suhteen 0:sta co:44n, jolloin lopputulos on erds parametrin s funktio
F(s). Lyhyesti sanottuna L-operaattori muuntaa funktion f(t) erddksi
uudeksi funktioksi F(s). Siksi puhutaan myos L-muunnoksesta.

Talla integraalilla ei yleensa ole darellista arvoa eli integraali e1 suppene s:n
negatiivisilla arvoilla, mutta suppenee, kun s on posititvinen (tai kun s > a).
L-operaattorilla on kayttod mm. sdatotekniikassa ja differentiaaliyhtiloiden
ratkaisemisessa (virtapiirit, lujuusoppi yms.).

Esim. 1  a) Laske funktion f(¢)=a (a=vakio) L-muunnos F(s).

Kun s > 0, niin
—st
Lal= " adi=a| =L L __do_py2
0 0 —S Ky 0 est s S
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.. a .
Siis Llal]=— (s>0) el
S

fity=a = F(s)="2.
S

Voidaan myds sanoa, ettd /-muunnos tai /-operaattori muuntaa
vakiofunktion a hyperbeliksi % :

f(t) E(s)
f(t)=a

t

"t-alue" "s-alue"

b) Funktion f(#)=t¢ L-muunnos saadaan vastaavaan tapaan,
mutta osittaisintegroinnilla (harj.):

1
L[t]=i2 eli |f()=t= F(s)=—|
S N

¢) Yleinen potenssifunktiota koskeva tulos on

n!
+1
Sn

Lit"1=

(s>0, n=0,1,2,....).

*Se voitaisiin todistaa tekemalld integraaliin sijoitus —st =u ja
kayttamalla kaavaa [x"e* dx =....

d) Lasketaan nyt funktion 7(¢)= e L-muunnos:

L[e"]= J;O e e dr = J;O el gy ‘ oletetaan, ettd s>a

_‘we(“‘”’_ 1 ‘oo L _ 1 gyt
0 a—s a-—s10 L=t 4 s—a
Siis |f(t)=e" = F(s)= (kun s > a).
S—a
1 1 21

(kun s>-2) ja L[ﬂ]:—é:i.

Taten esim. L[e_zt]: =
s—(-2) s+2 $ 8
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Koska integroinnissa vakio a voidaan siirtdd integraalimerkin eteen ja
summa voidaan integroida termi termilta, niin L-operaattori on lineaarinen,
ts.

Lia- f(Ol=a- LLf(D)]
LIf (@) +g@®)]=LIf()]1+ Lig(d)]

l
Esim.2 a) L[3e’+5r2—2]=3-L+5-3—3.
s—1 s
at __—at
b) Lfsinh at] = 1[*—¢ =11 !
2 2's—a s+a
_sta—(s—a) a

= (s>a).
2(52 = az) s —a*

9.2 Kiinteismuunnos

Laplace-operaattori /. muuntaa funktion f(¢) uudeksi (s-avaruuden) funk-

tiokst /7(s). Operaattorin [ kddnteisoperaattori L' muuntaa F (s)m
takaisin f(¢):ksi, ts.

LF(s)]= f(1).

Koska L-operaattori on lineaarinen, samoin on !

Esim. 3  a) o B (s>0), L7 L I | L (s> 3).
2
LS S s—3
by I 2+23S}=L_1[2-L2+3-1}=2t+3.
L S S s
T 9 suoritetaan osamurtoihinjako
) L 2} 2 =44 B_ ine. kertaa!
_S(S+ ) S(S+2)_ S S+2 J °s .
L. }:l—e_zt.
s s+2

*Osamurtokehitelméa 16ytyy myos seuraavasti:

2 (s+2)-s_(s+2) s 1 1

S(S+2)_ s(s+2) _S(S+2) S(S+2):S s+2°
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Huom. Joissakin tehtdvissa voit tarvita tietoa, ettd ns. Diracin delta-
funktion 6(t) L-muunnos on = 1, ts.
LIs()]=1 .. L'1]1=6().

Tata funktiota kéasitellaan tarkemmin mydhemmin.
9.3 Derivaatan ja integraalin Z-muunnos

Lause 1 Jos f(t):n L-muunnos on F(s), niin
LI f'()]=s-F(s)- f(0+)
LIf"(#)] =5 F(s)=s- f(0+)— £'(0+)|

missd esim. [ (0+)— 11m f () (vrt. seuraavat kuvat).

b

Kummassakin kuvassa f(0-)=0, f(0+)=a. Jos funktiolla f(7) ei ole
hyppéystd kohdassa 7 =0, vaan f(¢) on jatkuva kohdassa /=0, niin
kumpikin niisté toispuoleisista raja-arvoista on = f(0).

: e w=e V=0
Tod. 1) L[f (t)]—JO e ’f (f)df [u,:_sest v:f(t)]

=l e @ sf e f ) a
=0— £(0+)+SLLF ()] = sF(s)— £(0+).

2) Sovelletaan kohtaa 1) funktioon f'(f). Sen mukaan tamin
funktion derivaatan eli /"(¢):n L-muunnos on

LIf"(O]=s-LLf(O]=f'(0+)
= 5-{5-F(s)= £(04) } = £1(0+)
= 5% F(s)=s- f(0+)— f'(0+).

a

5 5 - Laske
s“+a

funktion cosar L-muunnos. Koska sinaf:n derivaatta on

acosat , niin Lauseen 1 mukaan

Esim. 4 Oletetaan tunnetuksi funktion sinaf L-muunnos
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Llacosat]=s-

a-L[cosat]=

as

—sin(0+) = lineaarisuus
s? +a? s? +a? ‘
as
‘a - Lcosat] = :
s? +a? ‘ s? +a?

Seuraavassa taulukossa on erditd tavallisimpia [-muunnoksia, myos
integraalin L-muunnos. Laajempi taulukko 16ytyy kaavastosta.

f(t) F(s) eli L[ f(2)]
a ﬁ, s>0
S
!
o L, s>0,n=12,.
S
e ! , S$>a
S—da
sinat 5 - 5
S +a
cosat > : >
S +a
sinh at 5 a 5
S —da
S
cosh at
S2 —612
J'(1) sF(s)— f(0+)
S0 s2E(s)— sf(0+)— /7 (0+)
[ raya r(s)
0 S
o(t) 1
f(t—a)  (viive a) e PF(s)
tsinat o 2
(s2 +612)2
tcosat s*—a’
(s2 +Clz)2
(10 n!

(s— a)n+l

Huomaa:

Kun derivaatan
L-muunnosta
laskettaessa F(s)
kerrotaan s:11a ja
tuloksesta
vahennetdan f(0+),
joka on usein =0,
niin integraalin
L-muunnosta lasket-
taessa taas £(s)
jaetaan s:11a (kuten
voidaan todistaa).
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9.4 L-muunnoksen kiyttiminen diff.yhtiloiden ratkaisemiseen

L-muunnos sopii hyvin lineaaristen diff.yhtdloiden ja diff.yhtdloryhmien
ratkaisemiseen. Perusajatus on, ettd oftamalla diff-yhtdlon kummastakin
puolesta L-muunnos, funktion y(t) diff.yhtdlo muuttuu funktion Y(s)

tavalliseksi lineaariseksi yhtdloksi. Huomaa seuraavassa myos alkuehtojen
kasittely ja osamurtoihin jako.

Esim. 5  Ratkaise diff.yhtalo y’'+3y =0, alkuehtona y(0)=2.

Otetaan DY:n kummastakin puolesta /-muunnos, kaytetdan
muunnoksen lineaarisuutta, derivaatan L-muunnoksen lauseketta

jatietoa, ettd L[0]= % =0:
y'+3y=0 ‘ L —muunnos

sY(s)— y(0+)+3Y(s)=0
=2
(s+3)Y(s)=2

Y(s)=—2— ‘L_l
s+3

V(1) = L—l[i} ) .L—I[L} —2.¢73
s+3 s+3

Esim. 6  Ratkaise seuraava DY, alkuehtoma y(0)=2, y'(0)=-2.

y'+2y'+y=1 ‘L—muunnos

52 -Y(S)—S-y(0+)—y'(0+)+2-(S-Y(s)—y(0+))+Y(S):l
=2 =2 =2
2
(52 +2S+1)Y(S)=2S+2+12M
s s
2 2
Y(s)= 282 251 = 28 +2S:1 ‘ osamurtoihin jako D
s(s7+2s+1)  s(s+1)
|
Y(s):1+ L— > | L7 Le )= d >
s s+l (s+1) (s+1)
y(t)=1+e " —te™",
1) Osamurtokehitelmi on seuraavaa muotoa, koska nimittdjassi on 2-kertainen
L . 2s%42s+1 A4 B C
lineaarinen tekyjd: ————=—+ +

s(s+1)2 s s+l (s+1)?
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*Esim. 7 Ratkaise seuraava DY, alkuehtoina y(0)=1, y(7/2)=-1:

V"+9y =cos2t ‘ L —muunnos

A

SzY(S)—Sy(O+)—y'(0+)+9Y(s): 5 ‘merk.y'(O):a
7 T s +4
(52+9)Y(S):S+a+ 2S
s“+4
Y(s)= s 4 s

+
s2+9 52 +9 (52 +4)(S2 +9)

Jaetaan viimeinen termi osamurtoihin. Kehitelmi on muotoa
s As+B Cs+D
2 2 =5 .t
(s“+4)(s"+9) s°+4 s°+9

ja sen kertoimiksi saadaan 4 = % C= —%, B=D=0. Siten

s a s s -
Y(s)= + + — L
s> +9  s2+49 S(S2 +4) 5(S2 +9)
|

y(t)=cos3t+a-5-sin3t +%cos2t—%cos3t.

Sijoitetaan tdhan alkuehto y(z/2)=-1, jolloin saadaan a:lle
arvo a=12/5. Lopputulos on

y(t)= %sin 3t +%cos3t +%cos 21

9.5 Virtapiirin vastinpiiri L-muunnoksessa

Kun oheinen RCL-piiri suljetaan hetkelld t=0)

t =0, kondensaattor1 alkaa varautua ja pie- R

nella aikavalilla ¢...1 +dt se saa varauksen

dq =1i(t)-dt . Hetkeen t mennessi varaus on U — C=F

kasvanut arvoon L
<D —

i(t)

t
q(t)= jo i(t)dt (osavarausten "summa").
Virtapiirin jannitehaviot ovat

UR:R'i(t), ur, :Ld

I ] BN
- uC—Eq(t)—EJOl(t)dt.
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Virranvoimakkuudelle #(#) saadaan jannitehdvididen summasta diff -int.
yhtél6 (Kirchhoff)

(1) L%+Ri(r)+%‘[éz’(t) dt=U .

Tasta yhtalosta saadaan Z-muunnetuksi yhtaloksi (koska i(0) = 0)

st 1(9)+ R-1()+ 52D U gy
S S
(1 SL-](S)+R-[(S)+é.](S):g
S

Voidaan ajatella, ettd alkuperdinen z-alueen virtapiiri, jossa on jannite U ja
keskendan erityyppiset R-, L- ja C-komponentit, on korvautunut s-alueessa

U, virran i(1) tilalla on I(s) ja
piirissi on kolme ohmisen vastuksen tavoin kayttaytyvaa komponenttia R, s

ja &5

vastinpiirilld, jossa jannitteen U tilalla on

Cs’
t=0) u
[ |

IR | LR |
u_L 1
U — C =— S T sC

L
< — L
i(t) I(s)
virtapiiri vastinpiiri

Virtapiirien tilalle voidaan siis ajatella vastinpiirit, jolloin ei ole tarpeen
kirjoittaa ollenkaan virtapiirien diff.yhtdloitd tai diff.yhtdloryhmid, vaan
niiden sijaan voidaan kirjoittaa suoraan vastinpiireistd saatavat lineaariset
Vhtdlot tai yhtdloryhmeit. Korvautumissaannot ovat edellisen mukaan

Vars.piiri R L C u(t) i(?)
Vastinpiiri R sL % L[u(?)] 1(s)
S
Tasavirtapiirissda u(¢)=U ja L[u(t)]=L[U ]:%. Vaihtovirtapiirissa
Hw

taas u(f)=dsin et jasiten L{u(t)]=———.
ST+



70

*Virtapiiritehtdvissa ei aina ole tarpeen laskea virran i(¢) lauseketta, vaan
kaytannossa riittaa, jos pystytddn laskemaan, mita arvoa i(¢) ldhenee, kun
{ —> oo . Tama virran loppuarvo saadaan usein suoraan /(s):n lausekkeesta
seuraavalla loppuarvolauseella:

lim i(¢)=lim s- I(s).
t—o0 s—0

9.6 Viive, yksikkoaskel ja yksikkoimpulssi

Jos g(t)= f(t—a), niin sen arvon, jonka
funktio f(¢) saa hetkelld ¢, funktio g(¢) saa
vasta hetkella 1 +a, silla

glt+a)=f(t+a—a)= f(1).

™) (t) = f(t-a)

- | - t \ tra \
Taméa tulos voidaan esittdd seuraavassa muo-
dossa: g-funktiossa eli f (¢ —a)-funktiossa on a:n suuruinen viive funktioon

f(t) verrattuna.

Esim. 8  Funktiossa cos(/—7) on

% ‘n suuruinen viive funkti-
cos t

oon cos/ verrattuna. Mutta = | s(t-n/2) = sin t
trigonometrian mukaan

cos(t—%) =sinf, \\>
joten  sin t -funktiossa on

%.’n Suuruinen viive cost -

funktioon verrattuna. Geometrisesti tima merkitsee, ettd sini-
z

2

funktion kuvaaja on Z%:n verran kosinifunktion kuvaajasta

oikealle.

Miéritelma. Yksikkoaskel-funktio (unit step function)

I, kun >0 u(t)
u(t)=
0,kun #<0

Taten esim. u(0+)=1. Arvo u(0) voi
vaihdella sovelluksesta riipuen.
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Yksikkoaskeleen avulla voidaan esittdd mui- h-u(t - a)
takin "askelfunktioita". Esmmerkiksi funktio, hte--
jossa on /:n korkuinen askel kohdassa a, on

SO =h-ut-a),

ts. tassda funktiossa on a:n suuruinen viive
funktioon /- u(t) verrattuna.

Kun edellisen kuvan mukaisesta askelfunk- h-u(t - a) - h-u(t - b)
tiosta f(¢)=h-u(t—a) vahennetdan koh- hil--- - —

dasta b alkava /:n suuruinen askel, saadaan
viereisen kuvan esittiméa funktio.

Tallaista funktiota voidaan kayttda monissa
sovelluksissa, esim. seuraavissa:

o systeemiin syotetddn vakiovirtaa tai jannitettd hetkestd a hetkeen b
(Jannite- tai virtapulssi)

 systeemissd vaikuttaa vakiovoima aikavalilla a...b,

o palkin osalla a...5 kuormituksella on vakioarvo (télloin #:n tilalla on x).

Esim. 9  Seuraavassa on neljan muun funktion esitys u(7):n avulla.

fHy=u(-t+1) ft)=2u(-t+ 1) -u(t-1)+2u( - 3)
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Koska u(t)=vakio 1, kun t > 0, niin %(#):n L-muunnos on % Siis

L{u(t)] = % |

Yleisemmin

Liu(t—a)]=e™* A
s

*Tod. Llu(t—a)]= J;O e u(t—a)dt

(t—a) Lkunt>a
u(t—a)=
0,kunt<a

tehdddn siy. f—a=r..t=a+r7

sodt=dr, ta..o .7.0... 0

_ J(‘)’Oe—s(aJrz') dz_:J’;Oe—as e 5T dr

= J;O e 1dt

= @ L[l]=e" l
s

*Samalla periaatteella voidaan f(t) fit-a
todistaa, ettd jos f(t) on }/_¥ ﬁ
funktio, jonka arvot ovat = 0,

kun t < 0, niin | | a

ey

Lif(t—a)|=e"®-F(s)|

Jos siis esim. jokin signaali e1 ala hetkella # = 0, vaan siind on viive a, tAma
viive aiheuttaa s-alueella lisitekijan e . Vastakkaissuuntainen, saman-
tapainen tulos on L[e” - f(1)]=F(s—a).

*Huomaa my0s, ettd jos jokin funktio kerrotaan u(¢):114, niin #:n negatiivisia
arvoja vastaava osa funktiosta nollautuu, koska u(#) =0, kun # <0.

f(t) u(t)f(t)
| |

[u(t-a)-u(t-b)If(t)

]

| a b
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*Vastaavasti funktiolla u(f - a) - u(¢t - b) kertominen nollaa vilin a...b
ulkopuoliset funktion arvot (vrt. edellinen kuva). Sovellus: esim. signaalista
(?) otettu nayte.

Viereisen kuvan mukaisen funktion esitys yksikko-

askeleen u(¢) avulla on 1/N o
) —u(t—h)
D =Lu(ty=Lu(r—hy="4 .
£y =L uty=Lu(c—hy ; %
Tamén funktion kuvaajan ja r-akselin vilisen alueen h

pinta-ala on %-hzl, ts. J_oooof(t)dtzl. Kun

annetaan /:n ldhestya 0:aa silla tavoin, etta pinta-ala (eli edellinen integraali)
on koko ajan =1, saadaan Diracin deltafunktio el yksikkoimpulssi

5(1) = lim 2= =h)
h—0 h

Pinta-alalle asetettu ehto merkitsee, etta
) [ sydr=1.
Lisaksi 6(¢)=0, kun t #0 (ja o(t)=o, kun t=0).

Vaikka o(¢) e1 taytd tavallisia funktioille asetettuja vaatimuksia, silla on

kayttoa mm. hetkellisen (kestoajaltaan "darettomén lyhyen") mekaanisen tai
sdhkoisen pulssin tai pistekuorman kasittelyssa. Todellisilla impulsseilla eli
hetkellisilla pulsseilla on aina jokin lyhyt kestoaika ja &(¢) on siten vain
likiarvo (approksimaatio) todelliselle tilanteelle.

*Jos jokin funktio f(7) kerrotaan o(¢):1l4, merkitsee se, ettd f(¢):n muut
arvot paitsi f{0) nollataan ja vastaava pinta-ala tulee f{0)-kertaiseksi eli

3) [ sy @ydi=1(0).

*Vastaavasti viiveelliselld funktiolla 6(f —a) kertominen antaa tuloksen

(4) [~ st-ayf@yde=fa).

Diracin d-funktiota kaytetdan mm. seuraavasti:
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o Virtapiirissd o(¢/)U merkitsee hetkelld 1 = 0 piiriin sydtettyd U:n
suuruista janniteimpulssia.

o Funktio (¢ —a)- f(¢) antaa signaalista f(7) hetkelld a otetun naytteen.

o Palkin taivutusmomenttia tai taipumaviivaa madaritettdessa  tulo
o(x —a)lq merkitsee {:n suuruista pistekuormaa kohdassa x = a.

*Esim. 10 Viereisen ulokepalkin  kuor-
mituskorkeuden ¢(x) lauseke
voidaan esittdda yksikkoaskeleen
u(x) ja o(x)-funktion avulla
seuraavasti:

qx)=u(x-1)-g—u(x-2)-q+56(x-3)- F

Téstd saadaan tatvutusmomentille M, (x) ja taipumaviivalle y(x)
diff yhtalot, koska
!

n " M
=—q(x) ja =——.
M, =—q(x) ja y I

Funktion &(¢) Laplace-muunnos on |L[d(#)]=1|ja yleisemmin (1):n nojalla
LiS(t—a)|=e™" .

| I |
——e
*Tod. L[6(t)]= lim L[u(t)—u(t h)} = lim 2% (lineaarisuus)
h—0 h h—0 h
_ _—hs _,—hs
im 2 L im 5 (Hospitan)
S h—>0 h S h—0
HARJOITUKSIA
A

9.1 Laske esimerkissa 1 mainittujen tulosten avulla
a) Lle™], b) L[0], ©) Fs)kun f()=e, d) L[]
9.2 Laske Z-muunnoksen maaritelmén nojalla L[5- e_zt] :

9.3  Maanta L-muunnoksen lineaarisuutta ja kaavastoa (tai kohdan 9.3
taulukkoa) kayttaen seuraavien funktioiden /-muunnokset:



9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

9.10

9.11

9.12

9.13

9.14
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a) f(t)=1-2t+cos3t, b) y(1)=2¢> —sin2¢+1.

Madrita a) L“[I_—S}, b) L S ¢) L‘I[SH—S”}
252 (s+D(s—-1) s—2 s-1

3s—2

d) Funktion ¥(s) =

kaanteismuunnos y(¢).
s(s+2

Laske L[f'(1)] jaL[f"(t)], kun 7(0)=2, f'(0)=-1 ja fif)n L-
257 —55+6

muunnos on F(s)= :
Sz(S— 2)

Ratkaise seuraavat DY:t L-muunnosten avulla ja tarkista saamasi
tulokset (dertvoimalla):

a) y'+y=e’, »0)=1, b)y'+3y=5 p0+)=2.

Ratkaise DY y"+ y =0, kun alkuehdot ovat a) y(0)=1, y'(0)=0,
b) y(0)=0, y'(0)=1. Tarkista saamasi tulokset.

Ratkaise integraaliyhtilo y(t)+ 2jé wt)ydi=e".

Piirra funktion f(¢)=3u(t —1)—2u(t —2)—4u(t —4) kuvaaja.

B

Todista Laplace-muunnoksen maééaritelmasta  lahtien  osittais-

: . 1 . :

ntegroinnin  avulla, ettd L[f]=— (s>0). Pirra vastaavien
s

funktioiden f(f) ja F(s) kuvaajat, jotta niet havainnollisesti, miten

funktio muuttuu siirryttiessa f-alueesta s-alueeseen.

. . . | 4s-1
Maarita kaavastosta 10ytyvien kaavojen avulla L l{(;—g)z} :
T+

Todista, ettd L[y"(1)]=s°Y(s)— s> p(0+)— sv"(0+) — »"(0+).

Ratkaise /-muunnoksilla y"+ y=¢, y(0)=1, y'(0)=-2 ja tarkista
lopputulos derivoimalla.

Ratkaise /-muunnoksilla diff.int.-yht4lo
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9.15

9.16

9.17

9.18

9.19

9.20

9.21

V' +3y+2[ W(z)dr =21, 1(0)=0
Laske oheiselle piirille virran i(¢) L- U =10 (V)
muunnettu lauseke I(s) ja paittele
siitd virran loppuarvo i, . Konden- ‘_'

Maaritd RL-tasavirtapiirille funktio
i(t). Paattele tista, mitd arvoa i(f)

saattor1 on alussa varaamaton. t=20 i\ ? R=2(Q)

C=1/5(F)

lahenee, kun 7—>oo. Totea, ettd L=1(H)

saman tuloksen saat, kun lasket

raja-arvon lim s/(s).
s—0

Esita u(t)- ja o(¢)-funktioiden avulla
viereisen kuvan mukainen funktio.

e p—
NN N G 1'_ I |
|
C
Ratkaise diff yhtaléryhma
x'()—y(t)=t
{ W72 022, w0)=1
x(t)-y'(0)=1
0, kun x < -1
3 kun—-1<x<2
Esitéd askel- ja d-funktion avulla funktio f(¢)=145 kun x =2
3 kun2<x<4
=2, kun x =2 4

RL-piiriin syotetaan impulssi U hetkella ¢ = 0, jolloin DY on

Ri(1)+ Li'(t) = 5()U .

Ratkaise tami DY.

Muodosta esimerkin 10 mukaiselle ulokepalkille diff.yhtalo
M/(x)=... ja ota siitd L-muunnos, ts. laske M,(s)n lauseke.

Ulokepalkilla on y(0)=»"(0)=0.
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10 Sarjoista

10.1 Lukujono ja sarja

Lukujonossa

U,uy,....Uy,,...

u,, on n:s jisen. Esimerkkeja:

L2,..,n, ...
1,3,5,....,2n—1,... (4, =2n—-1-—> o0, kun n — o)
1lll (u,, > 0, kun n — o)
23 n
Sarjassa
o0
(1) wytuyt..tu,t+....= Z”k ,
k=1

u,, On m:s termi. Sarjan n:s osasumma on

S, = +uy+. Au, .
Sarjan kayttaytymisestad saadaan kuva, kun tutkitaan osasummien muodosta-
maa jonoa (eli lasketaan sarjasta yha pidempi ja pidempi patkéa):

Sl:Ul, S2:U1+U2, S3:UI+U2+U3, S4:1/l1+1/l2+1/l3+1/l4,...

Jos jonolla S,S,,...,S,,,... on dérellinen raja-arvo S, sanotaan, etti sarja (1)
suppenee (konvergoi) ja S on sarjan summa. Muulloin sarja hajaantuu
(divergoi).
1 1 1
+ + +
1-2 23 34
1 1 1 1 1 1

S, = + + +..+ =—- L (osamurtokehit.)
1-2 23 34 n(n+1) k(k+1) k& k+1

Esim. 1  Sarja ... suppenee ja sen summa on 1, silla

P S NS N S e & v
_(1 2)+(2 3)+(3 4)+"'+(n n+l)

1 1 . L
= 1 (termit kumoutuvat parittain)
n

— 1, kun n — .
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Esim. 2 Seuraavat sarjat hajaantuvat:

1+2+3+... (S,, = o, kunn — ).

1+;+1+411+'” Todistuksen ajatus: Toinen termi = 1/2, kahden

seuraavan summa on > 1/2, neljan sitd seuraavan summa on >

1/2, kahdeksan seuraavan > 1/2 jne. Taten summa on >
1+12+12 + ...

I-1+1-1+1-1+—...Taméa sarja hajaantuu siksi, ettd jokainen
parillinen osasumma S,;, =0 ja jokamen pariton osasumma
Srk+1 =1, Joten S, ei ldhene n:n kasvaessa mitddn aéarellista
arvoa (vaan on vuorotellen 1 ja 0).

10.2 Aritmeettinen ja geometrinen sarja

Aritmeettisessa sarjassa muutos d (difference) termistd seuraavaan siirryt-
tdessi on aina saman suuruinen, ts. sarja on muotoa

(2) a+(a+d)+(a+2d)+(a+3d)+...

Koska toisessa termissa on 1-d, kolmannessa 2-d jne., niin yleinen eli n:s
termi on

u,=a+(n-1)d

Paattymaton aritmeettinen sarja hajaantuu aina, koska osasummien jono
— oo tat —oo sen mukaan, onko d > 0 vai < 0. Niinpa sarjasta (2) esiintyy

kaytannossa vain #:s osasumma. Sen arvo on

a+u,

S =n
" 2

("n kertaa ensimmdiisen ja viimeisen termin keskiarvo')

*Tod. Lasketaan S, kahdella tavalla ("etu- ja takaperin"):

S,=a +(a+d) + (a+2d) +..+u,
+
S, =u, +(u,—d)+(u,-2d)+...+a

28, =(a+u,))+(a+u,)+..+(a+u,)=n(a+u,)

a+iu,

S =n

n

1+100

Esim.3  1+2+3+..+100=100- =50-101.
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Geometrisessa sarjassa jokainen termi saadaan edeltavista termista samalla
luvulla g kertomalla, ts. sarja on muotoa

o0
3) a+aq+aq2+...+aq"_1+...= Zaqk_1 (a#0).
k=1

1) Jos geometrisen sarjan "suhdeluku" (quotient) g =1, sarja on vakio-
terminen a+a+a+... jJa se hajaantuu (+ tai — daretonta kohti sen mukaan,
onko a > 0 vai <0).

Jos taas ¢ #1, niin #:s osasumma S, = a+aq+.. .+aq”_l on

n-1 n
S,,,:ar(l+qr+...+q”_l):ar-(1 Orgr.4q )_, 120

(1-q) l-q

Taméan avulla voidaan tutkia geometrisen sarjan suppenemista jaljella
olevissa tapauksissa:

. 1 : .
2) Jos |g|<1, nun S, —>a-1—, kunn — oo, ts. sarja suppenee ja sen
—q

a
summa on ——.

1-¢
3) Jos |g|>1, niin sarja hajaantuu, koska \q\” — 00, kunn — .
4) Jos g=-1, sarjaon a—a+a—a+—... ja sis hajaantuu (S, saa vuoro-
tellen arvon a ja 0 eli e1 ldhene mitdén arvoa, kun n — ).

Tulos: Geometrisen sarjan (3) osasumma
1 _ n

S,=a- 1 ,
1-¢

§=—"|
1-¢
Esim. 4  Sarja 1+l+l+l+ + + /
. ] ytytg ot 1 12 /1§
on geometrinen, suhdelukuna | I I Izl
1

q:%. Sarja siis suppenee ja sen
1 p—
1-%

summaon § = 2.
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Geometrisessa sarjassa prosentuaalinen muutos termisti seuraavaan on
aina yhtid suuri. Jos nimittiin esim. ¢ =1,23, nin jokainen termi on

edeltdjaansd nahden 1,23-kertainen eli sitd 23 % suurempi. Jos taas
q = 0,92, niin jokainen termi on edellisti termidin 8 % pienempi.

Taméa ominaisuus tekee geometrisen jonon q,aq,aqz,... kayttokelpoiseksi,

kun valitaan vilikokoja pyorotangoille, putkille, hammaspyorille, pulteille

yms.

Esim. 5

Kahden putken halkaisijat ovat 20 mm ja 200 mm. Naiden vilille
tehdaan nelja valikokoa. Mitoituksessa kaytetddn a) aritmeettista,
b) geometrista porrastusta. Laske halkaisijat.

a) Halkaisijat ovat muotoa
20,20+ d,20+2d,20+3d,20+4d,20+5d =200

Taten 20 +5d =200 .. d =36 ja halkaisijoiden mm-koot ovat

20,56,92,128,164,200.

Ensimmaisestd koosta toiseen siirryttiessa halkaisija kasvaa
lahes 3-kertaiseksi, tarkemmin sanoen n. 180 %. Kahden viimei-
sen koon valilla kasvu on vain n. 22 %.

b) Halkaisijat ovat muotoa
20,20q, ,20¢°,204>,20g*, 204> =200 . ¢ =10"° ~1,5848

Tasta saadaan halkaisijoille suunnilleen seuraavat koot mmi:1ssé:
20 317 502 79,6 1262 200.

Koosta seuraavaan siirryttdessd putken halkaisija kasvaa n.
1,585-kertaiseksi eli 58.5 %.

10.3 Potenssisarja

Muotoa

o0
a0+a1x+a2x2+...= Zakxk (a;, €R)
k=0
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olevaa sarjaa sanotaan x:n potenssien mukaan eteneviksi potenssisarjaksi
tat myos Maclaurinin sarjaksi. Sen suppenemisalue on jokin origokeskinen
vali —r...r. Jos erityisesti potenssisarjan jokainen kerromn on yhtd suuri,
kyseessd on geometrinen sarja, suhdelukuna x:

a+ax+ax2+...

Sen suppenemisalue on origokeskinen vali —1<x <1.

Yleisemmaén, (x — x, ) :n potenssien mukaan etenevén potenssisarjan

a,+a;(x— x0)+a2(x—x0)2+...

suppenemisalue on jokin x,-keskinen wvali. Téallaista sarjaa sanotaan
Taylorin sarjaksi. Jos x, =0, niin Taylorin sarja on Maclaurinin sarja.

Esim. 6 Sarja 1+(x—-1)+(x— 1)2 +... on  geometrinen, jonka
suhdelukuna on g=x-1. Sarja suppenee niilld x:n arvoilla,

jotka toteuttavat ehdon —1<x—1<1 eli ehdon 0<x <2 . Nailla
1 1

= . Siis
I-(x-1) 2-x

x:n arvoilla sarjan summa on

%:1+(x—1)+(x—1)2+..., kun 0<x <2,
—X

Talla tavoin funktiolle %x on saatu (x —1):n potenssien mukaan

eteneva sarjakehitelma eli 7aylorin sarjakehitelma pisteen x =1

1

ymparistossa. Tata kehitelmida voidaan kayttaa funktion -

sijasta, mutta vain valilla 0 <x <2,
10.4 Potenssisarjan muodostamistapoja

Useat sarjojen sovellukset perustuvat siithen, ettd annettu funktio esitetdcdn
potenssisarjana eli kehitetidn potenssisarjaksi. Seuraavassa on tarkoi-
tuksena esitella tarkeimpia sarjakehitelmia ja niiden muodostamistapoja.

*1) Geometrisen sarjan summafunktioiden kehitelmiit

Esim. 7 Kehita funktio Maclaurinin sarjaksi ja maarita kehitelmén

2—Xx
voimassaoloalue.



82

— a .
3 3/2 IT on supp. geom. sarjan
2-x 1-x/2 ,
D a+ax+ax“+... summa
:§+§£ i(ﬁ) .., kun a1
2 22 22
=§+ix+ix2+ +ix . kun —2<x<2
2 22 2 2"

2) Sarjakehitelmiin muodostaminen derivaattojen avulla

Pyritaan 16ytamaan funktiolle f potenssisarjakehitelma

f(x):a0+a1x+a2x2+...

(el f(x):aa esittivd Maclaurinin sarja). Kertoimien a;, méarittdmiseksi
sarja derivoidaan termi termiltd (potenssisarjalla tdmi on luvallista, kuten

voidaan todistaa):

f'(x)=a;+2a,x + 3a3x2 + 4ar4x3 + 5a5x4+. ..

f"(x)= 2a, +2-3ar3x+3-4ar4x2 +4-5a5x3+...
3! )

S"(x)= 1-2-3a3+2-3-4ayx+3-4-5a5x" +...
F®(x)= Alay+2-3-4-5a5x+...

Kun néthin sijoitetaan x:lle arvo 0, saadaan

f(0)=a,, f'(0)=a;, f"(0)=2a,=2la,, f"(0)=3las, fP(0)=4la,,

AR
k!

,missi k!=1-2---n ja 0!=1.

.ClkZ

Taten

S"(0) 2 f"'(ﬂ)xs N
2! 3!

4) f(x)=f0)+ f'(0)x+———

Vastaavastt voidaan johtaa fn Taylorin sarjakehitelmd pisteen x

ymparistossa:

f"( 0)(x xo) +..

F(x)=f(x5)+ f'(x)(x = x5) +
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Esim. 8 Mairitd funktioiden a) f(x)=¢*, b) f(x)=sinx Maclaurinin
kehitelmait.

a) Koska /™ (x)=¢* ja f®0)=1 (k=0,1,2,...), niin (4)n

mukaan
2 .3
eX =1+ X+t
2! 3!
b) f(x)=sinx f(0)=0
f'(x)=cosx f'(0)=1

jakso

f"(x)=—sinx £"(0)=0
S"(0)=—cosx S"(0)=~1]

P (x)=sinx ®w0)=0
. 3 xS

LS x=xXx——+——+...
31 5!

Voidaan todistaa, etti ekspomenttifunktion ja sinin sarjakehitelmdt ovat
voimassa kaikilla x:n arvoilla.

Jos funktion f(x)Maclaurinin sarja katkaistaan x” -termin edesti, saadaan

fn  Maclaurinin polynomi. Siti Kkéaytetdan sovelluksissa funktion f
likiarvona. Sarjan loppupditd sanotaan jidnndstermiksi R,(x) ja sille

voidaan johtaa mm. lauseke

(n)
AR ALCNY

missd ¢ on jokin vdlilla 0 ... x oleva luku. Jadnnostermin avulla voidaan
arvioida katkaisuvirhetti seuraavan esimerkin osoittamalla tavalla.

Esim.9 Kun x =1, ¢*:n kehitelmé antaa e:lle esim. seuraavan likiarvon:

e=1+1+1+1+1+...z1+1+1+1z2,67
2031 4 21 3!

*Katkaisuvirheen itseisarvolle saadaan tassa tapauksessa ylaraja

c 1
e'14<e—<3<0,13

BaD= V<< ai
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Jos sarja on vuorotteleva, ts. joka toinen (nollasta eroava) termi on posi-
tivinen ja joka toinen negatiivinen, niin katkaisuvirheen arviointiin voidaan
kayttaa seuraavaa tulosta:

Jos sarja on vuorotteleva ja sen termit Iliheneviit
monotonisesti 0:aa, niin katkaisuvirheen itseisarvo on
pienempi kuin ensimmdinen poisjitetty termi. Poisjitetty osa
on samanmerkkinen kuin ensimmmainen poisjatetty termi.

. . 1 1 1 I 1
Esim. 10 Sln1:1—§!+§!‘—77!4‘—...%1—3*!4‘57!:0,84166...

Tassa |katkaisuvirhe|<1/7!<0,0002. Koska ensimmaiinen

poisjatetty termi on negatiivinen, samoin on koko loppuosa.
Siten oikea arvo on likiarvoa pienempi.

3) Tunnettujen sarjakehitelmien kdyttiminen

Tunnetuista sarjakehitelmistd voidaan saada uusia mm. derivoimalla tai
integroimalla tai sijoittamalla  x:n paikalle jokin x:n lauseke.
Sarjakehitelmia voidaan myos laskea yhteen, vdhentaa toisistaan ja kertoa
tai jakaa keskenadn samaan tapaan kuin polynomeja kerrotaan tai jaetaan.

Esim. 11 a) Sijoitetaan ¢* :n sarjaan jokaisen x:n paikalle —2x :

A2 3 2 3
e‘zx:1—2x+( 2x) +( 2x) +...:1—2x+4x 8x

2! 3!

b) Derivoidaan sin x :n sarja. Néin saadaan cosx :n sarja:

2 4
cosx=1-——+——+...
2! 4!
*c) L:1—x+x2—+... (-l1<x<1) ‘integroidaan
I+x
2 .3

In(14+x)=x— > +> — 4. 4C
23

Kun tissa x:lle annetaan arvo 0, nihdaan, ettdi C =0. Saatu
kehitelmd on voimassa myds, kun x=1. (Integroitaessa voi
voimassaoloalueeseen tulla mukaan vélin péitepisteet, derivoi-
taecsssa ne taas voivat kadota.). Miten saat tistd In(l1—x)mn

1—
kehitelmaén ja sitten funktion In 1+_x n kehitelmén?
x
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d) Jakamalla sinx:n sarjaa jakokulmassa cosx:n sarjalla saat
tan x :n sarjan alkupdin termeja. Kokeile!

4) Binomisarja

Laskemalla funktion f(x)=(a+x)" derivaattoja x:n arvolla 0 saadaan tille
funktiolle sarjakehitelma

nn-=1) , 22 nn-1)(n-2) ,.3 3
—dAd X+ a X +...

n_ .n n—1
5) (a+x) ' =a +na" x+ o 3

Jos erityisesti a =1, saadaan ns. binomisarja

1+ x)" =1+nx+—n(n'_1) x*+ n(n—1)(n -2) 4.

3! T
jonka voimassaoloalue on aimnakin —1<x <1 (joillakin #:n arvoilla voivat

valin paatepisteet tulla mukaan). Téassd n voi olla mika reaaliluku tahansa.
Jos erityisesti n =2, saadaan sarja

1x2 1.3x°
«/1+x:1+£———+———+..
2 24 246

(Laske 1tse valivaiheet. Miké on seuraava termi?)

Jos sarjassa (5) n on luonnollinen luku ja x = b, saadaan seuraava Newtonin
binomikaava:

6) (a+b)"=a" +na" b+ n(nz—'_l)a"_2b2+. _4nab™ '+ p".

Esimerkiksi

4-3-2ab3 +4-3-2-1
3! 41

—a* +4a°b + 6a*b* + 4ab’ + b*

Kertoimet ovat Pascalin kolmion mukaiset. Yhtalon (6) kertoimia sanotaan

b4

(a+b)* =a* +4a°b +%a2b2 +

binomikertoimiksi ja niiden yleinen merkintd on (Z) ("n yli k:n")

(n=0,1,..., n). Binomikertoimien lauseke voidaan esittda kahdessa kaytto-
kelpoisessa muodossa:

(n)_n(n—l)(n—Z)---(n—k+1)_ n!
k) k! T ki (n—k)!
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Itse binomikaava (6) voidaan esittda lyhyesti muodossa
n
(a+b)" = Z(@ a"*pk
k=0
Jos termit kirjoitetaan lopusta alkuun péin, saadaan esitys

(a+b)n _ i(z) akbn—k'

10.5 Sarjojen sovelluksia

Tavallisin sarjojen soveltamistapa on sarjan katkaiseminen ja alkuosan
kayttaminen funktion tilalla.

*Esim. 12 Kiytetdan seuraavan integraalin laskemiseen binomisarjan yhtey-
dessa esitettya sarjaa

«/1+x:1+£—x—+x——+...

/ 3
J.;\/8+x3 dx=\/§'-[; 1+% dx

. : : x>
sij. em. sarjaan x:n tilalle —

_\/§.Jl(1 l.x__l.£ —.)
0 2 8 8 64
1 4 7
=8 (x—i—l-x——l- al —...)
o 284 8 64.7
1 1 1
V8 (I ———— .~ 8- (1+—) ~2,8726.
64 56-64 64
1
rhe|< /8 - <0,0008
| virhel| S6.64

Esim. 13 Kun tavallisimpia sarjoja katkaistaan 1. tai 2. termin jaljesta,
saadaan seuraavia likiarvokaavoja:
Jos \x\ on pieni, niin

2
. X X
sin x = X, cosle—?, tan x = X, \/1+xz1+5

2

1 X . X
~1-—, In(1+ x)= x, tarkemmin sanoen =~ x ——

1+x 2 2
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*Esim. 14 Johda hihnan pituudelle L likiarvo, kun hihnapyorien valimatka A
on suuri pyorien sateiden erotukseen R — r verrattuna.

Ro

Aco

% S (04 ro

R
Acos o r

TER R-r a

A1

L=nR+2Ra+2Acosa+ (nr—2ra)

=nm(R+r)+2(R-r)a+2Acosa azsina:R_r
2R-r)? (R—r)? 2 2
z7Z'(R+I”)+T+2A—— Cosazl_%zl_(fz/l’z”)

AV
Lz2A+7z(R+r)+(RAr) , Jos R—r<< A.

Merkki << tarkoittaa: "paljon pienempi kuin". 7dtd likiarvo-
kaavaa kdytetddn A:n laskemiseen, kun L, R ja r tunnetaan (silla
esim. kiilahthnoja on tiettyjd pituuksia ja hihnapyoria tietyn
kokoisia). Alkuperéisestd L:.n yhtalosta A4 olisi mahdoton
ratkaista, koska o on 4:n funktio. Huomaa, ettd johtamisessa
kaytettiin aluksi likiarvokaavaa o ~ sin o néin péin.

2 .3
l4x+ +% 4 1«
x col__
. .oe—(1+x . | |
*Esim. 15 lim ( ):llm 20 3!
x—>0 x2 x—0 x2
x2 i3
1 3
= lim 2-—3!
x—0 X
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HARJOITUKSIA

10.1

10.2

10.3

10.4

10.5

10.6

10.7

10.8

10.9

10.10

10.11

A

a) Mikd on n:n ensimmdiisen posititvisen kokonaisluvun summa?
Entd n:n ensimmdiisen b) parillisen, c¢) parittoman, d) kolmella
jaollisen positiivisen kokonaisluvun summa?

Aritmeettisen sarjan 1. termi on 10 ja 9. termi 7. Laske d, w4 ja Si¢.

1_
3

1

Laske sarjan 3—1+ 57

i1 _ 4. summa.
9
Geometrisen sarjan 3. termi on 10 ja 7. term1 100. Laske 4., 5. ja 6.

termi. Kéaytd laskemisessa samaa ajattelutapaa kuin esimerkissa
5.b).

Hammaspyorien hammasmaéaarat ovat 55 ja 22. Naiden vilille
tehdaan kaksi vilikokoa (geom. porrastus). Laske vilikokojen
hammasmaarit.

a) Kehitd x:n potenssisarjaksi (my0s n:s termi ja voimassaoloalue)

funktio a) 2 ,b) 3 .
2—Xx 2+x

Muodosta funktion sinhx Maclaurinin sarja a) laskemalla
derivaattoja, b) eksponenttifunktion avulla.

1
Muodosta funktion Maclaurinin sarja. Nelja ensimmaisti
N1+ x ! !
termid nakyviin.
ol 2 . .
Laske Gaussin virheintegraali Joe * dx kolmella desimaalilla.
2 sin(x/2)

1 X
oikein. Montako termié sarjasta taytyy ottaa mukaan?

Laske dx niin tarkasti, ettd vield tuhannesosatkin ovat

1 _,2 .. . . .
Laske Joe **/40x  niin tarkasti, ettd viela tuhannesosatkin ovat

oikein. Montako termi4 sarjasta taytyy ottaa mukaan?
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10.13

10.14

10.15

10.16

10.17
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B

Geometrisen sarjan 2. termi on 2 ja 4. termi 6. Laske Sg (tarkka

arvo).
2 .3 _ B
Milld x:n arvoilla sarja a) 2+ x4+ + % 4., b) 1+ (X202,
2 4 X X
suppenee?

Kahdelle hihnapyorélle 4 (& 300 mm) ja D (& 100 mm) tehddan
valikoot B ja C (geom. porrastus). A pyorittaa toista hihnapyoraa £.
Pyora 4 korvataan C:1la. Miten muuttuu £:n pyorimisnopeus (esim.
prosenteissa ilmaistuna)?

Tankojen halkaisijat muodostavat geometrisen jonon, suhdelukuna
q =1,75. Millaisen jonon muodostavat tankojen a) poikkipinta-alat,

b) taivutusvastukset W = 7 d 3/329

Minki sddnnén (aritm. tai geom. jonon, geom. sarjan tms.) mukaan
padoma kasvaa seuraavissa tapauksissa ja mikd on kasvaneen
padoman lauseke kussakin tapauksessa:

a) Kertatallennus a euroa kasvaa ns. yksinkertaista korkoa, jolloin
korko maksetaan koko ajan vain alkupididomalle a euroa. Kuinka
suureksi tallennus on kasvanut 7. vuoden loppuun mennessi, kun
vuotuinen korkoprosentti on p?

b) Kuten edellinen, mutta tallennus kasvaa korkoa korolle, jolloin
korko litetdéan padomaan kerran vuodessa, vuoden lopussa.

¢) Kuten b), mutta kertatallennuksen a euroa sijasta tallennetaan joka
vuoden alussa a euroa. (Erds laskutapa: kuinka suureksi
ensimmainen a euroa kasvaa, enti toinen jne.)

3600 euron velka maksetaan takaisin tasalyhenteisend (lyhennyserét

ovat yhta suuret) 3 vuoden aikana. Vuotuinen korko velkapadomalle
on 10 %.

a) Paljonko korkoa menee yhteensd kun velkaa lyhennetdin vuoden
valein (1. lyhennys vuoden kuluttua, siis Ilyhennys on 1200 eur)?

b) Paljonko korkoa menee yhteensi jos velkaa lyhennetdan
kuukausittain?
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*10.18 Tasaerdlaina: 20 000 euron laina maksetaan takaisin 4 erassa,
vuoden vilemn, vuoden lopussa ja tasaerin, ts. joka maksukerralla
maksuerd (korko + lyhennys) on yhtd suuri. Kuinka suuri on yksi
maksuera a, jos korkoprosentti on 10. (Ohje: 1. lyhennyksen jilkeen
jaljella on 1,10-20000—-a =22000—a, 2. lyhennyksen jilkeen
jaljella on 1,10-(22000—a)—a=... jne. Kun merkitset viimeisen
lyhennyksen jilkeinen maara 0:ksi, saat a:n.)

*10.19 Laman 40 000 eur korko on 5 % ja korkokausi vuosi. a) Kuinka
suureksi laina kasvaisi 5 vuodessa, jos sitd ei lyhennettéisi? b) Laina
lyhennetddn kolmessa vuodessa 30 000 euroksi tasaerin, ts. joka
kerta maksueréat (korko + kuoletus) ovat yhta suuret. Kuinka suuri on
yksi maksuera a ? (Ohje: ks. edellinen tehtava.)

*10.20 10 000 euron laina maksetaan takaisin neljdssa erdssi a eur, a eur,
2a eur ja 2a eur vuoden valiajoin (kukin era sisiltaa lyhennyksen ja
koron). Laske a, kun korko % on 5. (vrt. edelliset tehtavét).

*10.21 Tallennetaan 3 vuotena neljcinnesvuosittain 500 eur (1. erd vuoden
alussa). Kuinka suuri tallennus on 3. vuoden lopussa, jos korko 3%
liitetddn padomaan kerran vuodessa, jokaisen vuoden lopussa ?

*10.22 Muodosta funktion —* . sarja a) geom. sarjan summan avulla, b)
I+x

dertvoimalla funktion In(1+ xz) sarja.

%10.23 Muodosta funktion sin’x Maclaurinin sarjan kolme (nollasta
eroavaa) termid a) kertomalla sinx:n sarja itselldin, b) laskemalla
perakkaisia derivaattoja, ¢) integroimalla sin 2x :n sarja.

sin x —ln(l+x)—lx2

*10.24 Laske lim 2

x—0 X

3
C

10.25 Perustele, miksi ympyroiden siteet muodostavat seuraavassa
kuvassa geometrisen jonon.




10.26

10.27

10.28

10.29

91

Esita seuraavat jaksolliset desimaaliluvut murtolukuina:
a) 0,232323....b)0,321212121...

Todista, ettd tasaeralainan kertamaksu on

Pk +(05—1)k
n-100 " _1°

missi k£ = lainamaara, ¢ = laia-aika vuosissa, n» = lyhennyskertojen

maaira vuodessa ja a = ﬁ (= yhden kerran korkotekija).
n .

Maarita funktioiden arcsinx ja arctan x Maclaurinin sarjat. Kirjoita
edellisestd nelja ensimmaista termid ja jalkimmaisesta myos yleinen
termi nakyviin. (Vastaukset kaavastossa.)

Viereisen kuvan mukaisella peilimittaus-
laitteella voidaan maarittaa, kuinka /N
suuren kulman ¢ peili muodostaa x-
akselin suuntaan ndhden. Kuvan mukaan

X 1 X
tan 2¢ :Z ), :Earctanz.

Valonside

Johda tdmin ja arctan x:n sarjan avulla
¢:1le likiarvokaavat

90° x 90°[x 1, x5 | |
a) p= —,b)p= —— =)}
) oy DY n[h 3(h)} A

Jjos x << h. ¢) Osoita, ettd jos h=75m ja x<1m, niin ndma
likiarvokaavat antavat ¢:n arvon niin tarkasti, etta

a) [virhe| < 0,6 %, b) [virhe| < 0,007 %.
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11 Fourier'n sarja

11.1 F-sarjaan liittyvii Kisitteiti

Jos f(x) on jaksollinen funktio, jaksona 27, se voidaan esittia trigonomet-
risena sarjana, ns. Fourier 'n sarjana (lue: [Furjé:])

() |[f(x)= %ao + a; cos x + by sin x + a, cos2x + by sin2x+...

Sarjan termejd sanotaan komponenteiksi. Kertoimet a; ja b, ovat kosini-

ja sinitkomponenttien amplitudit (laajuudet). Néille johdetaan my6hemmin

laskukaavat. Termi %aa on nimeltdén tasakomponentti ja termit a; cosx ja

bysinx ovat harmoniset komponentit. Seuraavat kaksi termid a, cos2x ja
b, sin2x ovat ensimmdiiset yliharmoniset komponentit Jne.

Harmonisilla komponenteilla aycosx ja by sinx on sama jakso (2r) kuin
f(x):lld. Ensimmdisten yliharmonisten komponenttien a,cos2x ja
bysmm2x jaksot ovat 27 /2=, seuraavien jaksot ovat 27/3 jne.

Fourier'n sarjan komponenttien jaksot ovat siis fn jakson tasaosia
(27,27 /2,27 /3,27 /4,...).

Fourier-analyysii eli harmonista analyysid kaytetaan jonkin jaksollisen
funktion tutkimiseen. Téllainen funktio voi kuvata esim. jonkin akselin,
putkiston, koneen alustan tai seindn vérdhtelyd tai jotain sdhkoistd
véardhtelyd, jolloin yleensd x:n tilalla on aika t. Joskus virdhtely on
luonteeltaan jonkinlaista "haittavardhtelyd" (esim. koneen alustan vérihtely,
kampiakselivardhtely, vesijohtoputkien "ulvonta" tms.).

Kun tillaiselle vardhtelylle tehddan F-analyysi, kyseinen funktio kehitetdan
Fourier'n sarjaksi, ts. funktiolle lasketaan tai sopivien mittalaitteiden avulla
mitataan komponenttiaaltojen kertoimet a. ja by, (amplitudit).

Kertoimista voidaan piitelld, kuinka "voimakkaina" eri pituiset aallot ovat
vaikuttamassa tassi vardhtelyssia. Jokin suuriamplitudinen komponentti voi
olla jokin haittavarahtely. Kun F-analyysin perusteella haittavardhtelystid on
saatu selville paitsi sen voimakkuus, my0s sen jakso, on mahdollista pyrkia
eliminoimaan se sopivilla toimenpiteilld (esim. seindmédn tai putken
kiinnityskohtien —muuttamisella, kampiakselin

vastapainoilla tms.) a

k
F-sarjan komponentit muodostavat kyseisen jaksol-

lisen funktion (varadhtelyn) spektrin. Naiden kompo- | ‘ I | | ‘ | |
nenttien kertoimien (amplitudien) muodostamaa —k
jonoa taas sanotaan viivaspektriksi (kuva).
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11.2 F-sarjan kertoimien miirittiminen

Sarjan

(1) f(x) :%ao +a;cosx + by sinx +a, cos2x + by sin 2x+...

kertoimille saadaan johdettua laskukaavat seuraavalla periaatteella.
Maéritetadn esimerkkind termin a, cos2x kerroin a,. Kerrotaan yhtélon (1)
kumpikin puoli cos2x :lla ja integroidaan jakson yli, esim. 0:sta 27 :hin tai
yhta hyvin esim. —7: std 7: hin , siis

=0 =0

2 2 2
Joﬂf(x)cos2x dx = %GOJO”COSZX dx +aljoﬂ COSX COS2X dx

2w . 2
+b JO sinx cos2x dx +a, JO cos2x cos2x dx

=0 =0

2w . 2
+ szo sin2x cos2x dx + a3jo cos3x cos2x dx +...

"Tulot summiksi"-kaavoilla voidaan todistaa (vrt. harj.), ettd edellisista
integraaleista kaikki muut ovat = 0 paitsi a, :n kerroin, jonka arvoksi tulee 7.

Taten edellinen yhtélo sievenee muotoon
2 12
jo” f(x)cos2xdr=ar-m - ay :—jﬂ“ £(x)cos2x dx.
T

Samalla tavoin saadaan laskettua yleisesti ay -kerrom, kun yhtalo (1)

kerroaan cos2x:n sijasta coskx:1la. Vastaavasti, kertomalla yhtalo (1)
sin kx :114 ja integroimalla, saadaan laskettua b, -kertoimet. Tulos on

Lause 1  Jaksollisen funktion, jonka jaksona on 2, Fourier-sarjan

(0.0)
f(x)= S+ Z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1

kertoimet saadaan laskettua integraaleista

a, 1 | £(x) cos kx dx k=0,1,2,..)
(jakso)

b, _1 [ £(x)sinkx dx k=1,2,..).
(jakso)

Seuraavassa kaytetaan kasitteitd parillinen ja pariton funktio. Kertaa!



94

Esim. 1

Maarita seuraavan kuvan mukaisen "saha-aallon" F-sarja.
TE 4
/ | / /
[ [ [ [
/ —d T 1/271 :/ |
| [ [ [
[
Jaksovdliksi kannattaa valita vili —r...7, koska koko tdlld
vdlilla  f(x):lld on sama lauseke f(x)=x. Lasketaan ensin
sinitermien kertoimet:
1 I u=x v' =smkx
T T
b, =— x)sinkx dx =—| xsinkx dx
k ”J_ﬂf( ) ”J_ﬂ u 1 v:_coskx
k
kx 1
:—‘ x —f coskx dx
4 kx 2
= ——[7Z'COS/€7Z' + rcos(—krm)] +—‘ sin =——coskrm
kr —_ k k
=coskrx
=0
% , kun k on parillinen (2,4, ,...)
- % kun k on pariton (1,3,...) |
Kosinitermien kertoimet ovat kaikki = 0:
1 (7
ay, :;J_ﬂ x coskx dx =0,
silla funktio x-coskx on 3

pariton funktio (parittoman
funktion x ja parillisen /_\
funktion coskx tulona) ja
integroimisvili on symmet- T3/ -2 -1 _j \7 3
rinen. Esim.  viereisessa _z

kuvassa on funktion _a
x cos2x kuvaaja.

Taten saha-aallon F-sarjaksi jaa

f(x)= —smx —551n2x + 3sm3x —Zsm4x +—..

Saha-aaltoa esittivii funktio on pariton funktio. Siksi sen F-
sarjassa on vain parittomia eli sinikomponentteja.
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Mitd useampi komponentti sarjan alusta otetaan, sitd tarkemmin
niiden summa antaa saha-aallon, kuten seuraavista kuvista nakyy.

T 271:‘ 31

ARV RYi

Kuva l. f(x)= %sinx—%sinbc

Kuva 2. f(x)= %sinx = %sin 2x +%sin 3x

Kuva 3. f(x)= %sinx—%sinbc +%sin3x —%sin4x

11.3 Jaksollisen funktion, jonka jakso on 7, Fourier'n sarja

F-sarjojen sovelluksissa on usein muuttujana aika ¢ ja jaksollisen funktion

jaksona on 27z :n syjasta 7, jolloin kulmataajuus a)zzT”. Esim. funktion

y=asinbt jakso T'=2x/b (sillla y=0<=bt=n-n<t=n-x/b). Taten

taman funktion kulmataajuus o =

= b . Suis kéyrilli sinbt ja samoin
2/ b

kéyrdlli cosbt kerroin b = kulmataajuus.

Oletetaan nyt, ettd f(¢) on jaksollinen funktio, jonka kulmataajuus on ®.
Talloin f(¢):n Fourier-sarja on muotoa
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f(t)=%a0 + ay cos ot + by sin ot + ay cos2wt + by sin 2wt +. ..

Tassa F-sarjassa harmonisilla komponenteilla on sama kulmataajuus © ja
siten sama jakso T :% kuin f(¢):11a. Ensimmaisten ylitharmonisten

komponenttien kulmataajuudet ovat 2@ ja jaksot siten %:%:%-

Toisten ylitharmonisten komponenttien kulmataajuudet ovat 3@ ja jaksot

siten % , jne.

Sarjan kertoimille saadaan seuraavassa lauseessa esitetyt integraalilausek-
keet.

Lause 2 Fourier'n sarjoja kdyttden jaksollinen funktio f(t), jonka
Jjaksona on T, voidaan esittdd sellaisten aaltojen sarjana
("diskreettind summana"), joiden kulmataajuudet ovat f:n
kulmataajuuden @ monikertoja (o, 20, 3,..) ja jaksot fn
Jakson T' tasaosia (T, T2, T/3, ...). Sarjan muoto on

(0.0)
f()= %ao + Z(“k coskat + by sinkat),
k=1
missd
-2 =2 i
ay=2% | f(t)coskartdt, b =% [ f(t)sinkordt.
(jakso) (jakso)

Huom. Jos f(¢) on parillinen/pariton funktio, sarjassa on vain parilli-
sia/parittomia komponentteja (kosini/sini-komponentteja). Niiden
kertoimet a; /b, voidaan tissa tapauksessa laskea kaavalla

T/2 e .
a, = ; jﬂ f(t)coskatdt  (parillinen funktio)

T/2 : :
b, = ;Jﬁ f(t)sin kot dt (pariton funktio),

silla kummassakin tapauksessa integroitava funktio on parillinen
funktio, joten "integraali jakson yli = 2-integraali puolen jakson
yli".

Esim. 2 Maariti seuraavan kuvan mukaisen "sakara-aallon" F-sarja.
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f(t)

(&)

-1 1 3

Funktio f(¢) on parillinen funktio. Sen jakso on 7'=4 ja kulma-

taajuus o = 27” = %T” = % Parillisuuden vuoksi sarjassa on vain
parillisia komponentteja (kosinitkomponentteja). Niiden kertoimet
ovat

4 (T/2
ay = ?J'O f(t)coskat dt

L2 ycostEt Fpy [1atlia 0.
=— cosi%~ =
490 2 Ovdalillal...2
1
—J cosk”tdt— i51nk2”t
0k
_ 2 in* T k212
kx 2

Téstd saadaan ay, -kertoimille seuraavat arvot:

2
al:_:a2:0)a3:_i,a4 0615:i a6—0 617:—i
T RY/4 57 T

Vakiokomponentti %aa pitad laskea erikseen seuraavasti:

412 (2 L
a, _?jo £(t)cosO0ar dr_jof(t) dt_jo di=1:1a,=1.

Taten F-sarja on

f(t)= —+ cos(”t) cos(3”t)+ cos(s”t) +..

Vs a 1 LTI N 1 LT

= " < ! ! [ ! ! = "

Jos f(t)-kéyra tunnetaan piirturin piirtdmana tai data-arvoina, joudutaan F-
sarjan kertoimet laskemaan numeerisella integroinnilla, jakamalla jaksovali
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T n:aan osaan ja kéayttdmalla esim. suorakulmio- tair puolisuunnikas-
menetelmaa tai Simpsonin sddntod. Ei ole ama itsestddan selvad, etta
Simpsonin sdanté antaisi parhaan likiarvon, vrt. Matematiikka II, Esim. 5

sivulla 86.

Esim. 3

Seuraavassa taulukossa on erddn jaksollisen funktion f(7)
arvoja yhden jakson vililtd. Taulukon jiljessa on tamén funktion

kuva "piirturin piirtdménd kayrand". Laske kerroin a, .

2z 2

1'=9973-0=9973 @ —7:0,6300 ?:0,20054.

T 9,973
ay :% jo f(t)cos(at) dt =0,20054 jo’ £()c0s(1,2600¢) dt .
g(1)
Taulukossa on integroimisvéli jaettuna 10 yhtd suureen osaan
(Jakopisteita on 11 kpl). Yhden osavilin pituus on 42 =0,9973.

Laske itse g(;)-arvot (1= 0, 1, ..., 10). Integraalin arvo voidaan
sitten laskea esim. puolisuunnikasmenetelmalla:

t t
ay ~0,20054- h-(B%) 1 g(1))+ gty 1. A+ g(to) + E00)) =

t,- f(@) g(t;)
0 0.23 0.23
Kokeile, milla em. kolmesta [0 9973 |-3.68733 [1,1395...
integroimismenetelméstd  saat [1 9946 |2 38718
parhaan likiarvon ja kuinka [3.9919 |6.64524
lahella se on "oikeaa arvoa" 39892 (379742
a, =095, Taulukkoarvot on 49865 |4.16968
nimittdin laskettu seuraavalle [5 9838 [3 48467
funktiolle (F-kehitelmaille) ja 69811 -3 45725
kuvaaja on piirretty samalle 79784 -3 64996
funktiolle: 8.9757 [2.57973
9973 0.231988

F(1) = 1.25 — 2.42 c0s[0.631] + 2.37 sin[0.631] + 0.95 cos[2-0.631]

—1.73 sin[2-0.631] + 0.45 cos[3-0.63(] — 3.03 sin[3-0.631].
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HARJOITUKSIA

11.1

11.2

11.3

11.4

A, B

Maarita seuraavien funktioiden f(¢) amplitudi (laajuus), jakso 7.

>

kulmataajuus o ja frekvenssi (taajuus) f'seka piirra kuvaajat:

a) f(t)=2,75s1n(1,35¢) b) f(t)=asin(wyt),c) f(t)=asinw;t).

Maarita viereisen jaksollisen funktion f(#) Fourier’n sarjan kolme

ensimmaista (nollasta eroavaa) a)

paritonta, b) parillista
komponenttia. Ohje: integroi-
misvalikst  tulee 0.7, silla

£(t)=0 valilla z..27 .

Laske Fourier’n sarjan a)
harmoninen, b) ensimméi-
nen yliharmoninen kom-

ponentti, kun funktio f(7) 1
on viereisen kuvan mu-

kainen.

Maaérita oheisen jaksollisen
funktion f(#) harmoninen ja
ensimmainen yliharmoninen

komponentti.
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12 Diff.yhtalon numeerinen ratkaiseminen

12.1 Eulerin menetelmi

Esim. 1  Diff.yhtilo xy'+ y:x3, alkuehtona { 5 pystyttéisiin

ratkaisemaan tarkastikin. Yleinen ratkaisu (kdyréparvi) on
y=C %+%x ja alkuehdon tayttava yksityisratkaisu eli pisteen

(1, 2) kautta kulkeva kayra on y=-L+1x. Kaikille diff yhta-

loille ei pystytd madrittiméan téllaista tarkkaa ratkaisua, vaan
joudutaan tyytymidin ratkaisukdyran pisteiden likiarvoihin
(x;,y;). Ajatus on seuraavanlainen.

Vaikka ratkaisukdyraa eir tunneta, sen tangentin kulmakerroin &
saadaan, kun ratkaistaan diff.yhtdlosta )’:n lauseke. Tassa

esimerkissd )’ = x? —%, joten ratkaisukdyrdn tangentin

kulmakerroin "lahtopisteessa"  (x,,y,)=(1,2) on
2

ko =17 —2=-1.

Siirrytadn 12

lahtopisteesta (1,2)
tangenttia pitkin pieni
matka, jolloin saadaan
uusi  piste  (x1,)p).
Tama ei ole endi aitvan

ratkaisukayralla.

Lasketaan uusi
tangentin kulmakerroin
samasta y''n

lausekkeesta, mutta nyt
arvoilla x; ja y,. Siirrytddn sitten pisteestd (x;,y;) pieni matka

uuden tangentin suuntaan. Ndin saadaan uusi piste (x,,, ), jne.
Yleisesti: Ratkaistaan diff. yhtalosta y’ :n lauseke:

y'=u(x,y).

Tamé antaa ratkaisukdyréan tangentin kulmakertoimen . kéyrin pisteessi
(x,y). Lahtopisteessa P, (x,,y,) tangentin kulmakerroin on k, =u(x,,y,).
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Siirrytddn tangenttia pitkin sellainen matka, ettd x-koordinaatti muuttuu
madran Ax = h. Silloin y-koordinaatin muutos Ay=k-Ax=k-h, ts. uusi

piste on

{xl =x,+h
Y1 :yo+k'h:yo+u(x0>yo)'h'

Samalla tavoin yleisesti

{xm =x;+h

(i=0.1,...).
Vig1 = Yitu(x;,y;)h

Seuraavassa ovat esimerkkiin 1 littyvat laskut MathCad-ohjelmalla lasket-
tuina:
Diffyhtilo xy' +y =x"3, alkuehtona y(l) = 2.

u(x,y) -5
X

Xg = 1Yg=2 h=05 n-6 Alkuehto, askelpituus h ja
kaikkiaan n askelta

i-0.nm
Yoo X h Yy ”<xi°yi>'h

Ratkaisukdyrdn 3
. 7 . 7
pisteiden likiarvoja. tarkka(z) - —— + ol z-01,0.11.. X,
x v, 4z 4
1 2 20
1.5 (1.5
2 2.125 tarkka(z)
2.5 |3.594 T
3 6 Vi
3.5 9.5
4| [14.268 0 ' !

!

0 | 2 3 4

Z,X.
)

Jos kaytettdisiin [yhempdid askelta h, likiarvot poikkeaisivat

vihemmcin tarkasta ratkaisukdyrdstd.
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12.2 Runge-Kutta-menetelma

Esim. 2 Sama diff. yhtalo kuin edella.

u(xy) - x> -2 xg -1 yg -2 nm-6h-05
X

painotettu keskiarvo: L L
kl(x.,y) = u(x,y) k2(x.,y) - u<x + E,y + E-kl(x,y)

h h

kK3(x,y) = ulx+ -y + —k2(x,y)
2 2

k(x,y) = u(x + h,y + h-k3(x,y))

kl(x,y) + 2k2(x,y) + 22k3(x,y) + k4(x.y)
k(x,y) - p

i-0.n x; (=x+h y. =y~ h'k<xi>yi>

X, .
! Vi Menetelmd on tarkkuudeltaan aivan
1 2 eri luokkaa kuin Eulerin menetelmd.
1.5 201 Eulerin menetelmdissd tarkan arvon
2 2875 ja likiarvon ero kohdassa x = 4 oli
55 7606 n. 2,17. Nyt ero on seuraava:
3
3 7.333 7 =z
tarkka = — t —
35| [11.219 arkka(z) =,
4 16.438
tarkka x,, ) - ¥, =0.000000000000000
HARJOITUS

12.1  y’ +% y=6, y(1)=3. Laske y(2) a) Eulerin, b) Runge-Kutta-
menetelmalla, kayttaen 5 askelta (2 =0,2).

Vastaus: a) 4,16667, b) 4.25. Laskemiseen voit kaytdd laskinta, Excelia,
Mathcadii tms.
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Vastauksia

L1 (23/7,6/7,4/7) 1.2 4/5-3/50 13 9/7, 5[6,-3-2] 14

L(=7):(=10) L5 10:7:(-1) 1.6 —60, [61,64-26] 1.7 (2/3,1/3,2/3) 1.8
5¢2/3 1.9 3J14/14 110 X =(2,04) ja Y =(22,-2) (Esim. AX =
AD—~2AD°)Y112 1 =1/2,u=-3/4, z=—1/4 2.1a) 3:(—4):(=3), b) [3, —
4-3],¢c) 3x-4y—-3z-14=0 2.2 x+2y—z+1=0 24 x+y+z-5=0
2.53/\14 2.6 1=[7,3,22] 2.7 x+2y—4z—4=0ja x+2y—4z+17=0
2.8 44342 2.9 3/5 211 3x+2y—62=6 212 x=0, 2y+2z-14=0

2.13 Yhtéaloryhmalla on ratkaisu =4, u=-3 2.14 samalla 2.15 Etiisyys
pienenee 2.16 b) Poispiin, koska P ja Q ovat samalla puolella tasoa. 2.17 &
=1/2, 4x+3y—-3z+5=0 2.18 21x-7y+2z+3=0 2.19 3x+4y—-5=0
ja 15x—12y+16z—-25=0. 3.1 a) 0:1:1, b) Monta tapaa: 1) sama suunta ja
esim. piste x = 1/3, y =0, z = 5/3 toteuttaa edellisenkin yhtéloparin, 2)
Valitse jalkimmaisen suoran kaksi pistettd ja osoita, etti ne toteuttavat
edellisen suoran yhtélot, 3) Kun kerrot ensimmaéisen parin yhtéloita sopivilla
luvuilla ja lasket yhteen, saat ekvivalentiksi yhtéalopariksi jalkimmaéisen

parin. 3.2 2:(-1):(-1), esim. (0,3,5) ja (6,0,2) 3.3 a)
x=243t
_ x+3z=29
r=[2,-79]+1[3,4,-1], b) yy=-7+4t, c) esim. 3.4 (8,1,7)
o y+4z=29
z=9-

3.5 Ewvit leikkaa (silla talla neljan yhtalon ryhmailla ei ole ratkaisua, koska
piste (-3,-7,-5) ei toteuta 1. yhtdlod) 3.6 (-1,1,2), b) (-4,3,1) 3.7 D =
(3,1,1), Q = (52,0) 3.8 a) x—2y—z=1, b) Q =(2,-1,3) ¢) 11, d)
R=(3,-2,6) 3.9 +/5/3 3.10 n. 49,1° 3.11 a ) 7=[2,5,0]+1,-2,2]
(t=0,1,234) b)(3,3,-2)jne. 3.12b) x—y+z-6=0 3.13 a) (1,-1,2), b)
n.80,4° (huom. suorien yhtilét eivdat ole aivan normaalimuodossa) c)
F=[1,-12]+¢1,-12]+ y[2,1,-1] d) x—5y—-3z=0 3.14 (12,4,13) (joka
saadaan, kun r=-2, u=-5v=5) 3.15 a) Yhtdlo on lineaarinen ja pisteet
(5,0,0) jne toteuttavat sen b) (180/361,300/361,450/361) 3.16 n. 4,1 4.1
242422 2x+4y—62=0 4.2 2x—y-4z-18=0 4.3 a)
Pyoraysellipsoidi, kp. origossa, pyordysakseli z, puoliakselit 2, 2 ja 1. Purra
kuva! b) ei mikdan pinta (ns. imaginaarinen pallo) 4.4 a) 1-vaippainen
pyorayshyperboloidi, akselina y, kp origossa, akselia vastaan kohtisuora
leikkaus keskelld on 1-ympyra. Akselileikkaus on tasasivuinen hyperbeli

(asymptootit 45° kulmassa), b) 2-vaippainen pyordayshyperboloidi, akselina
x, huiput kohdissa +1, akselileikkaus tasasivuinen hyperbeli, c¢)
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pyorayskartio (kaksoiskartio), akselina x ja akselikulma eli akselin ja
sivuviivan vélinen kulma on 45°. 4.5 a) ympyralierio, akselina y ja siteena
I, b) hyperbolinen lierio, akselina z ja "pohjakdyrdnd" tasasivuinen
hyperbeli, c¢) negatiivisen z-akselin suuntaan aukeava pyoraysparaboloidi
(muuten samanlainen kuin perusparaboloidi), d) z-akselin suuntainen taso
(tavallaan lieriopinta, mutta "pohjakdyrdnd" on suora wviiva). 4.6
(2+242,-1-+2,0) 47 x>+y2+22+x+410y-7z=0. 4.8 a) 2-
vaippainen pyordyshyperboloidi, akseli z-akselin suuntainen, keskipiste
(1,0,-2). Kuvan purtamista varten kaytd leikkausta x = 1  b) elliptinen
paraboloidi, akselina z. Kuvan piirtamiseksi kayta xz- ja yz-leikkauksia ja
esim. leikkausta z = 2. 4.9 a) Kartio, akseli z-akselin suuntainen, keskipiste
(1,0,-2). Kuvan piirtamistd varten kayta esim. leikkausta z = 0. b) 1-
vaippainen hyperboloidi, kp = (0,2,0), akseli || z-aks. Kuvan piirtimiseksi
kayta leikkauksia x = 0 (hyperbeli, a = b =2)jaz =0 (ellipst, a =1, b = 2).
4.10 ~/30/3, (2/3,1/3,1/3). 4.11 a) elliptinen Kartio, kérki = (0,2,0),
akseli || z-aks. Kuvan piirtimiseksi kéayta leikkausta z = 2. b) elliptinen
paraboloidi, akselina y, huippu (0,1,0). Leikkaus kohdassa y = 2 on ellipsi (a
=1,b=2)412 a =2, kp. = (0,0,1), aks. | y-aks., leikkaus y = 1 on
ellipsi (puohiakselit 1 ja 2). 4.13 a) Pisteen P(x,),z) etdisyyden x-akselista eli

pisteestd (x,0,0) pitdéd olla = [fix), b) —S-F5-—= =0, ¢)
a

=)
222 20415 (y+1)?+22=3(x-2)* 5.1a) [ ; },b) mahdoton
C
52 -1 3 3|53B=(4,70-1,71), C = (521:5.55) 5.4 D = (4,70;1.71),

2 6
E = (0,42:7,60) 5.5 a) (3v2,—~/2,-3) b) Laske 44" 5.6 a) (—/2,3,3v2)
Lo o
NG
b) 37/4=135° 5.7 a) 1:(-1):1 b) —ﬁ ﬁ % c)n. (-2,1; 4,9; 0,14)
1 1 1
3 BB B

583759 r= \/1_4 w ~206,6°,0~36,7°, p ~53,3° 5.10 a) Kartio, akselina
negatiivinen z-akseli, akselin ja sivuviivan vilinen kulma 30° b)
perusparaboloidi ¢) spiraali (1-lierién pinnalla) 5.12 (2,3,4) 6.1 a) 2x3/ v,
—x*/ (2y2) b) 6x2 sin 2y, 4x° cos2y c¢) 3x2(2x + y)3 + 6x3(2x + y)2 ,
3x3(2x + y)? 6.2 “lny, ¢ /y—zsiny, 2zcosy 6.3

dz=e*(sin2y)dx + 2e¢* (cos2y)dy 6.4 a) % =—6x’1In- ysin2f +
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X’ é

+—2t+ t2)et b) =6xsin2¢p—-10ycos(2p— 1), ;ﬁ =12xrcos2p+
y @

or
+20yrsin2p—-z) 65 x-y=0 6.6 a) 2x—z=0, b) esim.
y —X Vs T |/l
x+2z=0,y=3 6.7 a) , , b) —, —-——_|—., ©)
x2 +y2 x2 +y2 \/@ g\VE

~Yolo (1 ar), Yol g 6.12 0,083+0,009 6.15.2x+6y+2z-8=0 6.16
p? p

x=1+1¢

(1,1,2) 6.20 -6, -6, 2 6.21 < y=-1-2¢ 7.1 (0,2,—11) on minimipiste 7.2
z=2—1

(8/3,2/3), — ,min. 7.3 (1,1) 7.4 (1,1,2) 7.6 1:1:2 7.7 y= —x+é

5
7.8 y=3,04-¢7022% 79 y:ﬂ 7.10 y=2210358 7.12 (0,0,-1) 7.13

335 (1=1,5=2)715 k=3, b=1(e-1) 7.17b) y=-1x>+Dx+ 3

81—3 82—2837/684307285286—— -1, 1 3 8.76-4In2 8.8328.9
—7°/6 8.10 a) 7/6 b) 4/105 8.11 2zIn2 9.1 a)s , b)0, c)— - 9.2
S

593 a) F(s)=i-2t—" b) K()=—mtt 9.4 a)
S+ S s° 5749 s=3 s°+4 s

Lt-1), b) L' —e)elisinhs, o) 5e* =3¢', d) y(1)=-1+4e™> 9.5
6—s
s(s—2)
y=sint 9.8 y(t):2e_2’ e’ 9.11 2tsm3t——(sm3t 3tcos3t) 9.12
vrt. Lauseen 1 kohdan 2) todistus 9.13 y(¢f)=¢—-3sint+cost 9.14
y(t)=t-2e"+e 915 1(5)_L in=0 916 i,=%,
52 +2S+5

i(=Y1-e"") 918 x=3¢'+1e7, y=3¢'—Le —1 (Vain esim.
X(s):1le tarvitaan kaanteismuunnos. Sen jalkeen y(t) saadaan 1. yhtalosta.)
—Bf n(n+1)

920 i()=%e L 101 a)

9.6 a) y=(t+De”, b) y(1)=1(e™ +5) 9.7 a) y=cost, b)

., byn(n+1), ¢)n?, d) %n(n+1)

10.2 -3.42.115 103 21 10.4 10310,108100,1041000 10.5 41 (tai
40) ja 30 10.6 a) 1+X+X S yox<2 b
) ja . a) +5+2—2+ Z_k —2<X< )

3/2-3x/4+3x%/8—+.. +(-1D)"" 1-3xn DL —2<x<2, 10.8 ks.
kaavasto (binomisarja, n=-1/2) 10.9 0,747 10.10 0,453, kolme termia
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10.11 0,923, kolme termid (neljas on —0,00037 ja se ei tdssd vaikuta

_|_
M 10.13 a) 2<x<2 b) x>1 10.14

pyoristamistd) 10.12 5

muuttuu n. 0,48-kertaiseksi eli pienenee n. 52 % 10.15 geometrisen jonon,
suhdelukuina a) 1,752, b) 1,753 10.16 a) kasvu on aritm. jonon mukaista:

K=a+t- ma b) kasvu on geom. jonon mukaista: K =aa!,

—l+m on ns. korkotekijg, c) kasvu on geom. sarjan mukaista:

K=ax _11 10.17 a) 720 eur, b) 555 eur 10.18 6309,42 eur 10.19 a)

51051,26 eur, b) 5172,09 eur 10.20 1911,14 eur 10.21 6297,71 eur  10.22
X=X 4% —+.. A+ k207111023 x2 —x*/3+2x8/45—+...

10.24 -1/2 10.25 Kuviot, joista poistetaan ympyrd kerrallaan, ovat
yhdenmuotoisia. Siksi r; /1, =1, /13 =...(=1/q) 10.26 a) 23/99, b) 53/165

missi

11.1 a) amplitudi = 2,75, 7= %~465 2l
_2r _ _ 1 1
w=22=135, f=1~0215 /
-1 1 2 3 4 5
11.2 a) 2 =sinx, ——sm2x —51n3x ! \/
2
b) ,—-%-cosx, ——2-cos3x (cos2x:n
7 972

kerroin on = 0)

11.3a) Zsin(£¢) b) —Lsinz 11.4 ja —12005(721)
T



