Antti Majaniemi

Matematiikka IV

Tilastot ja todennakoisyys

-X X

2016

ISBN 978952-93-81715



@D OB

Tama teos on lisensoitu Creative Commons Nimeé&-EiKaupallinen 4.0 Kan-
sainvalinen -lisenssilla. Tarkastele lisenssia osoitteessa
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.fi

Antti Majaniemen perikunta on paattanyt antaa tdman teoksen kaytettavaksi
ylla olevalla lisenssilla. Painatus ei ollut enda kannattavaa alhaisen kysyn-
nan vuoksi, mutta talla tavalla oppimateriaali on edelleen opiskelijoiden ja

oppilaitosten kaytettavissa.

Tama teos on ladattavissa osoittedgga//anttimajaniemi.fi

Turussa 20.11.2016
Jari Majaniemi
jari @ anttimajaniemi.fi


http://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.fi
http://anttimajaniemi.fi/

Siséllys ja johdanto

Siséllys ja johdanto i

1 Tilasto-opin alkeita 1
1.1 Keskiarvot 1
1.2 Tilastollisia peruskasitteita 3
1.3 Jakauman tunnuslukuja 5
1.4 Likimain normaali jakauma. Luottamusvalit 7
1.5 Otos. Keskiarvon keskivirhe 9

2 Diskreetit ja jatkuvat todennakdisyysjakaumat 15
2.1 Satunnaismuuttuja ja pistetodennakoisyydet 15
2.2 Diskreetin jakauman odotusarvo ja varianssi 17
2.3 Jatkuvat jakaumat 18
2.2 Normaalijakauma 20

3 Todennakdisyyskasitteista 25
3.1 Joukko-opin kasitteistoa (kertaus) 25
3.2 Klassinen todennakdisyys 25
3.3 Todennakoisyyden perusominaisuuksia 26
3.4 Pistetodennakoisyydet 28

4  Kokeiden yhdistaminen 31
4.1 Tuloperiaate 31
4.2 Kokeiden yhdistaminen 31
4.3 Kertosdaannon ja additiivisuuden yhteiskaytto 33

5 Kombinaatio-oppia 36
5.1 Tuloperiaate 36
5.2 Permutaatiot ja kombinaatiot 37

6 Diskreeteista jakaumista 41
6.1 Binomijakauma 41
*6.2 Geometrinen jakauma 44
6.3 Hypergeometrinen jakauma 45

6.4 Poisson-jakauma 46




7 Jatkuvia jakaumia 50

7.1 Yleistd. Tasainen jakauma 50
7.2 Eksponenttijakauma 53
8 Satunnaismuuttujien laskutoimituksia 57
8.1 Satunnaismuuttujan muunnokset 57
8.2 Satunnaismuuttujien summa 60
8.3 2-ulotteinen jakauma 61
8.4 Satunnaismuuttujien rippumattomuus 63
8.5 Odotusarvoa ja varianssia koskevia tuloksia 64
8.6 Kovarianssi ja korrelaatio 65
9 Normaalijakauman yhteys muihin jakaumiin 72
9.1 Keskeinen raja-arvolause 72
9.2 Otoskeskiarvo 76
9.3 Otosvarianssi ja Student-jakauma 80
9.4 Varianssin arviointi, Zz-jakauma 83
10 Hypoteesin testaus 87
10.1 Normaalijakauman odotusarvon testaus 87
10.2 Normaalijakauman varianssin testaus 90
10.3 Kahden jakauman odotusarvon vertailu 91
10.4 Kahden jakauman varianssin vertailu 94
10.5 Suhteellisten osuuksien testaus 95

10.6 Kaytetyn jakauman sopivuus tilastoaineiston malliksi 96
Vastauksia 99

Liite: Standardinormaalin jakauman kertymafunktion arvoja 102



Taman monisteen alkupuoli on muokattu aikaisemmasta monisteesta
mm. siten, ettd satunnaismuuttujia ja normaalijakaumaa koskeva luku on
siirretty aikaisemmaksi. Nain siksi, ettd lukuvuoden lopussa aika yleensa
loppuu kesken ja jos taman monisteen aihepiirid kasitelldaan viimeisena,
ainakin lukujen 1- 2 asioita olisi hyva ehtia esitelld, jos ei muuten niin
piirto- tai siirtoheittimen avulla. Nama asiat voisi sijoittaa myds matema-
tiikan kurssien johonkin aikaisempaan kohtaan, esim. differentiaali-
yhtaloiden kasittelyn jalkeen. Koko monisteen lapikayminen voisi sopia
valinnaiselle tilastotieteen ja todennakdisyyslaskennan kurssille.

Monisteeseen loppupuolelle on lisétty aika paljon todennékoisyys-
laskentaa (luvut 8 ja 9), jotta myds lisatylle tilastolaskennalle saadaan
matemaattista pohjaa. Harjoitustehtavien laatimisessa olen valttanyt jol-
lekin opintosuunnalle liittyvia sanontoja ja kayttanyt aika paljon yleis-
nimikkeita "tuotteen”, "jonkin ihmisjoukon” tms. "erds ominaisuus".
Ajatuksena on, etta opettaja voi tarvittaessa muuttaa nimikkeita (kirjalli-
swidesta loytyvien esimerkkien avulla ja opiskelijoiden kanssa pohtimal-
la) juuri opetettavalle opintosuunnalle soveltuviksi.

Kun tilastotieteessa tehdaan matemaattisesta laakésjonka pohjana
on taman monisteen tasolla aika usein normaali-, binomi-, Student- tai

;(z-jakauma)tilastollisia johtopaatoksia, taytyy niiden tekesssa olla
erityisen varovainen, jotta valtyttaisiin virhepéakniltd. Oikeiden joh-
topaatosten teko voi vaatia paljon syvallisempéaa tilastollista nakemysta

kuin tastd monisteesta saa. Joissakin oppikirjoissa on téallaisista asioista
hyvia varoittavia esimerkkeja.

Monisteen laatimisessa olen kayttanyt apuna mm. seuraavia suomenkie-
lisia oppikirjoja ja monisteitaHolopainen: Tilastomatematiikan pesu

teet (Otava), Holopainen, Pulkkinen: Tilastollise¢netelméat (Weilin +
G00s), Launonen, Sorvali, Toivonen: Teknisten antigatmatematiikka

3E (WSQOY), Pelkonen: Tilastomatematiikka (Gummeyudija Tuohi:
Tilastomatematiikan oppijakso (Moniste, Turun amikatkeakoulu),
Aijala: Todennakoisyyslaskenta ja tilastotiede (Tagntekniikka).Apu-

na on ollut myos kasin kirjoitettu moniste, jonka laadin aikoinaan Turun
yliopistossa, kun luennoin siella todennakoisyyslaskennan cl-kurssin.
Mainittakoon my6s seuraava aika uusi, laaja ja ainakin paallisin puolin
katsottuna hyvan nakoéinen oppikirj& Hayter: Probability and Statis-
tics for Engineers and ScientisekdShaunn sarjan monisted®roba-
bility ja Statistics

Kiitokset erityisestiRitva Metsankylallejoka on oikolukenut monistetta
sitd myoten kun olen saanut sitd kirjoitetuksi. Jaljelle jaaneista virheista
voin kuitenkin syyttaa vain itseani.
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Olen paivittanyt Antti Majaniemen alkuperaiseen monisteeseen esimerk-
keja ja harjoitustehtavia tdman paivan tilanteeseen paremmin sopiviksi.

Turussa 20. 8. 2007 Jari Majaniemi



1 Tilasto-opin alkeita

1.1 Keskiarvot
Lukujen x;,x,,...,x,

. . . _ Xyt+..+Xx 1
e (aritmeettinen) keskiarvo x=-"1"""H=_%"y;
n n

e geometrinen keskiarvo (keskiverto) G =7x1x3---x, (xi:t=0)

e harmoninen keskiarvo H =

Taten H on lukujen x; kaanteislukujen 1/x; aritmeettisen keskiarvon
kaénteisluku.

¢ Aritmeettinen eli "tavallinen" keskiarvo lasketaan usein painotettuna:

p1x1 +...+pnxn

Zpi

Esim. 1 Opintojaksosta 1 (2 op) opiskelija sai arvosanan 2 ja
opintojaksosta 2 (6 op) arvosanan 4. Arvosanojen

X= , Dj:t painokertoimia .

. . 2+4
— painottamaton keskiarvo x = — = 3,

— painotettu keskiarvo, painoina opintopistemaarat

2:2+6-4
2+6

3

X =

N |—

Esim. 2 Jos luvuista x; on osa samoja ( f; kpl x;:td, yhteensd n kpl),
niin keskiarvo voidaan laskea painotettuna, painoina lukujen x;
estintymismaarat el frekvenssit f; :

X

_f1x1+...+kak _l -~
 fi+ A S —an,x,.



Esim. 3 Erddn luokan matematiikan arvosanojen jakauma oli

seuraavanlainen
Y |7 % f:1'0+2'21;-...+2'5z2)93'
0 [ 1] 370
1 | 2] 741 Keskiarvo  voidaan laskea myos
0 14.81 frekvenssiprosenteilla:
3 | 13| 48]15 _ 37-0+74-1+.47,4-5
X = ~2,93.
4 18,52 100
5 7,41
yht. | 27 | 100,00

*Esim. 4 Hyvina aikoina alkupalkka = a
ja
1. vuonna palkka nousi 10 % ... palkka=1,10 a
2. -"- mnousu oli 6% .. palkka=1,06-1,10a
3. -"- -"- 0oli2% .. palkka=1,02-1,06-1,10 a.

Samaan loppupalkkaan pééstéaisiin, jos kertojana olisi jokaisena
vuonna luku %/1,02-1,064,10 ~1,0595 .. keskimaardinen nousu
on 595 % (eikd 6 % kuten aritmeettinen keskiarvo antaisi).
Keskimaarainen kasvu on siis kasvukertoimien geometrinen
keskiarvo.

*Esim. 5 Matka s ajettiin kolme kertaa ja nopeudet olivat 60, 80 ja 100
(km/h). Laske keskinopeus.

Kokonaismatka = 3s, kokonaisaika ¢ = 2 + 2 + S .
60 80 100
3s 3 o
VE= = T 76,6 (km/h) (eikd 80 km/h).
L .
60 80 100

. v, on nopeuksien harmoninen keskiarvo.



*Esim. 6 Apukeskiarvon x, kéyttiminen: Arvioidaan, ettd lukujen
x;(i=1,...,k) aritm. keskiarvo =x,. Lukujen x, poikkeamat
tasta apukeskiarvosta x(, ovat

' _ . _ !
X=X, —X, SOXp =X+ X

1 1 1 1 1
:;in :;Z(XO +xi') :;'}’ZXO +;in' =X +;in'.

. Keskiarvo = apukeskiarvo + poikkeamien keskiarvo. Esimerkki:

=

Luvut 12,17, 14, 15, 18, 16, 13, 14, 16, 13 (10 kpl).

Valitaan x, =14. Poikkeamat: -2,3,0,1,4,2,-1,0,2,-1.

Poikkeamien summa=+8 .. x=14 +% =148 .

1.2 Tilastollisia peruskasitteita

Esimerkissd 3 esiintyi yksinkertainen esimerkki tilastosta.  x;
Sithen oli koottu erdidn luokan matematiikan arvosanat
frekvensseineen (viereinen kuva). Tilasto on siind mielessa
Jdrjestetty, etti arvosanat on esitetty suuruusjarjestyksessa.
Aineistoa on myos [uokiteltu, koska samat arvosanat on
keratty yhteen. Voidaan my0s sanoa, ettd esim. arvosana 3
on arvosanavalin (luokkaviilin) 2.5 ... 3.5 luokkakeskus.

>

‘u]-l;wl\)—*o
[a—
W

Tassa tilastossa tutkimuskohteina (tilastoyksikkéind) ovat
luokan oppilaat ay,a,,...,ay7. Tilastoyksikkgjen joukko

S

t.| 27
{a1,a,,...,ay7} muodostaa  populaation. Tutkittavana on

ominaisuus "menestyminen matematitkassa”". Se on erds tdhan
populaatioon liittyva tilastollinen muuttuja x (tilastollinen suure).

Muuttujan x saamat arvot x;: 0, 1, 2, 3, 4,5

jandiden frekvenssit f;: 1, 2, 4, 13, 5, 2

muodostavat tilastollisen muuttujan x jakauman.

Taméntyyppistd jakaumaa sanotaan myos frekvenssijakaumaksi, koska
se 1ilmoittaa, miten frekvenssit ovat jakautuneet x:n arvojen kesken
(paljonko on nollia, ykkosia jne ts. miké on 0:n frekvenssi, miké 1:n jne).



Edellinen muuttuja x on luonteeltaan diskreetti muuttuja: sen arvot
muuttuvat hyppayksittain. Diskreetin muuttujan "vastakohta" on jatkuva
muuttuja (esim. 1ka, pituus, nestemaaran paino jne). Toisentyyppinen
perusjaottelu on seuraava:

A. Edellinen muuttuja x on erés kvantitatiivinen (mdcrdllinen) muuttuja.
Sen arvot x; ovat lukuja, joten x:m arvoista voidaan laskea esim.

keskiarvo, keskihajonta ja vaihteluvili.

B. Kvalitatiiviset (laadulliset) muuttujat kuten sukupuoli, puoluekanta,
luonnetyyppi, ammatti jne ovat sellaisia, ettd niistd ei voida laskea
keskiarvoa tai keskihajontaa tms., vaan jakaumaa tdytyy kuvata
toisentyyppisilld tunnusluvuilla (kuten moodi). Tunnuslukuja esitellddn
myohemmin.

Frekvenssijakauman (x:n arvot x; ja niuden frekvenssit f;) erilaisia
graafisia esitystapoja (kaavioita, diagrammeja) on suuri joukko mm.
Excelissd. Seuraavassa kuvassa on néista esitystavoista muutama.

Alue Palkki Pylwds Yiva Trnpyra

>

Jatkon kannalta tirked esitystapa on ns. firekvenssikdyrd, jossa on
yhdistetty pisteet (x,, f;) murtoviivalla:

Xi

0 1 2 3 4 5

Kéayraa voitaisiin sanoa my0s jakauman (tai muuttujan x) tiheyskdyrdiksi.
Arvosanan 3 laheisyydessa kayrd on ylimmillaan, ts. arvosanojen méaara
yksikkod kohti on suurimmillaan eli arvosanatiheys on suurimmillaan.



Tiheys pienenee kiyran alku- tai loppupddhian pain mentidessid. Kayrasta
nahdaan mm., ettd se on aika hyvin symmetrinen.

Toinen tiarked kayrd saadaan, kun tutkitaan miten frekvenssit kertyvét
arvosanojen mukana. Tdmé saadaan summafrekvenssien [ avulla:

F; = fi+..+ f;.

xp | Ji | Fi=htetf F;

0 |1 1 30 T

1 |2 1+2=3

2 3+4=7 20 T

3 |13 7+13=20

4 |5 20+5=25 10 T

5 |2 25+2=27 X
yht. | 27 ‘ i : — :

Summafrekvenssikdyrdd sanotaan myos kertymdkdyréiksi. Diskreetin
muuttujan kertymdfunktio on porrasfunktio, silla esim. arvosanojen 2 ja 3
valilla ei kerry yhtdén arvosanaa, joten télla valilla funktion arvo on vakio.
Kohdassa 3 arvosanoja kertyy 13 kpl, joten tdssa kohdassa kayrissia on
13 yksikon suuruinen hyppéys.

Voidaan myos ajatella, ettd esim. arvosana 3 on luokan 2,5 ... 3.5
luokkakeskus ja kaikki arvosanat 3 eivit ole samanarvoisia vaan niit
kertyy tasaisesti kohdasta 2,5 kohtaan 3,5. Taten 13 yksikon suuruinen
hyppéys voidaan korvata janalla kohtaa 3 edeltdvian portaan (askelman)
keskikohdasta seuraavaan. Niin saadaan jatkuva viiva, joka myos on
piirretty edelliseen kuvaan.

1.3 Jakauman tunnuslukuja

Jakaumaa kuvataan graafisten esitystapojen lisdksi ns. tunnusluvuilla.
Nama jaetaan kahteen tyyppiin:

A. KESKILUVUT (keskikohtaa ilmaisevat luvut):

1
e keskiarvo X=—) fix;,
n



e moodi eli tyyppiarvo (Mo). Tami on se muuttujan arvo, jolla on suurin
frekvenssi. Edellisessd esimerkissa Mo = 3 ja ¥ = 2,93. Moodia
voidaan kdyttdd myos kvalitatiivisille muuttujille. Jos muuttuja x
ilmaisee esim. puoluekannan (vaikkapa jossakin kunnassa), niin x:n
jakaumasta e1 voida laskea keskiarvoa, mutta moodi ilmaisee sen
puolueen, jolla on suurin kannatus.

e mediaani (Md) on se kohta, johon mennessi on kertynyt puolet (eli 50
%) muuttujan arvoista. Tama arvo nahdaan jatkuvaksi viivaksi
muutetusta kertymakayrasta "takaperin':

N Fi/ %
1OQ reveemvemmrmmmeneiie e,
75 o
50 >

Xj

Md = 2,9
1 2 3 4 5

Mediaaniarvo on ns. 50 % :n fraktiili. 25 %:n fraktiilia eli sitd x:n arvoa,
mihin mennessd on kertynyt 25 % x:n arvoista, sanotaan ensimmdiiseksi
kvartiiliksi tai alakvartiiliksi Q;. Vastaavasti 75 %:n kohta on kolmas
kvartiili eli ylikvartiili Q3. Edellisessa kuvassa Q, = 2,3 ja Q; = 3.4.

B. HAJONTALUVUT (kuinka laajalle x:n arvot ovat hajaantuneet tai
kuinka paljon ne keskiméaarin poikkeavat jostakin keskikohtaa esittavésta
X:n arvosta):

¢ vaihteluvili = suurimman ja pienimmén esiintyvian x:n arvon erotus.
Esimerkiksi edella kasitellylla luokalla vaihteluvdli on 5 — 0 = 5.
Jollakin toisella luokalla keskiarvo vor olla sama, mutta vaihteluvali
esim. 4 —1=3.

-0

¢ kvartiilipoikkeama Q = = Jos jakauma on symmetrinen, niin 50

% x:n arvoista on vililla Md + O. Edellisessa kuvassa



0 z%;ODSS'

1 : :
¢ keskipoikkeama (Mean deviation) d :—Z Jilx; —x| = poikkeamien
n

itseisarvojen keskiarvo. Koska itseisarvolausekkeiden kasittely on
hankalaa, kaytetddn yleensd neli6llisia poikkeamia, jolloin saadaan
seuraavat hajontaluvut:

¢ Keskihajonta (Standard  deviation) o= \/ lz Jfi(x;, —x )2 =
n

poikkeamien nelididen keskiarvon neliojuuri.

¢ Varianssi = keskihajonnan nelio = o .

Keskihajonta o on koko aineiston hajonta. Sutda kéytetddn myos

merkintdéd oy ja sanontaa n-hajonta.

¢ Jos koko aineistosta otetaan n:n kappaleen otos, niin suuretta

N P AT

sanotaan otoshajonnaksi tai (n—1)-hajonnaksi ja merkitddan myos
s,_;:11a. Vastaavasti puhutaan otosvarianssista s°.

Jos esim. 10 kappaleen otoksesta lasketaan otoshajonta s, sitd voidaan
kayttdd koko aineistosta (esim. 10000 kpl) lasketun keskihajonnan o
likiarvona, jos jakauma on "ldhes normaali". Téastd puhutaan lahemmin
jatkossa.

Mainitaan vield jakauman vinoutta (skewness) mittaavia lukuja.
X—=Mo 3(x-Md)
s s
likiarvo). Positiivisesti eli oikealle vinolla jakaumalla ovat moodi ja
mediaani  keskiarvoa pienemmédt ja siten s, >0. Vinouskerroin

p
DY C /)
: }’Z-S4

Pearsonin vinousmitta s, = (kokeellisesti saatu

p



1.4 Likimain normaali jakauma. Luottamusvalit

Edella kasitelty matematiitkan arvosanojen jakauma on eréas tilastollinen
jakauma. Sen frekvenssikdyra (tiheysfunktion kuvaaja) ja summakayra
(kertymafunktion kuvaaja) olivat muodoltaan seuraavanlaiset:

Fi

Xi

Jos arvosanoja olisi paljon ja arvosteluvali
olisi lyhempi (esim. Yi-numeroa), niin fi-
kayra olisi muodoltaan lahella ns. Gaussin
kellokdyrdd (viereinen kuva), joka on
todennikoisyyslaskennan  antaman  erdan
teoreettisen (mutta kaytannossa tiarkedn)
jakauman, normaalijakauman 1 2 3 4 &
frekvenssifunktio.

Todennikoisyyslaskennassa  frekvenssifunktioita  sanotaan  yleensa
tiheysfunktioiksi.

Normaalijakaumaa  kaytetdan  useiden  tilastollisten  jakaumien
matemaattisena mallina. Eras todenndkoisyyslaskennan avulla saatava
"nyrkkisaantd" sille, milloin tilastollisen muuttujan x jakauma on likimain
normaalijakauma on seuraava:

Jos tilastollisen muuttujan x arvojen vaihtelut johtuvat useista, toisistaan
riippumattomista satunnaisista seikoista, niin x:n jakauma on likimain
normaalijakauma. Talloin x:n jakauman kéasittelyssd voidaan kayttaa
normaalijakaumalle johdettuja matemaattisia tuloksia.
Esim. 7 Likimain normaaleja jakaumia voisivat olla esim. seuraavat:
— suuresta thmisjoukosta muodostettu
e painojakauma
e pituusjakauma

e arvosanajakauma,



— er1 tyontekijoilld saman tyovaiheen tekemiseen kaytetty aika,

jos naita tyontekijoita on aika paljon.

— jonkin autotyypin autonmoottorien kestoikd (esim. laskettuna

km:issd ennen ensimmaistd moottoriremonttia).

— Jos suureen arvon maarittimiseksi tehdidin useita toisistaan

riippumattomia mittauksia samoissa olosuhteissa, niin mit-
tausarvoissa esiintyy eroja. Tami mittausarvojen jakauma on
likimain normaali.

Normaalijakauman yhteydessid johdetaan myohemmin tulos, joka antaa
keskihajonnan o suuruudesta jonkinlaisen kuvan. Likimain normaaleihin
jakaumiin sovellettuna tulos on seuraava:

Lause 1 Jos tilastollisen muuttujan x jakauma on likimain normaali,

Esim. 8

niin suunnilleen

68 % x:n arvoista on vililld X —oc.. X+ 0o

95 % x:n arvoista on vdlilld x —196c...Xx +1,960

99 % x:n arvoista on vdlilld x —2,60...Xx +2,60.

Oletetaan, ettd suuresta maarasta matematiikan kokeita, joissa
maksimipistemadra on 20, on saatu tulokset

x=12,0=35.

Jos jakauman malliksi otetaan normaalijjakauma, niin suurin
piirtein
68 % (eli n. 2/3) pisteméaarista on valilla 8,5 ... 15,5 ja

95 % on valilla 12+196-3.5 eli suunnilleen valilla 5... 19.

Lauseessa 1 esim. valid Xx-196-0...x+196-csanotaan 95 %:n
luottamusviliksi. Taman valin paiatearvoja x—-1960 ja X +1960
sanotaan myds 95 %:n varmuusrajoiksi tai myos 5 %:n riskirajoiksi.

Esim. 9

Jos edellisen esimerkin mukaisesta koepistejoukosta valitaan
umpimahkadn  yksi, nin 68 %  varmuudella (ts.
todenncdikoisyydelld 0,68) taméa arvosana on valilla 8,5 ... 15,5.
Koska vain 68 % arvosanoista on talla valilla, niin otetaan aika
suurt eli 32 %:n riski, jos viitetddn ettd yhdessa valinnassa
saadaan talla valilla oleva arvosana.



1.5 Otos. Keskiarvon keskivirhe

Tilastollisen jakauman tutkimisessa joudutaan tyytyméin usein otokseen
(esim. laadunvalvonnassa tutkitaan vain osa tehdyista tuotteista). Talloin
herdavat mm. seuraavat kysymykset:

0 Miten pitkdlle menevid johtopditoksid otoskeskiarvosta X, Ja

otoshajonnasta eli (» — 1)-hajonnasta s voidaan tehda koko populaatiota
ajatellen.

0 Kuinka voimakkaasti otoskoko wvaikuttaa. Esim. turhan suuri otos
merkitsee usein lisikustannuksia.

¢ Miten otos pitéisi tehda.

0 Miten kysely pitdisti tehdi, jotta se olisi luotettava (ei esim.
puhelinkyselyné; lisdksi kaikkien kyselyyn mukaan joutuneiden pitéisi
oikeastaan vastata, silla muuten jakauma helpsti "vinoutuu").

Eras aika itsestaan selvilta tuntuva perustulos on seuraava:

Lause 2 Otoskeskiarvo X, ja otoshajonta s ovat hyvid estimaatieja
(arvioita) koko populaation keskiarvolle X ja keskihajonnalle
o (sitd parempia, mitd suurempi otos on ja mitd paremmin
otos on onnistuttu suorittamaan).

Esim. 10 Oletetaan, ettd tehtaan valmistamien tuotteiden kestoaikojen
jakaumaa voidaan pitda likimain normaalina. Tehdas testasi
kestoaikoja 100 kpl otoksella, ts. sataa tuotetta kéaytettiin,
kunnes ne menivdt rikki ja kestoajat luokiteltiin esimerkiksi

100 =10 yhta pitkdan luokkaan. Ajatellaan, ettd tulokseksi
saatiin esim. tunneissa laskettuina

X008 =990, s=60 ((n—1)-hajonta).

ofos

Tasta voidaan paatella Lauseen 2 mukaan, ettd Kkaikilla
tuotteilla kestoaikojen keskiarvo ja keskihajonta ovat

x~990, oc=60.

Lauseen 1 mukaan taas esim. 95 %:lla tuotteista kestoikd on
suunnilleen valilla

990+1,96-60 eli valilla 870 ... 1110.

10



Lopuista 5 %:sta puolet eli 2,5 % kestavat alle 870 ja puolet yh
1110 tuntia. Taten 97.5 % varmuudella (tai 97,5 %
todennakoisyydelld) umpiméahkaan valittu tuote kestda yli 870
tuntia.

Kovasti yksinkertaistaen voidaan sanoa myos, ettid jos tehdas
antaa tuotteelleen 870 tunnin takuun, se ottaa 2.5 % riskin.
Takuuehtojen méaarittiminen ei tietenkddn kiytdnnossi ole ndin
yksinkertaista vaan riippuu mm. siitd, kuinka herkisti
viallinen tuote palautetaan.

Otoshajonnan s avulla voidaan tutkia, paljonko otoskeskiarvo poikkeaa
koko populaation keskiarvosta, ts. paljonko otoskeskiarvossa on virhettd.
Kun kaytetddn todenndkoisyyslaskentaa ja sovelletaan sen antamia
tuloksia, saadaan tdhan kysymykseen seuraava vastaus :

Lause 3 Oletetaan, ettd tilastollisen muuttujan x jakauma on likimain

normaali ja otoskoko n>30. Silloin

1) 95 %:n varmuudella koko populaation keskiarvo poikkeaa

. . s
otoskeskiarvosta korkeintaan luvun 1,96 T verran, ts.
n

— _ A
X popul. = Xotos £1,96-—=|
popu otos \/;

2) 99 %:n varmuudella

- _ S
X popul. = Xotos T 2,6 -——|.
popu otos \/;

Esim 11 Edellisessd esimerkissd  tuotteen kestoikda arvioitaessa

otoksesta n =100 saadut arvot olivat x,,,, =990, s =60. Téiten

1) 95 % varmuudella kaikkien tuotteiden kestoiin keskiarvo on
valilla

60

Xx=990+196-
~100

~990+12 (h),

2) 99 % varmuudella
60

Xx=990+2,6- 0z990i16.

11



Lauseessa 3 estintyvaa lukua |s :T’ joka kerrottuna luvulla 1,96 tai
n

2,6 antaa virherajat, sanotaan keskiarvon keskivirheeksi. Jos otoskoko
n <30, virherajoja tdytyy suurentaa eli ne tdytyy kertoa erdalla 1:ta
suuremmalla luvulla 7. Tama kerroin on perdisin eridisti toisesta
jakaumasta, Studentin ¢ -jakaumasta ja sen arvoja saadaan mm.
seuraavasta taulukosta:

n |2 3 4 5 10 20 30
95% 22 1,6 14 13 L1 1,0 L0
99% 39 23 18 15 12 11 Ll

Esim. 12 Suureen arvon maarittamiseksi tehdyt mittaukset antavat tietyn
mittaustulosten jakauman, joka on likipitien normaali, jos
mittauksia on suurt méiré ja ne ovat toisistaan riippumattomia.
Kun mittauksia on vdhaisempi méaara, kyseessi on itse asiassa
otos tastd jakaumasta ja tdhdn otokseen voidaan soveltaa
edellisia tuloksia. Ajatellaan, ettd tehdaan esim. 10 tallaista

mittausta ja ndiden keskiarvoksi saadaan x,,,, = 28,5 ja (n-1)-
hajonnaksi s=0,68. Talloin mittausten keskiarvon keskivirhe
on

5, = 208 =0,215...

S. =

X \/ﬁ

Jos kaytetdan 95 % varmuutta, timé luku on kerrottava luvulla
1,96 ja t-luvulla 1,1. Koska 1,1-1,96-0,215...=0,463...< 0,5, niin

tulos on, ettd suureen todellinen arvo (Aarettéman monen
mittauksen keskiarvo) on

x=285%+0,5 95 % varmuudella.

Kun aikaisemmin monisteen 1 ja III osassa laskettiin suureiden
z = f(x,y) virheitd kokonaisdifferentiaalin avulla, muuttujien x ja y arvot

virheineen annettiin  yleensd esim. muodossa x=256%+0,03 ja
y=321+£0,5, ts. ajateltiin, ettd esim. x:n arvoksi on mitattaessa saatu

2,56 ja arvioitiin, ettd mittausarvossa on virhetta korkeintaan 0,03 puoleen
tai toiseen. Esimerkki 12 nayttda, miten mitattavien suureiden x ja y
virheitd voidaan arvioinnin sijaan laskea tilastollisten menetelmien avulla.

Esim. 13 Tuotteen keskipainoksi ilmoitettin 275 g. Punnittiin 32
tuotetta, joista keskiarvoksi saatiin 272 g ja otoshajonnaksi 11

12



g. Laske pitadko 1lmoitus tdmén otoksen mukaan paikkansa, jos
kaytetaan 95 % luotettavuustasoa (varmuutta).

Koska 1,96-Lz3,8, nin 95 % varmuudella kaikkien
J32

tuotteiden keskipamo on valilla 272+38 eli vallla
268,2...275,8.

Taten kaikkien tuotteiden keskipaino voi olla jopa 275.8 g, ts.
ilmoitettua keskipainoa 275 (g) ei voi timan otoksen antaman
tiedon perusteella pitdd lilan suurena. Siis ilmoitus pitdd

paikkansa.

Harjoituksia

A B

Vastauksia monisteen lopussa.

1.1

1.2

1.3

1.4

Laske sopivaa apukeskiarvoa kayttaen lukujen 27, 24, 22, 26, 28,
26, 27 (aritmeettinen) keskiarvo. Laske myos samojen lukujen
geometrinen ja harmoninen keskiarvo.

Tieosuudesta on 10 %:1la nopeusrajoitus 50, 30 %:1la 80 ja lopulla
100. Kuinka suurt on maksimikeskinopeus, johon tilla tieosuudella
voidaan paasti nopeusrajoituksia noudattaen ?

Yrityksen liikevaihto laski kahtena perdkkiisend wvuotena 2 %
kumpanakin. Millainen nousu tarvittaisiin kolmantena vuonna, jotta
niiden kolmen vuoden keskiméaraien kasvu olisi 1 % ?

Diskreetin muuttujan x arvot ovat 4, 5, 6, 7, 8, 9 ja niiden frekvenssit
I, 2, 8 13, 6, 2. Esita x:n jakauma a) taulukkona, b)
frekvenssikdyréand, c) janadiagrammina, jossa pisteistd (x;,f;) on
piirretty x-akselille kohtisuoraan janat, d) pylvisdiagrammina, joissa
em. janat on levennetty esim. 2 yksikon levyisiksi pylviiksi, e)
histogrammina, jossa yhta leveat pylvaat ovat kimnni toisissaan ja y-
akselina ovat frekvenssiprosentit. Talloin pylvaskuvion yhteispinta-
ala on 1. f) Piirrd x:n kertymékayra. g) Méaarita jakauman keskiluvut
ja hajontaluvut (opettele, miten laskimestasi saadaan keskiarvo, n-
hajonta ja otoshajonta).

13



1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

14

Pinossa olevat laudat luokiteltuina 30 cm pituisiin  luokkiin
jakautuivat seuraavan taulukon mukaisesti (lautojen pituuksien sijaan
kyseesséa voisi olla esim. tyosuorituksiin kaytettavia aikoja tms.):

Purra jakauman frekvenssi- ja  [luokkavili | luokkakeskusx; | f;%

summakdyrdt  ja = madritd 3715 345 330 5
jalkimmaisesta jakauman

mediaani, kvartiilipoikkeama 345,375 360 8
seki  kuinka suuri  osa 375..405 390 17
laudoista on valilla 400...460.  405..435 420 35
(Vihje: murtoviivaa el tdssd 435 465 450 20

tehtavassa ole luonnollista
vetdd portaiden keskikohtien 465..495 480
kautta.) Tamé antaa  495..525 510
todennikoisyyden sille, etta

pinosta umpimahkéin vedetty lauta on pituudeltaan kyseisella valilla.
Laske my0s lautojen keskipituus ja keskihajonta.

Tilastollisen muuttujan jakauma on likimain normaali, keskiarvona
27,4 ja hajontana 2,86. Laske 95:n ja 99 %:n luottamusvalit.

Erdan tuotteen keskipainon pitdisi olla vdhintdan 2,00 kg. Otos-
tutkimus antaa seuraavat painot:

8 kpl 1,90 kg, 10 kpl 1,95 kg, 12 kpl 1,98 kg, 4 kpl 2,05 kg.

Kuinka paljon vdhintddn tuotteet ovat tdmén otoksen perusteella
alipainoisia, jos kidytetdan 95 % varmuutta?

Pakkauksen keskipainoksi ilmoitettiin 0,700 kg. Tutkituista 10
tuotteesta 6 painoi 692 g ja 4 painoi 701 g. Onko ilmoitettu
keskipaino hyvéksyttyjen rajojen vilissi, jos kaytetaan 99 %
varmuutta?

Auton erdan osan tms. kulutuskestavyys arvioitiin 25 000 km:ksi ja
keskihajonta 5000 km:ksi. Keskimaardisen kulutuskestavyyden
tutkimiseksi péatettiin tehda otos. Kuinka suureksi otoskoko on
valittava, jotta otoskeskiarvo ei poikkeaisi todellisesta enempaa kuin
5% 95%:n varmuudella?



2 Diskreetit ja jatkuvat todennakdisyysjakaumat

2.1 Satunnaismuuttuja ja pistetodennéakdisyydet

Esim. 1

Esim. 2

Viidessa kortissa ovat luvut 1, 2, 3, 4 ja 5 (yksi kussakin).
Vedetddn naistd korteista umpiméhkdan yksi. Tutkitaan
mahdollisuutta saada tulokseksi esim. parillinen luku?

Kaikkien tulosten joukko on £ ={1,2,3,4,5} . Tapausta "saadaan
parillinen luku" vastaa osajoukko A ={2,4}. Koska kaikki viisi

tulosta ovat yhtd mahdollisia ja 4:ssa niistd on kaksi, niin 4:n
todenndikoisyys (Probability) on

P(A) = % (=04 =40%).

Esitetaan tille tehtavalle toisenlainenkin matemaattinen malli,
joka sopii myos sellaisiin tapauksiin, missa tulokset eivéit ole
yhtd mahdollisia. Olkoon X satunnaismuuttuja, joka ilmoittaa
saadun pistemidiran. X:n arvot ja niiden todennikoisyydet (ns.
pistetodenniikoisyydet) ovat

X 1, 2,3, 4,5

Todenndkoisyys, ettd X:n arvo on parillinen, on vastaavien
pistetodenndkoisyyksien summa:

P(X = parillinen) = p, + p4 = %

Kaikkien pistetodennékaisyyksien summa on 1, ts. | Y p; =1|

Neljasta kortista, joissa ovat luvut 1, 2, 3 ja

4, nostetaan umpimidhkdan vykst ja 4+ |1 2 3 4
palautetaan se. Sitten nostetaan | [5 3 4 4
umpimahkain toinen kortti, joka voi siis olla

my0Os sama kuin ensin nostettu. Olkoon X 213456
satunnaismuuttuja, joka ilmoittaa saadun 3 |4 5 6 7
kahden luvun  summan.  Viereisesti 4|5 ¢ 7 8

yhteenlaskutaulusta ndhdidan mahdolliset
summan arvot ja kuinka monella eri tavalla kukin summa
saadaan. Esim. 4 saadaan summina 3+1, 2+2 ja 143, ts.
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16

kolmella korttiyhdelmalla 16:sta mahdollisesta
korttiyhdelmasta. Siten todennikoisyys saada summa 4 on 3/16.
Satunnaismuuttujan X jakauman muodostavat X:n arvot ja
niiden todennakoisyydet:

X 2, 3, 4,5 6, 7, 8
1 2 3 4 3 2 1
16°16°16°16°16°16°16

Tassda esimerkissda kaikki pistesummat eiviat endd ole yhta
mahdollisia. Todennakoisyys, ettd pistesumma on ainakin 7 eli
etti X saa arvon joka on 7 tai enemmin, on vastaavien
pistetodenndkoisyyksien summa:

P(X>T7) :£+L:i.
16 16 16
Koska pistetodenndkoisyyksien summa on = 1, niin

komplementtitapauksen "pistesumma on pienempt kuin 7 "
todennakoisyys voidaan laskea seuraavasti:

3 13

P(X<7):1_E:E'

Koska X saa vain erillisia [7 53

arvoja, sen jJakauma on | ;-
diskreetti ja sitd kuvataan |, ;.
tavallisesti janadiagrammilla |

(viereinen kuva). Joskus on ‘
2 3 a

hyodyllista ajatella | | ‘ |
todennakoisyys  massaksi, 6 7 8
jota on kaikkiaan 1 yksikko.

Tassa esimerkissd todenndkoisyysmassa on jakautunut lukujen
2, ..., 8 kohdalle, symmetrisesti kohtaan 5 nidhden.

Satunnaismuuttujan X 1t

kertymiifunktion F _|r
st .

arvo kohdassa X

saadaan, kun lasketaan 0.6}
yhteen kaikki kohtaan x

5

o

0.4
mennessa kertynyt

todennikoisyysmassa. 0.2 |
Esim. r—r




F@3)= 1 + 2 = £l :
16 16 16
Teoreettisemmin sanottuna /° voidaan maéaritella yhtalolla
F(x)=P(X <x).

Kertymafunktion kuvaaja on porrasfunktio, jonka pienin arvo
on 0 (kun x <2)jasuurin I (kun x >8).

2.2 Diskreetin jakauman odotusarvo ja varianssi

Esim. 3 Lukujen 5, 6, 6, 6, 7, 7 keskiarvo

go2t30427 15 3 6 292617
6 6 6 6
Tassa esiintyvét kertoimet ovat samat kuin

pistetodennédkoisyyksien arvot, jos ajatellaan luvuista valituiksi
umpimahkain yksi ja satunnaismuuttuja X ilmoittaa saadun
luvun. Siis

Tata summaa sanotaan todennékoisyyslaskennassa
odotusarvoksi (Expected value).

Mdidritelmd. Jos satunnaismuuttuja saa arvol Xxj,X,,... ja ndiden
todenndkoisyydet ovat py, p,,..., niin X:n odotusarvo

p=E(X)=) pix
Jja varianssi
o’ =Var(X)=Y p;-(x;— p)*.

Varianssin neliojuurta o sanotaan keskihajonnaksi.

Esim. 4 Jos X ilmoittaa yhdessa nopanheitossa saadun tuloksen, niin
1 1 1 1 1

E(X):l-1+—-2+—-3+—-4+—-5+—-6:31
6 6 6 6 6 6 2

ja  Var(x)= % (2,52 +1,52 40,52 +0,5% + 1,52 +2,5% )~ 2,92.

Jos suoritetaan useita heittoja perdkkain, on odotettavissa etta
saatujen pistemadarien keskiarvo on = 3.5 ; sitd varmemmin, mité

enemman heittoja on. Keskihajonta o =+/Var(X) =1,70.
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2.3 Jatkuvat jakaumat

Painon, pituuden, ajan tms. mittauksissa kokeen tulos voi usein olla mika
tahansa reaaliluku jollakin  valilla [c,d], mahdollisesti koko
reaalilukualueella. Jos satunnaismuuttuja X ilmoittaa téllaisen kokeen
tuloksen, X:n jakauma on jatkuva jakauma. Tall6in X:n arvot x muuttuvat
jatkuvasti, 1lman hyppayksia ja siten

kertymifunktion [/ kuvaaja on N Feo

nouseva, katkeamaton kayra (silla x:n
kasvaessa todennikoisyysmassaa
kertyy jatkuvasti).

|
Siind kohdassa, missa kertymafunktio ‘
F(x) kasvaa jyrkimmin eli missa -+ |
derivaatta F'(x) on suurimmillaan, c d
todenniakoisyysmassan lisays

yksikkod kohti eli ns. todenndkoisyystiheys on suurimmillaan. Samalla
tavoin muissakin  kohdissa  kertymiafunktion derivaatta kuvaa
todennakoisyystiheytta tdssd kohdassa. Siksi on luonnollista asettaa
seuraava maaritelma:

~

Midivitelmd. Jatkuvan  f9
satunnaismuuttujan X
tiheysfunktio f tayttaa
ehdon

f(x)=F'(x)|

c d

Vi«

Todennikoisyys sille, etta
satunnaismuuttujan X arvo on jollakin
valilla a...b, saadaan kertyméafunktion avulla seuraavasti:

(1) P(a<X <b)=F(b)- F(a)

>

ts. laskemalla kohtaan » mennessa kertynyt todennidkoisyysmassan maara
ja vahentdmalla sutd kohtaan a mennessd kertynyt miadrd. Sama
todennikoisyys voidaan laskea myos tiheysfunktion avulla integraalina

N

2) P(a<XSb)=J:f(x)dx

silla

ij(x)dx = F(x)=F(b)-F(a)=Pa< X <b).

18



Tulokset (1) ja (2) ovat graafisesti esitettyini seuraavat:

N F(x)
|
|
|
Pla<X<b) l
|
|
| | X
L v ~
I a b d

C a b d

Jatkuvalla jakaumalla esim. todennikoisyys, ettdi X saa arvon b on
P(X =b)=0, silla muuten kertymakayrassa olisi hyppays kohdassa b.

Siksi esim. vilien a< X <b ja a< X < b todenndkoisyydet ovat yhti
suuret.  Yleisesti  jatkuvalla  jakaumalla  yksittiisten  pisteiden
todennakoisyyksilla e1 ole mitdan kayttoa, koska ne ovat kaikki = 0.
Niiden tilalle tuleekin "darettoman lyhyelle wvélille dx sijoittuneen
todenniakoisyysmassan maara f(x) dx .

Jos X:n arvot muodostavat vilin ¢ ... d (kuten edellisissa kuvissa), niin
koko télle valille sijoittuneen todennikoisyysmassan maaran tulee olla = 1
eli

jjf(x)dx=1.

Diskreetilld jakaumalla vastaava tulos oli Z pi=1.

Kertymafunktion arvo kohdassa x M) F(x)
saadaan "laskemalla  yhteen"
kohtaan x mennessd kertynyt

todennakoisyysmassa: \
[l

F(x)=] f(x)dx]| ' .

\2%
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Esim. Mathematica-ohjelmassa tiheysfunktiolla on nimi PDF =
Probability Distribution Function (= jakaumafunktio). Kertyméfunktiolla
taas on nimi CDF = Cumulative Distribution Function (= kumulatiivinen
jakaumafunktio).

Jatkuvalla jakaumalla odotusarvo ja varianssi maaritellaan seuraavasti
(Jos X'n arvot sijoittuvat valille ¢ ... d):

u=EX)=["xfxyae, o= (x-wflx)ax.

Keskihajonta on varianssin neliojuuri ja sitd merkitdian o :lla.

2.2 Normaalijakauma

1) Esitellddan aluksi standardoitua |
normaalijakaumaa. Sen l—=—
titheysfunktiota merkitdan fin sijasta 2z
o 4. /\
Tiheysfunktion ¢ arvot saadaan _, 5 5 4
yhtalosta

-

x)= e
¢ \/ﬂ >

missd x saa kaikki reaalilukuarvot. Kuvaaja on y-akselin suhteen
symmetrinen, joten odotusarvo u =0. Liséksi keskihajonta o =1 kuten

voidaan todistaa.

2
Tiheyskayra on tyyppia y=e * . johon on eksponenttiin ja lausekkeen

eteen lisdatty sellaiset  kertoimet, ettdi kokonaispinta-ala eli
todenndkoisyysmassan méara on = 1 ja keskihajonta on = 1.

Kertyméafunktiota merkitdin 1
vastaavalla isolla kirjaimella: /7
0.
. /
®(x) = j_oo o(x) dx .

Kertyméafunktion arvot on taulukoitu,
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koska integraalin laskemisessa jouduttaisiin kayttamaan
likiarvomenetelmid. Eras tillainen taulukko on kopioitu timén monisteen
loppuun.

Esim. 1 d(0) :% (symmetrian nojalla)
d(1)=0,841 (taulukko, laskin tms.)
®2)=0977 ( - " -)

Edelleen, jos X on satunnaismuuttuja, jonka jakauma on
standardinormaali, niin

P1< X <2)=®(2)-D(1)=0,136
P(X>2)=1-P(X<2)
= 1-®(2)=0,023

Symmetrian nojalla

DO(—x)=1-D(x)

CD(M M
vrt. viereinen kuva. Esim. .

D(=2)=1-D(2)=0,023 ja x| X

P(-1< X <1)= d(1) - D(-1)
= ®(1)-[1-D(1)]
=2-d(1)-1=0,682.

2) Yleinen normaalijakauma. Sen tiheysfunktio on

_(x-p)? 1
f)=——e 2| L o
ovN2rw
' _ _ 0.2
missi 4 ja o ovat jakauman n= 10
parametrit (odotusarvo ja o1 le=2
keskihajonta). Kuvaaja on kohtaan u
nihden symmetrinen. 10
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Kuvaaja on sitd "laakeampi", mitd
suurempi keskihajonta o on. u=10 oc=4

Kertymafunktion /(x) arvojen ’/-.\

P =" fxyde

10

laskeminen palautetaan standardinormaalin jakauman kertyméafunktion
arvojen laskemiseen seuraavan tuloksen avulla (tod. luvussa 8):

Esim. 2

Esim. 3

22

F(x)=d>(x;”).

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X jakauma on normaali,
parametreina =75 ja o=12. Tama merkitidan lyhyesti

X ~ N(75, 12%). Vastaava yleinen merkinti on
X ~ Ny, o)

tai joskus X ~ N(x, o). Esim. todenndkoisyys, ettd X:n arvo
on korkeintaan 87 voidaan laskea seuraavasti:

87-175
12
Tama jakauma voisi olla matemaattisena mallina suuren
thmisjoukon painojakaumalle, jos painojen keskiarvo on 75 kg

ja hajonta 12 kg. Tuloksen mukaan korkeintaan 87 kg painavia
on tassi joukossa n. 84 %.

P(X <87)=F(87)=d(

)= (1)~ 0,84.

Laske  todenndkoisyys  sille, ettd (x4, o)-normaalisen
satunnaismuuttujan X arvo poikkeaa odotusarvostaan u
korkeintaan 1,96 kertaa keskihajonnan verran.

P(u—-19-c< X< u+196-0)
=F(u+196-0)- F(u—-196-0)

u+196-0—u u—196-0—-u
o)

= @ ) - @ )

= (1,96) — D(~1,96)

= D(1,96) —[1 - D(1,96)]
=2.-®(1,96)-1
=2.0,9750—1= 0,950,



2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

Siis 95 % X:n arvoista poikkeaa odotusarvostaan korkeintaan
1,96 kertaa keskihajonnan verran. Toisin sanoen 95 % X:n
arvoista on vililla £+196-0, jos X:n jakauma on normaali.

Naéin on perusteltu 1. luvun Lauseen] toinen kohta.
Harjoituksia
A, B

Heitat kerran noppaa ja markan rahaa. Rahan numeropuoli antaa
pistemdiaran 1 ja  vastakkainen puoli  pistemddrin 3.
Satunnaismuuttuja X ilmoittaa saadun pistesumman. a) Maaritad X:n
saamat arvot ja niiden pistetodenndkoisyydet. b) Piirrd jakauman
graafinen esitys, ¢) Maarita X:n kertyméafunktio ja piirra sen kuvaaja.
d) Laske X:n odotusarvo u ja keskihajonta o .

Rahanheitossa numeropuoli on klaava ja toinen puoli kruuna (tai
kruunu). Satunnaismuuttuyja X 1lmoittaa kruunien lukumééran
kolmessa heitossa. Maarita X:n jakauma ja kertyméafunktio.

Laske edellisen tehtdvan mukaisen satunnaismuuttujan odotusarvo ja
varianssi.

Sadasta arvasta yksi voittaa 200 euroa, 3 voittaa 50 euroa ja 8
voittaa 10 euroa. Laske voiton odotusarvo.

Satunnaismuuttuja X saa arvot 1,2,3.4,5 ja niiden todennikoisyydet
ovat 5/k, 4/k, 3/k, 2/k, 1/k. Laske k, 1 ja o

_ , ksinx, kuin 0<x<r
a) Maarita sellainen k:n arvo, etta f(x)= .
0 muulloin

kay jonkin jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktioksi. Laske,
milld todennikoisyydelld X:n arvo on b) korkeintaan 1, c¢) yli 1. d)
Maaritd vastaava kertymiafunktio. e) Laske kohdat b) ja c)
kertyméafunktion avulla.

c/xz, kun x >1
0, kun x <1

kay tiheysfunktioksi? b) Maaritd sellainen luvun a arvo, ettad
P(x>a)=1/3.

. a) Laske, milla c¢:n arvolla f(x)

Olkoon f(x)= {
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2.8 Olkoon X:n jakauma normaali, parametreina u = 1 ja ¢ = 2. Laske
P(-3<X<4).

2.9 Oletetaan, ettd suomalaisten miesten pituusjakauma on (ldhes)
normaali, parametreina 4 = 175 cm ja o= 8 cm. Kuinka monta %
miehistd on yli 2 m pitkia?

2.10 Olkoon X ~ N(0,1).
a) Todista, ettd P(| X|>k)=2-(1-D(k))
b) Mairita sellainen k:n arvo, ettd P(| X|>k)=07371.

2.11 Tuotteen paino noudattaa normaalijakaumaa, jonka odotusarvo on 80
kg ja hajonta 4 kg.

a) Suuriko osa tuotteista on 77...80 kg painoisia?

b) Milla todennakoisyydella umpimahkaan valitun tuotteen paino on
yli 88 kg ?

2.12 Olkoon X ~ N(120, 3) (.. o =3). Laske a) P(X <123), b)
P(X >118), ¢) P(19< X <122).

2.13 Sadan tuotteen otannassa saatiin keskimaaraiseksi
alkoholipitoisuudeksi 2,15 % ja hajonnaksi 0,05 %. Kuinka suuri osa
tuotteista ylittaa talle tuotteelle sallitun pitoisuuden 2,25 % ?

2.14 Tehtaan valmistamien tuotteiden lujuuden tulisi olla (véhintdaan) 3000
N/ecm?. Tuotteista otettiin naytteitd aina silloin tallsin. Tamén
perusteella arvioitiin lujuuden odotusarvon (keskiarvon) olevan 3700
N/ecm?® ja keskihajonnan 400 N/cm?. Kuinka suuri osuus tuotteista
tayttad lujuusvaatimuksen?

2.15 Levyista hylataan alle 34 mm paksuiset ja yli 35 mm paksuiset.
Mitattiin 500 levya ja niista 30 todettiin olevan liian ohuen ja 90 liian
paksun. Laske levyjen paksuuden keskiarvo ja keskihajonta
(olettaen, ettda paksuus on normaalijakautunut). Ohje: Yhtaloista

P(X<34):ﬂ ja P(X>35)=2
500 500

saat suureille # ja o yhtiloparin, kun esitit ne @mn avulla.
Monisteessa olevan taulukon kéayttamisessa "takaperin" tarvitset
saantoa O(—x)=1-D(x).
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3 Todennakoisyyskasitteista

3.1 Joukko-opin késitteistéd (kertaus)

Esimerkiksi joukkojen 4 =1{2,3,4,5} ja B={4,5,6,7}

e  yhdiste eli unioni muodostuu 4:han tai 5:hen (tai molempiin)
kuuluvista alkioista: 4w B=1{2,3,4,5,6,7}.

e leikkaus muodostuu A:han ja B:hen kuuluvista alkioista eli
naiden joukkojen yhteisista alkioista: 4 B ={4,5}.

Jos liséksi on annettu jokin perusjoukko, esim. F ={1,2,...,10}, voidaan

puhua esim. joukon 4 komplementista (taman perusjoukon suhteen). Se
muodostuu niistd perusjoukon alkioista, jotka eivat kuulu A4:han. 4:n
komplementtid merkitadn A :lla. Tassi esimerkissa

e A:n komplementti A= {6,7,8,9,10} .

Joukon A alkioiden lukumdiirid el kertalukua merkitian n(A):lla.
Tassa esimerkissa

n(A)y=n(B)=4.
Yhdisteen AU B alkioméard saadaan kun lasketaan yhteen A:n ja B:n

alkiomaarat ja summasta vihennetddn 4:n ja B:n yhteiset alkiot, jotka
muuten tulisivat lasketuiksi mukaan kahdesti. Siis

(1) n(Au B)=n(A)+n(B)—n(ANB).
Tassa esimerkissd n(AuU B)=4+4-2=6. Tyhjii joukkoa merkitdan
J1la.

3.2 Klassinen todennékoisyys

Lihtokohta: Kokeessa on vain ddrellinen mdidrd tuloksia ja ne ovat yhtd
mahdollisia. Joistakin tai kaikista tuloksista muodostuvia
joukkoja sanotaan tapauksiksi. Kaikkien tulosten joukko
E ={ej,e,,...,e,} on ns. varma tapaus.

Miiidritelmd: Jos kokeessa on n yhtd mahdollista tulosta, niin tapauksen
A todenndikdisyys on

n(A)

P(A)=
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Esim. 1 Nopanheitossa varma tapaus on F = {1,2,3,4,5,6} ja erds tapaus

on se, ettd "tulos on ainakin 3 (eli vdhintddn 3)". Tama tapaus
on £:n osajoukko A4 ={3,4,5,6} ja sen todennikoisyys on

PAy= =2 2667%.
6 3

Am komplementtitapaus (vastakohta) 4 on se, etta tulos on
korkeintaan 2, siis A ={1,2} ja sen todenndkoisyys on

P(Z):%: myos P(Z):I—P(A):%z33,3%.

1
3 2>
3.3 Todennakoisyyden perusominaisuuksia

Lause 1 1) P(A)=0 elijokaisen tapauksen todenndkoisyys on > 0.
2) P(E)=1 eli varman tapauksen todennikoisyys on 1.

3) P(D)=0 eli mahdottoman tapauksen todenndkoisyys on 0.

4) P(A)=1-P(A) eli komplementtitapauksen
todenndkoisyys on 1 minus alkuperdisen tapauksen
todennakoisyys.

5) yhteenlaskusdiinto: |P(AV B)= P(A)+ P(B)— P(AN B)

6) additiivisuus: [P(AU B) = P(A)+ P(B), jos AN B = O]

Kohtien 1) - 4) tulokset todistetaan klassisen todennédkoisyyden
maaritelmén avulla seuraavasti:
n(A)

>0, pay="=1. P@)="=0,
n n

Merkitaan 4:n alkiomagraa k:1la jolloin 4:ssa on n — k alkiota ja

n=k _y_k_1_peay
n

P(A)=

P(4)=

Yhteenlaskusdidnnon mukaan todennikoisyys sille ettd A fai B tapahtuu
(ts. ettd kokeen tulos kuuluu 4:han tai B:hen tai molempiin) saadaan, kun
lasketaan yhteen 4:n ja B:n todenndkoisyydet ja summasta viahennetdaan
todennakoisyys sille, ettd 4 ja B tapahtuvat. Tami tulos todistetaan
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(klassisen todennidkoisyyden tilanteessa) kohdan 3.1 lopussa mainitun
tuloksen avulla seuraavasti:

n(Av B) _ n(A)+n(B)—n(ANB)
n
_n(A) N n(B) n(AnB)
on n n
=P(A)+ P(B)—P(ANB).

P(AU B)=

Additiivisuus taas seuraa valittomasti yhteenlaskusaannostd ja kohdasta
3). Sen mukaan todennikoisyys, ettdi A tai B tapahtuu on = A:n
todennikoisyys + B:n todenndkoisyys, mikali tapaukset 4 ja B ovat
erillisid, ts. ne eivét sisilla yhteisia tuloksia.

Komplementtitapausta koskeva tulos P(A)=1- P(A) voidaan esitta

my0Os muodossa "todennédkoisyys, ettd A ei tapahdu (ts. etta tuloksena ei
ole mikaan 4:han kuuluva tulos) on = 1 — 4:n todennikoisyys".

Esim. 2 Nopanheitossa tapaus "korkeintaan 2" on A ={1,2} ja tapaus

Esim. 3

"ainakin 4" on B={45,6}. Nama tapaukset ovat erillisid

(AN B=). Taten additiivisuuden nojalla todennakdisyys,
ettd saadaan "korkeintaan 2 tai vihintdidn 4" on

P(AuB):%+§:§.
6 6 6

Tapaukset C={2,4,6} ("saadaan parillinen tulos") ja
D =1{3,45,6} ("saadaan vdhintddn 3") taas eivit ole erillisia
vaan C N D ={4,6}. Todennékdisyyden, ettd saadaan "parilli-
nen tulos tai vihintddn 3" laskemiseen kdy yhteenlaskusaanto:

3 4 2 5
P(CUD)=P(C)+P(D)-P(CND)=—+———=—.
( )=P(C)+P(D)—-P( ) PRI
(Tarkistus: C U D ={23,45,6}, joten P(CU D)= % )

Todenndkoisyys, ettd korttipakasta nostettu kortti on pata tai
dssd on yhteenlaskusdannon nojalla

P(pata tai cissd) = P(pata)+ P(dssd)— P( pata ja dssd)
134 1 16 4

"5 52 52 52 13
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3.4 Pistetodennékoisyydet

Kaikkien  tulosten  joukonF ={e,e,,...,e,} osajoukkoja  sanottiin
ltapauksiksi ja esim. tapaus A4 = {e;,e,} vastaa sitd, ettd kokeen tuloksena
on e tai e,. Yksialkioisia osajoukkoja {e|}, {e,},..., {e,} sanotaan alkeis-
tapauksiksi ja niiden todenndkoisyyksid py, p,,..., p, sanotaan piste-
todenndkoisyyksiksi.

Klassista todennikoisyyskasitettda voidaan kayttda vain, jos jokaisen
tuloksen todennikoisyys eli jokainen pistetodenndkoisyys p; on yhté
suurl. Pistetodenncikoisyyksid voidaan kéyttdc yleisemminkin. Niiden ei
tarvitse olla yhta suuria, kunhan ne vain tayttavit seuraavat ehdot:

(1) Jokainen p; 20,
(2) Z pi=1,
3) tapauksen A todenndikoisyys on vastaavien

pistetodenndikoisyyksien summa, ts. jos esimerkiksi
A={e,e5,e7}, mun P(A)= p +p3+p7.

On helppo todistaa, ettd Lauseessa 1 mainitut 6 tulosta ovat edelleenkin
voimassa ja siten kaytettavissa.

Esim. 4 Onnenpyoriaia, joka on jaettu 3
sektoriin suhteessa 2 : 4 : 7,
pyoraytetaan kerran. Kokeessa on 3
mahdollista tulosta x; =9,x, =3 ja

x3 =0 (kuva). Koska 2+4+7=13,
eri sektorien todennikoisyydet ovat

2 4 7

13
. P2="P3=73 (ZP;‘ZBZU

Pr=13 13 13

(Jos pyorittamisessd ei ole hairioitd). Todenndkoisyys, ettd
yhdessd  pyoraytyksessd saadaan tulos x; tai x, on
Py + py =6/13. Todenndkoisyys, ettd saadaan tulos x3 =0, on
7/13 ja todenndkoisyys, ettd ei saada tulosta x3=0, on
1-7/13=6/13 (komplementtitapaus).
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Tassd esimerkissd kokeelle saatin fodenndkoisyysmalli,
kayttamalla apuna onnenpyoran geometriaa:
pistetodennidkoisyydet valittiin sektorien koon perusteella.

Esim. 5 (Tilastollinen todenncdikoisyys). Jos onnenpyoran

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

pysahtymisessd epiilee olevan "vilppid", on turvauduttava
tilastolliseen menetelmiin, useaan pyoraytykseen. Jos niissa
n:ssa pyoraytyksessd esim. tulos x3 =0 esimntyy f, kertaa, niin

suhteellisen frekvenssin f,, /n tulist n:n kasvaessa "lahestya"
likiarvoltaan lukua p; =7/13~0,538.

Lahestymiseen luttyy kuitenkin tietty tilastollinen epavarmuus
(toisin kuin tavalliseen raja-arvoon). Voihan nimittain kayda
niin, ettd esim 100 pyordaytyksessda saadaan joka kerta
sattumalta tulos 3, vaikka onnenpy6rd olisi kunnossakin.
Tallaisen poikkeuksellisen tuloksen mahdollisuuden pitéisi
kuitenkin kdyda hyvin pieneksi, jos toistomddraa kasvatetaan
tai tehdaan useita pienempii koesarjoja.

Harjoituksia
A, B

Joukossa 4 on 27 alkiota ja joukossa B 34 alkiota. Yhteensa alkioita
on 44. Laske n(ANB).

Pussissa on 23 punaista, 15 mustaa ja 18 valkoista palloa. Naista
otetaan umpimahkaan yksi. Laske todennikoisyys, ettd otettu pallo
a) on punainen tai musta, b) e1 ole musta. Kayta laskuissa Lauseen 1
merkintiatapoja. (4 = pun. pallojen joukko jne).

Noppaa heitetdan kahdesti. Laske todennédkoisyys, ettd saatu summa
on a) 3 tai 9, b) korkeintaan 4, ¢) yli 4. (Tee yhteenlaskutaulu
samaan tapaan kuin 2. luvun esimerkissa 2.)

Laske todennékoisyys, ettd kahden nopan heitossa pistesumma on a)
alle 4, b) yli 10, ¢) vahintaan 4, d) korkeintaan 10, e) alle 4 tai yli 10,
f) valilla [4,10].

Opiskelijoista sai ala-arvoisen matematiikan kokeissa 15%, fysiikan
kokeissa 12% ja molemmissa 7%. Millda todennikdoisyydella
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3.6

3.7

3.8

3.9

30

satunnaisesti valittu opiskelija hylattiin - ainakin toisessa niista
kokeista?

Luvuista 1, ..., 100 wvalitaan umpimahkiaan yksi. Laske
todennakoisyys, ettd tama on jaollinen a) 3:lla, b) 5:1l4 ¢) 3:1la ja
5:11a (eli 15:114), d) 3:1la ta1 5:114. Kéyta apuna yhteenlaskusaantoa.

Tikka heitetdan tauluun, joka muodostuu renkaista 1, ...,10 ja jossa
10-ympyrén sidde on sama kuin 1, ....9 -renkaiden leveydet. a) Laske
pistetodennédkoisyydet, olettaen ettd heitto osuu tauluun ja on taysin
summittainen. b) Mikd on todennikoisyys, ettd heitossa saadaan
pistemaara 4, 5 tai 8?7 c¢) Entd todennikoisyys, ettd saadaan
korkeintaan 8?

Valitaan yksi reaaliluku lukusuoran vililtd [0,3] ja toinen valilta
[-2,0] satunnaisesti. Laske todennikoisyys sille, ettid lukujen erotus

on yli 3. (Ohje: Kaikki mahdolliset tapaukset voidaan esittda xy-
tason alueena

E={(x,y): 0<x<3,-2<y<0}

ja lopputulokseltaan "suotuisat" tapaukset alueena
A={(x,y) 1 x=y>3}={(x,y) 1 y<x-3})

Lukusuoran valilta [0,2] valitaan reaaliluku x satunnaisesti. Mika on

todennakoisyys, ettd sen 1. desimaali on 2 ja toinen on 3 (ts. ettd
0,23000...<x £0,23999...= 0,24 tai 1,2300...<x <1,2399...=1,24).



4 Kokeiden yhdistaminen

2.1 Tuloperiaate

Joukkojen A4 ja B tulojoukko A x B muodostuu kaikista sellaisista (jarjes-
tetyistd) pareista (a, b), missd a € A ja b € B. Toisin sanoen

AxB={(a,b) : aeA,beBy}.
Esim. 1 Jos A={1,2,3} ja B={r,s}, niin

AxB={(,r),1,5),(2,7),(2,5),(3,7),(3,5)}.

Tulojoukon alkiot (6 paria) voidaan

havainnollisesti esittaa ns. puudiagrammin 1 r
avulla (viereinen kuva). s
Tassa tulojoukossa on 3-2 =6 paria, silla 2 r
jokaista A4:n alkiota kohti l6ytyy 2 B:n
alkiota, ja koska A4:ssa on 3 alkiota, pareja s
on 3-2 kpl. 3

r
Samalla periaatteella paatellaan yleisesti
seuraava tulos: S

Lause: Jos A:ssa on m alkiota ja B:ssda n alkiota, niin tulojoukossa
Ax B on mn alkiota (paria).

4.2 Kokeiden yhdistaminen

Tehdaan kaksi koetta perdkkédin (esim. nopan ja rahanheitto tai kaksi
nopanheittoa). Silloin todenndkaoisyys, etti 1. kokeessa tapahtuu A ja 2.
kokeessa B, on

1) P(Ax B)= P(A)- P(B) (kertosiiints)

Perustellaan tata klassisessa tapauksessa. Jos 1. kokeessa tapahtuu A4 ja 2.
kokeessa B, niin tuloksena on jokin (a,b)-pari. Oletetaan, ettd 1.

kokeessa on m tulosta ja niistd 4:han kuuluu 4 kpl seké 2. kokeessa on »
tulosta ja niistd B:hen kuuluu k& kpl. Télléin (a,b)-pareja on hk kpl

kaikista mn parista. Siten todenndkoisyys, ettd A x B tapahtuu el
tuloksena on jokin (a,b)-pareista, on
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Esim. 2

Esim. 3

HAx&z%%:%%:Hﬂyﬂm.

Heitetaan noppaa kahdesti. Todennidkoisyys, ettd 1. kerralla
tulee 6 ja 2. kerralla 5 tai 6, on

2_2_1
6

1
6 36 18

Pakasta vedetiaan 2 korttia. Laske todennikoisyys, etta
molemmat ovat patoja. Voidaan ajatella ettd kortit vedetdan
perakkain. Kun 1. kortt1 on pata, on toista vedettiessa jaljella
12 pataa 51 kortista. Kertosdéannén mukaan tulos on

1312 112 3 1

P("l. onpata"ja" 2. onpata")=—-—=—-— —.

Esim. 4

Esim. 5

32

5251 451 51 17

Suuressa tuote-erdassa on 2 % virheellisia. Tuotteista otetaan
satunnaisesti kaksi. Laske todennékoisyys, ettd kumpikin on a)
virheellinen, b) virheeton.

a) Todennidkoisyys, ettd 1. on virheellinen, on 0,02. Koska
tuote-erd on suuri, yhden virheellisen tuotteen poistuminen ei
vaikuta sanottavasti tilanteeseen. Siten myo6s todennikoisyys,
etti 2. on virheellinen, on 0,02. Kertosdann6n mukaan

todennékoisyys, ettd kumpikin on virheellinen, on
0,02-0,02 =0,0004 =0,04%.

b) Kayttamalla ~ kertosdantoa  edellisten  tapausten
komplementtitapauksiin, saadaan tulos

P("kumpikin virheeton") = 0,98-0,98 ~ 96%.

Veikataan yksi rivi (13 ottelua) satunnaisesti. Todennédkoisyys,
ettd 1. ottelu on oikein, on 1/3. Todenndkdisyys, ettd 1. ja 2.
ovat oikein, on 1/3-1/3 jne. Todennakoisyys, ettd saadaan 13

oikein, on (1/ 3)13 ~627-107. Todennékoisyys, etti el saada
yhtéan oikein, on (2/ 3)13 ~514-107.



2.3 Kertosadnnon ja additiivisuuden yhteiskaytto

Yhteenlaskusaantd ja additiivisuus ovat "tai-sdantoja", jotka koskevat
yhden kokeen eri tapauksia. Esim. additiivisuus voidaan esittda
seuraavassa muodossa:

P(" A tai B tapahtuu'')= P(A)+ P(B), jos A ja B ovat saman kokeen

kaksi erillista tapausta (ts. ne
ervat sisilla samoja tuloksia)

Kertosdantd ("ja-sdant6")taas koskee kahden kokeen suorittamista
perakkain:
P(" A ja B tapahtuvat' )= P(A)- P(B), jos A on 1. kokeen jokin

tapaus ja B on 2. kokeen jokin
tapaus

Naita saantoja kaytetdan joskus yhdessi sithen tapaan kuin seuraavan
esimerkin c)-kohta osoittaa.

Esim. 6 a) Yksi nopanheitto, £ ={l,...,6}.
A: "saadaan 1 tai 2" A={1,2}
B: "saadaan 4, 5ta1 6" B ={4,5,6}

Todennidkoisyys, ettd yhdessa kokeessa tapahtuu A tai B (ts.
ettéd tulos kuuluu joukkoon AU B) on

P(AUB)=P(A)+ P(B), koskaAn B=J
2 35
6 6 6
b) Kaksi nopanheittoa. A4 ja B kuten ylld. Todenndkoisyys, etti
1. kerralla tapahtuu A4 ja 2. kerralla B, on

P(AxB):zé:l.
6 6 6
c¢) Kaksi nopanheittoa yht'aikaa. Lasketaan todennikoisyys, etta
toisella heitolla tapahtuu A4 ja toisella B, ts. "1. kerralla 4 ja 2.

kerralla B" tai "1. kerralla B ja 2. kerralla 4" :
P(AxBUBx A)=2.24:2.2 9.1
36 66 6

Tilannetta voidaan havainnollistaa puudiagrammilla:

1
T
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4.1

4.2

4.3

34

B
n . n - n . n 2
P("AjaB"tai"BjaA ):g-

N

AN | W
+
N W

Harjoituksia
A, B
Laske todennikoisyys, etta
a) kahdessa nopanheitossa ei saada yhtdin 6:ta,

b) vedettaessa kahdesta pakasta kummastakin yksi kortti, molemmat
ovat dssii.

Laske todennikoisyys, ettd kahdessa nopanheitossa saadaan
a) 1. kerralla 6 ja toisella e,

b) tarkalleen yksi 6.

Miké on todennakoisyys, etta

a) lotottaessa yksi rivi saadaan kaikki 7 oikein (39 luvusta, ei
lisinumeroita),

b) Vakioveikkauksessa veikattaessa 13 kohdetta umpiméhkééan
saadaan yksi oikein (vaihtoehdot ovat 1, x, 2).



4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

10 pallon joukossa on 3 mustaa. Palloista otetaan satunnaisesti
kolme. Laske todennikoisyys, etta

a) kaikki kolme ovat mustia,
b) mikéén ei ole musta,
c) palloista kaksi on mustaa.

100 arvan joukossa on 10 voittoa. Ostat ensimmaéiseni arpoja. Kaksi
ensimmaista arpaasi ei tuottanut voittoa. Laske todennikoisyys, etta

a) kolmannella arvalla saat voiton,
b) kolmannella ja neljannella saat voitot,
c¢) kolmannella tai neljannella saat voiton, mutta et molemmilla.

Henkilst A, B, ja C ampuvat maaliin. Heidin
osumistodenndkoisyytensa ovat vastaavasti 0,70, 0,90 ja 0,60. Kukin
ampuu kerran. Laske seuraavat todennikoisyydet (vastaukset 2
numeron tarkkuudella):

a) kaikki saavat osuman,

b) A ja C osuvat, mutta B ei,

c¢) maaliin tulee tarkalleen kaksi osumaa,
d) maaliin tulee tarkalleen yksi osuma,
e¢) maaliin tulee korkeintaan yksi osuma.

a) Laatikossa on 3 valkoista ja 5 sinistd palloa. Otetaan kaksi palloa
umpimahkain. Mika on todennikoisyys, ettd ne ovat samanvarisia?

b) "Pikakuljetuksen" kolme autoa ovat palvelukuntoisia
todennakoisyydella 0,85, 0,75 ja 0,55. Laske todennikoisyys, etta
kuljetustilauksen tullessa ainakin yksi autoista on kunnossa (kayta
komplementtitapausta).

Kolminumeroisista luonnollisista luvuista valitaan satunnaisesti yksi.
Miké on todennikoisyys, etta tissa luvussa esiintyvat numerot 5 ja 6
perakkain tassa jarjestyksessa? (Ensimméinen numero ei voi olla 0.)
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5 Kombinaatio-oppia
5.1 Tuloperiaate

Kombinaatio-oppi eli  kombinatoriikka kasittelee mm. &éarellisiin
joukkoihin luttyvid lukuméaarakysymyksia. Seuraavassa on muutama
tallainen kysymys:

— Moneenko eri jdrjestykseen 3 eri kirjainta a, b, ¢ voidaan jdrjestdd:
abc, ach, bac, bca, cab, cba, suis kuuteen jarjestykseen.

— Montako jdrjestettyd paria ndistd kirjaimista saadaan: (a, b), (b, a),
(a,c), (c,a),(b,a), (a,b),sis 6 paria.

— Montako 2-alkioista osajoukkoa eli yhdelmdid ndistd kirjaimista
saadaan (osajoukoissa ei alkioiden jarjestys vaikuta mitdan): {a, b},
{a, c}, {b, c}, siis 3 osajoukkoa.

— Montako sellaista paria (x, y) saadaan, jossa x valitaan ndistd
kirjaimista ja y luvuista 2 ja 3: (a, 2), (a, 3), (b, 2), (b, 3), (c, 2), (c, 3).

Taméntapaisiin kysymyksiin etsitddn jatkossa joitakin lainalaisuuksia ja
niitd kaytetaan todennédkoisyyksien laskemiseen.

Edellisessa luvussa oli itse asiassa erids tillainen lukumaarida koskeva
tulos, nimittiin se, ettd jos A:ssa on m alkiota ja B:ssid n alkiota, niin
tulojoukossa A x B on mn alkiota (paria). Tama tulos voidaan esittaa
myos seuraavassa muodossa:

Tuloperiaate: Jos a voidaan valita m:std ja b n:std alkiosta, niin
erilaisia (a,b)-pareja on mn kpl.

Tuloperiaate yleistyy kolmikothin (a,b,c) ja yleisesti (jarjestettyihin) -
Jonoihin (ay,a,,...,ay;).

Esim. 1 3 tytosta ja 2 pojasta saadaan tytto-poika pareja 3-2 =6 kpl:
(11, 1), (11, P2), (L2, 1), (12, P2). (13, 1), (3. P2) -

(parit (p;,;) eivat anna uusia tytto-poika-yhdelmia).
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Esim. 2

Jos a:lla on 2 mahdollista arvoa a;,a, ja b:1ld samoin by, b,
seka c:lla 3 arvoa ¢y, ¢,, c3, nin jarjestettyjd (a,b,c)-kolmik-
koja on 2-2-3=12 kpl. Kirjoita ne nékyviin!

5.2 Permutaatiot ja kombinaatiot

Tuloperiaatteesta seuraa muutama kombinaatio-opin perustulos. Niita

esitellaan

)

Todistus:

Esim. 1

2)

seuraavassa numeroituna luettelona.

n alkiota voidaan jdrjestdd

n(n-1)(n-2)--2-1=n!

eri jdrjestykseen. Toisin sanoen n:n alkion permutaatioiden
(jirjestysten) lukumdiird on n! ( lue: "n kertoma")

1. alkioksi voidaan valita mikd tahansa n:stia alkiosta, 2.
alkioksi mika tahansa jaljella olevasta (n —1):st4 alkiosta jne, ja

viimeisen alkion kohdalla on vain yksi valintamahdollisuus.

a) 6 henkilod voidaan jarjestda jonoon 6! = 720 eri
jarjestykseen (missa kaksi 6-jonoa ovat erilaisia, jos ne eroavat
ainakin jonon yhdessd kohdassa toisistaan).

b) 4 kirjaimesta S, M, A, U saadaan 4! = 24 erilaista 4-kirjai-
mista "sanaa". Seuraavassa ne on Kkirjoitettu pystyriveittiin
tiettyd systemaattista jarjestystd noudattaen (yritd ymmartia
kaytetty systematiikka):

SMAU MSAU ASMU USMA

SMUA MSUA ASUM USAM

SAMU MASU AMSU UMSA

SAUM MAUS AMUS UMAS

SUMA MUSA AUSM UASM

SUAM MUAS AUMS UAMS

Jos n:std alkiosta otetaan k alkiota kerrallaan, niin ndistd
n:std alkiosta muodostettuja k-jonoja (ay, a, ...,ay) saadaan

nn-1)(n-2)--(n—k+1)
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Todistus:

Esim. 2

3)

Esim. 3

4)

Esim. 4

38

kappaletta. Toisin sanoen n:n alkion k-permutaatioiden
lukumdicird on n(n—1)---(n—k+1).

1. alkio voidaan valita n:sti, 2. alkio (n—1):std, jne, ja
viimeinen eli k:s alkio (n—(k —1))=(n—k +1) :sta alkiosta.

6 henkilosta saadaan erilaisia 4 henkilén "soppajonoja”
6-5-4-3=360 kpl.

Jos n:std alkiosta otetaan k alkiota, aina vdlilld palauttaen
saatu alkio, niin erilaisia k-jonoja saadaan

(silla jokaisessa vaiheessa on n valintamahdollisuutta).

a) Yksi veikkausrivi on 13-jono (ay,...,a;3),

missd  jokaisella ottelulla a; on 3

1
tulosmahdollisuutta 1 X 2. Taten erilaisia

veikkausriveja on 38 ~16 milj. kappaletta.

b) Biteistd 0, 1 saadaan 8-bittisia "tavuja" (ts. 8-
jonoja) 28 =256 kpl. Vieressa on lueteltu kaikki 3-
bittiset "tavut". Niitd on 2° =8 kappaletta.

—_— e e e O OO O O
—_— = OO = = OO O
—_— 0 = O = O = O

Seuraava esimerkki auttanee esimerkin jalkeisen
tuloksen ymmartamista.

Montako sellaista 5 numeroista lukua on, joissa on 3 ykkosta ja
2 nelosta (esim 11144, 11414 jne)?

5 numeroa voidaan jarjestdaa 5! eri jarjestykseen. Nyt kuitenkin
ykkosten vaihto keskendidn eir muuta lukua, joten ykkosten
osalta aina 3! jarjestyksistd antaa saman luvun ja vastaavasti
nelosten osalta 2!. Siksi permutaatioiden méird on jaettava
3!:1la ja 2!:lla:

5112345
3120 1.2.3.1.2




5) n:std alkiosta saadaan k:n alkion yhdelmid (ts. osajoukkoja,
Jjolloin alkioiden jdrjestys ei vaikuta mitdidn)

n —_— n! .M - "
k —m (Zue. I”lyllk)

kappaletta. Toisin sanoen n:n alkion k-kombinaatioiden
lukumcdiciréi on " n yli k".

Esim. 5 a) (Lotto) 39 pallosta saadaan 7 pallon yhdelmia

39 | .38.37-36-35-34-
( )_ 39! _39-38-37-36:35-34-33 L

7 ) 71321 1.2.3-4-5-6-7

b) 52 kortista saadaan erilaisia 5 kortin yhdelmia

52 .51.50.49.
( stz 51-50-49 48z2’6mﬂj'

5 1-2-3-4-5

Esim. 6 5 keskenadan samanlaista valkoista ja 3 mustaa palloa asetetaan
jonoon. Kuinka monta erindkoista 8 pallon jonoa saadaan?

O OO0 e 00
Ce OO0 e
O BN BEON

| O O O
| O O

O
O

Kysymys voidaan muuttaa muotoon: kuinka monta 5 pallon
yhdelmaa 8 paikasta saadaan (ndihin 5 paikkaan sijoitetaan
valkoiset pallot ja loppuihin mustat). Vastaus on

8 | (sup5!:lla .
_ 8w 876
5) 5131 1-2-3
Harjoituksia
A, B

5.1 a) Montako nollatonta 3-numeroista lukua on ? b) Enté sellaisia 3-
numeroisia lukuja, joissa sama numero esiintyy vain kerran (numero
0 voi esiintyd muualla paitsi ei alussa)?
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5.2

5.3

5.4

3.5

5.6

3.7

5.8

5.9

a) Kuinka monta istumajirjestystd 8 henkil6lld on 8-kulmaisessa
poydassd, jos jokaimnen paikka on eriarvoinen? b) Entd, jos paikat
ovat samanarvoisia?

Kuudesta pojasta arvotaan 4 x100m:n viestijoukkue. Montako
erilaista joukkuetta voidaan wvalita, kun a) juoksujarjestyskin
arvotaan, b) jarjestykseen ei kiinnitetd huomiota?

Luokassa on 18 tyttod ja 13 poikaa. Montako a) poika-tyttd, b)
poika-poika, ¢) tytto-tyttd -paria voidaan niistd muodostaa?

Montako erilaista istumajarjestysti luokan 32 oppilaasta saadaan?

3 poikaa ja 4 tyttda asettuvat jonoon siten, ettd tytdt ovat alussa.
Kuinka monta erilaista jonoa saadaan?

6 yhtasuuresta pallosta on 3 samanvaristé ja loput keskendén ja ensin
mainittujen kanssa erivarisid. Kuinka monta erinidkoistd 6 pallon
jonoa naisti saadaan? (vrt. Esim. 4)

a) 10 henkilod kattelevat kaikki toisiaan. Montako kéttelya
suoritetaan?

b) 8 joukkuetta pelaavat pareittain (yksi pari aina kerran ts. ei
erikseen koti- ja vierasottelua). Montako ottelua pelataan?

Mielipidekyselyssa oli 6 kysymysti ja niistd jokaisessa oli 5 erilaista
vastausmahdollisuutta. ~ Paljonko  vastausmahdollisuuksia ol
kaikkiaan (kun jokaiseen kysymykseen pitda vastata)?

5.10 Oppilaan tulee vastata 10 kysymyksestd kahdeksaan. a) Montako

erilaista vastauskombinaatiota (yhdelmaa) hanelld on? b) Enta jos
naiden 8 vastauksen joukossa tulee olla vastaukset 3 ensimmaéiseen
kysymykseen?

5.11 Montako erilaista komiteaa, jossa on 3 miestd ja 2 naista voidaan

valita 7 miehesta ja 5 naisesta?

5.12 10 henkilostd valitaan 6 henkiloinen lentopallojoukkue.Montako

valintamahdollisuutta on ?

5.13 10 poikaa ryhmittyviat kahdeksi 5-jaseniseksi joukkueeksi. Montako
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6 Diskreeteista jakaumista

6.1 Binomijakauma

Toistetaan samaa koetta samoissa olosuhteissa ja olettaen, ettd edelliset
toistot eivat milldan tavoin vaikuta myohempien tulokseen.

Lause 1

Todistus:

Esim. 1

Oletetaan, ettd
1) koe toistetaan n kertaa,
2) tapauksen A todenncikoisyys yhdessd kokeessa on p.

Merkitidn komplementtitapauksen A (= A ei tapahdu)
todenndikoisyyttd q:lla.  Silloin  todennikdéisyys, ettdi A
tapahtuu ndissd n:ssi kokeessa tarkalleen k kertaa, on

Rk n—k
(k]p q

Eris tulosjono, jossa A esiintyy tarkalleen k£ kertaa, on esim.

A A A A A, .. A
k kpl n—k kpl

Jokaisen tillaisen tulosjonon todennikoisyys on kertosddnnon
nojalla

pppqqq:pkqn_k

Tallaisia tulosjonoja on yhtd monta kuin on mahdollisuuksia
valita n:sta paikasta k:n paikan yhdelmia (joihin A4:t sijoitetaan).

n
Yhdelmia on (k) kpl. Todenndkoisyys, ettd saadaan jokin

niistd tulosjonoista (ts. tuloksena on 1. tai 2. tai ... jono), on
additiivisuuden nojalla

Yk nk

()

Heitetdan noppaa 7 kertaa. Laske todennédkoisyys, ettd saadaan
5 tarkalleen 3 kertaa. Téssi tehtaviassa 4 on tapaus "saadaan 5

. 1 5
yhdessa heitossa", p=P(A)= rE S r Taten
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todennakoisyys, ettd 7 heitossa saadaan 5 tarkalleen 3 kertaa,

on
7 3 4 4 o g4
(lj (ij _T65 5 555,67 %0078,
3)l6) \e6 1.2-3 67

Muutetaan Lauseen 1 tulos satunnaismuuttujaa koskevaan muotoon:

Lause 2 Oletetaan, ettd tapauksen A todenndkoisyys yhdessd kokeessa
on p ja tapauksen A on q(=1-p). Koe toistetaan n kertaa.
Jos X on satunnaismuuttuja, joka ilmoittaa, kuinka monta
kertaa A tapahtuu ndissd n:ssd kokeessa, niin X:n saamat
arvot ovat x;: 0,1,..., n ja ndiden todenndkoisyydet ovat

n -
pk=P(X=k)=(kak qn k (k:(), 1,...,71).

Satunnaismuuttujaa X, jonka arvot ovat jakautuneet tidmén saannon
mukaisesti, sanotaan binomijakautuneeksi, parametreina n ja p. Tata
merkitdan lyhyesti

X ~ Bin(n, p). 0 0,0051
1 0,0334
Binomijakauman yhteydessa lukua p sanotaan joskus |2 (1002
onnistumistodenndikoisyydeksi ja lukua q
. . e : : 3 0,1837
epaonnistumistodenndkoisyydeksi. Lyhyesti sanottuna
todenndkoisyys, ettd n:ssd toistossa onnistutaan 4 0,2296
tarkalleen k ker " kg > A
arkalleen k kertaa, on L pq . 6 01378
o ' 7 0,0689
Esim. 2 Jos X 1ilmoittaa 13 ottelun veikkauksessa
a o . ) 8 10,0258
oikeiden madrdn, niin X:n jakauma on
binomijakauma, parametreina n=13 ja |9  0,0072
p=1/3 (= 'onnistumistodenndkoisyys" |10  0,0014
yhden yksittdisen ottelun veikkaamisessa). |11 0,0002
Vleress"a '.Qvat 01ke1den maidrat ja niiden 12 0,000016
todennakoisyydet, jotka on laskettu kaavasta 13 627.10~7

13 k 13—%
pk=P(X=k)=(kJGj @ .
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Seuraavassa kuvassa on tami veikkausjakauma esitettyna
janadiagrammina.

OII‘ ,Il.
01 2 3 4 5 6 78 910111213

Edellisesta taulukosta voidaan laskea, mikéd on todennédkoisyys,
ettd saadaan a) korkeintaan 4 b) vahintdan 5 oikein:

a) P(X<4)=py+p +py+p3+ps=0552, b)1-0,552=0,448.

Binomijakauma on erds diskreetti jakauma. Diskreetin jakauman
odotusarvo (Expected Value) ja varianssi méariteltiin jo luvussa 2. (kohta
2) seuraavasti:

Keskihajonta ¢ on varianssin nelidjuuri |0 = /Var(X)|.

E(X)=)_ piX Var(X)=)_ p; (x; - E(X))|

N

Voidaan todistaa seuraava tulos:

Lause 3 Jos X ~ Bin(n, p), niin

Esim. 3

Esim. 4

E(X)=n-p ja Var(X)=n-p-q.

Veikkausjakaumalla on

1 1

E(X):13§:4§, VGV(X):13 8

12_,8
33 79

Jos X ilmoittaa viiden rahan heitossa klaavojen méaran, nii X

~Bin(5, %) ja E(X) :5%: 2%.
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*6.2 Geometrinen jakauma

Kuten binomijakaumallakin, toistetaan samaa koetta kerta kerran jilkeen
samoissa olosuhteissa ja olettaen, ettd edelliset toistot eivat millaan tavoin
vaikuta my6hempien tulokseen. Nyt kuitenkin tarkoituksena on toistaa
koetta, kunnes "onnistutaan" (onnistuminen voi olla esim. tietyn vian
ilmeneminen tai viallisen kappaleen 16ytyminen).

Olkoon yhdessid kokeessa "onnistumistodennidkoisyys" p ja "epadonnis-
tumistodennikoisyys" g =1—p

Merkitaan X:114 satunnaismuuttujaa, joka ilmoittaa monennellako kerralla
tapahtuu  ensimméiinen  onnistuminen.  Kertosddannén  mukaan
todennikoisyys, ettid ndin kiy vasta k:nnella kerralla, on

k-1
pr=P(X=k)=q-q...q-p=q" p

(k-1 epdonnistumista ja sitten onnistuminen). Satunnaismuuttujaa X,

jonka arvot ovat x;=1,2,3... ja pistetodenndkdisyydet |py :qk_l -pl,

sanotaan geometrisesti jakautuneeksi.

Esim. 1 Heitetian noppaa, kunnes tulee 5 tai 6. Mikd on
todennakoisyys, ettd tama tapahtuu a) neljannella kerralla, b)
jollakin parittomalla kerralla?

Jos X ilmoittaa, monennellako kerralla onnistutaan, niin

2kll

P =h=G)" (p=2=

3
Taten a) P(X =4)= §—4 = % b) Additiivisuuden nojalla

2
:1— = —
q 3)

W | =

1
3’

. : 221 24 1
P(X =1tai 3 tai 5 tai . )——+( ) —+( )
Nain joudutaan suppenevaan geometriseen sarjaan
1 1 B
1 - L]z 3.(]1- 4
( 9)

w|~

—(1+q +q +..)=

o] wo
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6.3 Hypergeometrinen jakauma

Hypergeometrista jakaumaa kéytetddn tilanteessa, jossa on kahdenlaisia
alkioita. Esim. aarellisestd maarista tuotteita osa on virheellisia ja loput
virheettomia. Lotossa taas arvonnan jilkeen on 7 oikeaa numeroa (ilman
lisinumeroita) ja 32 vaaria.

Lause 4 Joukossa on M alkiota. Ndiistd on N kpl lajia 1 ja loput M — N

Esim. 1

Huom.

Esim. 2

kpl lajia 2. Otetaan joukosta r alkiota. Jos X ilmoittaa,
montako otetuista alkioista on lajia 1, niin todenndikoisyys, ettd
nditd on k kappaletta, on

i
pe=P(X=k) = SINTTK ) o)

")

100 tuotteen tavaraerassi on 5 virheellisti. Jos otetaan 10
tuotteen nayte, niin todennakoisyys, ettd niistd on 3 virheellista,

on
()
P(X=3)= G\ ~ 0,0064 ,
100
o)
silla kaikkiaan mahdollisuuksia ottaa 10 tuotteen otoksia 100

100
tuotteesta on (10] kpl ja kysyttyja otoksia, joissa on 3

5) (95
virheellista tuotetta 5:std ja 7 virheetontd 95:sti, on (3)( 7]

kpl.

Samalla periaatteella voidaan todistaa Lause 4.

. . .. .. . * * n
Laskimessasi on ehka nappain nCr, joka antaa ( ):n arvon.
r

Todenndkoisyys, ettd lotossa saadaan 5 oikein (ilman
lisinumeroita), on seuraava:
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(7) (32)
5)12
P(X =5 = ~—~—~—+~
( ) 39 >
7
silla 7 oikeasta numerosta taytyy saada 5 ja 32 vaarasta loput

2, kun taas yhteensd numeroita on 39 ja niistd 7 on oikeita.

Laske edellisen lausekkeen likiarvo. Todennikoisyydet "O
oikein" ja "7 oikein" voidaan laskea myos kertosddnnolla.
Miten?

6.4 Poisson-jakauma
Olkoon A>0. Satunnaismuuttujan X jakauma on Poisson-jakauma,

parametrina A, Jjos X saa arvot x;=0,1,2,... ja naden
todennikoisyydet ovat

4 A
pe=P(X=k)=¢ A'F (k=0,1,...)

Poisson-jakaumaa voidaan kéyttda binomijakauman likiarvona, jos n on
suuri ja p pient (esim. n =20, p=0.1), silld voidaan todistaa, etti talloin

k

k
n
( j-pkq”_k ~et % missi A = np.

Binomijakaumaa sovellettaessa p voi 1lmoittaa, kuinka suuri osa kokeista
keskimédrin onnistuu. (Jos esim. yksi koe 10:std keskiméérin onnistuu,
nin p=0,1). Taten A(=np) imoittaa, kuinka monta n:std kokeesta

keskiméiarin "onnistuu'.

Esim. 1 Konekirjoittaja lyo keskiméarin 4 virhelyontia tunnissa. Laske
todennakoisyys, ettd hian seuraavan puolen tunnin aikana lyo a)
3 virhelyontid, b) korkeintaan yhden virhelyonnin.

Tassa "kokeessa" satunnaismuuttuyja X 1lmoittaa
"onnistumisten" eli virhelyontien méiiran kyseisen puolen tunnin
aitkana. Puolessa tunnissa tulee keskiméirin 2 virhelyontia,
joten A =2. Seuraavissa laskuissa tarvitaan tietoa (silla
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Esim. 2

erds matemaattinen yleissopimus on, ettd tyhjan tulon el tulon,
jossa et kerrota yhtaan lukua keskenaan, arvo on 0):

3
a) P(X=3)=¢> -%zO,lS

0 1

b) P(X =0 tai 1)=e > -%+e‘2 -%:8_2(1+2)z0,41

Suuressa  tuote-erdssi on 1%  virheellisia.  Laske
todennakoisyys, ettd 200 kpl naytteessa on 3 virheellista.

Koska virheellisia on 1%, niin 200 kpl eriassi on keskiméérin 2
3
virheellistd. Siten A=2 ja P(X =3)= ¢ % ~(0,180. Sama

voidaan laskea my6s binomijakaumalla:

200
P(X:3):( 3 j0,013 0,997 ~ 0,181.

Poisson-jakauma on sovellettavissa moniin kaytannon kokeisiin, joissa
jokin poikkeuksellinen tapahtuma sattuu aika-ajoin (suhteellisen harvoin).
Tallaisia ovat esim. virheellisen tuotteen esiintyminen tuotantoketjussa,
asiakkaan saapuminen myymalddn tai myohédstyminen tapaamisesta,
vadrdn puhelinnumeron valitseminen, tietynlaiseen onnettomuuteen
joutuminen, virheen tapahtuminen tiedonsiirrossa jne. Poisson-jakautunut
satunnaismuuttuja X 1lmoittaa tarkasteltavana aikavalind sattuneiden
poikkeuksellisten tapahtumien lukuméaéaran.

Esim. 3

Paikallistiella ohittaa tietyn kohdan péaivasaikaan keskiméérin
48 autoa  tunnissa  (ilman  ruuhkautumisia).  Laske
todennékoisyys, ettd aikavilind 14.00 — 14.05 kyseisen paikan
ohittaa vahintdan 3 autoa.
: . : : ... 5 48

5 minuutin aikana paikan ohittaa keskiméaéarin @-48 = I =4
autoa, joten A =4. Jos X ilmoittaa kyseisend 5 min. aikavalini
ohittaneiden autojen lukumaaran, niin

P(X>3)=1-P(X <3)=P(X =0,1 tai 2)
40 4l 42

= _4-— —t—) = _4- ~
=e (0!+1!+2!) e (1+4+8)=0,24.
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6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

Harjoituksia
A

Eraasta ladketieteellisestd leikkauksesta on todettu toipuvan hyvin
95%. Milla todenndkoisyydelld seuraavasta 8 potilaasta toipuu hyvin
a) viisi, b) ainakin nelja?

Nasta jai sitda heitettdessa karki ylospain todennédkoisyydella 0.4.
Heitetaan 8 nastaa. Laske todenndkoisyys, ettd niisti on 3 kérki
ylospédin (ja 5 vinosti alaspiin).

Heitetaan edellisen tehtiavian nastaa, kunnes se jaa karki ylospéain.
Mika on todenndkoisyys, ettd tdma tapahtuu 3:nnella tai 4:nnella
kerralla?

Pussissa on 6 valkoista ja 4 mustaa palloa. Niist4 otetaan viisi. Laske
todennakoisyys, etta palloista on 2 valkoista (ja 3 mustaa).

Kuten edellinen tehtdva, mutta pallot nostetaan perdkkéin ja aina
jokaisen noston jalkeen pallo palautetaan.

Kesamokilla sattuu 3 kesdkuukauden aikana keskimaiarin 5
sahkokatkosta. Mikd on todenndkoisyys, ettd seuraavan heindkuun
aikana tulee viahintaan 2 sihkokatkosta.

B

Pelatessaan B:td vastaan A voittaa keskiméérin 2 pelia 5:sta. Laske
todennakoisyys, ettd viidesta pelistda A voittaa a) kaksi, b) vahintaan
kolme.

Onko pitkdn paille edullista lyoda vetoa, sen puolesta, ettd 8
nopanheitossa saadaan ainakin 2 kuutosta?

Eraassa pelissa voitetaan 250 euroa todenndkoisyydella 0.3 ja
havitddan 300 euroa todenndkoisyydella 0.2 ja 100 euroa
todennikoisyydella 0.4 (muulloin eli todennikoisyydella 0.1 ei
voiteta eikd havitd). Laske voiton odotusarvo. Mitd saatu tulos
merkitsee, jos pelataan usein tillaista pelia?

6.10 Olkoon X ~ Bin(4, 1/3). a) purrd X:n jakauman graafinen esitys
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(Janadiagrammi) ja kertyméafunktion kuvaaja yksikkona y-akselilla
10 cm. b) Laske jakauman odotusarvo ja keskihajonta.



6.11 Sarmion muotoinen pieni kappale putoaa sita heitettdessi lappeelleen
todennakoisyydella 2/3. Suoritetaan 4 heittoa. Ilmoittakoon X
tulosten "putoaa lappeelleen" maaran.

a) Maarita X:n jakauma.
b) Piirrd jakauman graafinen esitys.
¢) Piirrd kertyméfunktion kuvaaja.

d) Laske X:n odotusarvo ja varianssi.

6.12 A ja B heittdvat kumpikin 4 tikkaa. A:n osumistarkkuus 7-
renkaaseen tai sen sisille on joka tikalla 60 %, kun taas B:n on
ensimmaisella tikalla 50% ja seuraavilla aina 5 prosenttiyksikkoa
suurempi. Laske todennikoisyys, ettd a) A, b) B saa vahintdan 3
osumaa (laskentamenetelmét ovat erilaiset a- ja b-kohdissa).

6.13 Arpoja on 200 kpl, joista 5 wvoittoa. Ostat 3 arpaa. Laske
hypergeometrisen jakauman avulla todennédkoisyys, ettd saat a) 2
voittoa, b) amakin yhden voiton. Miten muuten voit laskea esim. a)-
kohdan? Mieti tilannetta, jos kaikki lukuméarat ovat 10-kertaiset
(2000 arpaa, 50 voittoa, ostat 30 arpaa, saat 20 voittoa)?

6.14 Onnenpyora on jaettu 8 yhtd suureen sektoriin, joista jokerisektori
on yksi. Olkoon X satunnaismuuttuja, joka ilmoittaa jokerien
lukuméaaran 3 pyorityksessd. a) Maaritd X:n jakauma, b) Laske
odotusarvo.

6.15 Heitetdan rahaa kunnes tulee klaava. Laske todenndkoisyys, etta
tama tapahtuu jollakin parittomalla heittokerralla.

6.16 Laatikossa on 50 oikeaa (mm-kokoista) mutteria ja 7 vaarida
(tuumakokoa). Laske todenndkoisyys, ettd viiden otetun mutterrin
joukkoon joutuu 2 vairiai mutteria.

6.17 Koneen tekemistd tuotteista on 1 % wvirheellisid. Laske
todennakoisyys, ettd 100 tuotteen otoksessa on ainakin 3 virheellista.

6.18 500-sivuisen kirjan sivuilla on 300 painovirhettd. Laske
todennékoisyys, etta valitulla sivulla on a) tasan 2 painovirhetti, b) 2
tar useampia painovirheita.

6.19 Laske Poisson-jakauman odotusarvo.
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7 Jatkuvia jakaumia

7.1 Yleista. Tasainen jakauma

Edella kasiteltiin muutamaa diskreettia jakaumaa. Esim. Mathematica 3-
ohjelma tuntee seuraavat diskreetit jakaumat, joista tavallisimmat on
seuraavassa luettelossa lithavoitu:

Bernoulli Distribution

Binomial Distribution

Discrete Uniform Distribution

Geometric Distribution

Hypergeometric Distribution

LogSeries Distribution

Negative Binomial Distribution

Poisson Distribution.

Kyseisen ohjelman Helpissé on nididen ohjelmien kuvausta (Help
Browser,  Add-ons,  Standard  Packages,  Statistics,  Discrete
Distributions). Jatkuvia jakaumia l6ytyy saman ohjelman luettelosta viela
suurempi joukko:

Beta Distribution Logistic Distribution

Cauchy Distribution LogNormal Distribution

Chi Distribution Noncentral Chi Square Distribution
Chi Square Distribution Noncentral Fratio Distribution
Exponential Distribution Noncentral Student T Distribution
Extreme Value Distribution Normal Distribution

Fratio Distribution Pareto Distribution

Gamma Distribution Rayleigh Distribution

Half Normal Distribution Student T Distribution
Hypergeometric Distribution Uniform Distribution

Laplace Distribution Weibull Distribution
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Luvussa 2 Kkasiteltiin -~ jo jatkuvia jakaumia jonkin  verran.
Satunnaismuuttujan X jakauma on jatkuva jollakin wvalilla, jos
kertymdfunktio I on jatkuva funktio (eli todenndkoisyysmassa kertyy
jatkuvasti talla valilla). Tiheysfunktio f on kertymafunktion derivaatta:

/ fx)

J(x)=F"(x). ’

(*Tiheysfunktion kuvaajassa voi olla epéjatkuvuuskohtia (hyppayksid),
silla  kertymafunktiolla voi1 joissakin kohdissa olla vasemman- ja
oikeanpuoliset derivaatat erisuuret.)

Todenndkoisyysmassan kertyméavalind voi olla myos kaikkien reaali-
lukujen muodostama véli —oo.. + o0, kuten oli esim. normaalijakaumalla.

Kertyméafunktion arvo kohdassa x saadaan laskemalla kohtaan x mennessa
kertyneen todenndkoisyysmassan maara, siis

F)=[" f(x)dx

Vilin a ... b todennédkoisyys voidaan laskea seuraavalla kahdella tavalla:
1) lasketaan kohtaan » mennessa kertynyt todenndkoisyysmassan maara
ja  vdhennetddan  siitd  kohtaan g  mennessi  kertyneen
todenniakoisyysmassan maara tai 2) lasketaan tiheysfunktion avulla
integroimalla valilla a ... b olevan todenndk6isyysmassan maaré:

W[Pla< X <b)=F(b)-F(a) 2) P(a<Xsb):jjf(x)dx

Kokonaismassan maaran taytyy olla =1, ts. J_OOOO f(x)dx=1|

Luvussa 2 mainittiin my6s X:n odotusarvon ja varianssin lausekkeet:

u=EX)=[ xf(x)dx o =Var(X)=[" (x =) f(x) |

S
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Varianssin neliojuurt o = Sd(X) on nimeltddn keskihajonta (Standard
deviation).

*Teknikan kasitteita kayttden odotusarvo on tiheysfunktion ja x-akselin
rajoittaman alueen painopisteen x-koordinaatti (eli alueen staattinen
momentti S, jaettuna alueen alalla, joka on = 1), silld yhden kohdassa x

olevan pystyliuskan staattinen momentti on dS, =xdA=x-f(x)-dx.

Vastaavasti varianssi on saman alueen neliomomentti suoran x = u
suhteen.

Esim. 1 (Uniform Distribution) Satunnaismuuttuyja X on tasaisesti
Jjakautunut vilille a ... b, jos sen tiheysfunktio on

1 .
alillaa...b
f)=1b-a valilla a {

0 muulloin b-a

a X b

Taméa kay tiheysfunktioksi, koska x-akselin ja viivan vélisen
alueen ala on

1
——(b—-a)=1.
2 (b—a)
Kertymafunktio saadaan laskemalla pinta-ala kohtaan x saakka
(mika e1 tassa tapauksessa vaatisi integrointia):

0, kinx<a
1

b—a

L kunx=>b

(x—a) valillaa<x<b.

Fe=]" fayde=

Odotusarvo on

B b* —a? _b+a
2(b—a) 2

y:E(X):J_OOOOxf(x)dx:ij-biadx

(b—a)’

ja varianssi o = Var(X)= (harj.). Keskihajonta

b—a
243

on titen o =
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7.2 Eksponenttijakauma

Erailla tuotteilla (esim. joillakin elektroniikan komponenteilla) on se
ominaisuus, ettd niiden jiljella oleva toimivuusaika ei kaytannollisesti
katsoen riipu siitd, miten pitkdan ne ovat jo olleet kaytossa.

Tallaisia tuotteita rikkoutuu aika-ajoin ja alussa eniten, koska talloin
tuotteita on vield paljon jaljella. Yleisesti jaljella olevien, viela toimivien
tuotteiden mdicird vihenee ajan mukana eksponentiaalisesti:

(1) m:mo-e_’u,

missé m,on hetkelld / =0 toimivien tuotteiden mééara.

*Perustelu: tuotemaaran muutos dm(<0) hetkelld ¢ alkavalla lyhyella

atkavalilla dr on verrannollinen vilin pituuteen ja siithen, paljonko tuotteita
on viela kyseisella hetkella jaljella: dm=-A-m-df. Tamén
differentiaaliyhtalon ratkaisu on (1).

Yhtalosta (1) seuraa (kuten logaritmiopissa, monisteessa Algebra 2 on
osoitettu), ettd wviela kunnossa olevien tuotteiden maaralla on

puoliintumisaika T =1In2/ A . Taten parametri A =In2/T|

Jos satunnaismuuttuja X ilmoittaa tdllaisen tuotteen kestoidn, niin X:n
kertymafunktion arvo hetkellda ¢ saadaan, kun lasketaan, milla osalla
tuotteista on kestoaika valilla 0...7 eli mika osa tuotteista on rikkoutunut
hetkeen ¢ mennessa:

At
M:I—eﬂu, kunf>0
F(t)= m, _— .
0, kinfr<0

Tasta saadaan derivoimalla tiheysfunktio

e kun >0
2) f(t)_{o, fun £ <0 (41>0)

Satunnaismuuttujaa, jolla on tdllainen jakauma (eli téllainen
tiheysfunktio), sanotaan eksponenttijakautuneeksi, parametrina A.

Eksponenttijakauman odotusarvoksi ja varianssiksi saadaan (osittais-
integroimalla)
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3 EX)=[" 1 f(nydi=2 J;Ot e M dt = % Var(x) = % .

Esim. 1 Eksponenttijakaumaa noudattavista tuotteista puolet on
rikkoutunut vitkon sisilla. Mihin mennessd jaljella on viela
kolmasosa tuotteista?

Puoliintumisaitka 7'=1 wviikko, joten A =-In2/(1viikko).
Kysymys on, monenko viikon kuluessa rikkoutumisia on

kertynyt 2/3:
- =2/3
e HM=1/3
—Jt=In(1/3)=—In3
. In3 In3 _ In3(1 viikko)
4 In2/(1viikko) In2
= ln_3 viikkoa ~ 1,6 vitkkoa
In2

Eksponenttijakaumaan joudutaan my0s toisenlaisten probleemien
yhteydessa. Oletetaan, ettd jokin satunnaismuuttuja Y ilmoittaa jonakin
tiettyna  aikavélina  tapahtuneiden  poikkeuksellisten tapahtumien
lukuméaaran.  Poikkeuksellisia tapahtumia ovat esim. asiakkaiden
saapuminen palvelupisteeseen, valvontakohtaan tullut puhelu tai
vikailmoitus, koneen rikkoutuminen, auton tuleminen huoltoon jne. Y:n
jakauma on silloin diskreetti, Poisson-jakauma. Mutta jos tarkastellaankin
satunnaismuuttujaa X, joka ilmoittaa kahden  poikkeuksellisen
tapahtuman vdlisen ajan pituuden, niin X:n jakauma on eksponentti-
jakauma.

Jos esimerkiksi

f(t)=4¢™ kunt=0ja [t]=1s

. : : : 1
niin tapahtumien vélisen ajan odotusarvo on FKE(X)= :ZS, ts.

1
A
keskimaarin sattuu 4 tapahtumaa sekunnissa.

Esim. 2 Tietyn koneen vioittumisten vélinen aika noudattaa
eksponenttijakaumaa, jossa odotusaitka on 17 wvrk (ts. jos
koneen toimintaa seurataan pitkdn aikaa, niin keskimé&irin
koneeseen tulee vika n. 17 vuorokauden vilein). Kuinka suuri
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osa vioista tapahtuu korkeintaan 15 vuorokauden kuluessa
edeltdaneesti viasta.

Odotusarvotuloksen (3) mukaan A=1/E(X)=1/17 vrk.
Téaten

_ ! -15 vrk
P(X <15 vik)=F(15 vik)=1-¢ 17 vk ~0,59.
Taten n. 59 %:n todennikoisyydelld seuraava vika tulee 15 vrk
kuluessa.

*Huomaa, ettd odotusarvo eli todenndkoisyysmassan
painopistekohta on 17, mutta edellisen tuloksen mukaan pinta-
alasta on kohtaan 15 mennessa kertynyt jo 59 %.

Tassd esimerkissd tiheysfunktion kuvaaja on seuraavan
nakoinen:

il
.05
.04
05
LAz
.01

o o o o o o

o 5 10 15 20 25 30 35

Niiden tuotteiden osuus, jotka wvioittuvat 15 vuorokauden
kuluessa voidaan laskea myo6s tiheysfunktion avulla
integroimalla:

PO< X <15) = J;S%e_t/” di

15 17, 1
—_ ——\dt
J e =)

15
- _ | e—f/l7 :_(6_15/17 —1)%0)59
0
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Harjoituksia
A, B

Laske P(0< X <2), kun X:n jakauma on tasainen valilla [-1, 5].

Satunnaismuuttujan jakauma on tasainen aikavalilla [0,7]. Laske
todennakoisyys, ettd X saa arvon aikavalilta

a) —l<t<2,kun 7=10, b) [f|>1,kun T'=1,5.

Tehdas  valmistaa  tuotetta, jonka  kestoatka  noudattaa
eksponenttijakaumaa. Méaritd parametri A, kun tiedetddn, etti
tuotteista 80 % kestdd vahintaan 3 vuotta.

Huoltoinsinoori saa hatdpuhelun keskimddrin 3 tunnin vilein. Jos
oletetaan, etta puhelujen vilinen aika noudattaa
eksponenttijakaumaa, laske todenndkoisyys, ettd aika jostakin
puhelusta seuraavaan on a) yli 3 tuntia, b) vihemmén kuin 4.5 tuntia.

Keskimaardinen aika, joka insindoriltdi menee systeemissid olevan
sahkoisen vian korjaamiseen, on 2.7 tuntia. Laske todennikoisyys,
ettd han korjaa vian vahemmassa ajassa kuin tassa keskimaaraisessa
ajassa.

Tietyn konetyypin keskiméardinen vikaantumisvili on 400 tuntia.
Laske todenndkoisyys, ettd  jonkin  yksittdisen  koneen
vikaantumisvéli on a) alle 350 tuntia, b) yli 450 tuntia.

Laske mtegroimalla eksponenttijakauman odotusarvo ja varianssi.

Todista, ettd a) diskreetin ja b) jatkuvan jakauman varianssin
lausekkeet voidaan esittdd myoOs seuraavissa muodoissa, jotka ovat
laskennallisesti usein miaritelmén mukaisia muotoja paremmat:

Var(X)=Y x2p; — E(X)?, Var(X)= j_°°°o x2f(x)dx—E(X)?.

c) Sovellus: Laske Var(X) ja Sd(X), kun X:n tiheysfunktio on

2x,kun 0<x <1

0 muulloin

f(x)={



8 Satunnaismuuttujien laskutoimituksia

8.1  Satunnaismuuttujan muunnokset

1) Jos satunnaismuuttujaan X lisatdan vakio a eli tehddan sithen muunnos
Z =X +a, merkitsee se, ettdi X:n jokaista arvoa muutetaan a:n verran.
Jakauman kuvaajaan (pistetodennikoisyyksiin tai tiheysfunktioon) tdméa
merkitsee a:n suuruista siirtoa x-suunnassa:

Sx(x) fz(x)

a

Taten odotusarvo muuttuu a:n verran ja keskihajonta ja varianssi eivét
muutu miksik&an:

(1) [E(X+a)=E(X)+a, Sd(X+a)=8d(X), Var(X +a)=Var(X)|.

2) Jos satunnaismuuttuja X kerrotaan esim. 2:1la, merkitsee se, ettd X:n
jokainen arvo kaksinkertaistetaan. Jos esimerkiksi X on tasan jakautunut
valille 1 ... 3, nuin 2.X jakautuu tasan vilille 2 ... 6 (vrt. seuraava kuva).
Muunnoksessa odotusarvo (keskikohdan x-koordinaatti) kaksinkertaistuu,
samoin hajonta. Taten varianssi muuttuu 4-kertaiseksi.

Jxx)

Jod)
| | 1
1 2 3 4 5 6

Lisaksi tiheysfunktion kuvaajan taytyy "madaltua”, jotta kokonaispinta-ala
pysyisi 1:na.

Yleisesti voidaan odotusarvon ja varianssin maaritelmien (tai harjoituksen
7. 8) avulla todistaa, etti

2) |E(aX)=aE(X), Var(aX)= anar(X), Sd(aX)=a|Sd(X)|.

3) Tulokset (1) ja (2) esitetddn yleensa yhdistettyna seuraavasti:

E(aX+b)=aE(X)+b, Var(aX +b)= anar(X), Sd(aX +b)=|a|Sd(X)
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Esim. 1 (Standardointimuunnos) Jos satunnaismuuttujan X jakauman
odotusarvo on p ja keskihajonta o, niin satunnaismuuttujan
X —
z=2"#4
o

keskiarvo on 0 ja varianssi 1, silla

1 1 1
EZ)=E[-(X-pw]=—EX-p)=—(u—u)=0
o o o
ja vastaavasti todistetaan (harj.), ettd Var(Z)=1.

Jos erityisesti X ~ N(u, (72) eli X:n jakauma on (L, (72)-
normaali, niin Z:n jakauma on (0,1)-normaali, silla voidaan
todistaa, ettd Z:n kertyméafunktio on luvussa 2 esitettyd muotoa
(luvussa 2 tata funktiota merkittiin ®:113).

*Todistus:

Fp()=P(Z<1)= PCA"H < 1y = P(X < o1+ 1)

Sl’j.x_’u:u

o+ e /L;) 1 i
_FX(azw)_m/_j “e x| —dx = du,
X.—oo..ol+u

u.—oo. .1

2

e 2 du

Ly

*Taman todistuksen alkuosasta takaperin saadaan myo0s
seuraava, luvussa 2 todistamatta esitetty tulos:

merk. of + u=x
Fy(ot+iw)=F(0) | | x—u

o

oy (x) = Fp (=

) eli Tuvun 2 merkinnoin F(x)= d(—£),
O

*Esim. 2 Maarita satunnaismuuttujan X 2 tiheysfunktio, jos X:n
jakauma on standardinormaali (kertyméafunktiona ®(x)).

58



On selvaa, ettd f % (1)=0, kunt<0 (silla X 2.n arvot ovat

kaikki >0). Oletetaan siksi, ettd seuraavassa ¢ > 0. Lasketaan
aluksi kertyméafunktio (luvussa 2 esitetyilla laskutavoilla):

Foa(t)=P(X? <1)= (=1 < X <1) = D(1) = D(=1)
= (V1) —[1-D(1)]=2D(1) -1

Tastd saadaan derivoimalla tiheysfunktio. Derivointi vaatii
oletuksen 7 >0. Kohdassa 7 =0 voidaan asettaa lisiméaarittely
f % (0)=0  vaikuttamatta  mitenkdan minkdidn  vilin

todennédkoisyyteen. Nain saadaan tulokseksi
()? '
1 1 1 - 1 1 —
_20(Wt) ——=—c—e 2 =——.—¢ 2 kunt(>0
[ O=1 PN S = NeY 2N
0, kun 1 <0.

Piirrd  kuvaaja jollakin matematiikkaohjelmalla. Esim.
Mathcadilla laskut ja tulos ovat seuraavan nikoiset (dnorm =
density function of normal distibution; on aika kummallisen

tuntuista, ettd X2 tiheysfunktio menee origon kohdalla
aarettomyyteen, vaikka X:n tiheysfunktiolla suurin arvo on

vain 1/+/27):

t=-3,-295.3
. 1 -05t
¢ (t) = dnorm (t,0,1) f<t> = iflt>0,——-¢ ,0
JZ Tt
2 4
= AN
2 02 2 o 2
t t

8.2 Satunnaismuuttujien summa

Olkoot X ja Y samaan kokeeseen liittyvid satunnaismuuttujia. Kokeen
tulosten joukkoa £ sanotaan usein tapausavaruudeksi (sample space).
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Summa X +7Y saadaan laskemalla yhteen £:n jokaista alkiota vastaavat
satunnaismuuttujan arvot:

(X+Y)a)=X(a)+Y(a) (ainakuna €F).

Tuloa XY muodostettaessa taas kerrotaan vastaavat satunnaismuuttujan
arvot keskenaan.

Esim. 3 Nopanheitossa nopan asennot a;,a,,...,ds antavat pisteluvut

60

I, 2, ...,6. Seuraavassa voidaan tapausavaruutena pitda
joukkoa E = {ay,a,,...,a¢} tai myos tulosjoukkoa {1, 2, ...,
6}.

Oletetaan, ettd X ilmoittaa yhdessd nopanheitossa saadun
pisteluvun kaksinkertaisena ja Y taas saa arvon 1, jos pisteluku
on pariton ja arvon 3, jos pisteluku on parillinen. Taten X:n ja
Y:n jakaumat ovat seuraavat (Jos noppa on sdannollinen):

xio 2 4 6 8 10 12 yio1 3

N |—

101011 1 1 L1
Pi- 5666 6 6 d;- >

a) Summalle S = X + Y nopan eri asennot antavat seuraavat
arvot:

S(a))=2+1=3  S(ay)=4+3=7 S(a3)=6+1=7
S(a;)=8+3=11 S(as)=10+1=11 S(ag)=12+3=15

Satunnaismuuttuja S saa siis arvot 3, 7, 11 ja 15. Naista kaksi
keskimmaistda arvoa saadaan kumpikin kahdella nopan
asennolla ja reunimmaiset yhdelld. Taten summan S jakauma
on

s 3 7 1115

pol 2 21
k6 6 6 6

Jos ajattelet nididen jakaumien kuvaajia janadiagrammeina,
huomaat ettid kahden "tasaisen diskreetin jakauman" summa ei1
suinkaan ole "tasainen" vaan "kulmamuotoinen".

b) Tulolle U = XY nopan eri asennot antavat tdssi esimerkissa
kuusi erisuurta arvoa:

2:1=2,4-3=12,6-1=6, 8:3=24,10-1=10,12-3=36. Taten
tulon jakauma on



Kertaa miten lasket ndiden neljdin jakauman odotusarvot ja
varianssit (Harj. 8.1).

8.3 2-ulotteinen jakauma

Saman tapausavaruuden [ satunnaismuuttujista X ja Y voidaan
muodostaa myo0s yhdistetty 2-ulotteinen jakauma (joint distribution),
jossa satunnaismuuttujana on 2-komponenttinen satunnaisvektori
[X.Y]. Sen arvot ovat pareja (x, y), tarkemmin sanoen

[X.Y](a)=[X(a),Y(a)] (aina, kuna €F).

Jos X ja ¥ ovat diskreettejd, niin samoin on niistd yhdistetty 2-ulotteinen
jakauma. Siind parin (x;,y;) pistetodennéakdisyys on
pjj =P(X =x;,Y =y,)=todenndkoisyys sille, ettd X saa

arvon x; ja Y saa arvony;

Esim. 4 Olkoot X ja Y edellisen esimerkin  mukaiset
satunnaismuuttujat. Pareja (x;,y;) on 6-2=12 kappaletta,

koska X:1l4 on 6 arvoa x; =2,x, =4,..., x5 =12 ja Y:lla kaksi
y1=1, y,=3. Satunnaisvektori [X, Y] saa arvoikseen
seuraavat kuusi paria:

[X. V(@) =2, 1) [X.Y](a)=(43) [X.Y](a3)=(6,1)
[X.Y](as)=(8,3) [X.Y](as5)=(10,1) [X.¥](a6)=(12,3)

Jokaisen tillaisen parin todennikoisyys on = % ja muiden
parien = 0. Esimerkiksi juuri laskettujen arvojen perusteella
P =P(X=x,Y=y)=P(X=4Y=3)
= parin (4,3) todennikoisyys :%

kun taas esim. p3, = P(X =6,Y =3)=0.
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Pistetodennikoisyyksistd saadaan seuraava taulukko (johon
yleensd merkitdan vain lukuarvot):

X\, 1 3

2 pi=¢ | P2=0 | X p=¢
I

4 =0 | pn=¢ | 2Xry=¢
I

6 pi=¢ | Pn=0 | Xps=¢
I

8 pa=0 | pn=¢ |2 pa;=¢
I

10 | psi=¢ | Pa=0 | > ps;=+
I

12 Pe1=0 | Po2=%¢ |2 Poj=¢
I

ZP:‘] :% ZPIQ :%
i i

*Vumeisen sarakkeen/rivin luvut yhdessd ensimmaiisen
sarakkeen/rivin lukujen kanssa antavat muuttujien X ja Y
jakaumat, joita sanotaan tdmin 2-ulotteisen jakauman
reunajakaumiksi. Naiden pistetodennikoisyydet ovat

2 6
plzzplj (12172796)7 quzpl] (]:172)
J=1 i=1

P

Jatkuvalla  2-ulotteisella jakaumalla
kertymiafunktio on kahden muuttujan
funktio

F(x,y)=P(X<x,Y<y). ////
2

Z

7

Geometrisesti tiama ilmaisee, kuinka
suuri osa todennidkoisyysmassasta on
sijoittunut (kertynyt) viereiseen kulma-
alueeseen.

Suorakulmioalueen todenndkoisyys saadaan kertyméfunktion arvojen
seuraavanlaisena lausekkeena (jonka voit perustella em. kuvan tapaan):
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Pla< X<b,c<Y<d)=F(b,d)—F(a,d)—F(b,c)+ F(a,c).
Tiheysfunktio saadaan kertyméfunktion toisena derivaattana:
J(x,p)= ny(x,y).

Kéaantden kertymafunktion arvoja saadaan tiheysfunktiosta integroimalla:
x|y
F(x,y)= j_oo [ j_oo F(u,v) dv} du

—0<USX
(silla edellinen kulma-alue 7" on {
—0o< V<Y

Suorakulmioalueen todennikoisyys on tiheysfunktion integraali
bl ¢d
Pa< Xsb,c<Y£d):ja[L F(u,v) a’v} du.

*Reunajakaumien  (satunnaismuuttuyjien X ja ¥  jakaumien)
tiheysfunktioiden arvoja saadaan yhdistetyn jakauman tiheysfunktiosta
"summaamalla" (vastaavasti kuin pistetodennikoisyyksia edelld):

fy@=]" fendy,  fym=]" fxy)ds

8.4 Satunnaismuuttujien riippumattomuus

Saman tapausavaruuden [ satunnaismuuttyjia X ja Y sanotaan
riippumattomiksi, jos ne tayttavat kaikilla x:n ja y:n reaaliarvoilla ehdon

P(X<x,Y<y)=P(X<x)-P(Y<Y).

Talloin 2-ulotteisen jakauman kertyma- ja tiheysfunktiot (tai diskreetissa
tapauksessa pistetodennikoisyydet) saadaan X:n ja Y:n vastaavien
suureiden tulona:

F(x, )= Ly (x)- Fy(¥), )= Ix(x) fy (V).

Riippumattomuus merkitsee suurin piirtein sanottuna, ettd yhden
satunnaismuuttujan ~ arvon  tunteminen ei  vaikuta  toiseen
satunnaismuuttujaan liittyviin todennikoisyyksiin.

*Esim. 5 Voidaan todistaa, etti riippumattomien satunnaismuuttujien
summan § = X + Y tiheysfunktio saadaan X:n ja Y:n
ttheysfunktioiden ns.  konvoluutiona, ts. seuraavalla
integraalilla:
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fs=[" fy(x)- fy(u-x)ds.

Taman avulla on aika helppoa laskea esim. kahden
riippumattoman eksponenttijakauman summan tiheysfunktio.
Jos seka X:114 etta Y:11a on sama eksponenttijakauma, yhteisena
parametrinid A, niin integraalin arvoksi (2X:n tiheysfunktioksi)
tulee

Pu-e ™ kunu>0.
Jos taas parametrit ovat A # &, niin vastaava arvo on
/1/1 _(e—/i-u _ e—,u-u)'
u—A
8.5 Odotusarvoa ja varianssia koskevia tuloksia
Kohdassa 8.1 olivat esilla mm. seuraavat tulokset:
(1) E(aX)=ab(X), Var(aX)=a*Var(X),
(2) E(aX+b)=alE(X)+b, Var(aX+b):a2Var(X).

Satunnaismuuttujien summaa ja tuloa koskevat seuraavat tulokset, joista
ensimmdinen (summan odotusarvotulos) on voimassa aina, kun taas
kolme muuta vaativat, ettd X ja Y ovat riippumattomia:

3) E(X+Y)=E(X)+E) E(XY)=E(X)-E(Y),

>

4) Var(X +Y)=Var(X)+Var(Y)|, Var(XY)=Var(X)-Var(Y).

*Todistetaan naytteena tuloksista (3) edellinen jatkuvien jakaumien
tapauksessa:

E(X+7)= jfoo[ jjo(x + (X, ) dy} dx
[t [T 17 ey dy |

Otetaan edellisessi integraalissa vakiotekija sisemmaisti integraalista
ulos ja vaihdetaan jalkimmaiisessd integraalissa summausjérjestysta
(tama voidaan tehd4, koska rajat ovat vakioita), jonka jalkeen y voidaan
vakiona ottaa sisemmasti integraalista ulos. Niin saadaan seuraava tulos,
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jossa sisemmaét integraalit ovat reunajakaumien tiheysfunktioita (vrt.
kohdan 8.3 loppu):

PN =7 [ s dy|ave [ [7 femae|a

:J_Oooox'fx(x) d”fooy-fy(y) dy=E(X)+E(Y).

Esim. 6 a) Tuloksissa (3) ja (4) yhteenlaskettavia tai kerrottavia
satunnaismuuttujia voi olla useampiakin kuin kakst:

E(2X1 +3X2 —5X3):2E(Xl)+3E(X2)—5E(X3)

b) Oletetaan, ettd satunnaismuuttujien X, ..., X, odotusarvot
ovat uy,..., i,,. Silloin (3):n ja (2):n nojalla

(5) E(Z(Xi_:ui)):ZE(Xi_:Ui):Z(:ui_:ui):O-

Riippumattomilla satunnaismuuttujilla vastaavasti

(2)
(6) Va’”(Z(Xi—ﬂz‘)):ZVa”(Xz‘—ﬂz‘):ZVW(XI‘)-

c) Jos satunnaismuuttujilla  Xj,...,X,, on kaikilla sama

2

odotusarvo p ja sama varianssi o“, niin niiden aritmeettisen

X+ +X

keskiarvon X = " yastaavat suureet ovat

8.6 Kovarianssi ja korrelaatio

Seuraavassa on tarkoituksena esitelld kaksi ldheisessd yhteydessa
toisiinsa olevaa tunnuslukua, kovarianssi ja korrelaatiokerroin, jotka
mittaavat  kahden  satunnaismuuttujan  vdlistd — vuorovaikutusta,
riippuvuutta toisistaan.

Yleisesti satunnaismuuttujien X ja Y eri ominaisuuksista, siis myos
niiden keskindisestd vuorovaikutuksesta, antavat kuvan satunnais-
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vektorin [X, Y] kertyméafunktio ja pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio.
Geometrisesti tiheysfunktion kuvaaja on pinta xyz-koordinaatistossa ja
tastd pinnasta saadaan kasitys piirtdiméllda pinnan korkeuskayria, siis
kayttamalla topograafiesitysti kuten kartoissa.

” X

Jos tiheysfunktion f(x,y) kuvaaja on vasemmanpuoleisen kuvan
tapainen, niin X:n ja Y:n arvojen vililla on (positiivista) riippuvuutta,
silla niilla on taipumusta poiketa odotusarvostaan samaan suuntaan: X:n
kasvaessa my0s Y keskimairin kasvaa. Oikeanpuoleisessa kuvassa taas
Xn ja Y:n arvoilla on taipumus poiketa odotusarvoistaan eri suuntiin: X:n
kasvaessa Y keskimaarin vihenee.

Adritapaus on se, ettd X'n arvot maaradvit taysin Y:n arvot, ts. ¥ on X'n
funktio. Tallaisesta funktionaalisesta riippuvuudesta on kyse esim. jos

X:44 ja Y:ta sitoo yhtdlo V=X 2 Tallsin siis todennikoisyysmassa on
kaikki sijoittunut vastaavalle kayrille y:xz. Jos kayrd on suora,
kyseessi on /ineaarinen riippuvuus.

Toinen adritapaus on se, ettd X:114 ja Y:114 e1 ole minkéénlaista vaikutusta
toisiinsa, jolloin ne ovat riippumattomia my6s todennikoisyyslaskennan
mielessi ja siten

S »)=Fxx)fy(y).

Tassa tapauksessa satunnaisvektorin [X, Y] jakaumasta antavat kaiken
tiedon (1-ulotteiset) X:n ja Y:n jakaumat.

Diskreetilla 2-ulotteisilla jakaumilla edellisten kuvien tilalla ovat
(x;,y;)-pisteistd muodostuvat sirontakuviot, joissa pisteet sijoittuvat

enemmin tai vdhemmén jonkin kdyrdn (esim. regressiosuoran)
laheisyyteen.

Yhdella diskreetilla satunnaismuuttujalla odotusarvo ja varianssi
madriteltiin seuraavasti:
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pu=EX)=Yxp., o =Var(X)=y (x;—u)p,

ja jatkuvalla satunnaismuuttujalla

p=EX)=[" x f(x)dx o” =Var(X)=[" (x—p) f(x)dx,

joten kummassakin tapauksessa varianssi antaa odotusarvosta
laskettujen poikkeamien X — x nelividen odotusarvon, siis

Var(X)=E[(X - ©)*].

Vastaava suure, joka mittaa kahden satunnaismuuttujan véalista
keskimaaraista poikkeamaa odotusarvosta, on kovarianssi

(7) Cov(X,Y)=E[(X — puy (Y —puy)l|

Jos satunnaismuuttujat ovat diskreetteja/jatkuvia, kovarianssi on
kaksinkertainen summa/integraali:

Cov(X,Y)=2 > (x;—px )V, — ty)Pyj »
I

Cov(X,¥)= [ [[" (x=px)y—py)/(x,y) dylds.

Kovarianssin lauseke (7) voidaan muuntaa edelld olleiden tulosten (2) ja
(1) avulla seuraavasti:

Cov(X,Y)=E[XY —puxV —uy X+ uypuy)

=E(XY)— pux E(Y)— puy E(X)+ oy sy
=LE(XY)=pypy —puxpy +puxpy =ECXY)—pypy.

Jos erityisesti X ja Y ovat riippumattomia, niin kovarianssi on = 0, silla

E(XY)—puxpy =E(X)EY)—puxpuy =puxuy —tyty =0.

Tilloin sanotaan, etti satunnaismuuttujat X ja Y eiviit korreloi.
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Midritelmd:

Satunnaismuuttujien X ja Y (lineaarinen) korrelaatiokerroin

Cov(X.,Y)
Oy Oy

rnX,Y)=

missa esim. o y =+/Var(X) (= X:n keskihajonta).

Edella olevan mukaan, jos X ja Y ovat riippumattomia, niin
korrelaatiokerroin r = 0. Esimerkilld voidaan osoittaa, ettd tama tulos el
kuitenkaan ole kadnnettavissia. Edelleen voidaan todistaa, ettd
korrelaatiokertoimen arvo on aina vdlilld —1...1 ja ddrimmdiset arvot

+1 tai —1 se saa silloin kun X:n ja Y :n vdlilld on lineaarinen riippuvuus
Y=aX+b.

Harjoituksia

A, B

8.1 Laske Esimerkin 3 mukaisille satunnaismuuttujille X, ¥, X +71 ja
XY odotusarvot ja varianssit. Totea, ettd tissa esimerkissa lait

Var(X +Y)=Var(X)+Var(Y), Var(XY)=Var(X)-Var(Y)

E(XY)=E(X)-E(Y) eivat pida paikkaansa, mutta sen sijaan laki
E(X+Y)=E(X)+E(Y) on voimassa tiassd esimerkissa (kuten
aina).

8.2 Laske Esimerkin 3 mukaisille satunnaismuuttujille X, ¥V ja X +7
toisten potenssien odotusarvot £(X 2 ), E(Y 2 ), E[(X+7Y )2 ].

8.3 Oletetaan, ettd satunnaismuuttujalla X on jakauma
xpo =2 -1 1 3 5 ' '
1 1 1 1 Ja Y=X7. Maarita V:n jakauma.
Pi ¥ % %3

8.4 Oletetaan, ettd X:n ja V:n yhteisjakauma on seuraava:
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8.5

8.6

8.7

8.8

X\Y | =3 | 2 | 4 | summa
1 0102102 0,5
3 0,301 10,1 0,5
summa | 0,41 03 10,3

a) Mitka ovat X:n ja ¥:n jakaumat?
b) Laske 1y ja uy sekd E(XY), E(X?)jaE(Y?).

c) Osoita todenniakoisyyden P(X =1,Y =-3) avulla, ettd X ja V¥
e1vit ole riippumattomia.

d) Laske keskihajonnat o, ja o,

e) Laske X:n ja V:n vilinen kovarianssi ja korrelaatiokerroin (joita
kasitellaan kohdassa 8.6).

Todista a) diskreettien, b) jatkuvien satunnaismuuttujien
tapauksessa kohdan 8.1 tulokset (2).

X-u
O

Todista, ettd standardoidun satunnaismuuttuyjan 7=

varianssi on = 1.

C

Laske Esimerkissd 5 mainittujen riippumattomien eksponentti-
jakaumien summan tiheysfunktio kyseisessd esimerkissa esitettya
"konvoluutiointegraalia" kayttden. Ohje: kun x <0, niin fy(x)=0

ja_ kun x>wu, nin u—-x<0 ja siten fy(u—x)=0. Siten
integroimisvaliksi jda vain 0 ... u.

a) Johdetaan Esimerkissi 5 mainittu konvoluutiointegraali.

Satunnaismuuttujan X kertymafunktio x:n arvolla u lasketaan X:n
titheysfunktion f(x)avulla seuraavasti:

F(u)=P(X <u)= jfw F(x)dx.

Sen tulkinta pienten differentiaalien menetelmilla on, ettad
"summataan" dx:n levyisid todenndkoisyysmassaliuskoja f(x)dx

aina arvoon u saakka. Vastaavasti summan X +7V kertyméfunktio
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arvolla u# saadaan vektorin [X,Y] tiheysfunktion f(x,y) avulla,
kun "summataan" xy-tason neliostd dydx pinnallez = f(x,y)
ulottuvia todennikoisyysmassapilareita f(x,y)dydx yhteen:

Fyyy(u)=P(X+Y <u)= [[ £(x,y)dydx .

T
Integroimisalue T AV
muodostuu kaikista niisti \
(x,y)-pareista, jotka tayt- w+y=u eli
tavat ehdon x+y<u. y=-xtu

Tama ehto voidaan esittaa
siten, ettd x saa arvoja
—o0 :Sté +00 :44n ja

>x
kullakin  kiintealli xn \
arvolla y saa kaikki ehdon
y<u-—x tayttavat arvot
eli kaikki arvot —oo:sti

suoralle y=—x+u . Siis

Titen Fy,y()=]" []" " f(x,y)dy]dx.

—00 < X < 00
o< y<u-—x

Tiheysfunktio saadaan derivoimalla tdméa integraali muuttujan u
suhteen. Integraalissa on "summattavia" aina —oo:std +oo:44n
saakka. Summataan integraalin jokainen "termi" erikseen:

Frear= [ [ fx vl

Sisempi integraali derivoidaan ylédrajalla olevan parametrin u
suhteen siten, ylaraja u— x sijoitetaan integroimismuuttujan y tilalle
integroitavaan funktioon f(x,y) ja tulos kerrotaan yldrajan

(sisafunktion) #—x derivaatalla, joka on tdssd esimerkissd =
1-0=1. Siten

Txry(u)= Jjooo f(x,u—x)dx.

Jos X ja Y ovat riippumattomia, niin tiheysfunktio f(x,y) voidaan

esittdd X:n ja Y:n tiheysfunktioiden tulona, jolloin edellinen tulos
muuttuu Esimerkin 5 mukaiseksi konvoluutiointegraaliksi




far@)= [ fy(x)- fy(u=x)dx.

b) Johda vastaavasti tulon X7 ja osaméaran Y/X kertymafunktion ja
tiheysfunktion lausekkeet, olettaen, ettd X:n tiheysfunktio on = 0,
kun x <0 (Erona esim. tulolla on ldhinni vain se, ettd ylarajan u/x
derivaatta e1 ole = 1 wvaan I/x. Myo6s integroimisalue on
erindkoinen.)

c) Laske vileille 0 ...1 tasaisesti jakautuneiden, riippumattomien
satunnaismuuttujien summan jakauma. Ohje: fy(x) ja fy(u—x)

saavat 0:sta eroavan arvon =1 vain kun 0<x <1 ja 0<u—-x<1 el
u—1<x<u. Nami ehdot merkitsevat ux-koordinaatistossa suorien
x=0, x=1, x=u—1, x=u rajaamaa suunnikasaluetta (piirra
kuva). Tasta saadaan integroimisrajat x:n suhteen: Jos 0 <u <1, niin
xmuuttuu O ... ». Jos 1<u <2, niinx muuttuu z—1...1.

*d) Laske seuraavien jakaumien tulon jakauma:

2
fy(x)=xe™ 2 kunx>0 (ja = 0 muulloin),

fr(»)=1/(m1-y*), kun —1< y<1 (ja = 0 muulloin).
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9 Normaalijakauman yhteys muihin jakaumiin

9.1 Keskeinen raja-arvolause

Monissa todennikoisyyslaskennan sovelluksissa 1ahtokohtana on usean
satunnaismuuttujan X; summa X;+...+ X, . Sitd koskee seuraava tulos

1
(Jota e1 todisteta):
Lause 1 Jos satunnaismuuttujat X, ovat riippumattomia ja niiden
Jjakaumat  ovat (,u,-,a,-z)-normaaleja, niin - summan
X +..+X, Jakauma on tarkalleen

(pyq+..+u,, 012 +...+c7,,,2 )-normaali.

Todenndikéisyyslaskennan keskeinen raja-arvolause on edellisen
lauseen yleistys ja se voidaan esittda esim. seuraavassa muodossa:

Lause2 Kun n kpl riippumattomia satunnaismuuttujia lasketaan
yhteen, niin summan jakauma on likimain normaali, kun n
on riittivin suuri.

Huomaa, ettd tama lause (jonka todistus sivuutetaan) on voimassa
riippumatta siitd millaisia yksittdisten satunnaismuuttujien jakaumat
ovat (kunhan vain namaé jakaumat tayttavat tietyt, kaytidnnossa lahes aina
toteutuvat ehdot). Komponenttijakaumien ei siis tarvitse olla esim.
normaalijakaumia.

Naméa lauseet nayttaviat, miksi normaalijakauma on niin tdrked seka
teoreettisesti ettd myos kaytannon kannalta.

Esim. 1 Normaalijakauma binomijakauman likiarvona. Toistetaan
koetta n kertaa. Merkitddan onnistumistodenndkoisyytta
yhdessi toistossa p:lla ja epaonnistumistodennikoisyytta g:lla
(g=1-p). Jos X ilmoittaa onnistumisten mairian naissi »:ssi

kokeessa, niin X ~ Bin(n, p) ja

_ |k kg
(1) Dy —P(X—k)—(k)p q (k=0,1,...,n).

Binomijakaumalla on E(X)=n-p ja Var(X)=n-p-q (kuten
aitkaisemmin on mainittu).

a) X voidaan hajottaa »:n riippumattoman satunnaismuuttujan

summakst X = Xj+.+X,, missd X, i1lmoittaa i:nnessa
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kokeessa saadun tuloksen (onnistumisen = 1 tai
epdonnistumisen = 0). Jokaisen X;:n jakauma on Bin(l, p)

(yksi koe, jossa onnistumisen todennidkoisyys on p). Téten
E(X;))=1-p=p ja Var(X,;)=1-p-q= pq. Keskeisen raja-
arvolauseen mukaan X:n jakauma on likimain normaali,
parametreini

u=E(Xi+.+X,)=E(X) )+ . +E(X,)=p+.+p=np

ja riippumattomuuden nojalla
o’ = Var(X{+..+X,)
=Var(X))+..+Var(X,,) = pq+..+pg = npq
Siis likimain X ~ N(np, npq).

Normaalijakauman kertyméfunktion arvoja voidaan laskea
standardinormaalin jakauman kertyméafunktion avulla (vrt.
kohdan 8.1 esimerkin 1 loppuosa):

Fy(t)=P(X <)~ q)(t_—“j - cp[t _”p].

o N2

Jos n on suuri, vilien todennédkoisyyksid on helpompi laskea
taman tuloksen avulla kuin tuloksella (1). Seuraavassa
naytetdan, miten titd tulosta kéaytetddn '2 yksikon ns.
Jatkuvuuskorjauksella.

b) Jos X:n jakauma on binomijakauma, parametreini

esimerkiksi  n=10, p= % (kokeiden = maara ja

onnistumistodennékoisyys), niin
p=np=10-t=2jac=[10-1.4= [t
Esimerkiksi vélin [1, 4] todennédkoisyys on

PA<X<4)=pi+py+p3+py

Summaa voidaan kuvata 0.3 Yo
janadiagrammilla. 0.25 / \
Jokainen jana voidaan  °? ) N
korvata pylvailla, jonka OO' 115 \
korkeus = p; jakanta=1. , . L
Kun tillaiset pylvaat 1 5 3 2

piirretdén p;-janojen
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ympdrille, saadaan porraskuvio, joka alkaa #n arvosta 'z ja
paattyy arvoon 42, Tama porraskuvio voidaan Kkorvata
likimain normaalijakauman tiheysfunktion ja 7-akselin valisella
alueella valilla ['2,4'%2]. Siis tdassd esimerkissa

P(I<X<4)~ D 45721 092

B 3
~ ©(1,976)— D(-1,186)
= d(1,976)—[1 - D(1,186)]
= d(1,976)+ D(1,186)—1
~ 09759+ 0,8822 -1~ 0,858.

Binomijakaumaa kayttdmaélla saataisiin tulos 0,8598.

Vastaavasti yleisesti

b+l_ a_l_
P(a< X <b)~ @{2—”]41)[#]
(o2 (o2

Huomaa, etti normaalijakaumaa voidaan siis kayttdd myos diskreettien
jakaumien (kuten binomijjakauman  ja Poisson-jakauman)
approksimaationa (likiarvona).

Seuraavissa esimerkeissad esitelladn erditd muita keskeisen raja-arvo-
lauseen kayttoon liittyvid tuloksia. Ndma asian ymmartidmistd syventavét
tulokset voidaan niin haluttaessa ohittaa ja voidaan siirtyd suoraan
otoksen vastaaviin tuloksiin.

*Esim. 2 Tarkastellaan riippumattomia satunnaismuuttujia X, joilla

kullakin on tietty odotusarvo ; ja varianssi 6,-2 (i=12,..).

a) Viahennetddn ensin jokaisesta satunnaismuuttujasta oma
odotusarvonsa,  jolloin saatujen satunnaismuuttujien

odotusarvot ovat = (. Lasketaan sitten nidin saadut
satunnaismuuttujat  yhteen, ts.  muodostetaan  uusi
satunnaismuuttuja

Sp=(X]—pu)+ ...+ (X, — ).
Kohdan 8.5 esimerkin 6 mukaan

E(S,)=0 ja Var(S,))=oc) +..+0,°.
H_/ H_/

merk. y 2

merk. o

74



Keskeisen raja-arvolauseen mukaan (jos 7 on riittivan suuri)
summan S, =(X;—pu)+...+(X,, —u,) jakauma on

likimain (0, 0'12 + ..ot O'nz)-normaali.
b) Suurilla n:n arvoilla summan S, varianssi (712 +...+c7,,,2

vol olla suurt vaikka jokaisen komponenttijakauman JX;

varianssi J,-z olistkin pieni. Mutta variansseiltaan suuret

jakaumat eivit ole kdytdnnon kannalta kovinkaan merkittavia,
koska jakauma on "laajalle hajaantunut" ja siksi "matala".
Tamén vuoksi tarkastellaankin usein S,,:n sijasta vastaavaa

standardoitua satunnaismuuttujaa

o Var(S,) Var(S,)

Kohdan 8.1 Esimerkin 1 mukaan standardoidun
satunnaismuuttujan Z, jakauma on likimain (0,1)-

g ~SamH_ Sy=0 S,

normaali.

*Esim. 3 a) Tarkastellaan riippumattomia satunnaismuuttujia X, joilla

jokaisella on sama odotusarvo u ja sama varianssi o2 . Silloin
summan

Sn = Xl+"'+Xn

odotusarvo ja varianssi ovat (vrt. s. 64)

E(Xi+.+X,)=E(X)+E(X,))=n-u,
riippumattomuus
Var(X{+..+X,) = Var(X1)+...+Var(Xn):n02.
Keskeisen raja-arvolauseen mukaan summan X;+...+X,
jakauma on riittivin  suurilla n:n arvoilla likimain
(nu, no? )-normaali. Siten sen kertymafunktiolle saadaan

likiarvo standardinormaalin jakauman kertyméfunktion avulla
(vrt. kohdan 8.1 esimerkin 1 loppuosa):

FX1+...+Xn ()= P(ZXi <t)= (D[t\/_;n:]

b) Jos riippumattomilla (mutta e1 valttiméatta normaalisti

jakautuneilla) satunnaismuuttujilla  X; on kullakin oma
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odotusarvonsa g; ja varianssinsa (7,-2 , niin ruttdvan suurilla
n:n arvoilla summan X, +...+ X, jakauma on keskeisen raja-

arvolauseen mukaan likimain normaali ja vastaavasti kuin a)-
kohdassa voidaan todistaa ettd sen odotusarvo on g+..+u,, ja

varianssi on (712 +...+c7,,,2 :

c) Jos riippumatiomuuden lisciksi jokaisen X;:n jakauma on
normaali, niin lauseen 1 mukaan summan jakauma on
tarkalleen normaali (n:n arvosta riippumatta).

9.2 Otoskeskiarvo

Oletetaan, ettd otoskoko on n. Jos X, antaa otoksen i:nnen havainnon
arvon x;, niin tdma arvo vaihtelee otoksesta riippuen. Siten jokainen X
on satunnaismuuttuja. Muodostetaan niistd uusi satunnaismuuttuja

X+..+X,
n

X =
Sitd sanotaan otoskeskiarvoksi. Keskeisen raja-arvolauseen mukaan

otoskeskiarvon jakauma on likimain normaali (koska kyseessi on

. | 1
satunnaismuuttujien — X;+..+— X,, summa).
n n

Jos populaatio on suuri (tai otanta tapahtuu takaisinpanolla), niin

satunnaismuuttujat X; ovat riippumattomia ja jokaisella niistd on sama

odotusarvo u ja sama hajonta o kuin koko populaatioon littyvilla
satunnaismuuttujalla X (joka ilmoittaa esim. kaikkien valmistettavien

tuotteiden kestoiat). Otoskeskiarvon X odotusarvo ja varianssi ovat
talloin (kuten jo kohdassa 8.5 todettiin)

2
E(X)= %(/H---Jrﬂ) =, Var(X)= %(02 +.40°)= %,
n

Siis likimain (riittdvéan suurilla #7:n arvoilla)

2
) Y~N(y,%).

Otantateoriassa koko aineiston (populaation) keskiarvoa ja varianssia
arvioidaan (estimoidaan) otoskeskiarvon X ja ns. otosvarianssin avulla.
Kysymys on mm. siitd, kuinka hyvin otoskeskiarvo X tai otoksesta
laskettu varianssi tai keskihajonta (= varianssin nelidjuuri) vastaavat
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koko populaation vastaavia suureita. Talloin koko populaation suureet
(keskiarvo, wvarianssi jne.) ovat testattavia parametreji ja otoksen
vastaavat suureet niiden parametrien estimaattoreita.

Koska tuloksen (2) mukaan otoskeskiarvolla on sama odotusarvo u kuin
koko populaatioon liittyvilld satunnaismuuttujalla X, sanotaan, etti
otoskeskiarvo X on X:n odotusarvon harhaton (unbiased) estimaattori.
Harhattomuuden vuoksi otoskeskiarvoa voidaan useissa tapauksissa
kayttaa koko populaation odotusarvon (keskiarvon, jota ei useinkaan
tunneta) sijaan.

Otoskeskiarvon X keskihajonta on:
Sd(X)=Var(X) = %
n

J . . . . . .
Lukua Tn sanotaan keskiarvon keskivirheeksi. Sen voidaan ajatella
n

ilmoittavan, paljonko otoskeskiarvossa on keskiméarin poikkeamaa koko
populaation keskiarvoon verrattuna. Otoskoon » kasvaessa timi luku
— 0. Tasta syysta sanotaan, ettd otoskeskiarvo X on koko populaatioon
liittyvin  satunnaismuuttujan X odotusarvon tarkentuva (consistent)
estimaattori. Suurten otosten keskiarvot poikkeavat siis keskimairin
hyvin vdhan koko populaation keskiarvosta.

Tarkastellaan nyt yleisesti (0, 1)-normaalista satunnaismuuttujaa Z.
Merkitddn z,:lla Z:n tiheysfunktion ¢@(x) kuvaajan kohtaa, jonka

jéljessa (Jjakauman loppupiissi) olevan todenniakoisyysmassan maara on
a. Siis

PZzz,))=a, P(Z<z,)=l-«a.

Lukua z sanotaan

o
arvoa «  vastaavaksi
kriittiseksi arvoksi. Luku
a on nimeltiaan paattelyn ila
tms.  merkitsevyystaso,
riskitaso, p-arvo, engl. ' !
significance level, p- Zg

value, tail probability

(tail = hantd). Yleisimmin kaytetyt a:n arvot (merkitsevyystasot, p-arvot)
ovat 0,05 (5 %), 0,01 (1 %) ja 0,001 (0,1 %). Luku 1—« on vastaava
luottamustaso ja sen tavallisimmat arvot ovat 95 % (0,95), 99 % (0,99)
712 99.9 % (0,999).

77



Esim. 4 Eri luottamustasoja vastaavia kriittisid arvoja voidaan laskea
kayttamalla standardinormaalin jakauman kertyméfunktion
taulukkoa "takaperin" tai esim. matematiikkaohjelmien avulla.

a) Lasketaan 80 %:n luottamustasoa (eli a:n arvoa 0,2)
vastaava z, :n arvo kayttdmalld standardinormaalin jakauman

kertyméafunktion taulukkoa "takaperin":
P(Z£z,)=08 & d(z,)=0,8 & z,~0,842.

b) Sama arvo voidaan laskea esim. Mathcadistad 16ytyvalla
normaalijakauman kertymafunktion kiinteisfunktiolla:

qnorm (0.8,0,1) = 0.84162

Esimerkiksi ns. yksisuuntaisissa, yksitahoisissa (one-tailed) testeissa
hylatdan ne satunnaismuuttujan arvot, jotka ylittavat kaytettya
merkitsevyystasoa o vastaavan kriittisen kohdan z,. Havainnollisesti

voidaan sanoa, ettd tiheysfunktiosta hylataan "loppupaa" (tai vastaavasti

alkupaa).

Kaksisuuntaisissa

testeissa hylataan alat

kumpikin paa ja yhteensi

tarkastellaan valia =
[_Za/2> Za/2]:

jonka ulkopuolelle jaa —Zg4/2 Zg /2
oan  verran  toden-

nakoisyysmassaa. Tata

valia, joka siis tayttaa ehdon

(3) P(_ZO{/Z SZSZa/z)Zl—O{,
sanotaan luottamustasoa 1—«a (tai merkitsevyystasoa «) vastaavaksi
luottamusviliksi.

Seuraavassa taulukossa on kolme tavallisinta luottamustasoa (eli 1—«:n
arvoa), niitd vastaavat merkitsevyystasot (a-arvot, p-arvot) seki
vastaavat z,,,:n arvot.

luottamustaso 1—a | 95% | 99 % | 99,9 %
merkitsevyystaso o | 0,05 | 0,01 | 0,001
Zg)2 1,96 | 2,58 | 3,30
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Esim. 5 a) Edellisen taulukon  mukaan  standardinormaalin
satunnaismuuttujan Z 95 %:n luottamustasoa vastaava
luottamusvali on

-1,96 <7 <1,96.
Tarkistetaan tulos:
P(-1,96 <7 <1,96) = ®(1,96) — ©(-1,96)
=®(1,96)—[1-D(1,96)]=2-D(1,96) -1
~2-0,9750-1=0,950.
b) Laske 80 %:n luottamustasoa vastaava Z:n luottamusvali.
Nyt 1—¢«:lla on arvo 0,8, joten azn arvo on 0,2 eli «/2:n arvo

on 0,1. Lasketaan esimerkin 4 a) mukaisella tavalla kriittinen
arvo z,,,, Jonka yldpuolella on médrd a/2=0,

todenndkoisyysmassaa eli alapuolella maara 0,9:
D(z,7)=09 & z,,,=1282.

Siten kysytty luottamusvali on [-1,282; 1,282].

Palataan nyt otoskeskiarvon X jakaumaan. Jos otoskoko on riittdvan
suuri, niin tuloksen (2) mukaan otoskeskiarvon jakauma on likimain

2 . . . . =
(¢, 0” / n)-normaali. Vastaavan standardoidun satunnaismuuttujan 7
jakauma on siis seuraava:

_ X-u
4 Z = ~ N(0,1).
4) o/ in (0,1)
Ehdon (3) mukaan
(5) P(-zapp < =<zgn)=1-a

Tissd esiintyvistd epayhtiloista —z Kopo, Xop,
y y a/2—0/\/z J 0/\/5_ al2

saadaan ratkaistua zzlle rajat seuraavasti:

U< X +2,0 %, X—za/z%é . Taten tulos (3) saa muodon

— O — O
(6) P(X—za/z—ﬁ,uﬁX+za/2T):l—a.
n n
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Tassa  (kuten  edellisessdkin  yhtalossa) X on kasitettdva
satunnaismuuttujan X arvoksi (joka on luku), ts. otoksesta lasketuksi
keskiarvoksi.

Tuloksen (6) nojalla luottamustasoa 1—« vastaava luottamusvéli on
o 9,

al2 \/Z’ al2 \/Z

Esimerkiksi koko aineiston odotusarvo u asettuu 95 %

9 X+196-27.

Jn Jn

[X -z X+z

todennakoisyydella vilille [X —1,96

9.3 Otosvarianssi ja Student-jakauma

Voidaan todistaa, ettd satunnaismuuttuja
2 1 2 2
(7) S :m[(Xl—X) +...+(XH—X) ]

(eika l[(Xl —)_()2 + ... +(X, —)_()2], jonka odotusarvo on n—_lcz) on
n n

koko populaatioon liittyvan satunnaismuuttujan X varianssin harhaton
estimaatti, ts.

E[S*1=02.

Satunnaismuuttujaa S 2 sanotaan ofosvarianssiksi ja sen neligjuurta
otoskeskihajonnaksi. Voidaan my0s todistaa, ettdi S e1 ole X:n
keskihajonnan harhaton estimaatti. Silti sitd voidaan joutua kayttimaan
kaytannossa X:n keskihajonnan likiarvona.

Kohdan 9.2 tuloksen (2) mukaan otoskeskiarvon X jakauma on riittdvan
suurilla otoskoon # arvoilla likimain normaali, odotusarvona u ja

keskihajontana o/ Jn . Titen (riittavan suurilla »n:n arvoilla) vastaava
standardoitu satunnaismuuttuja on likimain (0,1)-normaali:

X-u
o/n

Koko populaation keskihajontaa o ei yleensa tunneta, vaan se joudutaan
korvaamaan otoshajonnalla S. Mutta satunnaismuuttujan

Z

~ N(O,]).
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jakauma ei ole lahes normaali vaan likimain ns. Student-jakauma el t-
jakauma.

Jos koko populaation jakauma on nmormaali, niin voidaan todistaa, etta
7"n jakauma on tarkalleen 7-jakauma — myds pienilld #:n arvoilla.

Lukua f =n-1 (joka esiintyy S:n lausekkeen (7) nimittdjassi) sanotaan

t-jakauman vapausasteeksi (degrees of freedom). Student-jakauman
titheysfunktio on muotoa

2
S =k (14— >‘”/2

missa k:lla on sellainen (n:std riippuva) arvo, ettd ehto J_OOOO f(x)dx=1

tulee taytettyd (k on erds ns. gammafunktion I'(n) lauseke). Seuraavaan

kuvaan on piirretty Mathcad 7 -ohjelmalla (0, 1)-normaalisen jakauman
sekéa 2- ja S5-vapausasteisten /-jakaumien tiheysfunktioiden kuvaajat.

0.398942,

dnorm{x .0, 1)

Kun vapausasteiden luku f =#n—1 kasvaa, niin f-jakauma ldhenee (0,1)-

normaalista jakaumaa. Edellisessi kuvassa f :n arvoa 5 vastaava kuvaaja
on jo aika ldhelld normaalijakauman kuvaajaa (yhtendinen viiva).

Tuloksia (6) ja (5) vastaavat tulokset ovat yleiselld a:n arvolla

P()_( ta/2\/_ a/2\/—) -«

81



ja

Y7
P(—t <—F<1t =l-«.
( al2 S/ \/Z a/z)
Luku 7,,, riippuu paitsi a:n arvosta my0s vapausasteesta n — 1.

Seuraavassa taulukossa on kolmelle tavallisimmalle luottamustasolle
(ta1 nutd vastaaville a:n arvoille) esitetty eri vapausasteita vastaavat
kruttiset arvot 7,5 .

luottamustaso 95% 99 % 99.9 %
o 0,05 0,01 0,001
vapausaste | =n—1 1,15 =1y 025 | la/2 =10,005 | La/2 = 10,0005
1 12,7 63,6 637
4 2,78 4,60 8,61
9 2,26 3,25 4,78
10 223 317 4,59
14 2,14 298 414
19 2,09 2,86 3,88
29 2,04 2,76 3,66

Huomaa, ettd Mathcadilla laskettaessa saat ¢#(09759)=2262 ja
q1(0.025,9)=-2262, ts. jalkimméinen arvo on negatiivinen, silli se
ilmoittaa kohdan, johon mennessi on kertynyt maara 0,025
todenndkdisyysmassaa. Téassd monisteessa taas [ gps tarkoittaa kohtaa,

jonka jaljessa (vrt. kuva s. 77) on méaara 0,025 todennédkoisyysmassaa.

Esim. 6 Vrt. Esim. 12 sivulla 12. Samasta kohteesta tehtyjen 10
mittauksen keskiarvo on 28.5 ja otoshajonta 0,68. Lasketaan
keskiarvolle 95 % luottamusvali. Téassd populaationa on
adrettoman monen mittauksen tulos, joka on (ainakin likimain)
normaali. Siten edellisia tuloksia voidaan soveltaa, vaikka
otoskoko on niin pieni (alle 30):

[‘)_(_t0,0ZS 'S/\/;,)_('Fto)ozs S/\/;]

=[28,5-2,26-0,68/+/10,28,5+2,26-0,68//10]
~[28,5-0,49,28,5+0,49] ~[28,29]

Siis suureen oikea arvo on x =28,5+0.5 95 % varmuudella.
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9.4 Varianssin arviointi, ZZ -jakauma

Edella ollut populaation odotusarvon g arviointi perustui /-jakaumaan.

2

Populaation varianssin ¢~ arviointi taas perustuu ""khi toiseen'’-jakau-
maan. Jos Zy,....Z

., ovat riippumattomia  (0,1)-normaaleja
satunnaismuuttujia, niin satunnaismuuttuja

;(2 :212 +...+Z,,,2

noudattaa ns. ZZ -jakaumaa, vapausasteena f =n—1. Sen tiheysfunktio
on muotoa

f(x)=k-x2 e 2 (x>0),

n, _1

missa k:lla on sellainen (n:sta riippuva) arvo, ettd ehto J_OOOO f(x)dx=1

tulee taytettyd (tamdkin k&£ on erds gammafunktion lauseke).
Tiheysfunktion kuvaaja ei endd ole symmetrinen. Vapausasteen
f =n-1 kasvaessa jakauma siirtyy oikealle ja sen muoto muuttuu
oleellisesti. Seuraavassa kuvassa ovat vapausasteita 2, 4, 6 ja 10

vastaavat tiheysfunktioiden kuvaajat Mathcadilla piirrettyind  (ja
stirrettyind Wordiin bittikartta-muodossa).

X=0,01.20 f(x) = dchisq(x,2) 2(x) -
h(x) = dchisq(x,6) k(x)

dchisq(x, 4)
dchisq(x, 10)

Merkitddn k, :lla kohtaa (ns. kriittisti arvoa), jonka jiljessé (jakauman

loppupadssd) on a:n verran todenniakoisyysmassaa, ts. P( ;(2 >k, )=«.
Silloin

&3



Py 2kyn)=al2, P(x*>ki_g4n)=1-al2,
P(3* <ki_gp)=al2

ts. kohdan £k,,, yldpuolelle ja alat
kohdan k,_,,, alapuolelle (eli yhieensa
molempiin "héntiin") j44 yhteensi —

an  verran todennikoisyysmassaa

(kumpaankin puolet).

Téaten

P(ky_gy < 3° Skgpy)=1-a. 1o 12 Ka 12

Oletetaan nyt, etti koko populaation jakauma on (g, 62)-normaali,

jonka parametreja u ja o? ei tunneta. Muodostetaan otosvarianssin

1 - - : : :
S? = —1[(X1 — X)2 +...+(X, - X)Z] avulla uusi satunnaismuuttuja
n_

—_ 2 J—
(=15 =6122(X,-—X)2.

(o)

Voidaan todistaa, ettd sen jakauma on ;(2 . Taten

(n-1)8?

Pky_g/n < . <kgp)=l-a.

Sulkeissa olevan kaksoisepayhtdlon oikea ja vasen puolikas voidaan
2 2
(}’l l)S §02 ja UZS(n l)S

kirjoittaa muotoihin
al2 Ki—ai2

eli yhdistettyna

Q2 a2
P(ugg2 Sw)zl_
L% ki—a /2

Niin saadaan varianssille o> luottamustasoa 11—« vastaava

luottamusvali:

2 2
® {(n—l)S (n—1)S }

ka/2 kl—a/Z

Seuraavassa on muutama 95 %:n ja 99 %:n luottamustasoja eli a:n
arvoja 0,05 ja 0,01 vastaavien kertoimien k,,,, ja k;_, /o arvo.
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luottamustaso 1 — « ( prosenteissa) 95% 99 %
a 0,05 0,01
f=n-1 KaraJaki_gra | ka2 Jaki—a)
1 5,02 ja 0,00 7,88 ja 0,00
4 11,1ja 0,48 14,9 ja 0,21
9 19,0 ja 2,70 23,6ja 1,73
19 32,9 ja 891 38,6 ja 6,84

Tallaisia k-kertoimia voidaan laskea esim. Mathcadilla kayttamalla ;(2-
jakauman kertymafunktion kaanteisfunktiota. Jos esim. vapausasteiden

luku /=9, niin 95 % tasoa vastaavat arvot k,,, ja k_,/, saadaan, kun
etsitdidan kohdat, joithin mennessid on kertynyt 97.5 % ja 2.5 %

todenndkoisyysmassasta. Tama kiy seuraavasti:

qchisq(0.975,9) - 19.0228

qchisq(0.025,9) - 2.7004

Esim.7 Esimerkissi 6

laskettiin mitattavan suureen keskiarvon
luottamusvali, kun 10 mittauksen keskiarvo oli 28,5 ja
otoshajonta 0,68 ja  kéaytettiim 95 %  varmuutta
(luottamustasoa).

Lasketaan nyt, milla valilla koko populaation (tissi
tapauksessa darettéman monen tai kaytdnnossd hyvin monen
mittaustuloksen, jotka luokiteltaisiin sopivasti) muodostaman
normaalijakauman varianssi ja keskihajonta ovat 95 %
varmuudella.

Kéaytetdan edelld ollutta luottamustasoa 1—« vastaavaa

varianssin o luottamusvalia (8). Edellisesta taulukosta (tai
sen jaljessd suoritetusta laskennasta Mathcadilld) saadaan
kriittiset arvot k., =19,02 ja k;_,/» =2,70, joiden mukaan

taksi valiksi tulee

9.0.68>
2.70

>

{9 10,682

~[0,22:1,54].
19,02

Vastaava keskihajonnan o luottamusvéli saadaan ottamalla
edellisen vélin paatepisteista neliojuuret: [0.47 ; 1,24]. Siis
koko populaation keskihajonta on 95 % varmuudella tilla
valilla.
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9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

9.6

9.7
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Harjoituksia
A, B

Jos X~ Bin(50,1/4), laske
a) binomijakaumaa kayttaen P(X =4 tai 5),
b) normaalijakaumaa kéyttden P(4 < X <10)

c) tarkista tulokset jollakin matematiikka-ohjelmalla.
Esita esimerkki 3 b) yksityiskohtaisesti.

Oletetaan, ettd otoskoko on aika suuri. Laske todenndkoisyys, etta
otoskeskiarvo poikkeaa koko aineiston odotusarvosta korkeintaan
2.5 kertaa keskiarvon keskivirheen verran.

Koko populaation varianssin arvioidaan (monien testausten
perusteella) olevan 25,4. Tehdaan 15 kpl suuruinen otos, josta
keskiarvoksi saadaan 90,3. Laske naiden tietojen perusteella, milla
valilla koko populaation odotusarvo on 99 % todennikoisyydella.

15 kpl otoksesta saadaan otoskeskiarvoksi 90,3 ja otosvarianssiksi
25.4. Laske, milla vélilla koko populaation odotusarvo on 99 %
todennakoisyydella.

Normaalijakaumasta otetaan 20 kpl otos, josta saadaan
otoskeskiarvoksi 90,3 ja otoshajonnaksi 6,22. Laske, milla valilla
koko populaation odotusarvo ja keskihajonta ovat 99 %
todennakoisyydella.

a) Laske Mathcadilla (tai muulla Kkéaytettdvissd olevalla
matematiikkaohjelmalla) Zgi2s Lasas Koo 1 Ki_g)as kun
otoskokona on 12 ja luottamustasona 82 %. b) Ratkaise sitten
tehtavat 9.4, 9.5 ja 9.6 tita otoskokoa ja luottamustasoa kayttaen.



10 Hypoteesin testaus

10.1 Normaalijakauman odotusarvon testaus

) Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X jakauma on normaalijakauma,

josta tunnetaan varianssi o?. Sen sijaan odotusarvoa u ei tunneta, mutta
otaksutaan sen olevan suuruudeltaan g, .

Tarkoituksena  on  tutkia  tdmidn  otaksuman  (hypoteesin)
paikkansapitavyytta otoksen avulla. Sitd varten asetetaan nollahypoteesi
H,: u= u, jans. kaksisuuntainen vastahypoteesi H:u+ u,, .

Tehdddn n:n suuruinen otos. Mikéli hypoteesi pitdd paikkansa, niin
edellisen luvun tulosten mukaan otoskeskiarvon X jakauma on ainakin

likimain () ot/ n)-normaali ja vastaava standardoitu
satunnaismuuttuja (0, 1)-normaali:

- X-

/=
0/\/—

Satunnaismuuttujaa 7 voidaan kayttda populaation odotusarvoa
2

~ N(0,1).

testattaessa ns. festisuureena (kun koko populaation varianssi o
tunnetaan). Lasketaan tistd otoksesta Z :n arvo ja tutkitaan, jaako se
jotakin tavallista merkitsevyystasoa o vastaavan luottamusvilin eli
hyviiksymisalueen

(1) “Zg/2 SZSZO{Q

kriittisten
ulkopuolelle ns. alueiden alat
kriittiseen alueeseen eli yhteensd = &
hylkdcdmisalueeseen.

Kaksoisepayhtdlo (1) ! .
voidaan kirjoittaa muo- —Z /2 Zy /2
toon

Ho
—Z < <z
al?2 / /N al2

ja edelleen muotoon ,—z,,7 —— \/— SX<py+zyy—— \/— , joten voitaisiin

yhta hyvin tutkia, jaakoé X :n arvo timin alueen ulkopuolelle.
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Edellisessa luvussa esitettiin tavallisimpia a:n arvoja vastaavat kriittiset
arvot z,,, seuraavanlaisena taulukkona:

luottamustasol—a | 95% | 99 % | 99.9 %
merkitsevyystaso o | 0,05 | 0,01 | 0,001
kriittinen arvo z,,, | 1,96 | 2,58 | 3,30

Jos otoksesta laskettu Z:ntaiX:n arvo jai 99.9 % luottamustasoa
vastaavan luottamusvilin ulkopuolelle (eli krittistda arvoa 0,001
vastaavaan kriittiseen alueeseen), sanotaan, ettd otoskeskiarvo poikkeaa
tilastollisesti erittiin merkitseviisti nollahypoteesista H,,: pt= p,, .

Jos Z:m arvo jaa 99 % luottamusvilin ulkopuolelle mutta 99,9 %
luottamusvalin ~ sisddn, sanotaan, ettd otoskeskiarvo poikkeaa
tilastollisesti merkitseviisti nollahypoteesista. Vastaavasti 95 %
luottamusvilin ulkopuolelle mutta 99 % luottamusvélin sisdian jaddminen
merkitsee ettd otoskeskiarvo poikkeaa tilastollisestt melkein
merkitseviisti nollahypoteesista. Jos halutaan kayttdd esim. 99 %
varmuutta ja otoksen antaman tuloksen poikkeama nollahypoteesista on
vahintddnkin  merkitsevd (ts. merkitsevd tai erittiin merkitsevé),
nollahypoteesi on syyté hylata.

Kaksisuuntaisen testauksen sijaan voidaan kayttia myos yksisuuntaista
testausta. Jos vastahypoteesiksi tai paremminkin vaihtoehtoiseksi
hypoteesiksi otetaan esim.  H: u> u, puhutaan oikeanpuoleisesta

testauksesta. Siina hylkdaamisalue on

Z>z leli X>pu,+z,
a o \/_

Er1 hylkddmisalueita vastaavat kriittiset arvot z, voidaan laskea

edellisen luvun esimerkin 4 mukaisesti kertyméfunktion @ avulla (tai
esim. matematiikkaohjelmilla):

D(z,)=095< z, =1,65 (melkein merkitseva)

D(z,)=099 < z, = 2,33 (merkitseva)
D(z,)=0999 < z, =3,08 (erittain merkitseva)

Esim. 1 Valmistettavan tuotteen erdstd suuretta (pituutta, painoa,
paksuutta, kayttoikad, konsentraatiota tms.) on seurattu pitkin
aikaa ja todettu sen noudattavan aika hyvin normaalijakaumaa,
odotusarvona 32,5 ja keskihajontana 2,8. Tuotantoprosessin
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jossakin vaiheessa nayttaisi siltd, ettd suureen keskiméariinen
arvo (odotusarvo) olisi alkanut kasvaa (mutta sen sijaan
valmistusprosessin luonteen perusteella voidaan olettaa, ettad
keskihajonta ei ajan mukana oleellisesti muutu). Asian
selvittamiseksi tutkitaan 10 tuotetta ja niistd saadaan kyseisen
suureen keskiarvoksi 34,8.

Valitaan  nollahypoteesiksi  se, ettd ehkd  suureen
keskimaarainen arvo e1 ole kuitenkaan muuttunut, vaan
otoksen antama keskiarvo on sattumalta (ehkd otoksen
pienuudesta johtuen) suurempi kuin pitkdaikainen keskiarvo.
Siis  valitaan H,: u4=325 ja vastahypoteesiksi valitaan

Hy:u>325. Testisuureen 7 arvoksi saadaan  tissd
tapauksessa

7_ )_(—,uo _34,8—32,5~26
o/n 28/410 T

Tama arvo on suurempi kuin 99 %:n luottamustasoa (tasoa
"merkitsevd") vastaava kriittinen arvo 2,33, joten otoksen
perusteella suureen keskiarvo on kasvanut merkitsevisti ja
siksi H ,on syytd hylaté, jos tyydytdin tdhan luottamustasoon.

Ehké kannattaa myos tutkia, mikéd seikka tuotantoprosessissa
on atheuttanut muutoksen. Lasketaan vield tarkemmin, mita
luottamustasoa arvo 2,6 vastaa:

D(2,6)~ 0,995=99,5%.

2) Jos normaalisti jakautuneen satunnaismuuttujan X  varianssia ei
tunneta, testisuureena on Kkaytettava Student-jakauman vastaavaa
testisuuretta

_)_(_,uo

T =
S/\n [

missd S on otoskeskihajonta [82 :ﬁ(Xl2+...+Xn2)]. Sitd sanotaan

my6s (n—1)-hajonnaksi ja sen arvo voidaan yleensd laskea mm.
laskimella,  jossa ~ on tilastollisia  toimintoja. = Esimerkiksi
kaksisuuntaisessa testissd luottamusvélind (hyviaksymisalueena) on
—t,0 <T<1t,/»| ja olkeanpuoleisessa testissd 7" =1, . Krittisia arvoja

t, 10ytyy taulukoista, jollainen on mm. kohdassa 9.3 (s.82) tai niitd

voidaan laskea mm. matematiikkaohjelmilla. Jos esim. kaytetaan 80 %
luottamustasoa, ts. a =0,20 ja vapausasteiden maara f=n-1=14 (el

otoskoko on 15), niin Mathcadilla saadaan

&9



ta :tO,SO :qt(080, 14) = 0868, ta/Z 21‘0390 :qt(090, 14) =1.345.

Esim. 2 Oletetaan, ettd jonkin tutkittavan suureen jakauma on normaali
ja  odotusarvon arvellaan olevan 32,5. Arvelun
varmistamiseksi tutkitaan 10 tuotetta. Otoskeskiarvoksi
saadaan 34,6 ja otoshajonnaksi 2,8. Kaytetaan kaksisuuntaista
testausta ja a) 99 % luottamustasoa (tasoa "merkitseva"), b) 95
% luottamustasoa ("melkein merkitseva").

Valitaan H,: =325, Hj:pu# 325 jolloin testisuureen arvo

7= XN—p, 3462325 2,37. Vapausasteiden méaré on

S/Nn 28/4/10

f=n—-1=9.Kohdassa 9.3 (s. 82) olevasta taulukosta saadaan
luottamusvaleiksi a) —3,25<7'<325, b) -226<7<2726.
Koska testimuuttujan arvo on edellisessi, mutta ei
jalkimmaisessd vilissd, otoskeskiarvo poikkeaa melkein
merkitsevasti nollahypoteesin mukaisesta arvosta.

on

Lasketaan wviela arvoa 2,37 wvastaava luottamustaso 1-—«
Mathcadilla kaksisuuntaisessa testauksessa, kun /' =9:

P(~tys <T<t,5)= pt(2.37.9) - pt(-2.37.9) - 0.958

Siis kyseessd on 95,8 % luottamustaso ja a=0,042 eli
hylkdamisalueessa on todennikoisyysmassaa 0,042 yksikkoa.

10.2 Normaalijakauman varianssin testaus

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X jakauma on (ainakin likimain)
normaali. Kun testataan, onko X:n varianssilla arvelujen mukainen arvo

(702 , tutkitaan n:n kappaleen otos, josta lasketaan otosvarianssi S 2. ja

2

asetetaan hypoteesi H,. o 2602 sekad joko kaksi- tai yksisuuntainen

vastahypoteesi. Testisuureena on

_(n-Ds?

K b

O

joka on Zz-jakautunut, vapausasteena f =n—1 (vrt. kohta 9.4). Jos

kaytetdaan merkitsevyystasoa « ja kaksisuuntaista testausta, tutkitaan,
onko K:n arvo luottamusvélin

ki_gn <K <ky
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ulkopuolella. Jos nédin on, nollahypoteesi on syytd hylata (mikéali
tyydytdaan kaytettyyn luottamustasoon). Kohdassa 9.4 (s. 85) oli pieni
taulukko, josta saadaan kriittisid arvoja ky_,,, ja k,;, 95 % ja 99 %
luottamustasoille. Taulukon alla on esitetty, miten niitd arvoja lasketaan
Mathcadilla. Oikeanpuoleisessa testauksessa tutkitaan, onko K:n arvo
kruttistd arvoa k&, suurempi (ts. K:n tiheysfunktion loppupain
muodostamassa  hylkdysalueessa). Jos esim. kaytetddn 95 %
luottamustasoa, niin a =0,05 (=5%) ja vastaava kriittinen kohta on

dq =40,05- Vasemmanpuoleisessa testauksessa taas tutkitaan, onko K:n

arvo kriittistd arvoa k,_, pienempi.

Esim. 3 Koneiden uusimisella pyrittiin vaikuttamaan sithen etti tuote
olisi tasalaatuisempaa, ts. tasalaatuisuutta kuvaavalla suureella
(tuotteen paksuudella, painolla, happamuudella tms.) olisi
aikaisempaa pienempi keskihajonta. Pitkaaikaisella

seurannalla oli aikaisempia koneita kéaytettdessa saatu
keskihajonnaksi 4,8.

Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X  ilmoittaa testattavan
suureen arvon ja X:n jakauma on ainakin likimain normaali. 10
kappaleen otoksesta lasketuksi otoshajonnaksi saatiin S =4.1.
Tutkitaan, onko hajonta pienentynyt merkittavasti.

Hyoc>=48"~23 H;o*<23
_(n=DS* 9417
o 2 23

o

K

=6,57..2 6,6

Luottamustasoa 99 % (eli a:n arvoa 0,01, "merkittavasti") ja
vapausastetta f =9 vastaava kriittinen arvo on k_, =2,088.

Se saadaan taulukoista tai esim. Mathcadida kayttamalla:
qchisq(001,9) = 2.088. Koska K:n arvo ei ole titd arvoa

pienempi, keskihajonnan ei timéin otoksen perusteella voida
katsoa pienentyneen merkittavasti. Voidaan myos paatella, etta
koska K:n arvo ei ole hylkdadmisalueessa K <k;_, =2,088,

niin nollahypoteesia ei ole syyta hylata.

10.3 Kahden jakauman odotusarvon vertailu

Tutkitaan, ovatko satunnaismuuttujien X; ja X, odotusarvot u; ja i,
samat. Tehdain nollahypoteest H,. 1 = 1, ja joko kaksisuuntainen
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vastahypoteesi Hy: pq # p, tar jompikumpi yksisuuntaisista hypotee-
seista Hl: H >ﬂ2 tai Hl: H] <IU2.

a) Oletetaan, ettd tunnetaan populaatioiden varianssit (712 ja (722 :

Otetaan edellisestd  jakaumasta (populaatiosta) kokoa n; ja
jalkimmaisestd kokoa n, oleva otos. Jos niiden otoskeskiarvot ovat
X, ja X, ja otokset voidaan olettaa riippumattomiksi, niin
otoskeskiarvojen erotuksen

X:yl—y2

jakauma on keskeisen raja-arvolauseen mukaan likimain normaali (tai
tarkalleen normaali, mikali populaatioiden jakaumat ovat normaaleja).

Odotusarvo on p=p —u,, joka on = 0, kun oletetaan ettd
nollahypoteesi pitdd paikkansa. Varianssille tulee lauseke
o’ o)’
Var(X)=—"1-+=2—,
o

silla yleisesti jos X ja ¥ ovat riippumattomia, niin
Var(X = Y)=Var(X)+(=1*Var(Y)=Var(X )+ Var(Y).

Taten vastaavan standardoidun satunnaismuuttujan (jonka yleinen muoto
X-u
)
o

on /=

X-X
2 2

o o
o1 92
o m
jakauma on ainakin likimain (0, 1)-normaali. Esim. kaksisuuntaisessa

testauksessa  luottamustasoa 1—«  vastaavana luottamusvilini
(hypoteesin hyviksymisalueena) on

7 =

_ZO{/Z SZSZa/2.

Jos erityisesti populaatioiden variansseilla (712 ja (722 on sama arvo,

jota merkitaan o2 :1la, niin testisuure saa muodon
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b) Oletetaan nyt, ettd populaatioiden variansseja 012 ja (722 ei tunneta,

mutta tiedetdcn niilld olevan sama arvo. Lasketaan ensin otosvarians-
sien painotettu keskiarvo, painoina "otosten vapausasteet" f; =n;—1 ja

fr=n -1t

2 _ N S+ f2-85°
h+1a

(Joka on populaatioiden varianssin tarkentuva ja harhaton estimaattort).
Testisuureena kaytetdan nyt satunnaismuuttujaa

Kun oletetaan ettd nollahypoteesi pitda paikkansa, niin 7" on Student-
jakautunut, vapausasteena f = fj+ f, =n +n, —2.

¢) Jos koko populaatioiden variansseilla 012 ja (722 on erisuuret arvol,
mutta niitd ei tunneta, testisuureena on

X, - X
T:%,

ST, 5

n

Tama on likimain (0, 1)-normaalisti jakautunut, jos otoskoot ovat suuria
(yli 50), mutta Student-jakautunut, jos otoskoot ovat pienid. Vapausaste f
on talloin laskettava (kokonaisluvuksi pyoristettyna) yhtalosta

2 2 2 2 2
:C—+(1 ) , missé C:Sl /(Sl +S2 ).

1
oA 2 nmooon M

Kohtien a) — ¢) mukaisiin testauksiin joudutaan mm., kun tutkitaan
kuinka hyvin kahden tuotantolinjan valmistamat tuotteet (esim.
alkuperaisvaraosat/piraatit) ovat samanlaisia. Laskennassa kéytetdan
kruittisid arvoja z, tai 7, ja luottamusvéleja tai hylkddmisalueita samaan

tapaan kuin edella.
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10.4 Kahden jakauman varianssin vertailu

Tutkitaan, ovatko satunnaismuuttujien X; ja X, varianssit (712 ja (722

(Joita e1 tunneta) samat. Oletetaan, ettd kummankin satunnaismuuttujan
Jjakauma on ainakin likimain normaali ja niistd otetut otokset ovat
riippumattomat. Aikaisemman mukaan satunnaismuuttujat

S? S,?
Kl:—jié Ja K2:—f2 %

g1 )
ovat Zz-jakautuneita, vapausasteina f; =n;—1 ja f, =n, —1. Néiden
suhde (fraction) [F=K,/K, on ns. F-jakautunut, vapausasteina
f1, f> (amakin likimain ja kun otoskoot ovat ruttdvan suuria).

Seuraavassa kuvassa ovat F-jakauman tiheysfunktion kuvaajat, kahdella
er1 vapausasteparin arvolla:

dF(x,6, 107

dF(x,19,24) 0

0 2 4
0. x A

Tehdaén nollahypoteest H : (712 = (722. Talloin testisuure F
yksinkertaistuu muotoon

o £iS1°
=0
/25,

Esim. 4 Haluttiin tutkia merkitsevyystasolla 5 % (eli luottamustasolla
95 %) ja kaksisuuntaisella testauksella, antavatko uusi ja vanha
menetelma tuotteen tietylle, likimain normaalisti jakautuneelle
suureelle saman keskihajonnan. Jos otokset ovat

n =20, % =372  ny=25,8,>=432,

niin testisuureelle saadaan arvo K :% ~ 0,682 . Kriittiset

arvot f,,0 = fo975 Ja fi—_g/2 = f0.025 voidaan laskea esim.
Mathcadill:

qF(0.975.19.24) =2.345  qF(0.025.19.24) = 0.408
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Koska K:n arvo on naiden vilissa, nollahypoteesia ei ole syyti
hylata (ainakaan talla luottamustasolla).

10.5 Suhteellisten osuuksien testaus

Jos halutaan tutkia esim. yhden tuotteen suhteellista osuutta, yhden
puolueen kannatusprosenttia, joukkueen voittojen prosenttimiiria tms.
tai jos halutaan verrata kahden tuotteen suhteellista osuutta keskenéén,
perustetaan testaus binomijakaumaan ja siti approksimoivaan normaali-
jakaumaan.

a) Yhden suhteellisen osuuden testaus:

Esim. jonkin tuotteen suhteellisen osuuden p tutkimiseksi tehdaan »
kappaleen suuruinen otanta, josta oletetaan, ettd se on luonteeltaan
toistokoe (ts. sellainen ettd yhden tutkittavan tuotteen ottaminen ei
vaikuta seuraavan tuotteen ottamiseen). Jos satunnaismuuttuja X
1lmoittaa "onnistumisten mairan”, ts. montako naisti »:sti tuotteesta on
kyseistd lajia, niin X:n jakauma on binomijakauma, parametreind n ja
“onnistumistodenndkoisyys” p yhdessd kokeessa. Parametrin p arvo on
tuntematon ja sille asetetaan jokin arvioitu, hypoteettinen arvo p, ts.
tehdaan nollahypoteesi: H,: p = Do. Talloin
E(X)=np,, Var(X)=np,q,, missi ¢q =1-p  (arvioitu “epédon-
nistumisten” mé&drd). Onnistumisten suhteellisen osuuden ilmoittaa
satunnaismuuttuja P = X /n. Sen odotusarvo ja varianssi ovat

E(P):l-E(X):po, Var(P):LZ-Var(X):poqo/n.
n n

Riittdvan suurilla #:n arvoilla P:n jakauma on likimain normaali
parametreini i = p, ja o> = pogo/n. Otetaan testimuuttujaksi vastaava (0,
I)-normaalisti jakautunut (eli standardoitu) satunnaismuuttuja
7 P-p, :X/n—po'
VPoldo ' 1 N Podo ! 1

Esim. 5 Tuotteen (esim. tietyn automerkin, pesuaineen tms.)
markkinaosuus oli yhtend vuonna 23 % . Kun kyseltiin 200
henkilolta, jotka olivat kayttaneet tillaista tuotelajia (esim.
jotain automerkkid, jotain pesuainetta tms.), kuinka moni
kayttt juuri tatad tai vastaavaa tuotetta seuraavana vuonna,
saatiin tulokseksi, etta tallaisia oli 62. Laske, onko timain
tuotteen markkinaosuus kasvanut merkittévésti ts. 1 %
merkitsevyystasolla (vrt. s. 88).
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Tehddan hypoteesi ja oikeanpuoleinen vastahypoteesi
H, p=23%= 023, H,:p>0,23.
Testisuureen arvoksi saadaan

_62/200-023
\/0,23-(1-0,23)/ 200

>

Koska kaksisuuntaisessa testissd merkitsevyystasoa 1 % eli
luottamustasoa 99 % vastaava kriittinen arvo on 2,33 (s.88) ja
arvo 2,69 ylittda sen, niin nollahypoteesi pitda hylata ts.
vastahypoteesi pitaa paikkansa eli markkinaosuus on kasvanut.

Lasketaan vield, mitd merkitsevyystasoa arvo 2,69 vastaa:
P(Z>269)=1-d(2,69)~1-0,9964 =0,64 % .
b) Kahden suhteellisen osuuden vertailu:

Jos satunnaismuuttujat P, = Xy/n; ja P, = Xi/n, ilmoittavat tietyn
tapauksen A4 suhteelliset osuudet kahdessa riippumattomassa otoksessa,
joiden avulla pyritddn vertaamaan esim. kahden tuotteen suhteellisia
osuuksia P; ja P, keskenaan, niin lasketaan ensin suhteellisten osuuksien
painotettu keskiarvo
p_mlitmb
nm+ny

ja asetetaan hypoteest H,: molempien populaatioiden todelliset,
tuntemattomat osuudet p; ja p, ovat yhta suuret eli p; — p, = 0. Sopiva
testisuure on nyt

__A-Kh-(pn-p) _ Xym-Xy/m
JPA=P)1/n +1/ny)  JPA=P)Y1/m+1/ny)’

joka on riuttavan suurilla otoskokojen arvoilla likimain (0, 1)-normaalisti
jakautunut.

10.6 Kaéytetyn jakauman sopivuus tilastoaineiston malliksi

Edella on monissa kohdissa kaytetty tilastollisen aineiston (otoksen)
mallina esim. normaalijakaumaa. Tutkitaan nyt, kuinka merkittivdsti
Jjokin havaintoaineisto poikkeaa sen mallina kdytetystd teoreettisesta
Jjakaumasta.

96



Ajatellaan, ettid n:n suuruisessa otoksessa on saatu erillisten tapahtumien
(luokkien) A, ..., A, frekvensseiksi vastaavasti f,..., f, ja mallina

kaytetyn teoreettisen jakauman mukaan naiden frekvenssien pitéisi olla
g1,---, &-. [Monissa oppikirjoissa frekvenssien f; ja g; tilalla kiytetdin

merkint6jd o; (= observed frequences) ja e; (= expected frequences).]

Tehdaan nollahypoteesi H, : havainnot noudattavat kaytettya teoreettista
jakaumaa, jolloin jokainen f,=g; (i=1,...,n). Kéytetdan testisuureena
lukua

2
&i
Voidaan osoittaa, ettd K on riittivan suurilla z:n arvoilla likimain ;(2-

jakautunut, vapausasteena f =r—1—k, missi k on kiytetyn teoreettisen

jakauman sellaisten parametrien lukumaéara, jotka joudutaan arvioimaan
otoksen perusteella (esim. normaalijakaumaa kéytettiessa yleensa k = 2,
silld xja o joudutaan arvioimaan otoksesta).

Esim. 6 Monisteen alussa sivuilla 2—5 kaytettiin esimerkkiné arvosana-
jakaumaa

xo 001 2 3 45

fil 2 41352

jossa esim. arvosana 3 on 13:lla opiskelijalla, ts. wvalilla
2,5...3,5 olevien arvosanojen luokan frekvenssi on 13. Tdmén
jakauman keskiarvoksi ja otoshajonnaksi saadaan x =2.925 ja

S,—1 =L141. Tutkitaan, voidaanko tdmdn otoksen katsoa

olevan perdisin normaalijakaumasta, jonka odotusarvo
1=2925 ja keskihajonta o =1]141. Tehdaian nollahypoteesi,

ettd niin on asian laita.

Lasketaan ensin normaalijakauma-mallin antamat (teoreettiset)
todennékoisyydet. Jos X ~ N(2,925; 1,1412), niin arvosanoja 0,
1, ..., 5 vastaavien luokkien

A =(-0,05], A4y =(05,15], ..., A5 =(35,45], A¢=(45,0)
todennékoisyydet ovat

05—u

P(4)=P(X <05)=F(05)=d )=0017,
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P(Ay)=F(15)— F(05)=...= 0.089,

P(A4s)=I(45)— F(35)=...= 0224,
P(Ag)=P(X 245)=1-F(45)=0084

Kun ndméa todennidkoisyydet kerrotaan otoskoolla n = 27,
saadaan er1 luokkia A4; vastaavat teoreettiset frekvenssit:

g =0452, g, =2402, ..., gs =2.265.

Testisuureen K arvoksi saadaan K = 3,68. Vapausasteiden
lukuméara f =6-1-2=3. Esimerkiksi 95 % luottamustasoa

eli merkitsevyystasoa « =0,05 ja kaksisuuntaista testausta
vastaava luottamusvali on kj_,,» <K <k, . Téksi viliksi
saadaan [esim. laskemalla Mathcadilla arvot qchisq(0.025,3) ja

qchisq(0.975,3)] 0216 < K <9348. Koska laskettu K:n arvo
kuuluu tahan véliin, nollahypoteesi voidaan hyviksya.

Huom. Oikeastaan edellisen esimerkin otoskoko on liian pieni,
jotta yhteensopivuustestia voitaisiin kayttaa. Nyrkkisaantoni
testin kiyttimiseen on, ettd jokaisen gi-luvun pitiisi olla
vahintiin 5.

Harjoituksia

Suunnittele itse (tai etsi kirjallisuudesta) eri kohtiin littyvia
esimerkkejd  ratkaisuineen.  Vieraskielisessi ~ ja  samoin
suomenkielisessdkin kirjallisuudessa merkinnét ja kédytetyt sanonnat
tai nimikkeet vaihtelevat. Tarkoitus on laatia esitykset késilla
olevan monisteen merkintdjen ja sanontojen mukaisiksi.
Harjoitukset voitaisiin tehdd ryhmétéind ja valittda muille
seminaariesitys-tyyppisini.



Vastauksia

1.1

35
30
25
20
15

10

26-2=252,2564, 2556 1.2 85 1.3 728% 1.4 f) ¥~6.84,

Mo =7, Md = 6.8, vaihteluvdli = 5, O = 0,83, keskipoikkeama ~
0,830 , o = 1,09, s = 1,11 (jos kyseessa on otos), varianssi = 1,19,
otosvarianssi ~1.23. 1.5

100

/

/

2.1

350 375 400 425 450 475 500 345 375 405 435 465 495 525

Md = 420, O =27 (= (450-396)/2), valilla 400 ...460 on = 54 % (=
81,5 — 27.5), x=~422, o~428 1.6 21,8...33,0 ja 20,0...34,8
1.7 vahintdan 24 ¢ 1.8 on juuri ja juuri (rajat 691,0...700,2) 1.9
vahintééan 62.

d)u=15,5jac~1,98 2.2 luettele ensin kaikki mahdolliset kolmikot
(kr, kr, kr), (kr, kr, kl), (kr, kI, kr), (kl, kr, kr) jne.

0, kanx <0
x;:0, 1,2, 3 1/8, kun 0<x <1
p_l 331 F(x) =1,
j-_)_a_a_ :
88’88
|1, kun x =3

2.3 1,53a 0,75 2.4 43 eur (X ilmoittaa voiton suuruuden yhden
arvan nostossa. X'n arvot 0, 10, 50, 200 jne.) 2.5 k = 15 (silla

D> pi=1), y:2§,0z 1,25 2.6 a)k=1/2 b)0,230 «¢) 0,770

d) F(x)=0, kunx<0, F(x):—%(cosx—l), kun 0<x <7 ja
Fx)=Lkanx>z. 27c=1, a=3 2.8 09104 2.9 0,09 %
2.10 a) vp =1-P(| X|<k)=1-P(-k< X <k)=... b) 0,895 2.11

27 % 0,0228 2.12 0,8413 0,7475 0,3781 2.13 2,3 % 2.14 96%
2.15 0=0,405 mm, #=34,63 mm.
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3.117 3.2a)19/28, b)41/56 3.3 a) 1/6, b) 1/6,c) 5/6 3.4 a) 1/12,b)

1/12, ¢) 11/12, d) 11/12, e) 1/6, f) 5/6 3.5 A: "hylatty
matematiikassa", B: "hylatty fysiikassa" , AU B:" ..", AnB:".."

, P(AUB) :...:% 3.6 a)33/100, b) 1/5, c)3/50, d)47/100 3.7
a) (21-2i)/100 (i=1,..,10),b) 0,29, ¢) 24/25 3.8 1/3 3.9 0,02

4.1 a) 25/36, b) 1/169 4.2 a) 5/36, b) 5/18 (vrt. Esim. 6 ¢)) 4.3 a)

5.1

6.1

100

65-107° b)~334 % (vrt. Esim. 6 ¢)) 4.4 a) 1/120, b) 7/24, ¢)
7/40 (vit. Esim. 6 ¢)) 4.5 a) 5/49, b) 45/4753 ~ 0,00947 c)
880/4753 ~ 0,185 4.6 a) 0,378 ~ 0,38, b) 0,042, ¢) 0,456 ~ 0,46,
d) 0,154 ~ 0,15, ¢) 0,166 ~ 0,17 4.7 a) 13/28, b) ~ 098 4.8
19/900.

a) 729, b) 648 5.2 a) 40320, b) 5040 (ensimmaéisen valitsema
paikka on samantekevid, mutta sen jilkeiset paikat ovat eriarvoiset
suhteessa ensimmaisen valitsemaan) 5.3 a) 360, b) 15 5.4 a) 234,

b) 78, ¢) 153 5.5 ~2,63-10°° 5.6 144 5.7120 (=6!/3!) 5.8 a)
45 (kattely-yhdelmien méara, mutta yhdelmistd aina kaksi koskee
samoja henkiloitd), b) 28 5.9 15625 5.10 a) 45, b)21 5.11 350

(M) )s12 210 513126 <[]
()P zo s e

a) 0,54 %, b) 1 -0,000015 = 0,999985 (ts. lahes varmasti) 6.2 0,28
6.3 0,23 6.4 0,238 (hypergeom. jakauma, Toisin: tulosjonon v v

i 6 5432 . .
m m m todenndkdisyys on — ——-—-— , samoin muiden.
109 8 76

Tulosjonoja on yhtd monta kuin mahdollisuuksia sijoittaa 2 valkoista
palloa 5 paikalle 6.5 144/625~0,230 (binomijakauma) 6.6 noin
0,50 (Poisson-jakauma) 6.7 a) n. 0,346 b) n. 0,317 6.8 Ej, silla
kyseinen todennikdisyys on alle 0,5 (= 0,395) 6.9 - 25 eur. Useassa
pelissd keskimédrin héavitdan 25 eur kerralla. 6.10 a) laske ensin
pistetodenndkoisyydet samaan tapaan kuin veikkausjakaumalla , b)
E(X)=4/3, 0~0943. 6.11 a) X'n arvot x;:0,1,2,3,4 ja niiden

. 1 8 24 32 16
todennikoisyydet p;: 21 81" 81" 81’ 81 d) 83 89 6.12 a) n.
0,48 (binomitodennédkoisyys) b) n. 0,43 (additiivisuus ja
kertosdantd) 6.13 a) 0,00148 Toisin: additiivisuus ja kertosaanto
b) 0,0735 6.14 a) xn arvot ovat 0, 1, 2, 3 ja niiden

todennakoisyydet ovat n. 0,67, 0,29, 0,04, 0,002 (summa = 1) b)



7.1

8.1

9.1

0,38 6.15 2/3 6.16 0,0983 6.17 0,080 6.18 a) 0,10 b) 0,122
6.19 A.

1/3 7.2 a)1/5, b) 0,33 7.3 —1“(43/ 5)

~0,07 7.4 a) 1/e~037

b) 1—¢ 12 ~ 0,78 7.5 Olettaen, ettd jakauma on
eksponenttijakauma, tulos on (e—1)/e= 0,63 7.6 a) 0,58 b)0,32
7.7 Vastaukset 16ytyvit tekstista 7.8 ¢) 1/18, 1/(3v/2).

Odotusarvot: 7,2, 9, 15 javarianssit: 11,7 1 14,7 134,3 8.2 60,7

Gsilla E(X*)=Yx’p;) 5957 83 y:149, g1 11

8.4 a) x;:13 p;:0505 y;:-324 ¢;:040303b)

2 0,6 E(XY)=) xy;p;=..=0 59,6

¢) P(X=1Y=-3)=0]1 mutta P(X =1)-P(Y=-3)=0,5-0,4=0,2

d)1ja \/ﬁ ~3,0 e)-12ja ~-04 8.7 Vastaus Esimerkissi 5

8.8 b) Esim. tiheysfunktiot ovat ritppumattomilla satunnaismuuttujilla

Far =7~ @ fy (s fa = [ (0 ) di
u, kun 0 <u<l1

¢) fysy(w)=12-u, kun1<u<2 d)

0 muulloin

c¢) Mathcadilla:

5
Z dbinom(k,SO,%) - 6.548.10 °

k=4
1 ’ 13
- pnorm| (3.5),50—, [50—-—
P ““( ) 4 4 4

= 0.255

1 13
norm| (10.5),50—, [50-—-—
p m‘( ) 2 ’ 17

9.2 Jakauma on likimain N(} g, ., > o,”) 9.3 0,9876
94 [X-z,,-0/n,X+z,,-0/n]=[869,937] 9.5

[86.4 ; 94,2] (suis hiukan laajempi véli kuin edellisessé tehtavéssa).
9.6 863<u<943 436<0<10,4. 9.7 Mathcadilla:
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Liite: Standardinormaalin jakauman kertyméfunktion arvoja

qnorm(0.91,0, 1) = 1.34076

qchisq(0.91,11) = 17.653

qt(0.91,11) = 1.432

qchisq(0.09, 11) = 5.405

Tehtavien 9.4 — 9.6 vastaukset nailla krittisilla arvoilla
kaytetdian normaaleja katkaisusaantojd; oikeastaan ehka alaraja
pitaisi pyoristaa alaspiin ja ylaraja ylospiin, mutta joka tapauksessa
luottamusvalit ovat likimaaraisia): [88,4; 92,3] [88,2;92,4] [87,7,;
92.9] [4,91; 8.87].

(Jos

Esim. ®(1,23)=0,8907, ®(1,237)~ 0,8907 +5+(0,8925—0,8907) ~ 0,8920

t
0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9
2,0
2,1
2,2
2,3
2,4
2,5
2,6
2,7
2,8
2,9
3,0
3,1
3,2
3,3
0,3
3,5
3,6
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0,00

0,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554
0,6915
0,7257
0,7580
0,7881
0,8159
0,8413
0,8643
0,8849
0,9032
0,9192
0,9332
0,9452
0,9554
0,9641
0,9713
0,9772
0,9821
0,9861
0,9893
0,9918
0,9938
0,9953
0,9965
0,9974
0,9981
0,9987
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998

0,01

0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591
0,6950
0,7291
0,7611
0,7910
0,8186
0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207
0,9345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719
0,9778
0,9826
0,9864
0,9896
0,9920
0,9940
0,9955
0,9966
0,9975
0,9982
0,9987
0,9991
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998

0,02

0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628
0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212
0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,9222
0,9357
0,9474
0,9573
0,9656
0,9726
0,9783
0,9830
0,9868
0,9898
0,9922
0,9941
0,9956
0,9967
0,9976
0,9982
0,9987
0,9991
0,9994
0,9995
0,9997
0,9998
0,9999

0,03

0,5120
0,5517
0,5910
0,6293
0,6664
0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238
0,8485
0,8708
0.8907
0,9082
0,9236
0,9370
0,9484
0,9582
0,9664
0,9732
0,9788
0,9834
0,9871
0,9901
0,9925
0,9943
0,9957
0,9968
0,9977
0,9983
0,9988
0,9991
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999

0,04

0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700
0,7054
0,7389
0,7704
0,7995
0,8264
0,8508
0,8729
0,8925
0,9099
0,9251
0,9382
0,9495
0,9591
0,9671
0,9738
0,9793
0,9838
0,9875
0,9904
0,9927
0,9945
0,9959
0,9969
0,9977
0,9984
0,9988
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999

0,05

0,5199
0,5596
0,5987
0,6368
0,6736
0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289
0,8531
0,8749
0,8944
0,9115
0,9265
0,9394
0,9505
0,9599
0,9678
0,9744
0,9798
0,9842
0,9878
0,9906
0,9929
0,9946
0,9960
0,9970
0,9978
0,9984
0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999

0,06

0,5239
0,5636
0,6026
0,6406
0,6772
0,7123
0,7454
0,7764
0,8051
0,8315
0,8554
0,8770
0,8962
0,9131
0,9279
0,9406
0,9515
0,9608
0,9686
0,9750
0,9803
0,9846
0,9881
0,9909
0,9931
0,9948
0,9961
0,9971
0,9979
0,9985
0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999

0,07

0,5279
0,5675
0,6064
0,6443
0,6808
0,7157
0,7486
0,7794
0,8078
0,8340
0,8577
0,8790
0,8980
0,9147
0,9292
0,9418
0,9525
0,9616
0,9693
0,9756
0,9808
0,9850
0,9884
0,9911
0,9932
0,9949
0,9962
0,9972
0,9979
0,9985
0,9989
0,9992
0,9995
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999

0,08

0,5319
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844
0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365
0,8599
0,8810
0,8997
0,9162
0,9306
0,9429
0,9535
0,9625
0,9699
0,9761
0,9812
0,9854
0,9887
0,9913
0,9934
0,9951
0,9963
0,9973
0,9980
0,9986
0,9990
0,9993
0,9995
0,9996
0,9997
0,9998
0,9999

0,09

0,5359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879
0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389
0,8621
0,8830
0,9015
0,9177
0,9319
0,9441
0,9545
0,9633
0,9706
0,9767
0,9817
0,9857
0,9890
0,9916
0,9936
0,9952
0,9964
0,9974
0,9981
0,9986
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998
0,9999



