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Mot flexibelt matematiskt tdnkande (3 sp)

Fortbildningsprojektet Flexibel matematik

Materialbeskrivning:

Ta grepp om flexibiliteten i matematikundervisningen! Det har materialet ar avsett som
sjalvstudiematerial for undervisande och fostrande personal inom smabarnspedagogiken, larare
inom forskoleundervisningen och den grundlaggande utbildningen, gymnasielarare och
speciallarare. Materialet bestar av merparten av den for alla gemensamma kursen Mot flexibelt
matematiskt tdnkande inom utbildningsprogrammet Flexibel matematik (Flexma). Materialet
innehaller en stor mangd video- och textmaterial samt uppgifter. Videorna i materialet har, om inte
annat uppges, svensk textning. Uppgifterna far man garna fundera éver bade pa egen hand och, i
man av mgjlighet, tillsammans med sina kollegor.

Det har sjalvstudiematerialet baserar sig pa en pagaende avgiftsfri natbaserad fortbildningskurs.
Om materialet ger upphov till fragor, entusiasm eller intresse kan du bekanta dig med innehallet i
hela kursen pa webbplatsen till utbildningsprogrammet Flexibel matematik via den har lanken och
anmala dig till kursen. Den natbaserade kursen innehaller en del videor och diskussioner mellan
kursdeltagare, som det inte har varit mojligt att inkludera i det har sjalvstudiematerialet. Du kan
framskrida pa kursen i egen takt, och den kommer att vara tillganglig pa kursplattformen Ville anda
till slutet av november 2023.

Materialet har producerats i anslutning till projektet Joustavaan matematiikkaan (Joma) — Flexibel
matematik (Flexma). Joma — Flexma var ett nationellt fortbildningsprojekt om
matematikundervisning i smabarnspedagogiken, férskoleundervisningen, arskurserna 1-6,
arskurserna 7-9 och gymnasieutbildningen, som genomférdes under perioden 2018-2023. Inom
ramen for projektet skapades 19 natbaserade fortbildningskurser. En del av materialet som
utvecklades for och pa kurserna finns tillganglig &ven har i Biblioteket for 6ppna larresurser.
Projektet, som finansierades av Utbildningsstyrelsen, var ett samarbetsprojekt mellan Abo
universitet, Abo Akademi, Jyvaskyla universitet och Uledborgs universitet.
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Upphovspersoner: Erno Lehtinen, Minna Hannula-Sormunen

Licens: Det har materialet har licensierats under licensen Creative Commons Erkannande 4.0
Internationell (CC BY 4.0). Narmare information om anvandningsomraden och -rattigheter kan du
lasa pa adressen https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.sv.

Licensen galler endast det har materialet. Licensen galler inte materialet som nas via lankarna i det
har materialet.
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Syftet med kursen ar att ge en introduktion till flexibelt matematiskt tankande, forklara vad som
avses med det och visat hur det kommer till uttryck hos barn och unga i olika aldrar. De
natbaserade stadiespecifika Flexma-kurserna, som till sin omfattning motsvarar 6 studiepoang,
utgdr en ypperlig fortsattning till den har introduktionskursen och erbjuder en hel del tips for
fostrings- och undervisningsarbete. En del av materialet som ingar i dessa fortsattningskurser
kommer ocksa att finnas tillgangligt i Biblioteket for 6ppna larresurser (aoe.fi) fran och med januari
2023. Den hér introduktionskursen ar avsedd som sjalvstudiematerial fér undervisnings- och
fostringspersonal, larare i férskoleundervisning och grundlaggande utbildning, gymnasielarare och
speciallarare.

1. Valkommen pa kursen!

Valkommen med!

Obs! | videorna och i materialet i 6vrigt anvands i viss man yrkestiteln
smabarnspedagog, som emellertid dr nagot problematisk pa grund av sin vaghet.
Med termen smdbarnspedagog syftar vi pa all personal som deltar i fostrings- och
undervisningsarbetet inom smabarnspedagogik och férskoleundervisning.

Kursens innehall

TEMAHELHET DELTEMAN

Valkommen pa kursen! Vélkommen pa kursen!

Flexibelt matematiskt ténkande Flexibelt matematiskt tankande
Utveckling av matematiskt téankande

Vad behovs det har till?! Vad behdvs matematiken till?
Hur 6ka motivationen?

Hur stoder man flexibelt matematiskt Att starka flexibelt matematiskt
tankande i praktiken? tédnkande

Vikten av 6vning
Vardagsproblem och textuppgifter

Kursavslutning Kursavslutning
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Varfor behovs det ett fortbildningsprogram om flexibel
matematik?

Forandringen i arbetslivet och samhallet i stort forutsatter en ny typ av kompetens. Utover
allméanna fardigheter ar flexibla matematiska fardigheter och speciellt en stark antalsuppfattning,
en god forstaelse av rumsliga samband, algebraiskt tankande och matematisk modellering samt
problemldsningsformaga fardigheter vars betydelse bara kommer att 6ka i framtiden.

Aven om forskarna pé bred front &r eniga om att betydelsen av matematiskt tankande standigt okar
bade i arbetslivet och i manniskornas vardag, kan man i hela vastvarlden skonja en tendens till att
den genomsnittliga studiemotivationen vad géller matematik avtar mer och mer under
utbildningens gang. A andra sidan har det lyfts fram i olika undersékningar att studieframgéngar i
traditionell skolmatematik inte heller alltid automatiskt betyder att eleverna pa ett andamalsenligt
satt kan tillampa den matematik lart sig i skolan i vardagen, arbetslivet eller sina fortsatta studier.

Idén med flexibel matematik ar att svara mot alla de ovannamnda utmaningarna och det laggs
sarskild vikt pa fardigheter som ocksa ar kannetecknande for de sa kallade
framtidskompetenserna. | flexibel matematik finns det ar stark koppling mellan larandet av formell
matematik och forstadelsen av betydelseskapande situationer och problemlésning. Syftet med
flexibel matematik ar darutdver att ge eleverna beredskap att sjalva kunna upptacka och jamféra
alternativ I6sningsstrategier; matematiken gar da inte langre ut pa att mekaniskt tillampa fardiga
regler utan blir snarare ett redskap for elevernas sjalvstéandiga tankande.

| flexibelt matematiskt tdnkande fokuserar man inte pa en enskild modell utan tillampar flexibelt
olika tdnkesétt. Flexibelt tAnkande ger en redskap att komma vidare aven i helt nya, utmanande
situationer. En viktig del av flexibiliteten ar ocksa formagan att diskutera och ta sig an

aven utmanande uppgifter — i samarbete med andra.
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Doktorand Dimitri Tuomela fran Uledborgs universitet ansvarar i huvudsak for kursdelarna for
arskurserna 7-9 och gymnasiet. Han medverkar i ett flertal utvecklingsprojekt om
matematikundervisning, och i sin doktorsavhandling undersoker han hur man kan skapa en
inspirerande, kollaborativ och slutledningsorienterad inlarningskultur i matematik. Darutdver ar han
med i en internationell forskargrupp som undersoker flexibilitet.

Mangsidigt kursteam

Dimitri Tuomela

Klicka pa bilden ovan for att 6ppna videon.
Videon har svensk textning.

Erno Lehtinen

Erno Lehtinen &r professor i pedagogik vid Abo universitet och en erfaren lararutbildare. Anda
sedan slutet av 1970-talet har han forskat i larande, inlarningssvarigheter, inlarningsmiljoer och
expertis med sarskilt fokus pa utvecklingen av matematiskt tankande pa lang sikt.

Klicka pa bilden ovan for att 6ppna videon.
Videon har svensk textning.



https://echo360.org.uk/media/79f7aeb3-bfb1-4a59-88a0-bbd68f60ee70/public?startTimeMillis=0
https://echo360.org.uk/media/bce95774-df3c-465f-b1c0-c869e706dd33/public?startTimeMillis=0
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Matematikprofessor Peter Hasto frn Abo och Ule&borgs universitet ansvarar for kursdelarna for
arskurserna 7-9 och gymnasiet. Han har fungerat bland annat som ansvarsperson for
matematiklararutbildning och som medlem i studentexamensnamndens matematiksektion. Utdver
sjalva matematikforskningen har han forskat i flexibilitet i ekvationslésning i arskurserna 7—9 och

gymnasiet.

Peter Hasto

Peter Hasto

Professori - Oulun ja Turun yliopistot

Klicka pa bilden ovan for att dppna videon.
Videon har svensk textning.

Minna Hannula-Sormunen

Konsortiet leds av pedagogikprofessor Minna Hannula-Sormunen frdn Abo universitet. | det har
fortbildningsprogrammet ansvarar hon dessutom for utbildningsdelarna for smabarnspedagogik
samt forskole- och nybérjarundervisning. | sin forskning har hon fokuserat pa utvecklingen av
matematiska fardigheter, utvecklingsfaktorer och inlarningsmiljoer fran smabarnspedagogiken till

arskurs 6.

Klicka p& bilden ovan for att 6ppna videon.
Videon har svensk textning.

Markus Hahkioniemi

Universitetslektor i matematikens pedagogik vid institutionen for lararutbildning vid Jyvaskyla
universitet Markus Hahkioniemi ansvarar for utbildningsdelarna for arskurserna 7-9. Han har
undersokt bland annat interaktionen larare och elever emellan i matematik, understkande larande,
anvandning av Geogebra i undervisningen samt matematiskt tdnkande hos grundskole- och

gymnasieelever.



https://echo360.org.uk/media/ef51a59d-c847-4773-976c-e5635c1a0771/public?startTimeMillis=0
https://echo360.org.uk/media/80c7e013-aec8-49e8-a421-aa4746601dcf/public?startTimeMillis=0
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Universitetslarare Riina Harri fran institutionen for lararutbildning vid Jyvaskyla universitet ansvarar
aven hon for utbildningsdelarna for arskurserna 7—9. Hon arbetar dessutom som larare p& skolan

Sipoonlahden yhtenaiskoulu och jobbar pa sin doktorsavhandling. Hon forskar i och ar intresserad
av interaktionen larare och elever emellan samt matematiskt tdnkande i matematikundervisningen.

Riina Harri

| videon intill diskuterar Markus och Riina om klassrumsinteraktion och flexibelt matematiskt
tankande.

Klicka p& bilden ovan for att 6ppna videon.
Videon har svensk textning.

Teija Laine

Utbildningsdelarna som beror arskurserna 1-6 har sammanstallts av klasslararen Teija Laine. Hon
har varit ett valkant ansikte pa Turun Matikkamaa och inom bildningsvasendet i Abo och en eldsjl
som brunnit bade for utvecklingen av matematikundervisningen och for lararfortbildningen.

Teija har speciellt varit intresserad av problemorienterad undervisning och hur man med hjalp av
den kan utveckla elevernas matematiska tdnkande. Ett centralt tema for hennes forskning och
utvecklingsarbete har redan i flera ar varit hur traditionella textuppgifter i matematik kan géras mer
meningsfulla for eleverna. P& Turun Matikkamaa har hon utbildat larare i hur de kan anvanda

sig av konkreta, vardagsforankrade situationer och matematiska redskap i sin undervisning.

Varen 2021 avled Teija i en allvarlig sjukdom. P& hennes och hennes familjs énskan far alla
fantastiska undervisningsvideor, uppgifter och idéer som Teija bidragit med till
utbildningsprogrammet fortsatta vara tillgangliga pa Flexma-kurserna och hjélpa larare att utveckla
sin undervisning.


https://echo360.org.uk/media/c96714ea-5f83-4fb7-8b53-d55a48757360/public?startTimeMillis=0
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Teija Laine
-—— 1

- Turuny

Teamet bakom de svensksprakiga Flexma-kurserna

Teamet som arbetat med de svensksprakiga Flexma-kurserna har bestatt av universitetslektor
Heidi Hellstrand, universitetslarare Johanna Hirvi samt 6verséttare Niklas Ollila fran Abo Akademi.
Bade Heidi och Johanna verkar vid lararutbildningen vid Abo Akademi i Vasa, Heidi inom
specialpedagogiken och Johanna inom smabarnspedagogiken. Gemensamt for bada ar ett
intresse for barns matematiska larande och utveckling, framfor allt hur 6ppna upp den matematiska
varlden for alla barn. Heidi och Johanna har fungerat som kursansvariga for de svensksprakiga
Flexma-kurserna. De svensksprakiga kurserna ar alla 6versatta fran finska. Overséttningarna har
gjorts av Oversattaren Niklas Ollila.

Internationell expertférstarkning

Flexibel matematik ar for narvarande ett hett tema aven i den internationella debatten kring
matematikundervisning. Vi har lyckats fa med ett antal varldsledande experter i matematiskt
tankande som sakkunniga i det har fortbildningsprogrammet.

Jon Star

Professor Jon Star frAn Harvarduniversitetet ar fore detta matematiklarare som gjort banbrytande
forskning om flexibla matematiska strategier. Hans senaste forskningsprojekt har speciellt
fokuserat pa losningsstrategier i algebra. (Videon har inga undertexter, men du kan lasa

en svensk sammanfatining av hans presentation har (ingen direktdversattning).)

Jon Star

Professor, Harvarduniversitetet



https://seafile.utu.fi/f/1e166aec26264371954c/
https://echo360.org.uk/media/c2ca4d53-8996-4634-b041-7172a3d6bec9/public?startTimeMillis=0
https://echo360.org.uk/media/c95b9699-9cf3-4a2d-84aa-17966766dee9/public?startTimeMillis=0
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Professor Lieven Verschaffel ar en internationellt mycket valkand forskare inom larande och
undervisning i matematik. Han har forskat i bade utvecklingen av och undervisningen om flexibla
aritmetiska fardigheter och tillampningen av matematiskt tankande i realistiska
problemlésningssituationer. (Videon har inga undertexter, men du kan lasa en svensk
sammanfatining av hans presentation har.)

Lieven Verschaffel

Klicka pa bilden ovan for att 6ppna videon.

Via den har lanken kan du titta p4 den mer omfattande originalvideon.

Robert Siegler

Professor Robert Siegler fran Carnegie Mellon-universitetet ar for narvarande en av varldens
valkandaste forskare i kognitiv utveckling. Han har forskat mangsidigt i utvecklingen av
matematiskt tinkande. For tillfallet samarbetar han med oss inom ett forskningsprojekt

kring undervisningen om en flexibel forstaelse av begreppet rationella tal.

Videon har inga undertexter, men du kan l&sa en svensk sammanfatining av hans presentation
har. Samma video diskuteras narmare lite senare pa kursen.

gler
Teresa Heinz, professor i kognitiv psykologi Fl

Klicka p& bilden ovan for att 6ppna videon.
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https://seafile.utu.fi/f/f2d6ad8135fd435192ca/
https://seafile.utu.fi/f/f2d6ad8135fd435192ca/
https://vimeo.com/246771031
https://seafile.utu.fi/f/4f74b8de9820498db8f9/
https://echo360.org.uk/media/4d1bbff7-d9d0-4b06-9697-0b7eb88f947b/public?startTimeMillis=0
https://echo360.org.uk/media/b8185dde-c1f1-4cce-b0eb-d65b81e335fd/public?startTimeMillis=0
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Douglas Clements ar professor vid universitetet i Denver och en internationellt kAnd forskare i
larande och undervisning i tidig matematik. Vid sidan av sin huvudsakliga forskning har han aktivt
varit med och utvecklat undervisningspraktiker i matematik. Dessutom har han publicerat ett flertal
verk som riktar sig till smabarnspedagoger och larare. (Videon har svensk textning.)

Douglas Clements

1] =i Ny
Douglas Clements

Professor, universitetet i Denver

Klicka pa bilden ovan for att 6ppna videon.

REFLEKTIONSUPPGIFT: Vilka intressanta saker togs det upp i
presentationerna? Var det ndgot du speciellt fastnade for? Fanns det ndgot som
du inte hdll med om? Tycker du att de har idéerna kan tillampas i undervisningen i

praktiken?

11



https://echo360.org.uk/media/24b68c0f-72b0-4ffb-b09d-788cf38de373/public?startTimeMillis=0
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2 Flexibelt matematiskt tankande

2.1 Flexibelt matematiskt tankande

Vad avses med flexibelt matematiskt tinkande och varfor ar det ett
viktigt larandemal i skolmatematiken?

Aven om den har kursen behandlar i synnerhet flexibel matematik ar flexibelt tankande inte till
nytta endast i matematiken. Professor emeritus Art Costa (California State University, Sacramento)
har agnat hela sitt yrkesverksamma liv at att framja kritiskt och flexibelt tinkande (se The Institute
for Habits of Mind). I videon intill reflekterar han 6ver varfér det generellt sett ar viktigt med
flexibelt tAnkande.

-
—— L g

M
e LI ]
Poeavry i ‘l" 1 I

| Art Costa

Professor emeritus, California State Universi :
vimeo.com, hmtad: 29.11.2022 " FIQ)xMa

=

Klicka p& bilden ovan for att 6ppna videon.

Flexibla strategier i aritmetik

| videon nedan presenterar professor Lieven Verschaffel idén om flexibilitet i allménhet och
flexibiliteten i aritmetik i synnerhet. Om du vill kan du ldsa en sammanfattning av presentationen
ocksa pa svenska (inte en direkt Gversattning).

12


http://www.habitsofmindinstitute.org/about-us/
http://www.habitsofmindinstitute.org/about-us/
https://seafile.utu.fi/f/f2d6ad8135fd435192ca/
https://player.vimeo.com/video/213101595

LlevenVerschaffeI %
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Professor, Leuvens universitet

Klicka pa bilden ovan for att 6ppna videon.

| sin andra video fokuserar Verschaffel pa att diskutera motsatsforhallandet mellan addition och
subtraktion och visar hur kannedom om forhallandet ar till nytta i aritmetisk problemlésning.
Bekanta dig garna ocksa med den svenska sammanfatiningen av Verschaffels foredrag och

presentation.

LlevenVerschaffeI %
FIQ)xMa

Professor, Leuvens universitet

Klicka pa bilden ovan for att 6ppna videon.

| sin video presenterar Verschaffel tre olika satt att forsta flexibla och adaptiva strategier. Pa den
har introduktionskursen ska vi titta narmare pa vilken typen av flexibilitet som maojliggors av olika
uppgiftstyper. Det ar emellertid viktigt att komma ihdg att flexibiliteten inte kan definieras endast
utifrdn egenskaperna hos bestamda uppgifter. Forhallandet mellan elevernas fardigheter och
egenskaperna hos en viss uppgift &r ocksa centralt i bedémningen av flexibiliteten. A andra sidan
ska flexibiliteten ocksa relateras till bade situationsbundna krav och etablerade arbetssatt, dvs.
kontexten som problem ska losas i. Exempelvis kan undervisningen ha gett upphov till en
uppfattning hos eleverna om att endast en av de rutiner de 6vat pa leder till en godkand prestation
i skolan.

De teman som Verschaffel lyfter fram i sin forelasning diskuteras mer i detalj i en artikel fran 2009.
Blev du intresserad far du garna ocksa lasa artikeln (Verschaffel m.fl., 2009).
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Flexibla strategier i algebra

| videon intill ger professor Jon Star en introduktion till flexibilitet i allm&nhet och flexibilitet i en
ekvationslésningskontext i synnerhet. Forelasningen har spelats in under en Flexma-
sommarworkshop i Tammerfors 12.6.2018.

| artikeln “The development of flexibility in equation solving", skriven av Jon Star och Colleen
Seifert, ges en beskrivning av ett satt att lara sig ekvationsldsning som hjalper eleverna att
utveckla sin flexibilitet. Du kan ocksa lasa en svensk sammanfattning av artikeln.

REFLEKTIONSUPPGIFT: Valj ut ett laroinnehall i matematik som du behandlar i
din egen undervisning. Fundera pa vad flexibilitet kunde innebara i samband med
det laroinnehallet och hur du kunde hjalpa eleverna att tanka flexibelt nar de lar sig

Q‘ det.

Diskussion kring betydelsen av flexibelt matematiskt tdnkande

| skolundervisningen

Aven om en stor del av forskningsresultaten stéder undervisningen om flexibelt matematiskt
tankande, praglas fragan fortsattningsvis av en del meningsskiljaktigheter nar det galler

utvecklingen av undervisningen i praktiken. | féljande videoklipp gar Verschaffel igenom nagra av
dessa omdiskuterade fragor.

Argument — motargument 1

Borde skolan fokusera pa att undervisa om grundlaggande matematikfardigheter och att grundligt
Ova upp elevernas formaga att tillampa en fungerande l6sningsmodell? Flexibla fardigheter kan de
lara sig ndgon annanstans.
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Tl M
Lieven Verschaffel
Professor, Leuvens universitet

Verschaffel: Fraga 1.

Om du vill far du garna lasa ocksa en svensk sammanfatining av Verschaffels presentation.

u':‘llll-l,hﬁ1 >
B

Erno Lehtinen kommenterar. Jon Star kommenterar.

Argument — motargument 2

Om vi accepterar att det ar skolmatematikens uppgift att undervisa eleverna om flexibelt
matematiskt tinkande och adaptiva kunskaper, nar ar det lampligast att géra det? Ar det en
fornuftig tankegang att undervisningen borjar med rutinfardigheter och férst nagon gang senare
fokuserar pa flexibelt tankande?

il ML
Lieven Verschaffel
Professor, Leuvens universitet

Verschaffel: Fraga 2.

Om du vill far du garna lasa ocksé en svensk sammanfattning av Verschaffels presentation.
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Dimitri Tuomela

- Oulun

Erno kommenterar. Dimitri kommenterar.

Argument — motargument 3

Vem ska man da undervisa om flexibelt tankande? Borde man bara koncentrera sig pa
matematiskt begavade elever?

LlevenVerschaffeI !a
FIR)xMa

Professor, Leuvens universitet

Verschaffel: Fraga 3.

Om du vill far du garna lasa ocksa en svensk sammanfattning av Verschaffels presentation.

Professor, Harvarduniversitetet F%XMO

Erno kommenterar. Jon Star kommenterar.
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Dimitri Tuomela

Dimitri kommenterar.

Argument — motargument 4
Hur borde man lara ut flexibla matematiska strategier?

LlevenVerschaffeI %
FIR)xMa

Professor, Leuvens universitet

Verschaffel: Fraga 4.

Om du vill far du ocksa lasa en svensk sammanfattning av Verschaffels presentation.

Jon Star s@
Professor, Harvarduniversitetet FI@/xMa

Erno kommenterar. Jon Star kommenterar.
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| videon intill ger Teija nagra praktiska exempel pa hur man kan undervisa om
flexibla aritmetiska strategier med hjalp av matematikdiskussioner i en hypotetisk
undervisningssituation.

| den hér videon lyfte forskarna — som hade satt sig i elevrollen — fram strategier som inte alltid var
de mest uppenbara. Exempelvis i uppgiften 9 - 49 vill mdnga sannolikt garna tillampa
tiouppdelningsstrategin sa har: 9 - 50 - 9 eller 10 - 49 — 49. | en verklig situation med en hel
elevklass foreslar alltid nagon elev en sadan I6sning. | matematikdiskussioner vars syfte ar att
starka elevernas flexibla strategier &r det emellertid viktigt att l&raren inte fastnar for den allra
uppenbaraste strategiska l6sningen utan har talamod att fortsatta diskussionen sa att flera
alternativ hinner behandlas. Smaningom hjalper diskussionerna sedan eleverna att se vilka
strategier som ar de mest andamalsenliga i en viss typ av uppgifter. Ocksa da kan olika elever ha
olika uppfattningar om vilken strategi som just for dem ar den mest andamalsenliga, eftersom
strategisk flexibilitet forutsatter att inte bara uppgiftsegenskaper utan ocksa individuella styrkor tas i
beaktande.

REFLEKTIONSUPPGIFT: Fundera 6ver diskussionen, som Verschaffel initierat.
Diskussionen kan egentligen sammanfattas med de fyra frageorden varfor, nar, for
Q, vem och hur.
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2.2 Utveckling av matematiskt tankande

Inledning

| videon nedan ger Erno Lehtinen en dverblick 6ver vad olika undersdkningar ger vid handen nar
det galler utvecklingen av matematiskt tankande pa lang sikt. Videon ar ungefar 19 minuter lang.

Klicka pa bilden for att 6ppna videon.

Vad kan en tidig numerisk kompetens saga om en elevs formaga
att lara sig matematik senare i livet?

Utvecklingen av matematiskt tAnkande bdérjar inte forst i och med den formella
matematikundervisningen efter skolstarten. Grunden for matematiskt tankande bdorjar laggas steg
for steg redan under de forsa levnadsaren. Forstaelsen av naturliga tal, som utvecklats fore
skolaldern, och fardigheterna som hanfor sig till den kan ge en fingervisning om elevernas formaga
att lara sig matematik i borjan av skoltiden. | det har avsnittet ges en inblick i temat utgdende fran
tva finlandska undersokningar. | dem har forskarna tillampat sa kallade strukturella
ekvationsmodeller, som kan utnyttjas for att understka hur flera olika variabler samtidigt kan
forutspa en elevs senare inlarningsférmaga.

Av Aunio och Niemivirtas undersokning framgér det att bade raknefardigheterna och forstaelsen av
talbegreppet mer generellt (relational skills) hos forskoleeleverna kan ge en fingervisning om bade
matematikvitsordet och enskilda matematikfardigheter i bérjan av den grundlaggande utbildningen.

Forstaelsen av begreppet naturligt tal, spontan fokusering pa antal samt raknefardigheter, som i
sin tur matts fore skolaldern, ar alla faktorer som kan forutspa elevernas prestationsniva i
matematik i borjan av skoltiden och &nda till slutet av arskurs 6. Motsvarande forskningsresultat
finns &ven fran andra lander an Finland. Du kan lasa narmare om temat i féljande artiklar:

Aunio, P. & Niemivirta, M. (2010): Predicting children's mathematical performance in grade one by early
numeracy. Learning and Individual Differences, 20, 427-435. Har ar lanken till artikeln.

Hannula-Sormunen, M., Lehtinen, E., & Raséanen, P. (2015): Preschool Children’s Spontaneous Focusing on
Numerosity, Subitizing and Counting Skills as Predictors of their Mathematical Performance 7 Years Later at
School. Mathematical Thinking and Learning 17 (2-3), 155-177. Har ar lanken till artikeln.

19


https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1041608010000786?via%3Dihub
https://www.researchgate.net/profile/Pekka-Raesaenen/publication/276433543_Preschool_Children%27s_Spontaneous_Focusing_on_Numerosity_Subitizing_and_Counting_Skills_as_Predictors_of_Their_Mathematical_Performance_Seven_Years_Later_at_School/links/555f296308ae86c06b617e9c/Preschool-Childrens-Spontaneous-Focusing-on-Numerosity-Subitizing-and-Counting-Skills-as-Predictors-of-Their-Mathematical-Performance-Seven-Years-Later-at-School.pdf
https://echo360.org.uk/media/81d6d821-07d1-414c-a16f-adca3731b369/public?startTimeMillis=0

I%XMG
Pa med matematikglaségon — redan i tidig barndom!

Kurserna i matematik for smabarnspedagogik och nyborjarundervisning inom finska Flexma-
fortbildningen baserar sig pa ett forskningsprojekt som finansierats av spetsprojektmedel fran
Finlands Akademi. | den korta videon nedan forklarar Minna Hannula-Sormunen varfor det finns ett
behov av matematikundervisning i smabarnspedagogiken. Videon har spelats in under
slutseminariet for Finlands Akademis spetsprojekt, som ordnades for representanterna for staten,
samarbetspartnerna och de andra spetsprojekten.

Bl Maailma matemaattisin silmin - A... -
Dila

Titta pa (3 Youlube

Klicka pa bilden for att 6ppna videon.

Biologiskt fundament till matematiskt tankande

Lyssna pa podcastavsnittet fran webbplatsen WNYC Studios om fundamentet som manniskans
matematiska tankande vilar pa och svara sedan pa pastaendena nedan. | avsnittet far du hora en
diskussion mellan professorerna Stanislas Dehaene och Susan Carey, som bada &r pionjarer inom
forskningen kring numeriskt processande och kognitiv utveckling. Du kan ocksa ta hjalp av den
svenska sammanfatiningen av avsnittet medan du lyssnar.

Du kan lyssna pa podcastavsnittet pa webbplatsen for WNYC Studios via den har lanken.

Gor uppgiften nedan nar du har lyssnat pa avsnittet. | uppgiften far du uppskatta hur val de
angivna pastaendena baserar sig pa forskning. Underbyggs pastaendena av de forskningsresultat
som lyftes fram i podcastavsnittet eller inte?

UPPGIFT: Ar pastdendena nedan forskningsbaserade?
1. Spadbarn férfogar 6ver observationsmekanismer for att identifiera mangder.

2. Forandringar i antalet féremal aktiverar andra omraden i hjarnan an forandringar
i foremalens karaktar.

3. Med hjalp av sina observationsmekanismer kan spadbarn skilja mellan antalen nio och tio fran
varandra.

4. Det bor stammar i Amazonas regnskogar som inte radknar genom att rakna upp réakneord, vilket
ar bevis for att formagan att rakna &r kulturbunden.

5. Ett litet spadbarn (2—-3 man.) upplever forandringen fran ett till tvd som storre an forandringen
fran atta till nio.
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Betydelsen av barnens egen aktivitet och interaktion for deras

tidiga utveckling

Las Hannula-Sormunen, Mattinen, Rasdnen och Ruusuvirtas artikel om fundamentet till barnens
tidiga matematiska fardigheter — medfédda fardigheter, medveten aktivitet och interaktion och ange
sedan for pastaendena nedan huruvida de underbyggs av forskningsresultaten som presenterades
i artikeln.

UPPGIFT: Ar pastdendena nedan forskningsbaserade?

Q

1. Enligt forskningen ar formagan att spontant kunna identifiera antal och den frivilliga 6vning
formagan ger upphov till centrala element i utvecklingen av barnens taluppfattning.

2. Nar barn interagerar med andra, mer erfarna medlemmar av sin kultur tillagnar de sig kulturella
redskap, sdsom formagan att identifiera antal.

3. Barnens benagenhet att spontant lagga marke till antalet foremal eller foreteelser &ar en
egenskap som inte kan paverkas.

4. Interaktionen kring antal mellan barn och vuxna minskar nar barnen har utvecklat ett spontant
intresse for antal som forekommer i deras omgivning.

5. Delad uppmarksamhet betyder att bada parterna ar benagna att fokusera pa ett gemensamt
objekt och att parterna samtidigt ar medvetna om att de samordnat sin uppmarksambhet.

6. Vuxna och barn tolkat automatiskt foremalen och foreteelserna i en situation p4 samma satt.

7. Det ar lattare att samordna uppmarksamheten kring sma, exakta antal i situationer dar antalet ar
uppenbart fér den vuxna.

8. Formagan att spontant fokusera pa antal innebar att barnen pa eget initiativ styr sin
uppmarksamhet mot det exakta antalet i en mangd foremal eller en serie av foreteelser.

9. linlarnings- och undervisningssituationer ar det fraga om tvavagsinteraktion mellan barn och
vuxna, eftersom de kan lara och lara sig av varandra.
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Atta myter om matematiska fardigheter hos smabarn
Det finns en hel del felaktiga uppfattningar om matematiska fardigheter hos

smabarn, som inte underbyggs av forskningen. Vilka av dessa atta nedan har du
Q,, tidigare stott pa?

1. Matematik lar man sig forst i skolan.

Jag har ofta stétt pa den har felaktiga uppfattningen.
Det ar inte sarskilt ofta jag har hort nagon tycka sa har.

2. Matematik finns till for enstaka begavade barn som har battre matematiska gener.

Jag har ofta stott pa den har felaktiga uppfattningen.
Det ar inte sarskilt ofta jag har hort nagon tycka sa har.

3. Sma tal och enkla geometriska former ar alldeles tillrackligt for barnen fore skolaldern.

Jag har ofta stott pa den har felaktiga uppfattningen.
Det ar inte sarskilt ofta jag har hort nagon tycka sa har.

4. Det ar viktigare med sprakliga fardigheter och laskunnighet &n matematiska fardigheter.

Jag har ofta stott pa den har felaktiga uppfattningen.
Det ar inte sarskilt ofta jag har hort ndgon tycka sa har.

5. Smabarnspedagogerna borde halla sig i bakgrunden och lata barnen leka i en stimulerande
miljo.

Jag har ofta stott pa den har felaktiga uppfattningen.

Det ar inte sarskilt ofta jag har hort ndgon tycka sa har.

6. Det ar onddigt att bedoma matematiska fardigheter hos smabarn.

Jag har ofta stott pa den har felaktiga uppfattningen.
Det ar inte sarskilt ofta jag har hort nagon tycka sa har.

7. Barn lar sig matematik bara med hjalp av konkreta féremal.

Jag har ofta stott pa den har felaktiga uppfattningen.
Det ar inte sarskilt ofta jag har hort nagon tycka sa har.

8. Datorer lampar sig inte for undervisningen eller larandet i matematik.

Jag har ofta stott pa den har felaktiga uppfattningen.
Det ar inte sarskilt ofta jag har hort ndgon tycka sa har.

Kélla: Lee, J. S., & Ginsburg, H. P. (2009). Early childhood teachers’ misconceptions about
mathematics education for young children in the United States. Australian Journal of Early
Childhood, 34, 37-45.
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Vi slar hal pa myter om smabarnsmatematik

Det finns en hel del myter och felaktiga uppfattningar om smabarnsmatematiken och icke minst om
hur smabarn ska undervisas i matematik. | férelasningsserien nedan slar direktéren for Erikson
Institute, Jennifer McCray, hal pa nagra av de vanligaste myterna som hon har stétt pa nar hon har
utbildat smabarnspedagoger och larare. Titta pa videorna och svara pa fragorna i anslutning till
dem. Du kan ocksa bekanta dig med presentationshbilderna pa engelska som ar tillgangliga pa
webbplatsen for Erikson Institute. Dessutom kan du ta hjalp av den svenska

sammanfattningen av videorna.

Myt 1: "F6r sma barn ar det viktigare att utveckla sina sprakliga fardigheter an
att bva matematiska fardigheter.”

=

T catud] A e |
Jennifer McQray
Direktar, Eikson Ingtitute
youtube.com, hdmtad: 29.11.2022

Myten: ”For sméa barn ar det viktigare att utveckla sina sprékliga fardigheter
an att 6va matematiska fardigheter.”

Q,, Fundera en stund 6ver varfor myten inte ar sann. Hur motiverar forelasaren sin
standpunkt?

De tva Ovriga myterna hittar du pa nasta sida.
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Myt 2: "Smabarnsmatematiken gar huvudsakligen ut pa att
lara sig siffror och former.”

Jennifer McQray
Direktdr, Eikson Institute
youtube.com, hdmtad: 29.112022

Myten: "Smabarnsmatematiken gar huvudsakligen ut pa att lara sig siffror
och former.”

Fundera en stund 6ver hur du tanker kring den har myten och pa vilka grunder
myten kan sagas vara falsk. Upplevde du motiveringarna som dverraskande?

Myt 3: "Det ar enkelt att undervisa smabarn i matematik, eftersom det handlar
om den mest grundlaggande matematiken.”

. ' 0 s
L 18
Jennifer McQray
Direktor, Eikson Institute
youtube.com, hdmtad: 29.112022

Myten: "Det ar enkelt att undervisa smabarn i matematik, eftersom det
handlar om den mest grundlaggande matematiken.”

Q; Fundera en stund éver varfor det enligt forelasaren inte ar sa enkelt att undervisa
smabarn i matematik.
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Talbegreppet och den grundldggande aritmetiken

I%XMG
i arskurserna 1-6

Grunden som man lagger i arskurserna 1-6 bade for anvandningen av matematik utanfor
skolkontexten och fér senare matematikstudier under resten av den grundlaggande utbildningen
och i gymnasiet ar ytterst viktig. | arskurserna 3—6 i den grundlaggande utbildningen bygger
inlarningen i matematik pa det tidiga matematiska tankandet som barnen har utvecklat redan fore
skolaldern samt pa de fardigheter barnen lart sig i smabarnspedagogiken. De héar arskurserna ar
speciellt viktiga, eftersom barnen da starker sin forstaelse av naturliga tal och utvidgar sin
taluppfattning till rationella tal. En god forstaelse av talsystemet ar en central forutsattning i flexibel
matematik.

| videon intill talar Robert Siegler om hur barn lar sig braktal och hur man kan undervisa dem om
braktal. Om du vill kan du lasa &ven en svensk sammanfattning av hans video.

| Robe’rt Slegler

Teresa Heinz, professor i kognitiv psykologi Fl

Klicka pa bilden for att 6ppna videon.

UPPGIFT: Lyfte Siegler fram nagonting i sin video som du borde ta i beaktande i
din egen undervisning?
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Utvecklingen av matematiskt tankande pa hogre
skolstadier

| &rskurserna 7-9 och gymnasiet utgors den viktigaste forandringen i matematiskt tankande av
overgangen fran det konkreta till det mer abstrakta. Det ar ocksa en 6vergang fran tal till variabler
och fran enskilda fall till generaliseringar. Tidigare illustrerade Teija Laine hur variabelbegreppet
kan starkas redan i arkurserna 1-6 genom att jamfora likhetsbegreppet med en vag och genom att
andra pa talen pa bada sidorna av likhetstecknet sa att balansen bibehalls eller genom att anvanda
en konkret vag. | de hogre arskurserna star en variabel, som har en central roll i matematiken, inte
langre bara for ett okant tal, utan dess betydelse varierar beroende pa situationen. | arskurserna
7-9 undersoker eleverna olika samband och allménna egenskaper hos tal och uttryck och lar sig
att koncentrera rakneoperationerna i ekvationslosning pa variabeln. | gymnasiet behéver
studerandena i sin tur kunna flexibelt reflektera 6ver hur olika variabler ar beroende av varandra
och hur andringar i olika parametrar paverkar situationen. Det ar nodvandigt att forsta
variabelbegreppet for att man ska kunna forsta funktionsbegreppet som utgor karnan i
gymnasiematematiken. Storsta delen av gymnasiematematiken gar ut pa att undersoka olika
funktioner och deras egenskaper.

Problemlosningsfardigheter och allmanna fardigheter kring matematiskt tankande, sdsom
formagan att identifiera regelbundenheter, géra antaganden, ifragasatta, motivera, géra
generaliseringar, utféra experimentella undersdkningar, kombinera, dela upp i flera delar, jamféra
osv. utgor grunden for utvecklingen av matematiskt tankande pa alla utbildningsstadier. Pa de
hogre skolstadierna utvecklas barnens och ungdomarnas metakognitiva fardigheter (till exempel
formagan att observera och styra ens egna arbetssatt) emellertid oerhort mycket, vilket pa ett unikt
satt mojliggor utvecklingen av fardigheterna ovan, som utgér karnan i matematiskt tankande.

Variabel- och funktionsbegreppet

Dimitri Tuomela lyfter fram nagra utmaningar i forstaelsen av variabelbegreppet och variablernas
situationsbundna karaktar samt ger exempel pa hur man kan starka forstaelsen av
variabelbegreppet.

Titta pa (28 Youlube

Klicka pa bilden ovan for att 6ppna videon.

Frivilligt extramaterial: Om du vill lasa mer om temat ger Henna Heikkinens pro gradu-avhandling
(pa finska) en oversikt over ett flertal undersokningar kring amnet: “Siirtyma aritmetiikasta
algebraan - kirjainmuuttujan kayttoonottoon liittyvia oppimisvaikeuksia”.
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| gymnasiet behandlas variabelbegreppet framfor allt i funktioner, dar man underséker sambanden
mellan bestamda variabler. Funktionsbegreppet har visat sig vara mycket svart till och med for
matematikstuderande pa universitetsnivan. Det schematiska upplagget i bade larobockerna och
undervisningen har delvist bidragit till felaktiga uppfattningar om funktioner. Darfor ar det viktigt att
fa en sd mangfasetterad bild som mojligt av pa vilka olika satt funktionsbegreppet kan missforstas.
| videon intill presenteras Miroslawa Sajkas fortjanstfulla undersokning, dar materialets kvalitet gar
fore des kvantitet. Undersokningen baserar sig namligen pa en 45 minuter lang intervju med en
genomsnittlig gymnasiestuderande och pa observationer av hens arbete med en uppgift vars syfte
var att pa ett mangsidigt satt framja forstaelsen av funktionsbegreppet.

Dimitri Tuomela lyfter fram nagra felaktiga uppfattningar om funktioner och reflekterar 6ver hur
larobdckernas och undervisningens mangsidighet eller schematiska natur kan bidra till att de
uppstar.

Klicka pa bilden for att 6ppna videon.

Matematikens tre varldar

Ett satt att se pa utvecklingen av matematiskt tankande hos elever och studerande i alla aldrar &r
David Talls teori om matematikens tre varldar. Aven den har teorin betonar behovet av att erbjuda
eleverna mojligheten att tanka pa flera olika satt. | videon presenteras teorin av Markus
Hahkioniemi, universitetslektor vid Jyvaskyla universitet.

Kolme maailmaa

1. Havaintomaailma
* Havaintojen ja toimintojen avu| sia.
* Perustellaan ajatuskokeilla, jo§ oritetaan jokin tapahtuma ja
ajatellaan tai havaitaan tama
2. Symbolimaailma
* Matemaattisia kasitteita tutkital ityksella.
= 3 R 2 e

3. Formaalimaailma

jarj ana, jossa on aksi maaritelmia ja
teoreemoja.
* Todistaminen

Kolme maailmaa lomittuvat

Klicka pa bilden for att 6ppna videon.
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Uppgifter

Uppgifterna nedan har kategoriserats enligt skolstadium. Det &r inte meningen att du goér dem alla,
utan du kan vélja att géra endast de uppgifter som bast passar in pa dina arbetsuppgifter.

Ifall du inte just nu arbetar pa ett daghem eller en skola, kan du valja ut den uppgift som for dig &r
enklast att gora. Om du inte har mgjlighet att géra ndgon av uppgifterna, kan du avlagga den har
kursdelen ocksa genom att gora upp en plan (inklusive eventuella utmaningar) for hur du skulle
genomféra dvningarna.

Uppgiftsbeskrivningar (valj en)
Q

1) Smabarnspedagoger och forskolelarare

Prova pa leken om gronsakstorget ('Vihannestori’) tillsammans med barnen. Med hjalp av leken far
du en inblick i hur matematiska fardigheter kan framjas hos smabarn. Det har ar en rollek som du
kan testa att gora med ett eller flera barn. Aino Mattinen och Minna Hannula-Sormunen
presenterar leken i videon nedan. Videon ger dig tips om hur rolleken kan genomféras tillsammans
med ett eller flera barn.

Las narmare skriftliga instruktioner for leken har.

Uppgift: Beskriv kort vad som var utmanande med och hur du lyckades framja barnens
matematiska tankande med hjélp av rolleken. Beratta ocksd med hur gamla barn och var du
testade den har matematiska leken.

Aino och Minna presenterar leken.

2) Larare i arskurserna 1-6:

Testa att fora en matematisk diskussion med din egen klass, vars syfte ar att starka forstaelsen av
likhetsbegreppet. Med matematiska diskussioner avses diskussioner dar eleverna uppmuntras att
lyfta fram olika typer av lsningar och forslag. Har ar man alltsd inte ute efter ett "ratt” svar utan
flera alternativa svar. Om det i diskussionen dyker upp forslag som matematiskt sett ar felaktiga,
ska de ocksa rattas till genom att diskutera igenom dem tillsammans med elevgruppen
(matematiskt felaktiga svar ger ofta upphouv till ytterst fruktbara diskussioner). Om du inte just nu
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arbetar med undervisning eller av ndgon annan orsak inte kan genomféra
uppgiften i en undervisningssituation, kan du géra uppgiften genom att reflektera éver hur du skulle
styra diskussionen.

Uppgift: Beskriv kort dina erfarenheter med uppgiften.
3) Larare i arskurserna 7-9 och gymnasiet:

Uppgift: For en matematisk diskussion tillsammans med eleverna eller studerandena kring
variabelbegreppets olika betydelser. Beskriv kort vad som var utmanande, vad som lyckades val
och vad du larde dig av uppgiften.

Om du vill far du garna anvanda dig av de exempel som Dimitri Tuomela tog upp i sin video
(mobilabonnemanget och produkten av tva narliggande tal), diskussionen kring vagen som Teija
Laine visade exempel pd i sin video eller problemldsningsuppgiften som presenterades i videon
om funktioner.

Ifall du inte har mojlighet att fora diskussionen tillsammans med elever eller studerande, kan du
reflektera dver variabel- eller funktionsbegreppet utifran David Talls tre varldar i matematik. Vilka
element ingér det i den konceptuella-forkroppsligade, den symboliska och den formella varlden?
Ge exempel. Beratta ocksa om du har upptackt att en elev haft problem med nagon av dessa
varldar och hur det har kommit till uttryck.

Videorespons

| responsvideorna gar professor Erno Lehtinen igenom centrala begrepp néar det géller
utvecklingen av matematiskt tankande pa lang sikt. Dessa begrepp ar mycket viktiga for
inlarningen av all annan matematik. Professor Minna Hannula-Sormunen fokuserar i sin tur
speciellt pa utvecklingen av tidiga matematikfardigheter och myterna kring den och lyfter fram
centrala observationer i samband med leken om gronsakstorget. Doktoranden Dimitri Tuomela
reflekterar, utifrAn de diskussioner som larare i arskurserna 7—9 och gymnasiet rapporterat om i
sina inlamningsuppgifter, 6ver utmaningar med matematik samt matematikens olika sprak,
betydelser och langsamma forandring.

Karnbegrepp kring utvecklingen av matematiskt tankande
| videon diskuterar Erno Lehtinen kursdeltagarnas funderingar kring innehallet i temahelheten.
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Felaktiga uppfattningar om tidiga matematikfardigheter

Hur vanliga &r de olika felaktiga uppfattningarna om tidiga matematikfardigheter? Vad ar speciellt
utmanande i smabarnspedagogiken i Finland, nar det galler matematikfardigheter? | sin video
kommenterar Minna Hannula-Sormunen kursdeltagarnas svar pa uppgiften om myterna om tidiga
matematikfardigheter.

Gronsakstorget
| videon intill lyfter Minna Hannula-Sormunen fram nagra viktiga observationer som
smabarnspedagoger och forskollarare gjort i samband med leken om gronsakstorget.
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Elevdiskussion kring variabelbegreppet

| videon nedan reflekterar doktoranden Dimitri Tuomela, utifran diskussioner med

amneslarare kring temat, 6ver utmaningar med matematik samt matematikens olika sprak,

betydelser och langsamma férandring.

Har far du ocksa en direkt lank till Worldometers -webbplatsen och artikeln som Dimitri tipsar om i
videon van Leeuwen, A. & Janssen, J. (2019). A systematic review of teacher quidance
during collaborative learning in primary and secondary education. Educational Research
Review, 27, 71-89.

HAASTAVUUS
MATEMATIIKAN KIELI

MERKITYKSELLISYYS
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3 Vad behdvs matematiken till?

3.1 Vad behdvs matematiken till?

Ibland kan det vara en utmaning i undervisningen att svara pa elevernas fragor om vad specifika
laroinnehall behovs till.

Fenomenet férekommer inte bara i finlandska klassrum, utan det & mycket allmant speciellt i
vastvarlden. Nationella organisationen fér matematiklarare i USA (NCTM) har sammanstallt en
webbplats specifikt kring den héar fragan. Blev du intresserad kan du ga in och bekanta dig narmare
med NCTM webbplats. Webbplatsen kraver en separat inloggning.

Efter inloggningen ska du klicka pad FAQ och valja fragan Why study math? How to study math. P&
webbplatsen hittar du ocksa en hel rad tips och idéer fér undervisningen.

| videon nedan berattar en pilot om matematikens betydelse i pilotutbildningen och i sjélva arbetet
som pilot.

0 T L R
Var behovs matte?
Exempelyrke: pilot
yc:_utube.l::r?, hamtad: 29.11 .202?

Klicka pa bilden for att 6ppna videon.
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Specialexperten Jukka Mattila vid Finansministeriet reflekterar dver vilken
betydelse matematiskt kunnande har och vad matematiken egentligen behdvs till.

" Juka anilé

Specialexpert, Finansministeriet

B i

Professor Maarit Jarvenpaa forklarar hur matematikens betydelse har tkat generellt och hur
matematiken blivit till en viktig del av ett flertal yrken. A andra sidan utgér matematiken ocksa ett
viktigt verktyg fér tinkandet 6verlag.

MaarltJarvenpaa

Pmlcsor, Uledborgs universitet
Topi Térma visar exempel pa hur mer utmanande laroinnehall i matematik kan forklaras for
eleverna.

Topi Tormd

Tutkijatohtori - Oulun yliopisto
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Nationalekonomen Olli Kérkkainen forklarar vad han behdver matematik till i
sitt arbete men understryker samtidigt att matematiska och sociala fardigheter inte utesluter
varandra utan att dagens arbetsliv forutsatter att man kan kombinera dessa.

S5, R Lo
N

Webbplatsen for Teknologiindustrins 100-arsiubileumsstiftelse erbjuder materialunderlag for
diskussioner t.ex. i klassrummet om hur matematiken anvands och vad den behdvs till i olika
situationer. (Materialet ar tillgangligt endast pa finska.)

Olika satt att svara pa elevernas fragor om var matematik kan
behbvas

1. Paforegaende sida inneholl bade webbplatsen for NCTM och en del videor konkreta
exempel pa hur man kan svara pa fragan genom att beratta om hur matematik behovs i
vardagen och i olika yrken. Nar det galler en del laroinnehall i skolmatematiken &r det har
relativt enkelt gjort, men for ndgra matematiska begrepp eller procedurer kan det vara
utmanande att hitta ett specifikt exempel.

2. lvissa fall kan det vara battre att ta utgdngspunkt i sjalva det matematiska systemet. Ibland
ar det viktigt att lara sig ett visst begrepp helt enkelt for att senare matematiska begrepp
eller operationer baserar sig pa det. Sedan kan det i sin tur finnas en hel del exempel pa
konkreta tillampningar av de senare kunskaperna, &ven om det inte skulle finnas ett
specifikt exempel pa tillampningen av det ursprungliga begreppet.

3. Om undervisningen i stor utstrackning gar ut pa att anvanda matematiska begrepp for att
tolka eller I6sa vardagliga situationer, kan eleverna vara mindre benagna att stalla fragor
om begreppens anvandningsomraden. Ibland &ar det dock majligt att besvara elevernas
fragor just genom att presentera en uppgift dar en ny matematisk fardighet anvands for att
l6sa ett problem i vardagslivet. D& ger man inte bara verbala motiveringar, utan det
konkreta exemplet kan fa tala for sig sjalv.

4. Nar man jobbar med matematiska problem héander det ofta att man behdver anstranga sig
och att man kor fast. Det &r bra att synliggora de fardigheter for eleverna som sadana
situationer ger upphov till och som behovs ocksa i vardagslivet: metakognitiva fardigheter,
kanslomassiga fardigheter och allménna kognitiva fardigheter. Matematiken ger en
mdjligheten att lara sig trivas utanfor sin s.k. bekvamlighetszon, vilket &r en viktig
forutsattning for allt nyskapande och kreativt tdankande. Matematiken erbjuder en ocksa
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mojligheten att bli medveten om och utveckla de beteendemdnster som

aktiveras nar man ar mentalt anstrangd. De problemldsningsfardigheter man lart sig genom
matematiken kommer till nytta &ven i vardagslivet.

5. Det ar ocksa viktigt att ibland lata eleverna "ta bollen” och be dem sjélva fundera pa hur
matematiken kommer till nytta i vardagen och i arbetslivet.

6. Matematikstudier hjalper oss ocksa att f4 en battre kinnedom om vart eget tankande. |
matematiska problem kor vi ofta fast och behover darfor anstranga oss. For eleverna far
man garna synliggdra de fardigheter som ar viktiga i vardagslivet och som man kan lara sig
just i den typen av problemldsningssituationer: granskning och reglering av ens eget
tankande (s.k. metakognitiva fardigheter), kdnslorelaterda fardigheter och en allman
formaga att tanka. Matematiken kan lara en att kanna sig bekvam utanfor sin egen
bekvamlighetszon, vilket ar en forutsattning for allt kreativt tankande.

Framtida behov av matematiskt kunnande

| artikel pa Yles webbplats sags det att matematiken ofta ses som nagot trakigt, besvarligt,
teoretiskt och onodigt och nagot som inte har nagon koppling till vardagslivet. Den uppfattningen
utmanas i en kort dokumentarfilm (langd ca 21 min) och i tre podcastavsnitt (langd sammanlagt ca
45 min) pa samma webbplats. (Materialet finns bara pa finska.)

Professor Jon Star fran Harvarduniversitetet har fungerat som expert for Flexibel matematik-
fortbildningsprogrammet. | videon nedan reflekterar han déver hur varlden utvecklas och hur
utvecklingen aterspeglas i behovet av matematiskt kunnande. Titta pa videon och gor uppgiften.

1;_
Jon Sta

Professor,

Klicka pa bilden for att 6ppna videon.

REFLEKTIONSUPPGIFT: Tycker du att det ar vasentliga aspekter av framtidens
behov av matematiskt kunnande, som Jon Star identifierar i videon.

Q
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Matematiken hjalper oss att forsta varlden

| videon nedan reflekterar lararutbildaren Kaisa Jokiranta 6ver vilken betydelse matematiken har i
vardagslivet och hur den hjalper oss att forsta varlden omkring oss.

REFLEKTIONSUPPIGFT: Vackte videon nya tankar hos dig kring matematikens
betydelse?
Q

Framtidskompetenser i matematikundervisning

En grupp kanda forskare har nyligen publicerat en artikel, om matematikundervisning, dar de ur
olika synvinklar betraktar behovet av matematiskt kunnande i framtidens arbets- och vardagsliv.
De kommer ocksa med en del pastadenden om hur forandringar i teknologin, samhallet och
arbetslivet kommer att paverka vilken typ av matematik som skoleleverna bor undervisas i. Du kan
ldsa aven den svenska sammanfatiningen av artikeln.

| videon nedan diskuteras artikeln av matematikern Peter Hast6 och forskaren Erno Lehtinen, som
forskat i larande. Videon &r ungefar 25 minuter lang.

UPPGIFT: Diskutera tillsammans med eleverna vilken typ av matematik som
behovs i olika yrken och i vardagslivet och hur digitaliseringen paverkar behovet
av matematiskt kunnande. Temat kan ocksa diskuteras med barnen i
Q smabarnspedagogiken och forskoleundervisningen. Diskutera temat garna ocksa
med kollegorna. Om du for narvarande inte kan gora diskussionsuppgiften med elever eller
kollegor kan du diskutera temat aven i din bekantskapskrets.
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3.2 Hur 6ka motivationen?

Att starka elevernas motivation ar en viktig del av flexibel matematik

Vad ar det som gor matematiken intressant?

Ett flertal undersokningar som gjorts under de senaste aren har visat att finlandska skolelever inte
ar sarskilt motiverade att studera matematik och att motivationen ser ut att avta under aren i
skolan. I den offentliga debatten foreslas ofta att problemet kan I6sas genom att infora olika
underhallande element, sdsom spel, i matematikundervisningen. Men racker det med sadana
underhaliningsknep for att matematiken ska kunna goéras intressant for eleverna?

Las Rimma Nymans (2016) studie om vad som gér matematiken intressant. Du kan ocksa lasa
en svensk sammanfatining av studien.

Fragan om hur intressant eleverna anser matematiken vara behandlas ofta ratt ytligt i den
offentliga debatten. Det finns inte bara ett enda satt att géra laroinnehallen i skolmatematiken
intressanta for eleverna, utan elevernas matematikintresse kan hojas pa olika satt beroende pa
elevernas alder, laroinnehallen som behandlas och olika situationsbundna faktorer. | videon intill
diskuterar Teija Laine och Erno Lehtinen om vad det kan innebé&ra n&r matematiken gors
intressant. Videon ar ungefar 27 minuter lang.

REFLEKTIONSUPPGIFT: Ger videon enligt dig svar pa frdgan om vad
matematikintresset gar ut pa?

Q
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Dimitri Tuomela, som ingar i kursens planeringsteam, har lang erfarenhet —

bade som larare och som forskare — av olika satt att hoja elevernas intresse for matematik. |
videon intill talar han narmare om olika faktorer som kan vécka elevernas matematikintresse.

REFLEKTIONSUPPGIFT:

Ta stallning till féljande pastaenden pa en skala fran 1 till 5. (1= inte alls, 5 = i
Q mycket hog grad):

| skolmatematiken har eleverna vanligtvis mojlighet att kanna
a) att de kan jobba sjalvstandigt

b) att de &r skickliga i det de gor

C) att de &r en del av en gemenskap.

Hur tror du att du kan dra nytta av Dimitris tips i din egen undervisning?
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Vad tycker man ute pa faltet?

Vi frdgade personer som lange undervisat i matematik eller som pa andra satt reflekterat Gver
utmaningarna i matematikundervisningen om deras syn pa vad det ar som gor matematik
intressant. De som delar med sig av sina tankar ar lararutbildarna Kaisa Jokiranta, Sinikka
Kaartinen och Jarmo Leskinen, évningsskolelarare Tero Hirvi samt Maarit Rossi vars arbete for att
férnya matematikundervisningen &r internationellt erkant.

Intervju 1: Kaisa Jokiranta

REFLEKTIONSUPPGIFT: Hur anvandbara, tycker du, ar tankarna som framforts i
videon?

.3

Intervju 2: Tero Hirvi

" Tero Hirvi

Lérare, Jyvaskyldn normaalikoulu
o R

REFLEKTIONSUPPGIFT: Hur anvandbara, tycker du, &r tankarna som framforts i
videon?

Q
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Intervju 3: Maarit Rossi

Maant ROSSI
Umiewlsnlngsutndlare

REFLEKTIONSUPPGIFT: Hur anvandbara, tycker du, ar tankarna som framforts i
videon?

Q

Intervju 4: Sinikka Kaartinen

" kk K Y
S|n| a aartlnen F%)(Ma

REFLEKTIONSUPPGIFT: Hur anvandbara, tycker du, ar tankarna som framforts
i videon?

Q

Intervju 5: Jarmo Leskinen

REFLEKTIONSUPPGIFT: Hur anvandbara, tycker du, ar tankarna som framférts
i videon?

Q
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Sammandrag av fragor kring hur man kan vacka elevernas

intresse for matematik

Flera undersokningar och lararnas praktiska erfarenheter tyder pa att insikten om nyttan med
matematik ar en viktig bidragande faktor nar det galler elevernas intresse for matematik. Nyttan
med matematik kan betraktas ur olika synvinklar.

e Paden har kursen bekantar vi oss med vilken koppling det finns mellan matematiken och
de fardigheter som behévs bade i vardagssysslorna och i arbetslivet — i dag och i framtiden.

e Uppgifterna som ger eleverna praktiska erfarenheter av hur matematik kan tillampas for att
|0sa problem i verkliga livet ar ett viktigt redskap for att kunna visa eleverna vilken nytta de
har av matematik.

Matematik handlar emellertid inte bara om tillampningar, utan det ar ett teoretiskt system, dar
forstaelsen av dess element och sambanden mellan dem i sig kan bidra till ett 6kat intresse.

o Framfor allt flexibla satt att narma sig matematik kan géra saddana uppgifter intressanta som
annars kanske upplevs som trakiga.

« En viktig del av flexibel matematik ar ocksa mojligheten att hitta pa egna strategier, som i
sin tur bidrar till elevernas delaktighet. Med andra ord gar matematiken inte bara ut pa att
mekaniskt félja ndgon annans instruktioner utan aven att pa ett kreativt satt jobba med
matematik i samarbete med andra.

Hur intressant ett skolamne upplevs vara paverkas ocksa av inlarningsmiljoer och redskap som
anvands i undervisningen. Undersokningar har visat att spel och spelifierade miljoer inte utgér
nagon helhetslosning nar det géaller matematikintresset, men de kan bidra betydligt till att géra
inlarningsmiljoer mer varierande och darigenom 6ka elevernas intresse for matematik.

REFLEKTIONSUPPGIFT: Vad &r det som matematik intressant? Svaret beror
antagligen ratt mycket pa utbildningsstadiet och situationen. Reflektera 6ver
Q fragan for dig sjalv eller i man av mojlighet tillsammans med en eller flera kollegor.

Tron pa egna fardigheter starker aven intresset

Det som gor den sjunkande motivationen for matematikstudier speciellt problematisk ar att
motivationen verkar enligt undersokningar spela en central roll for larandet pa lang sikt. Till
exempel i en omfattande tysk studie (Murayama, Pekrun, Lichtenfeld & vom Hofe, 2013) féljde
man utvecklingen av matematiskt kunnande hos éver 3 000 elever under en femarsperiod. | borjan
av studien hade intelligensen, som hade méatts med hjalp av olika test, en koppling till elevernas
matematiska kunnande, men med skolaren avtog intelligensens betydelse. Istéllet visade det sig
att elevernas motivation och studiestrategier blev en central forklarande faktor for forandringen i
hur val eleverna larde sig matematik.

Forskningsresultaten som baserar sig pa ett sa exceptionellt omfattande material och en sa
langvarig uppfoljning ar viktiga for flexibel matematik. Den motivationsfaktorn som pa lang sikt
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forklarade utvecklingen av elevernas fardigheter i matematik var deras tro pa

att de sjalva kan kontrollera sitt larande. | de senare arskurserna sag aven elevernas inre
motivation och eget intresse for matematik ut att ha en positiv inverkan pa utvecklingen av deras
fardigheter. En viktig malsattning med undervisningen om flexibelt matematiskt tankande ar att
eleverna ska kdnna sig som aktiva deltagare som har "ratt” att aven sjalva komma pa och testa
olika l6sningsstrategier. For det har fortbildningsprogrammet var det ocksa ett viktigt
forskningsresultat att de anvéanda strategierna gav en betydligt tydligare fingervisning om elevernas
framtida matematikkunskaper &n intelligens. (Om du blev intresserad av studien far du garna lasa
aven )

Otaliga undersdkningar har visat att de upplevelser av larande som stérker elevernas tro pa sina
egna fardigheter och som samtidigt framjar deras autonomi och delaktighet leder till en bestaende
Okning av elevernas inre motivation..

Nar man undervisar eleverna om flexibel matematik innebar det att de inte ska lara sig endast ett
satt att I6sa uppgifter, utan att de ska lara sig alternativa strategier och att de uppmuntras att hitta
pa egna strategier genom att reflektera 6ver uppgifterna mer djupgaende.

Allman uppfattning: Den har typen av undervisning lampar sig for
de basta eleverna. Ar den alltsa inte for krdvande for de svagare
eleverna?

Har kommer vi in pa en central utmaning i matematikundervisningen, namligen det faktum att
eleverna ar olika. | hur hog grad ar det friga a ena sidan om oféranderliga, medfodda skillnader
och & andra sidan om skillnader som har skapats av tidigare upplevelser i uppvaxtmiljon? Eller i
hur stor utstrackning ar det snarare fraga om forestallningar som framjar respektive hammar
larandet och som skapats av tidigare skolupplevelser och kulturella faktorer?

Amerikanska Carol Dweck ar motivationsforskare och hennes undersékningar har visat att
elevernas larande paverkas i hog grad av vilken uppfattning de har om huruvida deras fardigheter
ar bestaende och utvecklingsbara. Dweck talar om tankesatt (mindset) som skapas av kulturen.
Tron pé att de fardigheter som behdovs for att utféra en viss uppgift kan évas upp med 6vningar ser
ut att leda till battre inlarningsresultat an ett tankesatt som utgar fran statiska fardigheter.
Undersokningar har visat att det gar att férandra den har typen av uppfattningar och att det i
inlarningssituationer ar mojligt att starka ett tankesatt som utgar fran att fardigheterna kan
utvecklas, vilket i sin tur leder till battre inlarningsresultat. De sa kallade Growth Mindset-
interventionerna har gett goda resultat i den amerikanska skolkulturen dar man tidigare i hog grad
har betonat intelligensskillnader mellan eleverna. Modellen har tillampats framfor allt i
undervisningen i matematik och naturvetenskap. Forskarna vid Stanforduniversitetet har skapat
webbplatsen som ger en uppfattning om hur idéerna i interventionerna.

En del av metoderna kan ur ett finlandskt perspektiv verka nagot naiva, eftersom
intelligensskillnaderna hos oss aldrig har betonats sa mycket. Dessutom gor de finlandska
eleverna enligt undersdkningar inte en lika tydlig skillnad mellan fardighet och forsék. Det ar
emellertid inte bara frdga om ett amerikanskt fenomen. | en alldeles farsk chilensk undersokning
som baserade sig pa ett sampel pa 6ver 100 000 elever gav vid handen att elevernas tro pa hur
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mycket deras fardigheter kunde utvecklas korrelerade med deras resultat i

matematik hos dver 11 procent av tiondeklassarna (Claro, Paunesku & Dweck, 2016). Det ar
valkéant att skolelevers socioekonomiska bakgrund ger en tydlig fingervisning om deras
inlarningsresultat i matematik. Ett intressant resultat i den har studien var att elevernas tro pa att
deras matematikfardigheter kunde utvecklas korrelerade pd samma satt med inlarningsresultaten i
alla socioekonomiska grupper. Med andra ord hade de elever som trodde pa att deras fardigheter
lat sig utvecklas ocksa battre inlarningsresultat i alla grupper (figur 1).
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Figur 1: Paverkan av social bakgrund och talangforestallningar pa inlarningsresultat i matematik
(publiceras pa nytt med tillstdnd, Claro, Paunesku & Dweck, 2016).
Claro, S., Paunesku, D., & Dweck, C. S. (2016). Growth mindset tempers the effects of poverty on
academic achievement. Proceedings of the National Academy of Sciences, 113(31), 8664—8668.
Las artikeln via den har lanken.

Samma undersokning visade aven 6vertygande att elevernas sociala bakgrund ocksa paverkar
deras uppfattning om hur mycket de kan utveckla sina fardigheter (figur 2). En uppfattning om att
ens fardigheter inte gar att utvecklas ser ut att formedlas tydligare i familjer med lagre
socioekonomisk status an i andra familjer.
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Figur 2: Korrelation mellan social bakgrund och talangférestalliningar.
(publiceras pa nytt med tillstdnd, Claro, Paunesku & Dweck, 2016).
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Aven om det i Finland inte har varit ett lika stort fokus pa intelligensskillnader,
ar det en vanlig uppfattning aven i den finlandska skolkulturen att matematikfardigheterna ar
statiska: antingen har man "mattehuvud” eller sa har man det inte. Growth Mindset-
interventionerna innehaller vissa element som stoder aven idéerna inom flexibel matematik. |
videon intill gar vi igenom nagra principer och praktiska tillampningar.

a. Genom att sla hal pa myten om "mattehuvud” och att i sitt sprakbruk fokusera pa
utvecklingspotentialen i matematikfardigheterna istéllet for statiskt kunnande stéder man
grundidén i flexibel matematik.

b. En av lardomarna i Growth Mindset-interventionerna ar att snabbhet inte ar ett vasentligt
element i larandet i matematik. Utvecklingen av flexibelt matematiskt tinkande tar tid och
forutsatter att olika fenomen undersdks i lugn och ro. Det ar viktigt att fundera 6ver hur man
kan frigora tid for det av matematiklektionerna.

c. Aven eleverna som klarat sig mindre bra i matematik kan vara med och l6sa kravande
uppgifter som forutsatter flexibelt tankande och starker problemlésningsformagan. Man ska
bara se till att situationen ar valorganiserad och att eleverna erbjuds det stéd de behdver.

Erno kommenterar undersdkningarna som refereras ovan.

Uppgift

Via den har lanken hittar du ett Mindset-frageformuléar.

Lat dina elever fylla i formularet anonymt och sammanstall sedan (till exempel i

nagra elevgrupper) ett sammandrag av alla svar pa ett tomt formular. | de lagre

arskurserna kan eleverna fa rakna antalet svar i absoluta tal, men i de hogre
arskurserna ar det bra att berakna ocksa procentandelarna. Diskutera sedan sammandraget
tillsammans. Ta upp till diskussion nagra av de argument for att fardigheter kan utvecklas, som
lyfts fram i Growth Mindset-studien. (Du kan lasa mer om studien pa webbplatsen Youcubed.)

Med forskoleelever och forstaklassare kan uppgiften géras muntligt sa att man fokuserar bara pa
nagra av fragorna. De kan diskuteras i tur och ordning genast efter att de stallts.
| smabarnspedagogiken kan Mindset-fragorna diskuteras kollegorna emellan.

Om du inte for narvarande undervisar pa en skola eller i smabarnspedagogiken kan du ta
upp fragornai din egen bekantskapskrets och diskutera temat pa det sattet.

44


https://seafile.utu.fi/f/c4e2f17ae0414c549801/
https://www.youcubed.org/resource/growth-mindset/
https://echo360.org.uk/media/ef69a57c-bf92-4881-b4c3-884d9b548a07/public?startTimeMillis=0

F;%XMQ

4 Hur stoder man flexibelt matematiskt
tankande i praktiken?

4.1 Att starka flexibelt matematiskt tankande

Framjande av flexibilitet i praktiken och olika representationer

| undervisningen ar det maijligt att Iara ut en mangd olika strategier och ge instruktioner fér nar de
ska tillampas. Ett sddant mekaniskt satt att lara ut strategier ser emellertid inte ut att skapa den
flexibilitet i matematiskt tdnkande som gor det mgjligt att anvanda bekanta strategier i varierande
situationer och att vid behov skapa helt nya strategier. | den har temahelheten tar vi en titt pa hur
man pa hallbart satt kan framja utvecklingen av flexibelt matematiskt tankande i undervisningen.

Adaptiv och flexibel talkunskap ger strategisk flexibilitet

Forskningen kring aritmetiska strategier tar utgangspunkt i iakttagelsen av att skickligheten hos
dem som ar duktiga pa att rakna inte endast kan forklaras med en skicklig och automatiserad
anvandning av aritmetiska operationer, som traditionellt ar malet med aritmetikundervisningen i
den grundlaggande utbildningen. Matematisk skicklighet (hos saval barn, unga som vuxna)
kannetecknas av val automatiserade aritmetiska faktakunskaper inom ett begransat talomrade
men framfor allt av en formaga att kreativt tillampa aritmetiska fardigheter i nya
matematikuppgifter. Med andra ord kan en skicklig matematiker pa ett flexibelt satt anvanda sig av
olika aritmetiska strategier och anpassa dem till nya situationer.

Merparten av undervisningsmetoderna, nar det galler flexibla aritmetiska strategier, fokuserar pa
en modell for hur man valjer andamalsenliga strategier. Da ligger fokuset pa hur flexibelt en person
valjer ut den strategi, bland alla som hen redan kanner till, som bast later sig tillampas i en
bestamd uppgift. Nar man exempelvis subtraherar talet 4 fran talet 53 &r det fraga om en typisk
subtraktionsuppgift. Om uppgiften istallet ar att subtrahera talet 48 fran talet 53 gar den mest
andamalsenliga strategin ut pa att se uppgiften som addition: Vilket tal ska adderas till talet 48 for
att svaret ska bli 53? Nar malsattningen ar att 6ka flexibiliteten kan det vara bra att utga fran en
modell fér hur man valjer andamalsenliga strategier, men en sddan modell utgér endast en liten del
av anvandningen av adaptiva och flexibla strategier. Utbver strategier som den som namndes ovan
anvander skickliga matematiker sig av otaliga olika strategier som i manga fall inte baserar sig pa
tillampning av tidigare kunskaper utan har skapats for en bestamd situation utifran en mer generell
forstaelse for talsystemets egenskaper. En viktig fardighet nar det galler flexibelt tankande &r
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ocksa formagan att snabbt utan narmare berakningar kunna granska huruvida
resultaten man fatt ar i ratt storleksklass.

Fran enskilda strategier till heltdckande flexibilitet i matematiskt tankande

En central pedagogisk utmaning ar saledes hur eleverna kan lara sig att se talsystemet som ett
natverk dar talen pa ett flertal olika satt och genom flera olika kopplingar hanger ihop med
varandra. Resultaten som fatts av olika undersokningar tyder pa att undervisningen om enskilda
strategier inte nddvandigtvis leder till att eleverna lar sig anvanda dessa strategier pa ett flexibelt
séatt. En forskningsgrupp vid Abo universitet, under ledning av E. Lehtinen, har i sin forskning
fokuserat pa vilken typ av kunskaper om tal i en ny uppgift gor det mojligt att identifiera de flexibla
I6sningar som uppgiften mojliggor. Den har typen av kunskap om talsystemet kallas for adaptiv
talkunskap. Man kan uppfatta till exempel talet 143 i en uppgift pa ett flertal olika satt: det ar nara
talet 144, som ar detsamma som 12 + 12, eller nara talet 140, som i sin tur ar detsamma som 2 « 70

eller 7 « 20 och sd vidare.

For utvecklingen av adaptiv talkunskap ar det enligt undersokningar nodvandigt att bade ha en god
begreppslig forstaelse och att problemfritt kunna utféra grundlaggande rakneoperationer. Det &r
emellertid inte tillréckligt. Forskare som har undersokt flexibla strategier har betonat att eleverna
bor fa mojlighet att utforska olika talkombinationer och skapa egna strategier — som hjalper dem att
l6sa uppgifter pa flera olika satt — for att de ska kunna utveckla adaptiv talkunskap, som i sin tur ar
en forutsattning for flexibel aritmetik. | klassrumssituationer kan utvecklingen av adaptiv talkunskap
framjas med hjalp av 6ppna uppgifter och matematikdiskussioner. Exempelvis kan eleverna
tillsammans fa jobba med uppgifter dar alla grundlaggande rakneoperationer (+, —, «, :) ar tillatna
men dar man endast far anvanda talen 6, 14, 2, 3 och 22. Eleverna har sedan i uppgift att
diskuterande, tillsammans fundera pa vilka aritmetiska uttryck som med de givna talen producerar
resultatet 24.

Till exempel:

24=22+2
24=6+14+2+2
24=2+14-6+2

24=2+22-14-6

| nybdrjarundervisningen kan man anvanda sig av mindre tal och i de hogre arskurserna i sin tur av
storre tal, parenteser och potenser.

En narmare beskrivning av flexibel och adaptiv talkunskap kan du lasa i var artikel: McMullen, J.
Brezovszky, B., Rodriguez-Afleht, G., Pongsakdi, N., Hannula-Sormunen, M. M., & Lehtinen,
E. (2016). Adaptive number knowledge: Exploring the foundations of adaptivity with whole-
number arithmetic. Learning and Individual Differences, 47, 172-181.

Adaptiv talkunskap om rationella tal

Adaptiv talkunskap ar viktigt inte bara for operationer med naturliga tal utan rentav annu viktigare
for operationer med rationella tal (brak-, decimal- och procenttal). Som professor Robert Siegler,
som ar expert pa utvecklingen av matematiskt tankande, har papekat har manniskor i allmanhet
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mycket svaga kunskaper om rationella tal, trots att formagan att flexibelt kunna
anvanda rationella tal behovs bade i vardagen och i arbetslivet. En nyligen publicerad studie har
visat att endast en liten del av 12—-13 ar gamla elever klarar av att anvanda sig av rationella tal
flexibelt i varierande situationer och vet hur man flexibelt vaxlar mellan olika framstallningssatt,
dvs. representationer, for rationella tal (braktal-decimaltal och olika grafiska representationer). En
god begreppslig forstaelse och goda procedurala fardigheter ar nédvandiga for utvecklingen av
adaptiv talkunskap ocksa nar det galler rationella tal. Det behdvs emellertid mer &n sa. Det ar
ocksa nodvandigt med andamalsenliga 6vningar, dar rationella tal anvands flexibelt i varierande
sammanhang (McMullen, Hannula-Sormunen, Lehtinen & Siegler, skickats till granskning).

Flexibla aritmetiska fardigheter ger en fingervisning om larandet i matematik
senare i livet

| matematikundervisningen &r det bra att komma ihag att elevernas adaptiva talkunskap ger, enligt
undersokningar, en fingervisning om hur val eleverna senare lar sig algebra. Det beror i sin tur pa
att adaptiv talkunskap leder till skapandet av ett komplext system av kopplingar mellan tal.
Traditionell aritmetikundervisning leder ofta till mekaniska, linjara kunskaper om aritmetik. Det
betyder att eleverna lar sig utantill exempelvis 7 + 8 = 15 men ser inte helheten som en
representation for forhallandena mellan talen 7, 8 och 15. Med andra ord innehaller uttrycket ovan
ocksa information om att 15 -7 =8 och att7=15—-8elleratt2+7 + 2+ 8 = 2 - 15. Overgangen
fran en sadan systemisk forstaelse av aritmetik till algebra ar betydligt enklare en fran en mekanisk
och linjar aritmetik.

Kopplingen mellan flexibel och adaptiv talkunskap och larandet i algebra diskuteras narmare i var
artikel: McMullen, J., Brezovszky, B.. Hannula-Sormunen, M. M., Veermans, K., Rodriguez-
Aflecht, G., Pongsakdi, N., & Lehtinen, E. (2017). Adaptive number knowledge and its
relation to arithmetic and pre-algebra knowledge. Learning and Instruction, 49, 178-187.

Spel som inlarningsmiljoer for flexibel matematik

Som det konstaterades pa foregdende sida kan eleverna i klassrumssituationer 6va upp sin
adaptiva talkunskap — som anvandningen av flexibla strategier bygger p& — med hjalp av 6ppna
uppgifter och matematikdiskussioner. D& kan mangden 6vning emellertid forbli ratt liten, vilket inte
nodvandigtvis ar tillrackligt for utvecklandet av ett rikt natverk av tal och operationer. En I6sning pa
problemet ar spelifierade inlaringsmiljoer. For det har andamalet har vi i forskningsgruppen for
larandet i matematik vid Abo universitet utvecklat spelet Number Navigation Game (NNG) kring
naturliga tal. For rationella tal ar spelet NanoRoboMath under utveckling. BAda spelen kommer att
_, vara tillgangliga for larare som deltar i kommande Flexma-kurser pa sex studiepoang. NNG-spelet
: har testats grundligt. Spelet har visat sig vara till stor nytta i utvecklingen av adaptiv talkunskap och
starkandet av grundlaggande aritmetikkunskaper. Dessutom verkar spelet framja &ven
utvecklingen av tidiga algebraiska fardigheter. Blev du intresserad kan du lasa mer om forskningen
bakom iakttagelserna i artikeln Brezovszky, B., McMullen, J., Veermans, K., Hannula-
Sormunen, M.M., Rodriguez-Aflecht, G, Pongsakdi, N., Laakkonen, E. & Lehtinen, E. (2019).
Effects of a mathematics game-based learning environment on primary school students’
adaptive number knowledge. Computer & Education, 128, 63-74.
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| videon forklarar Erno Lehtinen vad spelet gar ut pa.

NanoRoboMath-spelet har kommit till pilotfasen, och nasta version av spelet kommer att vara
tillganglig pa kommande Flexma-kurser pa sex studiepoang. Spelaren har i uppgift att styra
rakneoperationerna i spelet med hjalp av en nanorobot. Roboten hjalper spelaren att skota olika
raddnings- och skotseluppdrag i exempelvis olika vattenlevande organismer. | rdkneoperationerna
anvands brak-, decimal- och procenttal, och robotens rorelser visas pa en skalbar tallinje (en
konkret representation av tatheten i mangden som rationella tal bildar). Spelaren ska exempelvis
fora roboten till en exakt punkt i en cell, applicera ett bekdmpningsmedel s snabbt som mgjligt i
narheten av en farlig mikrob eller applicera ett lakemedel sa nara en cellyta som mojligt med hjalp
av roboten utan att rora sjalva cellvaggen.

Aloita slusta

REFLEKTIONSUPPGIFT: Hur kunde den har typen av spelifierade miljoer pa
basta sattet anvandas i matematikundervisningen? Reflektera 6ver fragan for dig
Q sjalv eller i man av mojlighet tillsammans med en eller flera kollegor.
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jamforelseuppgifter

Jamforelseuppagifter ar ett valbeprovat redskap for utvecklandet av flexibilitet. Nedan ser du ett
exempel pa en jamforelseuppgift om flexibilitet i anvandningen av olika representationer. Du far
fram exemplet genom att klicka pa lanken nedan.

Exempeluppagift: Avstandet mellan punkter

| videon intill ger Dimitri Tuomela en kort presentation av hur man med hjalp av jamforelseuppgifter
kan andra pa ungdomars uppfattningar om matematik och skapa goda ramar for utvecklingen av
flexibelt tAnkande.

Som extramaterial far du garna lasa en nyligen publicerad artikel av Riikka Palkki (pa finska) om
vilka forhandsuppfattningar larare och lararstuderande har om anvandningen av
jamforelseuppgifter.

| det finska fortbildningsprogrammet Joma ingar det ocksa malgruppsspecifika kurser for
arskurserna 7-9 och gymnasiet. Om du vill kan du ta en titt pa vilken typ av flexibilitetsuppgifter
och pedagogiska anvisningar som anvands pa de kurserna via lankarna nedan (pa finska):

Arskurserna 7-9

Gymnasiet
REFLEKTIONSUPPGIFT: Vilka férdelar och utmaningar ser du i anvandningen av
jamforelseuppgifter?
Q
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Utvecklande av flexibilitet med hjalp av
argumenterande diskussioner

Det ar mojligt att fa eleverna att utveckla flexibiliteten i sitt tankande genom att diskutera olika
I6sningsforslag som eleverna sjalva har kommit pa. En viktig del av flexibelt tankande &r férmagan
att diskutera tankesatt som avviker fran ens eget och att forklara sina egna tankar for andra. Detta
innebar argumenterande diskussioner, dar eleverna diskuterar matematik.

| videon intill ger Markus en kort presentation av med hurdana lektionsstrukturer och uppgiftstyper
man kan framja argumenterande diskussioner. Lektionsstrukturerna och uppgiftstyperna har
testats i skolundervisningen.

Tunnin rakenne

* Alustus / Ryhmityd / Loppukeskustelu
* Aanestysmahdollisuus: Socrative, nelk aa, argumentaatiojana,
lapuille kirjoittaminen
* Voidaan toistaa monta kertaa
* Alustus / Ryhmatyd / Kaksi
* Yhdistyneilla ryhmilla voi olla
* Voi valmistaa loppukeskustelu
 Alustus / Ryhmityd / Julistena!
* Julistendyttely voi innostaa ja valmi ukeskusteluun
* Kotiryhmat / Jakoryhmat
* Kotiryhmilld eri tehtdvit, jakoryhmissd sekoitetaan
ta, lisda kesk lua ja 1l ryhmissa, syd

Loppukeskustelu

. 1
loppukeskustelua

Lat oss harnast ta en narmare titt pa en lektionsplan med argumenterande diskussioner.
Figurserieuppgiften anvands ofta pa alla utbildningsstadier fran smabarnspedagogiken till
gymnasiet. Forst kan exempelvis komma underfund med regeln i figurserien och rita foljande figur i
serien. Till sist kommer man sa langt att man kan formulera ett uttryck med vilket man kan berakna
antalet "delar” i figurserien.

Las lektionsplanen via den har lanken och gér sedan uppgifterna nedan.

UPPGIFT 1

Formulera ett sétt att berakna antalet delar i den 100:de figuren i serien. Kan du
komma pa ett annat satt? Om du vill kan du fundera pa uppgiften tillsammans med
nagon annan eller kanske till och med presentera uppgiften for din egen undervisningsgrupp.

UPPGIFT 2

Undersok narmare dina, andras och eventuellt dina elevers l6sningsforslag i
uppgift 1 och reflektera 6ver fragorna nedan.

a. Vilken nytta har man med tanke pa undervisningen av att ha manga olika alternativa satt
l6sa uppgiften pa?

b. P& vilket satt vaxlar man mellan olika representationer i de olika l6sningsférslagen, och
vilken nytta har man av det med tanke pa larandet?

50


https://seafile.utu.fi/f/30ae0f95d0ba4b9288d3/
https://echo360.org.uk/media/7a969f88-7fb1-4b2b-9855-b1eb3d8d4443/public?startTimeMillis=0

I%XMQ

Nar du har gjort uppgifterna far du titta pa videon nedan, dar Markus reflekterar
over anvandningen av olika representationer i uppgiften.

4.2 Vikten av ovning i utvecklingen av flexibelt
matematiskt tankande

Pa de 6vriga Flexma-kurserna som riktar sig till specifika utbildningsstadier presenteras och testas
olika uppgiftstyper och verksamhetsmodeller. Syftet med dem &r att antingen starka elevernas
flexibla matematiska tankande eller att utveckla deras formaga att forsta begrepp och att
problemfritt utféra olika operationer, vilket i sin tur mojliggor tillampningen av flexibel matematik. Ar
det nédvandigt med Gvningar nar eleverna lar sig om flexibel matematik? Hur stort ar i sa fall
ovningsbehovet och hurdana 6vningar ar det fraga om? En matematikundervisning eller
matematikstudier som fokuserar pa betydelsen av begreppslig forstdelse har ibland ansetts
innebara att det inte langre ar nédvandigt att Ova, utan eleverna lar sig matematik i och med att de
forstar matematiska begrepp och idéer. Det ar ytterst viktigt att forsta begrepp, och det ar ocksa
bra om alla tillsammans har méjlighet att "upptacka” matematiska lagbundenheter, men det gar
inte att lara sig matematik utan en stor mangd 6vning. Det har ocksa visat sig vara problematiskt
att gora en stark skillnad mellan begreppslig forstaelse och procedurella fardigheter. Professor Jon
Star, som har fungerat som sakkunnig inom projektet Flexibel matematik, har i sina
undersokningar kunnat visa att starkt procedurellt kunnande forutsatter &ven goda begreppsliga
kunskaper.

Vara egna undersokningar kring flexibelt matematiskt tankande — bade nar det galler aritmetiken
med naturliga tal och rationella tal — har visat att god begreppslig forstaelse och procedurella
fardigheter ar forvisso ndédvandiga men inte tillrackliga forutsattningar for utvecklingen av starka
matematikkunskaper. Figuren nedan ger en forenklad illustration av resultaten av var nyligen
slutférda studie om larandet av rationella tal. | studien undersokte vi kunskaperna om brak- och
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decimaltal hos 400 kring 13 ar gamla elever med hjalp av flera olika typer av
tester. Testerna i studien innehdll uppgifter som forutsatte begreppslig forstaelse och aritmetiska
rakneoperationer med brak- och decimaltal samt uppgifter som var utvecklade for att mata flexibla
och adaptiva kunskaper om rationella tal. Med hjalp av en statistik analys upptacktes det fyra olika
profiler bland elevernas resultat: (1) En fjardedel av eleverna ingick i gruppen dar prestationsnivan
var jamnsvag inom alla de undersokta delomradena. (2) En knapp tredjedel av eleverna hade en
svag begreppslig forstaelse. De presterade ocksa svagt nar deras flexibla och adaptiva kunskaper
testades. Daremot klarade de problemfritt av att utféra standardméassiga aritmetiska procedurer
med rationella tal. (3) Storsta gruppen (en dryg tredjedel av eleverna) hade en god begreppslig
forstaelse och goda procedurella fardigheter men presterade endast genomsnittligt nar deras
flexibla och adaptiva kunskaper testades. (4) Endast tio procent av eleverna ingick i gruppen som i
praktiken presterade pa en lika hog niva — nar det géallde begreppslig forstaelse och procedurella
fardigheter — som eleverna med profil 3 men daremot pa en avsevart hogre niva nar deras flexibla
och adaptiva kunskaper testades.

A
’ N
’ N
. - -/ . | h — —
Begreppslig Procedurellt Flexibel och
kunskap kunnande adaptiv kunskap

Mycket likartade har resultaten varit Aven nar det géller naturliga tal. Aven d& ar begreppsliga och
procedurella kunskaper viktiga men inte tillréckliga forutsattningar for utvecklingen av flexibla
fardigheter. Den goda begreppsliga forstadelsen och de utmarkta procedurella fardigheterna hos
eleverna med profil 3 i figuren ovan har sékert kravt en hel del 6vning. Vad ar det da som skiljer
eleverna med profil 4 frin de andra? Ar det fraga om medfédda skillnader i begavning, eller har
dessa elever gvat &nnu mer?

Man kan stka svar pa fragan i en modern expertisundersokning, dar forskarna forsokt ta reda pa
olika faktorer som ger upphov till kunskaper pa hdg niva. Traditionellt har den typen av kunskaper
forklarats pa tva satt: A ena sidan &r det en vanlig férestélining att expertis p& hdg niva forutsatter
en sarskild medfédd begvning. A andra sidan har mangsidiga erfarenheter ansetts skapa
forutsattningar for expertis pa hog niva. Resultaten av expertisundersokningen har utmanat bada
synsétten. Anders Ericsson, som varit en ledande forskare nar det galler talang och prestation,
sammanfattar resultaten av de senaste artiondenas expertisforskning i sin popularvetenskapliga
bok Peak — secrets from the new science of expertise, som gavs ut 2016. Youtube-videon nedan
ger en underhadllande sammanfattning av innehallet i boken.
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Den vetenskapliga expertisforskningen har visat att det inte finns nagra genvagar till kunnande pa
hog niva, utan det forutsatter alltid en stor mangd 6vning. Det har galler aven de sa kallade
barngenierna. Den talang fér pianospel och komponering som exempelvis Mozart visade redan
som barn hade forutsatt intensiva évningar under ledning av hans komponistpappa.
Undersokningar har visat att individuella skillnader i begavning spelar en viss roll nar man borjar
6va upp en ny fardighet, men senare skillnader i fardighetsnivan forklaras huvudsakligen av
ovningsméangden och -kvaliteten.

En annan viktig tes i videon &r att en prestation pa hég niva inte har att géra med utvecklandet av
en stark fardighet i sig. Istallet forutsatter en bestdende utveckling som standigt ger upphov till
prestationer pa hdg niva att det skapas valstrukturerade och organiserade mentala modeller. Foér
matematikens del innebar det att det inte ar tillrackligt att eleverna direkt efter lektionen lar sig
upprepa en viss operation, utan de behdver utveckla en valstrukturerad kunskapsram eller en
mental modell av laroinnehallet.

En tredje viktig tes i videon ar att okande erfarenhet eller vningsmangd inte som sadana kan
forklara nagons fardighetsniva. Lang rutinmassig erfarenhet kan till och med leda till en sjunkande
kunskapsniva, vilket verkar vara fallet i hogutbildade yrkesgrupper (sasom lakare). Det avgorande
ar ovningskvaliteten och hanteringen av den 6kande erfarenheten. Det som kannetecknar
erfarenheter och 6vningar som leder till en hog fardighetsniva och som kallas malinriktad 6vning
(deliberate practice) ar (1) malmedvetenhet, (2) intensiv koncentration, (3) feedback, (4) stravan
efter att dverskrida granserna for den nuvarande fardighetsnivan (och ga utanfor sin
"bekvamlighetszon”) och (5) sakkunnig handledning.
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Kannetecken for malinriktad 6vning

| ett flertal branscher, sasom inom musiken och idrotten, och i manga yrken har man kunnat visa
hur prestationer pa hog niva forutsatter malinriktade 6vningar. Kan man utga frdn samma tankesatt
for att beskriva larandet i skolan — och speciellt néar det géller barns och ungdomars larande i
matematik? | videon nedan ger Erno en introduktion till idén om malinriktad 6vning.

Antalet sarskilda matematikstunder i smabarnspedagogiken eller matematiklektioner i skolan ar
endast en liten del ett barns eller en ungdoms liv. Ovningsmangden ar dessutom mycket mindre an
den tid som de barn och unga som intensivt utvecklar sina fardigheter i musik eller idrott lagger ner
pa att 6va. Dessutom ar det bara en del av en lektion som &gnas at évningar. | nasta video
diskuterar Minna och Erno om hur det tidiga larandet i matematik kan ha liknande kdnnetecken
som malinriktade 6vningar utan att mangden formell undervisning uttkas fran den nuvarande
nivan.

Barnens benadgenhet att [agga marke till antal i situationer dar ingen uppmuntrar dem att géra det
verkar erbjuda ypperliga tillfallen for funderingar och lekar kring antal och antalsférandringar. De
kan kallas for sjalvstyrda 6vningar, och nar de ar som béast har de manga kannetecken som ar
typiska for malinriktad 6vning. Det har gor emellertid inte undervisningen onddig.
Smabarnspedagoger och larare har i uppgift att framja utvecklingen av en fordjupad begreppslig
forstaelse aven hos de elever som har en stark benagenhet att lagga marke till antal.

Betydelsen av benagenheten att spontant lagga marke till bland annat antal ar redan ratt valkand.
Olika nyligen publicerade forskningsresultat tyder emellertid pa att barnens och de ungas
sjalvstyrda 6vningar inte bara galler antalsobservationer utan ser ut att fortsatta aven senare i
samband med matematiskt mer komplicerade fenomen. | ndsta video diskuterar Erno och Minna
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nya forskningsresultat som galler bendgenheten att spontant lagga marke till
hur olika antal forhaller sig till varandra.

| studier om benagenheten att spontant lagga marke till olika fenomen har man undersokt olika
situationer dar barn och unga lagger marke till matematiskt intressanta fenomen som inte har
beskrivits som matematiska. Bade lararledd och sjalvstyrd 6vning kan emellertid uppsta aven i
samband med matematikuppgifter. Matematikuppgifter kan goras relativt mekaniskt utifran en
modell som presenterats i undervisningen. Det ar dock ocksd mdjligt att vagleda eleverna att se pa
uppgifterna pa ett sddant satt att de ger upphov till mer generella matematiska resonemang, till
exempel kring matematiskt viktiga strukturer eller alternativa losningsstrategier. Det &r ocksa
mojligt att betrakta nya laroinnehall ur ett problemorienterat perspektiv, sa att det kan uppsta
malinriktade matematiska resonemang utan en koppling till det som eleverna tidigare har lart sig.
Med andra ord ar det friga om att skapa situationer dar det uppstar ett tydligt behov av nya
matematiska begrepp (exempelvis situationer dar ett stérre tal subtraheras fran ett mindre:
negativa tal, dar man behover hitta en rat vinkel endast med hjalp av ett langdmatt: Pythagoras
sats, eller dar man behover undersoka likformigt accelererande rorelse: derivata och integral).

Du kan lasa mer om betydelsen av malinriktad 6vning foér larandet i matematik i den har
artikeln: Lehtinen, E., Hannula-Sormunen, M., McMullen, J. & Gruber, H. (2017): Cultivating
mathematical skills: From drill-and-practice to deliberate practice. ZDM — Mathematics
Education, 49(4), 625—636.

REFLEKTIONSUPPGIFT: Nagra av de tidigare temahelheterna pa kursen har
fokuserat p& hur man for eleverna kan visa matematikens betydelse i olika yrken
och situationer i samhallet. Fundera nu 6ver hur man kan fa eleverna att intensivt

Q, grubbla 6ver matematiska fragor i klassrummet och att fortsatta tillampa det
tdnkesattet &ven utanfér matematiklektionerna.
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4.3 Vardagsproblem och textuppgifter i
matematikundervisningen

Kopplingen mellan matematiska procedurer och vardagsproblem har traditionellt synliggjorts med
hjalp av textuppgifter. Till exempel i larobockerna for folkskolan i borjan av 1900-talet gar det att
hitta matematikuppgifter som har en tydlig koppling till betydelsefulla och viktiga
lantbruksrelaterade fragor. Den har typen av kopplingar till vardagsfragor har emellertid blivit
svagare med tiden, och textuppgifter anvands mer och mer till att 6va grundlaggande
rakneoperationer utan nagon koppling till betydelsefull, praktisk problemlésning. | var
undersokning, dar vi gjorde en internationell jamforelse av textuppgifter i matematiklarobdcker,
hittade vi ett extremt exempel i en finsk larobok pa hur man har Iatit textuppgifter bli bara ett av
manga verktyg for mekaniska évningar. | en del bokserier kunde alla textuppgifter pa ett uppslag
I6sas med hjalp av samma artimetiska operationer. Med andra ord kunde alla andra uppgifter l6sas
genom att plocka ut talen ur uppgiftsbeskrivningen och upprepa samma aritmetiska operation som
anvandes i forsta uppgiften.

Om larobdcker utformas pa samma satt som de finska larobocker som beskrevs ovan blir
elevernas ytliga uppfattning om textuppgifter, som larobdckerna skapar, bara starkare.
Uppfattningen praglas av att eleverna sa snabbt som mojligt férsoker borja tillampa matematiska
operationer pa nagra ytliga element som de hittar i uppgifterna. Fenomenet ar mycket vanligt hos
inte bara finlandska utan speciellt hos andra vasterlandska elever. Det har ser ni ett roligt exempel
pa i videon nedan.

MindYourDecisions

The REAL Answer To The Viral Chinese Math Problem

Ett annat typexempel pa textuppgifter, dar eleverna uppvisar en ratt ytlig anvandning

av losningsstrategier, ar uppgifter som utéver det matematiska innehallet ocksa forutsatter en viss
typ av kunskap om varlden for att man ska kunna ge ett korrekt svar. "Alla skolans 220 elever aker
péa en klassutflykt med charterbussar. | varje buss finns det plats for 40 elever. Hur manga bussar
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behover rektorn bestélla fran bussforetaget?" Ett mycket vanligt svar pa
uppgiften ar 5 ¥ bussar. Ibland ger elever ocksa svaret "5, 20 blir 6ver". | uppgiften om kaptenens
alder ar problemet for manga elever att de inte uppriktigt forsoker forsta den beskrivna uppgiften
utan borjar tillampa matematiska operationer utan nagon faktisk forstaelse. | bussexemplet ges
svaret i sin tur direkt med hjalp av en aritmetisk operation utan att uppgiftskontexten beaktas.

| foljande video diskuterar Anu, Teija och Erno betydelsen av textuppgifter och vardagsproblem i
matematikundervisningen.

Av videorna framgar det tydligt att flexibelt matematiskt tinkande kan framjas med hjalp av
uppgifter som forutsatter att man forst skapar en sa kallad situationell modell. Forst darefter ar det
mdjligt att reflektera dver vilka matematiska operationer problemet i situationen kan l6dsas med.
Teija har sammanstallt ett materialpaket (pa finska) for anvandningen av textuppgifter i
undervisningen. Materialet innehaller bade modelluppgifter och exempel pa hur problemlésningen
kan framjas i klassrumsarbetet. | paketet finns ocksa tips for hur larare sjalva kan berika
laroboksuppgifter och géra dem intressantare sa att de battre framjar barnens formaga till flexibel
problemlésning.

REFLEKTIONSUPPGIFT: Hur kan textuppgifter goras intressantare och hur kan
eleverna stddjas nar de ska I6sa mer komplicerade uppgifter?

Q

| hur stor utstrackning férutsatter studentprovet i matematik flexibelt
tankande?

Nedan ser du exempel pa hur studentprovet i matematik forutsatter flexibelt tankande. Du kommer
at uppgifterna genom att klicka pa lanken nedan.

Matematikuppgifter som forutsatter flexibelt tdnkande

Vad tycker gymnasieeleverna?

| dokumentet som 0ppnas via den har lanken har vi samlat nagra examinanders kommentarer
pa uppgifter som kraver flexibelt tankande och tillampning av kunskaper. Kommentarerna utgor
inte ndédvandigtvis nagot representativt sampel, men de visar att ungdomarna har en annan
uppfattning om matematikens natur an de som utarbetar studentexamensproven.
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REFLEKTIONSUPPGIFT: Hur kan man forbereda ungdomar

infor ett prov som méter deras formaga att flexibelt kunna tillampa, modellera och
anpassa sig till olika, nya situationer? Reflektera 6ver fragan for dig sjalv eller i
@ manav mojlighet tillsammans med en eller flera kollegor.

REFLEKTIONSUPPGIFT: Nu har du kommit till slutet av kursen Mot flexibelt
matematiskt tinkande. Fantastiskt! Stanna upp har &nnu en gang och reflektera
éver innehallet i kursen. Vilka tankar har kursen vackt hos dig? Fick du nya idéer

Q,, for ditt arbete? Ar det ndgot innehallsrelaterat som du har fortsatt att fundera pa?
Skulle du ha velat veta mer om ett visst tema eller finns det nagot som du tycker
borde ha tagits upp pa kursen?

Du far garna ocksa skriva ner och strukturera dina intryck sa har avslutningsvis.

5 Kursavslutning

Grattis! Nu har du kommit i mal med kursen. Den héar kursen var avsedd att ge en introduktion till
flexibelt matematiskt tinkande, forklara vad som menas med begreppet och visa hur flexibelt
matematiskt tankande kommer till uttryck hos barn och unga i olika aldrar. Utdver Pikkumatikka-
kursen erbjuds det inom Flexma-fortbildningsprogrammet en kurs som riktar sig till alla som jobbar
inom smabarnspedagogik och som handlar om identifiering av stédbehov hos 3-5-aringar. Mer
information om andra kurser och om hela fortbildningsprogrammet hittar du pa

adressen flexibility.fi/sv.

58


https://www.flexibility.fi/sv

	1. Välkommen på kursen!
	Varför behövs det ett fortbildningsprogram om flexibel matematik?
	Mångsidigt kursteam
	Internationell expertförstärkning

	2 Flexibelt matematiskt tänkande
	2.1 Flexibelt matematiskt tänkande
	Vad avses med flexibelt matematiskt tänkande och varför är det ett viktigt lärandemål i skolmatematiken?
	Flexibla strategier i aritmetik
	Flexibla strategier i algebra
	Diskussion kring betydelsen av flexibelt matematiskt tänkande i skolundervisningen
	Argument – motargument 1
	Argument – motargument 2
	Argument – motargument 3
	Argument – motargument 4


	2.2 Utveckling av matematiskt tänkande
	Inledning
	Vad kan en tidig numerisk kompetens säga om en elevs förmåga att lära sig matematik senare i livet?
	På med matematikglasögon – redan i tidig barndom!
	Biologiskt fundament till matematiskt tänkande
	Betydelsen av barnens egen aktivitet och interaktion för deras tidiga utveckling
	Åtta myter om matematiska färdigheter hos småbarn

	Vi slår hål på myter om småbarnsmatematik
	Myt 1: ”För små barn är det viktigare att utveckla sina språkliga färdigheter än att öva matematiska färdigheter.”
	Myt 2: ”Småbarnsmatematiken går huvudsakligen ut på att lära sig siffror och former.”
	Myt 3: "Det är enkelt att undervisa småbarn i matematik, eftersom det handlar om den mest grundläggande matematiken.”

	Talbegreppet och den grundläggande aritmetiken i årskurserna 1–6
	Utvecklingen av matematiskt tänkande på högre skolstadier
	Variabel- och funktionsbegreppet
	Matematikens tre världar

	Uppgifter
	Videorespons
	Kärnbegrepp kring utvecklingen av matematiskt tänkande
	Felaktiga uppfattningar om tidiga matematikfärdigheter
	Grönsakstorget
	Elevdiskussion kring variabelbegreppet


	3 Vad behövs matematiken till?
	3.1 Vad behövs matematiken till?
	Olika sätt att svara på elevernas frågor om var matematik kan behövas
	Framtida behov av matematiskt kunnande
	Matematiken hjälper oss att förstå världen
	Framtidskompetenser i matematikundervisning


	3.2 Hur öka motivationen?
	Att stärka elevernas motivation är en viktig del av flexibel matematik
	Vad är det som gör matematiken intressant?

	Vad tycker man ute på fältet?
	Sammandrag av frågor kring hur man kan väcka elevernas intresse för matematik

	Tron på egna färdigheter stärker även intresset
	Allmän uppfattning: Den här typen av undervisning lämpar sig för de bästa eleverna. Är den alltså inte för krävande för de svagare eleverna?
	Uppgift


	4 Hur stöder man flexibelt matematiskt tänkande i praktiken?
	4.1 Att stärka flexibelt matematiskt tänkande
	Främjande av flexibilitet i praktiken och olika representationer
	Adaptiv och flexibel talkunskap ger strategisk flexibilitet
	Från enskilda strategier till heltäckande flexibilitet i matematiskt tänkande
	Adaptiv talkunskap om rationella tal
	Flexibla aritmetiska färdigheter ger en fingervisning om lärandet i matematik senare i livet

	Spel som inlärningsmiljöer för flexibel matematik
	Utvecklande av flexibilitet med hjälp av jämförelseuppgifter
	Utvecklande av flexibilitet med hjälp av argumenterande diskussioner

	4.2 Vikten av övning i utvecklingen av flexibelt matematiskt tänkande
	Kännetecken för målinriktad övning

	4.3 Vardagsproblem och textuppgifter i matematikundervisningen
	I hur stor utsträckning förutsätter studentprovet i matematik flexibelt tänkande?

	5 Kursavslutning

