1. Polynomien summa ja erotus

Laske seuraavat yhteen- ja vihennyslaskut.

1.1 (3x% + 5x — 2) + (2x2 — 4x + 6)
1.2 (4x3 — x2 +7) — (3x3 + 5x — 2)
1.3 (5x% — 3x + 8) + (6x2 + 4x — 9)
14 (x* — 2x3 + x) — (x* — x% + 4x)

15Bx2 +2x + 1) + (4x — 7)

2. Polynomin tulo
Kerro seuraavat polynomit keskendan.

21(x + 3)(x — 4)

22(2x — 1)(x®> + 3x — 5)
23(x — 52 +2x + 1)
24 (x% + 3x + 2)(x — 6)

2503x — 2)(x + 4)

3. Muistikaavat

Sievenna muistikaavojen avulla.

3.1 (x + 3)?
3.2 (x — 5)?
33 (2x + 4)2
34 (x—7)?

35 (3x + 1)2
3.6 (x — 8)2

3.7 (5x + 2)?
3.8 (3x — 1)2

3.9 (x - %)2
3.10 (2x + i)z

3.11 (3x - %)2

312 (x + 3)(x — 3)
313 (2x + 5)(2x — 5)
314 (x + 6)(x — 6)
315(x + 9)(x — 9)
3.16 (4x — 1)(4x + 1)
3.17 (3x + 7)(3x — 7)

3.18 (x + %) (x - %)
319(2x +3) (2x -3)

3.20(3x - g) (3x + g)

4 Tekijoihin jakaminen

Jaa tekijoihin eli kirjoita tulomuodossa.

41 x% —5x

4.2 x3 —5x
43x%2-9

4.4 x? — 25

4.5 x3 — 25x
4.6 x3 4+ 25x
4.7 x> —6x+9

48 x?%—10x + 25

4.9 x2 + 20x + 100
410 2% +x +

411 x% +2x —x -2
412x3 +4x+x%+4
413x3 —-9x +x%-9
414 x3 —25x + x2 - 25

415 x3 —100x — x% + 100

4. Toisen asteen yhtalot

Ratkaise seuraavat yhtalot.
41x* = 5x +6 =0

42 x% + 4x — 12

I
o

432x2 - 3x +1=0
44x%2 -9 =0

45x> +7x = 0
46x%2 —16 =0
47x*> —4x +4 =0
48x% —-3x=10
49x%2—-3x =4
410 x% = 9x
411 x? = —6x

4122x%+x—-1=0



4133x%2+8x =3
4145x% —4x—1=0
415x%2—-10=0
416x*+10=0
4172x2-10=0
418x%*+6x+5=0
419x%+5x+6=0

420 —x% = —x

5. Diskriminantti

Maarita yhtalon juurten lukumadaara.
51x2 —4x +1 =0

52x% 4+ 2x + 3 =0

533x2 = 5x +2 =0

54x2 —6x+9 =0
552x2 + x — 4 =0
56x2 —x —12 =0
57x*—4x=5

58x2+2x=7
59x2+4+2x+7=0

510x2—4=0

6. Nollakohdat ja tekijat

Etsi polynomien nollakohdat ja jaa tekijoihin.

61x%2 —5x + 6
6.2x% 4+ 3x — 4
6.3x%2 — 4

6.4x% 4+ 6x + 9
6.52x%2 — 8x + 6
6.6x%2 —9
6.7x%*+x—2
6.8x%+x—12
6.9 x3 — 9x2

6.10 x3 — 9x

7. Polynomiepayhtalot

Ratkaise seuraavat polynomiepayhtalot.

71x% —4x + 3 >0
72x*—=5x + 6< 0
733x2 +2x —1 >0
744x*—9>0
75x% + 6x + 8 < 0
762x%2 —4x + 1< 0
7.7x* — 7x + 10 > 0
78x% + 4x — 20 = 0
7.92x% — 10x + 12 > 0

710 (x + 3)2>0

711 (x + 5)(x — 5) <0
7.12x% — 12x + 36 = 0
7.133x? + 6x — 18 <0
714x%>—-2x —8< 0
715x%+ 4x — 20> 0
7.162x% — 10x + 12 > 0
717 (x + 3)2<0
718 (x + 6)(x — 7) >0
7.19x% — 12x + 36> 0
7.203x% + 6x — 18 < 0
7214x%> —2x — 8> 0
722x%+ 4x — 20< 0
7.232x%-10x+12>0
724 (x + 3)2°<0
725(x + 5)(x — 5) >0
7.26x%>— 12x + 36< 0
7273x* + 6x — 18 < 0
728x%2—2x —8> 0
729x% + 8x + 16 < 0

730 (x + 2)2<0



Juurifunktiot 30. Ratkaise yhtilove —x = x

Tehtavissa 16 - 25 maarita annetun funktion

MAA2 - loppuosan lisatehtavat 31. Ratkaise yhtilé: 1 — V4 —x = —5.

madrittelyjoukko
Korkeamman asteen epayhtalot 16. f(x) = V3% — 2 32. Ratkaise yhtilo: vV2x + 5 = —x + 5.
1. Ratkaise epayhtild: x3 + 2x > x?2
2. Ratkaise epayhtild: x* < —8x 17. f(x) = ¥Y3x =5 (kolmas juuri) 33. Ratkaise yhtalo: v2x + 3 = x + 1.
3. Ratkaise epdyhtilo: x> — 3x* < 0 18. f(x) = V=2x+7 34. Ratkaise yhtalovx? —2x —24+1=10
4. Ratkaise epayhtalo: ) .
6x® _ axPa 4 < 4 19. f(x) = V6 — 2x (neljis juuri) 35. Ratkaise yhtilé: Vx + 6 + Vx = 2.
x> — 3x <
5. Ratkaise epayhtilo: 20. f(x) = Vx2—x—6 (kolmas juuri)
2x —x2+4 <1
21. f(x) = V4 —x? Rati lifunktiot
6. Ratkaise epayhtald: x°> + 4x3 > x* ationaafitunictio
7. Ratkaise epayhtils: x6 > 9x* 22. f(x) = 1—Vd—x Tehtéivissd 36 - 39 maarita annetun funktion
' ' maarittelyjoukko
8. Ratkaise epayhtild: x3 + x2 — 6x > 0 23. f(x) = VX212 s 1
9. Ratkaise epayhtilo: x3 — 5x2 > 0 36.f(x) = %
24, = V2x+6—+vV4—
10. Milla muuttujan x arvoilla funktion f@) = Vax VA-x
37 _ 4x+3
f(x) = x3 4+ 7x? — 8x arvot ovat 25. f(x) = Vx3 — x S ==
negatiivisia? 2
38 f(x) _X +6x+5
11. Ratkaise epayhtilé: 8x3 — 2x2? > x ' (6—x)2
12. Ratkaise epayhtilo: x* + 2x3 > —x? R
pay Juuriyhtalot 39, f(x) = X242 x8
13. Ratkaise epayhtilo: ' T ox+2 x4

26. Ratkaise yhtalov2x — 4 = 3
—x3+3x2+4x—12>0

14. Milla muuttujan x arvoilla funktion 27. Ratkaise yhtdlo

f(x) = —3x* + 12x2 arvot ovat ¥x =1 = —2 (kolmas juuri)
negatiivisia?

28. Ratkaise yhtalo v12x —x?2 =6
15. Ratkaise epayhtilo:

2%3 + 6x2 < 2x + 6 29. Ratkaise yhtalo

Vx3 —4x + 9 = 2 (kolmas juuri)



Tehtavissa 40 - 50 sievennd annettu lauseke

x2-3x

40. Sievenna lauseke: .
x—3

10x2+25x
5x

41. Sievenna lauseke:

X

42. Sievenna lauseke:
3x2—x

x+5
x2-25"

43. Sievenna lauseke:

2x+8
3x+12°

44, Sievenna lauseke:

x3+8x%+16x

45, Sievenna lauseke >
X“+4x

x2-9

46. Sievenna lauseke ——
x2—6x+9

6—2x

47. Sievenna lauseke

x%2-3x+2
x—1

48. Sievenna lauseke:

2—X

49, Sievenna lauseke s
—2x4—=2x+12

a+1

50. Sievenna lauseke—2
a3+2a?2-a-2

Rationaaliyhtalot

51. Ratkaise yhtalo:

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

Ratkaise yhtalo:

Ratkaise yhtalo

Ratkaise yhtalo

Ratkaise yhtalo:

Ratkaise yhtalo:

Ratkaise yhtalo:

Ratkaise yhtalo:

Ratkaise yhtalo:

Ratkaise yhtalo:




MAAGS Lisatehtavat

Yksikonmuunnokset

1. Muunna pyydettyyn yksikkodn.

3,4cm= dm
356 mm = mm
27 dm = mm
34 km = m
3,7cm?= mm?
250 mm? = dm?
1800 m? = km?
140 cm?= mm?
150 ha = km?
18 mm?3= cm?
1800 cm?d = L
12m3= L
2,5dl= cm?®

Tarkista nama tehtavat TI-Nspiren
yksikonmuunnostoiminnon avulla.

Tasogeometrian peruskasitteita

2. Maarita kuvassa olevien kulmien
a=40, B=130 jay=140 suuruudet.

3. Ratkaise x. x=-5tai x=6.

4.

Joen leveys maaritettiin kuvion
mukaisten mittausten avulla. Kuinka

levea
jokion?
31,5m

21m

24 m

B 37m

4 cm

4 cm

12 cm

54 mm
61 mm

42mm X

Suorakulmainen kolmio

7. Laske sivun

X pituus.
X*6,9 m

5. Maarita sivun x pituus. x=6 cm

34 mm

6. Maarita sivun x pituus. x=30 mm

Laske sivun x pituus.
x*3,3 m

56m

51°

4,2 m




9. Laske sivun x

pituus.
5,3 dm
x~4,2 dm 3,2 dm

X

10. Laske kulman a suuruus. a=61°

6,5 cm o
3,2cm

11. Laske kulman a suuruus. a=38°

6,0 cm

3,7 cm

12. Laske kulman a suuruus. a=60°

5,2m
a

3,0m

13. Laske sivun x pituus. x®31 cm

X 63°
14 cm

14. Tasakylkisen kolmion kyljen pituus on
17 cmja kannan pituus 16 cm. Laske
kolmion kulmien suuruudet.
56°, 62°ja 62°

15. Ratkaise
kulma a.
a=41°

16. Kuvassa olevan nelion 7\
sis&an on piirretty "
12

kolmio. M&érita tAman / \

kolmion pinta-ala. /
288 /

A==
5

17. Laske kolmion pinta-ala. A=48m?

18. Laske sivun x pituus. x33 mm

19.

20.

21.

22.

Laske nelikulmion
pinta-ala. A=0,91

m2
Laske
nelikulmion 11 mm
pinta-ala.
A=680 mm?
37° .
44 mm

Laske puolisuunnikkaan pinta-ala.
A~520 cm?

25cm

18 cm 18 cm

45 cm

Laske suunnikkaan pinta-ala.

4,2 mm

105°
3,0 mm

A=12 mm?




23. Suorakulmion korkeus on 4,13 cm ja
pinta-ala on 36,8 cm?. Laske
suorakulmion

a. kannan pituus 8,91 cm
b. lavistajan pituus. 9,82 cm

Sinilause ja kosinilause

24. Laske kulman a suuruus. a=36°

7.6

25. Kolmion pinta-ala on 16,4. Maarita
sivun x pituus. x~6,8

<@+ \
~ \
~~

.

\
94 \MA

26. Maarita sivun x pituus. x=13

27.Ratkaise sivun pituus x. x=25 32. Ratkaise kulma x. x=115°

11cm

5,8m

28. Laske sivun x pituus. x=8, 7 m 33. Ratkaise kulmat a~103° ja B~47°.

X

v
37m

3,2m

29. Kolmion kaksi sivua ovat 10,2 cm ja
8,70 cm. Jalkimmadisen sivun vastainen
kulma on 46°. Laske kolmannen sivun
pituus sekd suurin kulma. Sivu 2,4 cm
tai 11,8 cm. Kulma 122,5° tai 76,5°.

34. Laske sivun x pituus. x=5,3 m

5,3 m 4,7 m
30. Suunnikkaan sivut ovat 142 cm ja 188
cm. Sivujen vilinen kulma on 53°. 52,9°
Laske lavistdjien pituudet. 153 cm ja x
296 cm
31. Laske sivun x pituus. x=49 cm Ympyra
35. Laske ympyran kehan pituus, kun
34 cm X ympyran
A a. halkaisijaon4,6 m14,5m

b. sadeon3,45cm 21,7 cm



36.

37.

38.

39.

40.

Laske ympyran
kaaren b
pituus. b3 dm

.4,9dm
b 3_5_?\[::0

Laske 129 asteen keskuskulmaa
vastaavan kaaren pituus, kun ympyran
kehan pituus on 153 mm. 54,8 mm

Mopoauton renkaan ulkohalkaisija on
42 cm.
a. Laske renkaan ymparysmitta.
132 cm
b. Kuinka monta kierrosta rengas
pyorahtaa 5,3 kilometrin
matkalla? 4017

Ympyradn sade on 4,56 cm. Laske
sektorin pinta-ala, kun keskuskulma
on 56 astetta. A=10,2 cm?

Ympyran sade on 4,6 m. Siita
erotetaan sektori, jonka pinta-ala on
34 m2. Kuinka suuri on sektoria
vastaava keskuskulma? 184°

45. Laske kartion vaipan ala.

41. Laske pisteen P
etaisyys ympyran
keskipisteesta O.
OP=6,8 cm

Avaruusgeometria

42.Suoran ympyralierion muotoisen
peltitynnyrin tilavuus on 200 L ja
korkeus 120 cm. Kuinka suuri on
tynnyrin pohjan halkaisija? 46 cm

43. Laske pyramidin tilavuus. V=38 m?

46. Laske kartion vaipan ala.

5,0m

44. Laske pyramidin tilavuus.

15 cm 15 em

V=970 cm?®
A=850 mm?



MAA4 Alkuosan lisitehtavit
Itseisarvo
1. Mé&arita
a. |3-7] b. [1-+2| c. |4-+13]
2. Maariti luvun V3 — 5 etdisyys

10.

11.

12.

13.

a. luvusta 4 b. luvusta V3 + 4

Ratkaise yhtalot
a. |x+3|=4

b. |2x+ 1| =6
Ratkaise yhtild |3x2 + 2x| = 1

Ratkaise yhtald |2x —x?|—1=0

Ratkaise yhtdlé |x — 2| = |5 — 2x|

Ratkaise yht3l6é |[10x + 4| — |20x]| = 0

Ratkaise yhtilo 2|3x — 2| —4 =6

Lukujen 2x —3 ja Sx +1 valinen etdisyys on 5. Mitka luvut ovat?
Ratkaise yht3lé |[4x +5|—x =10

Ratkaise yhtdlé |2x +3 |=4x —3.

Ratkaise yht3lo |2x — 3| =v2x — 1

Ratkaise yhtilo ||x| — 2| = |x|

Koordinaatisto

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Laske pisteiden valinen etaisyys
a. A=(1,4) ja B=(9,10)
b. A=(-L1)ja B=(1,5)

Laske janan keskipiste, kun paatepisteet ovat
a. A=(-2,4)ja B=(3,-5)

o as(-24)pao(25
3°5 2 4

Janan paatepisteet ovat A(—6,—1) ja B(2,7). Laske janan keskipisteen
etaisyys origosta.

Kolmion karkipisteet ovat 4 =(-2,-1), B=(2,1) ja C=(-1,2).

Osoita laskemalla, etta kolmio on tasakylkinen.

Muodosta pistejoukon yhtalo, kun pisteen x-koordinaatti on kaksi kertaa
niin suuri kuin y-koordinaatti. Etsi viisi pistettd, jotka kuuluvat
pistejoukkoon. Merkitse I0ytamasi pisteet koordinaatistoon, ja
hahmottele nadiden avulla pistejoukon kuvaaja.

Kuuluuko annettu piste kayrélle —2x —y+3=0
a. (L1 b. (-2,-1) c.(0,3)
Tarkastellaan kayrda x° + y*> +2xy +6x -2y —7 =0 . Maarits

algebrallisesti (eli laskemalla) ne pisteet, joissa kayra leikkaa x -akselin.
Suora

Maaritad suoran kulmakerroin, kun suora kulkee annettujen pisteiden
kautta.

a. (<35 ja(L9) b (137 ja (=3,7) c (89) ja(8,13)



22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Maaritd suoran y = kx + 3 kulmakerroin, kun suora kulkee pisteen

(—3,7) kautta.

Maarita sellainen vakio ¢, ettd suora 4#x — 3t2y =0 kulkee pisteen

(3,—6) kautta. Mika on suoran kulmakerroin?

Suora kulkee pisteiden (4,5) ja (7,20) kautta. Kulkeeko se myés pisteen
(35,150) kautta?

Suora kulkee pisteiden (3a,18) ja (a,—2) kautta. Milld vakion a arvoilla

suoran kulmakerroin on 2?

Suoran kulmakerroin on 2 ja suora kulkee pisteen (4,3) kautta.
a. Muodosta suoran yhtalo
b. Kuluuko piste (—=9,—23) suoralle?

Madrita suoran yhtalo, kun suora kulkee pisteiden (2,7) ja (7, —3) kautta
Ma&adrita suoran yhtalo, kun suora kulkee pisteiden (4,3) ja (—9,3) kautta

Maarita suoran kulmakerroin
a. x+y—3=0 b . 4x—-12y+5=0

Janan paatepisteet ovat (—2,7) ja (5,—4). Maéritd yhtilo suoralle, joka

puolittaa janan ja kulkee pisteen (1,5) kautta.

Yhtaloryhma

31.

x+3y=7

Ratkaise yhtalopari
y=x-1

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.
39.

40.

2x-3y=2
Ratkaise yhtalopari 2 1
y==x+=—
3 3
-3x+y-9=0
Ratkaise yhtalopari
2x-3y—-8=0
x—2y=0
Ratkaise yhtdloryhma {ZX —y=3
4x+7y =15
x+2y=0
Ratkaise yhtdléryhma{x —y = —1
6x—9y =1

x—2y+4z=13

Ratkaise yhtdléryhm&{3x + 5y — 2z = 2
x+2y—z=0
3a+4b-2=0

Ratkaise yhtaloryhméa< 5a —-3b6+2=0
2a-2b+1=0

Ma&arita suorien 2x +3y =7 ja 3x —2y =4 leikkauspiste.
Suorat x—y—1=0 ja 2x+3y —12 =0 rajaavat yhdessd x -akselin

kanssa kolmion. Maarita laskemalla kolmion pinta-ala.

Maarita sellaiset vakiot a ja b, etté piste (—4,7) on suorien

4ax +5by —1=0 ja —3ax —4by —3 =0 leikkauspiste.



MAA4 Alkuosan lisdtehtavien vastaukset

1. a. 3+7x b. —l+\/§ c. 4—\/5
2. a. —/3+9 b. 9
3. a. x=—Ttaix=1 b. x =—— tai x=é
2 2
1

4, a.x=— tai x=-1
3

5. x=1taix=1++2

6. xzztai x=3
3

2 . 2

7. xX=——1taix=—
5

. 7

8. x=—1ta|x=§
. 7.8
9. -9ja-14tai —— ja —
3°°3

10. ei ratkaisua
11. x=3

1

12. x=2—taix=1
2

13. x=-1 taix=1

Koordinaatisto

14. a. 10 b. 24/5

5.0 (4L b, (i,-ij
22 12 40
16. V13
17. -
18. -
19. a. kuuluu b. ei kuulu c. kuuluu

20. (-7,0) ja (1,0)

o

Suora
21.a. 1 b. 0 c. ei kulmakerrointa

4
22, ——

3
2 .
23. t= _5' kulmakerroin -2

24, ej

25. a=5

26. y =2x-35, piste kuuluu suoralle
27. y=-2x+11

28. —

29. -

30. y=—T7x+12



Yhtaloryhma

31.

32.
33.
34.

35.
36.
37.

38.
39.

40.

1 1
x= 25,)/ = 15
ei ratkaisua
x=-5,y=6
x=2,y=1
ei ratkaisua
x=-1,y=3,z=5
ei ratkaisua

(2.1



MAA4 Loppuosan lisidtehtavat Ympyra

Suorat
8. Maarita ympyran keskipistemuotoinen yhtald, kun ympyran
1. Ovatko annetut suorat keskendan yhdensuuntaisia tai kohtisuoria? a. keskipiste on (—6,-2) jasadel (x +6)* + (y +2)* =1
- 12, .. 1 12 3\2 1
a. y=3x-4jabx—-2y+8=0 yhdensuuntaisia b. keskipiste on (—Eyg) ja sade 3 (X + g) + (y - g) =3
b. 5X-3y+9=0ja 6x+10y-5=0 kohtisuoria 9. Maaritd ympyran keskipiste ja sade.
c. 6X-y+1=0jal2x+2y—-6=0 eikumpiakaan a. (X=7)2+(y+6)2=9 kp = (7,—6)jar = 3

b. (X+5)°+(y-2)°=11  kp=(-52)jar =11

2. Suora kulkee pisteen (3,2) kautta ja on yhdensuuntainen suoran 4
. 2
4x —3y +7 =0 kanssa. Maarita suoran yhtilo. Missa pisteessa suora c. X +(y+1)’= 25 kp=(0,-Djar=_

leikkaa x-akselin? G, 0)
10. Mill3 vakion K arvoilla yhtdls x> + Yy + kx —ky — 2k = 0 esitts

3. Suora @ leikkaa Y -akselin samassa pisteessa kuin suora ympyrad? k < —4taik >0

11x + 3y +6 =0 ja on yhdensuuntainen suoran 3X — Yy +1=0 kanssa.
y J y y 11. Sijaitseeko piste ympyran (X +3)? + (y —4)? = 20 sisspuolella,
Maaritd suoran yhtald. y = 3x — 2 . . -

ulkopuolella vai ympyran kehalla?

4. Missa pisteessa janan AB keskinormaali leikkaa x-akselin, kun a. (-61) sisapuolella

A=(-51) ja B=(-3,-5)?(2,0) b. (-1,0) kehilla
c. (1,7) ulkopuolella
5. Suoran Y = 3X+1 normaali kulkee pisteen (3,4) kautta. Maérita 12. Madrita ympyran yhtélo, kun sen keskipiste on (4,3) ja ympyra sivuaa y-
normaalin yhtilé. V:y = —éx +5 akselia. (x —4)”+(y—3)* =16

6. Maarita pisteen etdisyys suorasta 3X+4y+6=0 13. Mééritd pisteen (—2,5) etaisyys ympyran (X —3)" +(y —5)" =16

a. (1,—6) 3 kehasta. 1
b. (-2,5)
14. Maarita ympyrdiden (X +3)° +(y—5)*=8 ja (x—9)*+y* =18
7. Madritd niiden pisteiden joukko, joiden etéisyys suorasta 8X —6Yy =3 on vilinen etiisyys yhden desimaalin tarkkuudella. 5,9
tasmalleen 4. 8x—6y—43=0tai8x—6y +37=0



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Nelién keskipiste on origossa ja yksi kérjista pisteessa (2,2). Nelién

ympdri piirretddn ympyra. Maarita ympyran yhtdls. x?+y? =8

Maarita ympyran keskipiste ja sade

a. X' +y*—6x-4y-3=0kp=32)jar=4
b. X+ Yy +4x-2y—-4=0kp = (=21 jar =3
c. X*+y°=8 kp = (0,0) jar = 2v/2(= V8)

Muodosta ympyrdiden X° + Y —2x—4y+1=0 ja

X* +y? —14x+2y +49 =0 keskipisteiden kautta kulkevan suoran

yhtdls. x +2y—-5=0

Maarita ympyran X+ y> —24x+80 =0 etaisyys pisteests (24,-5) .5

Mika on sen ympyran side, jonka keskipiste on (3,4) ja joka sivuaa

ympyraa x2+y2—2x—2y—2=0? r=+13-2

Osoita, ett3 piste (3,5) sijaitsee ympyrin X* + (y —3)* =13 kehills.

Maarita pisteeseen (3,5) piirretyn tangentin yhtéld. 3x + 2y — 19 =0

Maarits suoran Y = X —2 jaympyrin (Xx—4)*+(y-3)°=5

leikkauspisteet. (3,1) ja (6,4)

Kuinka monta pisteen P kautta kulkevaa tangenttia ympyrélle

X+ y2 = 25 voidaan piirtaa? Perustele.
a. P=GB4)1
b. P=(52) 2
c. P=(@41o

(2,1)

23.

24,

Maaritd ympyran X> +y> —5X—7y+6=0 ja y -akselin
leikkauspisteet. (0,1) ja (0,6)

Maadrita yhtalot ympyran X% + y2 =5 tangenteille, jotka kulkevat pisteen
(-1,3) kautta. —x —2y+5=0ja2x—y+5=0

Paraabeli

25. Maarita paraabelin X = —y2 +6Y ja Yy -akselin leikkauspisteet ja niiden

avulla paraabelin huippu. (0,0 ja (0, 6), huippu (9, 3)

25.

26.

27.

28.

29.

Maarits paraabelin X —2y* +1=0 jaympyran x>+ y* =2
leikkauspisteet. (1,1)ja (1,—1)

Maarita paraabelin aukeamissuunta ja huippu.
a. X=3(y—-5)°+1 aukeaa oikealle, huippu (1,5)
b. y=-6(Xx—7)*>—2 aukeaa alaspin, huippu (7, —2)

Tarkastellaan paraabelia, jonka polttopiste on (2,1) ja johtosuora X = 3.

a. Hahmottele paraabelin kuvaaja.

b. Maaritd paraabelin yhtilo. x = —%yz +y+2

Paraabelin huippu on pisteessa (2, 1). Paraabeli kulkee pisteen (1, 5)
kautta ja sen akseli on y-akselin suuntainen. Maarita paraabelin
huippumuotoinen yhtilé. y — 1 = 4(x — 2)?

Paraabelin huippu on pisteessa (2, 1). Paraabeli kulkee pisteen (—1, 4)
kautta ja sen akseli on x-akselin suuntainen. Maarita paraabelin

huippumuotoinen yhtdlé. x — 2 = —%(y - 1)



Vektorilaskennan perusteita R e e e R T 34. Olkoon suunnikkaassa ABCD sivuvektori AB = @ ja lavistjavektori
30. Piirrd vektorit X, Y ja Z, joille patee E—-- : --*: AC = Db . Maarita vektoreiden & ja b avulla vektorit BC ja AD.
L : BC=AD=-a+b

S|

a.
b. y1ajalyl=3-]al
Y aly 35. Suorakulmion ABCD lavistajat puolittavat toisensa pisteessa E .

Merkitaan ED =& ja EC = b . Maarita AB vektoreiden & ja b avulla.

AB=-a+b
31. Maarita vektorien vadlinen kulma, kun vektorit ovat 36. Esitd kuvan vektorit U, V ja W B
— _ v
a. Qja b 400 vektoreiden & ja b avulla.
b. & jaCe5° u=2a+2b (S
b.,T 7 =—3p a T u
. C o —
C jat 75 _
w=-3a—b z\‘ /

32. Piirra vektori o
37. Olkoon ABCDE viisikulmio. Laske AB—CE —-ED+CD —-CB = AC

3, a-+ b - z

b. a+b+¢C “

c. a—>b 7 Vektorit koordinaatistossa
d ¢—a

38. Madrita pisteiden A=(-6,-1), B=(0,4), C=(5,2a) ja
D = (2x+1, x — 5) paikkavektorit.

33. limaise vektorit AC , E ja m vektorien g,ja b ,C ja d avulla. - L _
39. Madrita pisteet A, B jaC, kun OA=4i —5], OB =-11i ja

AC=a+b
AE=a+b+c+d C=-ri-5j.
DA=-a-b-¢C

40. Olkoon @ = —5i—3jjabh = 21 — 5j.
a. laske2a+h=—-8i—11j
b. Llaskeda—3b=—11i+ 12

=




41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

Maarita vektorin —i +1OJT loppupiste, kun alkupiste on
a. (8,-10) (7,0)
b. (-9,-9) (-10,1)
Maarita
a. vektorin 2i —3] alkupiste, kun loppupiste on (—4,2) (—6,5)
b. vektorin =71 +3] alkupiste, kun loppupiste on (—6,0) . (1, —3)
Maarita vektori E, kun

a. A=(-50)ja B=(-2,-3) 4B =3i-3j
b. A=(-3a,2a) ja B=(3a,—-a) AB = 6ai — 3aj

Kolmion kérkipisteet ovat A=(-10,6), B=(2,-1) ja C=(0,9).
a. Laske AB+BC +CA (0,0)
b. Llaske AB—AC. (2,-10)

Madrita vektori @ = AB kun A= (3,—2) jajanan AB keskipiste
M=(0). @ = —4i + 4j

Vektorin AB = 41 — 12] loppupiste on (—7,3) . Maarita vektorin
keskipiste. (—9,9)

Suunnikkaan ABCD kérkipisteet ovat A=(2,1), B =(3,3) seki
C =(1,2). Maérita pisteen D koordinaatit. (0,0)

Vektorien pituus ja yhdensuuntaisuus

48.

49.

50.

51.

54.

Laske vektorin & pituus, kun
a. a=2i-4j 2J/5(=+20) b. a=-8] 8
Laske vektorin @ = 2(it + ¥) — (&t — ¥) pituus, kun U=6i —6] jaV =
-2i +5] 9
Ma3rita vakio t siten, ettd vektorit & =ti — 5]7 ja

b = —41 + 2t j ovat yhta pitkat. ¢ = ++/3

Vektorin @ = ki + 3k j — 21 pituus on 2. Marité vakio K .
k=0 tai k=2/5

Vektorin & alkupiste on A=(3,-2t) ja loppupiste B = (t,1) . Maarita

luku t niin, ettd |3 =13
t=-3/5 tai t=1



Vektorien pistetulo ja vektorien vilinen kulma

56.

57.

58.

59.

59.

60.

61.

Laske vektoreiden valinen pistetulo.
a. a=41—-8jjab=-3i+2j —28
b. a=-3i—jjab=-5] 5

Olkoona =2i+] ja b=—-i+5j.
. laske @b 3
b. Laske |a| +/5
Laske |b | V26

d. Laske vektorien vdlinen kulma 74,7°

Laske vektoreiden @ = —3i+ ] ja b = 21 + 4] vilinen kulma. 98,1°

Tutki ovatko vektorit kohtisuorassa toisiaan vastaan.
a. a=-31+2] ja b=61—9]kylldovat
b. a=21—3j ja b=—8i—12jeivitole

Maarita vakio t siten, ettd vektorit @ =21 —5j ja b = —3t 1+ 2j ovat

. - 5
kohtisuorassa toisiaan vastaan. t = —3

Suunnikkaan samasta karjesta lahtevat sivuvektorit ovat

—21+ 3j ja 31+t j. Maarita reaaliluku t niin, ettd suunnikkaan
lavistajien vélinen kulmaon 90°. t = +2

Kolmion kérkipisteet ovat A = (1,6), B = (2,—3) ja C = (—3,3). Onko
kolmio suorakulmainen?
Ei ole. (Ethan laskenut vain yhta kulmaa, se kun ei riita?)

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

Olkoon A = (1,2), B = (t,6) ja C = (3,t). Maérita ne vakion t arvot,
joilla vektorit AB ja AC ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.

t=3
Olkoon @ = 51+ J jab = —21 — 4j. Laske pistetulo
a.a-b -14
b. a-(a+b) 12
c.(a+b)-(@a—hb) 6

Laske @ - b, kun |a| = 6 ja |b| = 8 ja vektorien @ ja b vélinen kulma on 60
astetta. a-b =24

Kolmion kérkipisteet ovat (—1,2), (3, —1) ja (7,3). Laske kolmion kulmien
suuruudet asteen tarkkuudella. 38, 44 ja 98

Samasta pisteest lahtevat vektorit @ = 47+ jja b = 2T — 5] ovat
suunnikkaan kaksi sivua. Laske suunnikkaan lavistdjien valinen kulma
asteen tarkkuudella. 75°

Vektorin @ pituus on 34 ja se on yhdensuuntainen vektorin
b = 41 — j kanssa. Maéritd vektoria. @ = 8V17 i — 217

Maarita ne vakion s arvot, joilla vektorit % = st — 5j ja

v = —71 + ] ovat yhdensuuntaiset. Ovatko ne tall6in samansuuntaiset
vai vastakkaissuuntaiset?

s = 35, vastakkaissuuntaiset



MAA7 Lisatehtavat

. Maarita integraali.

a. [5x*+3x?dx
b. [x*+ x%dx
c. [4x®—x3dx

. Maarita integraali.

a. [9x°+ 6x?dx
b. [x7 —x®dx
c. [10x3+ 12x% dx

. Maarita funktion f(x) = 6x? + 8x3 se
integraalifunktio, joka kulkee pisteen
(1,2) kautta. F(x) = 2x* + 2x3 — 2

. Maarita integraali.

a. [(2x+1)?dx
b. [(3x+1)(3x — 1) dx

4x°+6x
c. [——dx

. Maarita funktion f(x) = x7 + x> + x?
integraalifunktion derivaattafunktio.
F'(x) = x7 + x>+ x?

. Maarita integraali, kun x > 0.

a. [x3—x"%dx
b. [3x72dx

c. fxx:dx

7. Maarita integraali, kun x > 0.
a. fi dx
b. [— dx

6x2

8. Maarita integraali, kun x > 0.

a. [Vxdx
b. [Vx3dx
c. [Vx®dx
9. Maarita integraali, kun x > 0.
a. [+xdx
b. [Vx3dx
c. [Vx®dx
10. Maarita integraali, kun x > 0.
a. [xdx
2
6
c. fﬁ dx

11. Maarita se funktion f(x) = %

integraalifunktio, joka kulkee pisteen
(4,10) kautta.

4
F(X) = _ﬁ—l_ 12

12. Maarita integraali, kun x > 0.
a. [3@x+ D*dx
b. [10x(5x2 + 7)3 dx
c. [4(4x?*—8)°dx

13.

14.

15.

16.

17.

Maarita integraali, kun x > 0.
a. [(6x —5)*dx
b. [x(6x%+ 1)°dx
c. [x2(x®—-7)"dx

Maarita funktion f(x) = x(6x? — 3)?
se integraalifunktio, joka kulkee
pisteen (1, 2) kautta.

Fx) = 3(2x% —1)3 N 5
YETTy 4
Maarita integraali kunx > 0.
a. fz 2-1
10x
b. f x2+7
24x2
c. fz 3 1

Maarita integraali, kun x > 0.

12x—4
J.6x2 4x
-2
b [ 22 dx
c. fx2—1 dx

Laske maaratty integraali.

3
a) f 6x + x2 dx
1

5
b) J x? —xdx
2



18. (B) Maarita kuvassa olevan varitetyn
alueen pinta-ala kayttaen 10 osavalia
a. alasumman avulla A=1,12
b. ylasumman avulla. A=1,52

2|y
fla)= -2 +1

L\
19. Laske maaratyn integraalin arvo.

]3 24x q
L 6xZ—15

20. Maarita integraali.
a. [ 3sin (x) — 4 cos(x) dx
b. [ 2sin(4x) + 3 cos(6x) dx

21. Maarita integraali
a. [x?cos(x3®) — 4x - sin(x?) dx

b. [ cosxsin?x dx
22. Méaérité integraali [ (cosx — sinx)? dx

23. Maarita integraali.
Y

cos x — sin4x dx
0

24.Maarita integraali, kun x > 0.
a. [e*+e3* dx

b. [5e** — 2 dx
4

25. Maarita integraali, kun x > 0.

e* d

a. fex_l x
eSx

b. [ dx
3e*

c. [ dx

26. Maarita kuvan varitetyn alueen pinta-ala, kun
glx) = %xz — 4x + 8.

P\ J

1 2 4 5

y=g(x)
A=2
27.Maarita kuvan varitetyn alueen pinta-ala, kun
f(x) = —x? —4x — 3.

y = f(x) ]y

fz Nol 7 oact

3
28. (B) Maarita varitetyn alueen pinta-ala, kun

h(x) = x3 — 13x% + 50x — 56.

Y y = h(x)
1/ | v
A==
12

29. (B) Kuinka monta osavalia tulisi kayttaa, jotta

T27 suorakaidesaannolla saatavan likiarvon
suhteellinen virhe olisi pienempi kuin yksi
promille, kun laskentakohtina kaytetaan
osavalien keskipisteita? 23 osavalia

30. Maarita varitetyn alueen pinta-ala,
kun g(x) = x? — 4.

31. Maéarita varitetyn alueen pinta-ala,
kun f(x) = —%xz +x +§ja

gx) = —gxz +§x+ 1

_ 16

A
9
32. (B) Maarita varitetyn alueen pinta-ala,
kun paraabelin yhtiloé on y = x? — 4.

e[
i

1447 16
A=————
3 3

33. (B) Funktion f(x) = e* kuvaaja
pyorahtaa valilla x € [0,1]

2_
a) x-akselinymparil/ = Q

b) y-akselinympari.V = (e — 2)m

Maarita pyorahdyskappaleen tilavuus.



Todennakoisyyden laskusaannot

<

N >



1. Suomalaisista 44 % kuuluu paaveriryhmaan A, 17 % ryhmaan B, 8 % ryhmaan AB ja 31 % ryhmaan O. Edelleen 85
%:lla suomalaisista on veressaan reesustekija (Rh+), joka muilta puuttuu (Rh-). Reesustekijan esiintyminen ei riipu
veriryhmasta. Milla todennakoisyydella satunnaisesti valittu suomalainen kuuluu veriryhmaan

a. B+
b. AB-

2. Liisa kylvi samaan ruukkuun yhden sitruunansiemenen ja yhden appelsiininsiemenen. Arvioidaan, etta
sitruunansiementen itavyysprosentti on 40 % ja appelsiininsiementen 30 %. Oletetaan, etta siementen itdvyys on
toisistaan riippumatonta. Milla todennakoisyydella

a. molemmat siemenet itdvat

b. kumpikaan siemenista ei ida

c. sitruunansiemen itda ja appelsiininsiemen ei ida
d. appelsiininsiemen itda ja sitruunansiemen ei ida?

3. Eraalla pelikierroksella kaikki viisi pelaajaa heittivat nopalla ykkosen. Mika on téllaisen heittosarjan
todennakadisyys?

4. Monivalintakokeessa on kahdeksan kysymysta, joista kolmessa on nelja vastausvaihtoehtoa ja viidessa kolme
vaihtoehtoa. Vaihtoehdoista vain yksi on oikein. Milla todennakoisyydella umpimahkaisesti vastaava
a. saa kaikki kahdeksan vastausta oikein
b. eisaayhtdan oikein?



5. Todenndkdisyys, ettd koneen suuresta tuotantoerasta poimitussa neljan hehkulampun pakkauksessa kaikki pallot
ovat virheettémia, on 0,92. Milla todennakdisyydelld koneen tuotannosta satunnaisesti poimittu yksittdinen
lamppu on virheetén?

6. Jousiampuja H saa laukauksistaan kymppiin keskimaarin 70 % ja jousiampuja M keskimaarin 80 %. Kumpikin
ampuu kerran. Milla todenndkoisyydella
a. molemmat osuvat kymppiin
b. kumpikaan ei osu kymppiin
¢. Hosuu kymppiin, mutta M ei?

7. Koulun monistuskoneista toinen on rikki keskimaarin 25 % kouluajasta ja toinen 15 % kouluajasta. Milla
todennakaoisyydella satunnaisena koulupaivana
a. molemmat monistuskoneet ovat rikki?
b. molemmat monistuskoneet toimivat?

8. Pelaajatilaston mukaan erds koripalloilija onnistuu 76 % vapaaheitoista. Milld todennakoisyydella kaikki
vapaaheitot menevat koriin, kun han heittaa
a. kaksi
b. kolme vapaaheittoa?



9. Raviveikkauksessa V5 on valittava viiden ravilahdon voittaja. Eraalla veikkauskierroksella ensimmaisessa ja
toisessa lahddssa oli 18 hevosta, kolmannessa ja neljannessa 16 hevosta ja viidennessa 12 hevosta. Milla
todennakaoisyydella rivinsa umpimahkaan tayttava Einari saa

a. 5oikein
b. eiyhtaan oikein

10. Kolmea noppaa heitetdan. Milla todennakoisyydella kaikki pisteluvut ovat pienempia kuin 5?

11. Ruukkuun on kylvetty kaksi siementd, toinen pussista, jossa itdvyysprosentiksi luvataan 90 %, ja toinen pussista,
jonka itavyysprosentiksi luvataan 80 %. Milla todennakdisyydella toinen siemenista itda ja toinen ei?

12. Lukion opiskelijoista 62 % vastustaa ja 38 % kannattaa Suomen NATO-jdsenyytta. Mika on todennakdisyys, etta
kahdella satunnaisesti valitulla lukiolaisella on eri mielipide Suomen NATO-jasenyydesta?

13. Milla todennakdisyydella perheeseen syntyvat kaksi lasta ovat eri sukupuolta? Syntyvista lapsista 51,2 % on poikia.

14. Arvioidaan, ettd poutapaivan jalkeisista paivista 70 % on poutapaivia ja 30 % sadepadivid. Sadepaivan jalkeisista
paivistd 40 % on sadepaivia ja 60 % poutapaivia. Milla todenndkdisyydelld juhannuspdivana on poutaa, jos
juhannuksen aatonaatto on

a. poutapaiva
b. sadepaiva?



15. Milla todennakodisyydelld perheeseen syntyvat nelja lasta ovat kaikki samaa sukupuolta? Syntyvista lapsista 51,2 %
on poikia.

16. Yatzy-pelissa heitetaan viittd noppaa. Pelaaja saa yatzyn, jos kaikissa nopissa on sama silmaluku. Mika on yatzyn
todennakadisyys yhdella viiden nopan heitolla?

17. Tiina kohtaa aamulla koulumatkallaan kahden liikennevalot, joista ensimmainen nayttaa punaista 60 % ajasta ja
toinen 45 % ajasta. Valot toimivat toisistaan riippumattomasti. Milla todennakdisyydella Tiina joutuu pysdahtymaan
liikennevaloihin yhden kerran?

18. Koulun kahdesta monistuskoneesta toinen on rikki 25 % ajasta ja toinen 15 % ajasta. Milla todennakdisyydella
satunnaisena koulupadivdana monistuskoneista vain yksi toimii?

19. Rasiassa A on kolme valkoista ja viisi punaista palloa, rasiassa B on kaksi valkoista ja kuusi punaista palloa ja
rasiassa C on kahdeksan valkoista palloa. Pelaaja valitsee umpimdhkaan rasian ja edelleen rasiasta yhden pallon.
Mika on todenndkoisyys, etta han saa punaisen pallon?

20. Suomalaisista 44 % kuuluu paaveriryhmaan A, 17 % ryhmaan B, 8 % ryhmaan AB ja 31 % ryhmaan O. Milla
todennakaoisyydella aviopuolisot kuuluvat samaan veriryhmaan?



21. Koripalloilija heittda keskimaarin 80 % vapaaheitoista koriin. Han heittda kolme vapaaheittoa. Milla
todennakadisyydella
a. ainakin yksi menee koriin
b. kaikki eivat mene koriin?

22. Viitta kolikkoa heitetdaan. Milla todennakdisyydella tulee ainakin yksi klaava?

23. Mika on todenndkdisyys, etta seitsemasta henkildsta ainakin yksi on syntynyt sunnuntaina?

24. Erasta koneen osaa tuotetaan sarjavalmisteisesti. Viallisia tuotteita on 0,2 %. Kyseisid osia ostetaan 250
kappaletta. Milla todennakoisyydella ainakin yksi osista on viallinen?

25. Seuramatkalennolla kuulutetaan matkustajien joukosta ladkaria. Milla todenndkdisyydelld 150 matkustajan
joukossa on ainakin yksi [ddkari? Suomessa on yksi ladkari 340 henkea kohden. Oletetaan, ettd lennon matkustajia
voidaan pitda satunnaisena otoksena suomalaisia.

26. Suomalaisista 31 % kuuluu veriryhmaan B. Kuinka suuri tulee satunnaisesti kootun suomalalaisryhman olla, jotta
todennakdisyys, ettd mukana on ainakin yksi B-veriryhmaan kuuluva, olisi suurempi kuin 0,997



27. Tuotteessa on kolme mahdollista vikaa, jotka esiintyvat toisistaan riippumatta todennakoisyyksilla 0,01, 0,02 ja
0,03.
a. Millad todennakdoisyydella yksi tuote on viallinen, eli siind on ainakin yksi kolmesta viasta?
b. Milla todennakdisyydella kymmenesta tuotteesta ainakin yksi on viallinen?

28. Anna heittda noppaa seitseman kertaa. Milld todennakoisyydelld ainakin kerran tulee kuutonen?

29. Milla todennakoisyydelld kolmilapsisessa perheessa ainakin yksi lapsi on tyttd? Syntyvista lapsista 51,2 % on
poikia.

30. Lasiesineessa esiintyy toisistaan riippumatta varivirhe todennakaoisyydellad 0,12 ja valuvirhe todennakaoisyydella
0,15. Milla todennakdoisyydella tuotteessa on korkeintaan toinen vioista?

31. Suomalaisista 5 % on vasenkatisia. Milla todenndkoisyydelld opetusryhman 27 opiskelijasta ainakin yksi on
vasenkatinen?



Vastaukset:

0,14
0,012

0,12
0,42
0,28
0,18
1/7776
=0,00013

R0 TN D op

0,000064
0,056
0,98

0,56
0,06
0,14

0,038
0,64

C® ND T B e NT oA

0,58
0,44

1/995328
0,719
10. 0,30
11. 0,26
12. 0,47
13. 0,50
14.
0,67
0,66
15. 0,125
16. 1/1296
=0,00077
17. 0,51
18. 0,33
19. 11/24=0,46
20. 0,33

o Loy @

21.

22,
23.
24,
25.
26.
27.

28.
29,
30.
31.

0,99
0,49
31/32=0,97
0,66
0,39
0,36
vih. 13 hla

0,059
0,46
0,72
0,87
0,58
0,75




